
Sommes d’Euler

Soient n, p ∈ N. Le but de cet exercice est de calculer la somme :

S(p)
n =

n
∑

k=0

kp.

1. (a) Donner la valeur de S
(0)
n .

(b) Montrer par récurrence que S
(1)
n = n(n+1)

2 .

2. On suppose désormais que p > 1.

(a) Calculer (k + 1)p+1 en fonction des kj, pour 0 6 j 6 p+ 1.

(b) En déduire que :

S(p+1)
n + (n+ 1)p+1 = S(p+1)

n +

p
∑

j=0

(

p+ 1

j

)

S(j)
n .

(c) Montrer que :

S(p)
n =

1

p+ 1



(n+ 1)p+1
−

p−1
∑

j=0

(

p+ 1

j

)

S(j)
n



 .

(d) Utiliser ce résultat pour retrouver la valeur de S
(1)
n , puis donner la valeur de S

(2)
n , S

(3)
n

et S
(4)
n .
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