Une équation fonctionnelle

Soit F 'ensemble des fonctions définies et continues sur R vérifant la relation
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V(w.y) ERY flz+y).flz—y) = (f(2)-f(y) "
Le but de ce probléme est de déterminer les éléments de FE.

1. Montrer que la fonction définie sur R par ¢(z) = e*” est élément de E.
2. Soit f un élément de E.

(a) Déterminer les valeurs possibles pour f(0).

(b) Montrer que si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.

(¢) Montrer que s'il existe un réel ¢ tel que f(c) =0, alors f(c¢/2) = 0.

)

(d) En déduire que s'il existe un réel ¢ tel que f(c) = 0, alors f est la fonction nulle (071

pourra s'intéresser a la suite (f(c/2n> )neN>'

3. Soit f un élément de E tel que f n’est pas la fonction nulle, et telle que f(0) > 0.
(a) Montrer que f est paire.
(b) On pose g(z) = In f(x). Montrer que g est définie sur R.
(c¢) Etudier la continuité de g, et déterminer g(0).

(d) Exprimer g(z +y) + g(z — y) en fonction de g(z) et g(y).
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e) Montrer que g est paire.
f) Montrer que : Vz € R, Vn € N, g(nz) = n?g(z).
g) Exprimer g(nz) en fonction de n et de g(z), pour n € Z.
)

h) Exprimer g(rz) en fonction de r et g(x) pour z € R et r € Q. En déduire g(r) en
fonction de r et de g(1), pour r € Q.

(i) Montrer qu’il existe A > 0 tel que : Vo € R, f(x) = A*". En déduire les fonctions f
éléments de F telles que f(0) > 0.

4. Déterminer les fonctions f éléments de E telles que f(0) < 0.

5. Conclure.



