Equations fonctionnelles

Partie I

On souhaite déterminer l’ensemble des applications f : R — R telles que :

()  f dérivable en 0
(1) VreR, f(2z)=2f(x).
1. On se donne f: R — R vérifiant (i) et (ii).
(a) Montrer que :
0 =, 0.7(0) + oft).

(b) Soit x € R. Montrer qu'il existe une suite de réels (€,),en, convergente vers 0, et
telle que :

T x 1
Vn € N, f(z—n) = 2 1(0) + 5oen
En déduire que : f(z) = z.f'(0).

2. Etablir que les solutions du probléme sont les fonctions de le forme f = Aldg, ou A € R.

Partie I1

On souhaite déterminer I’ensemble des applications f : R — R telles que :

(1)  f dérivable en 0
(i) VeeR, f(2z)=[f(x)]"
1. Soit f: R — R vérifiant (i) et (7).
(a) Montrer que : Vo € R, f(z) > 0.
(b) Etablir que, pour tout z € R :

1
on

meN, f(5)=[f@)]".

2. Soit f: R — R vérifiant (i) et (iz). On suppose que f s’annule au moins une fois sur R.
On note b un de ces points.
(a) Montrer que, pour tout n € N : f (2%) =0.
(b) En déduire la valeur de f(0).
(¢) Soit € R. On suppose que f(z) # 0. Montrer qu’alors nETOO [f(a:)]%” = 1. En
déduire une contradiction.
(d) Conclure.
3. Soit f: R — R vérifiant (i) et (7i). On suppose que f ne s’annule pas sur R.

(a) Montrer que, pour tout z € R : f(x) > 0.
(b) A l'aide de la partie I, déterminer la fonction g :  — In f(z).
4. Conclure.



