Equivalent d’une suite récurrente grace & un changement de suite
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On considére la suite (uy, )nen définie par : ug € R et pour tout entier naturel n, w,1 = %

Préliminaire :

1. Montrez que si la suite (u,)nen converge, alors sa limite est égale & 0 ou a 1.

2. Représentez graphiquement les premiers termes de la suite (up)nen dans le cas ot ug > 1.
(on fera un dessin soigné)

3. Quelles conjectures pouvez-vous faire ?

Dans toute la suite du probléme, on se place dans le cas ot ug > 1. Les objectifs du probléme

sont les suivants :

- d’une part, montrer que la suite (uy)nen est divergente et que limu,, = 400 (Partie I);

- d’autre part, étudier la vitesse de divergence de la suite (u,)nen €n comparant cette suite avec
une autre suite divergente (Partie II).

Partie I :

1. Montrez que : Vn € N, u,, > 1.
2. En déduire que la monotonie de la suite (uy)nen-

3. Etudier le comportement asymptotique de la suite (uy,)nen.

Partie II :

On cousideére la suite (v, )nen définie par : Vn € N, v, = 2% In (“7")
1. Etude de la suite (v, )nen-
(a) En étudiant le signe de v,41 — v, montrez que la suite (vy,)nen est croissante.
(b) Montrez que : Vn € N, u,11 < (un)?
(c) Montrez que : Vn € N vy41 < v + mr In(2).
n
(d) En déduire que : Vn > 1, v, < vo + In(2) x Z ik
il
(e) Montrer que la suite (v,)nen est convergente.
2. Vitesse de convergence de (uy,)nen. On note a = lim v,,.
(a) Montrez que : Vz > 0, In(1 +z) < x.
(b) En déduire que : Vn € N, 0 < vp1 — v < ﬁ
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(c) Soit n € N. Montrer que : Vp € N*, 0 < vpqp — U < L Z Sk

Un
k=1
(d) En déduire que : Vn € N, 0 < o — v, < ﬁ
(e) Exprimez u,, en fonction de v,,.

(f) Mountrer que :

on
Uy ~  2e% .
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