Intégration : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On considére la fonction F' définie par :

“ In(t)
1 1412
1. (a) Justifier que F' est définie (au moins) sur |0, +oo].

(b) Montrer que F' est de classe C* sur l'intervalle |0, +o0.
(¢) Donner le sens de variations de F' sur l'intervalle |0, +oo].

F(z) = dt.

2. On considére la fonction g définie sur ]0, +oo[ par :

arctan(x
Ve >0, g(z)= 7()
x
(a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.

(b) Etablir que :
Ve >0, F(x)=arctan(z)ln(z) — / g(t) dt.
1

(¢) Montrer que 'on peut prolonger F par continuité en 0.
(d) Etablir que F' n’est pas dérivable a droite en 0.
3. Nous allons démontrer d’une autre maniére que F' est prolongeable par continuité en 0.
(a) Etablir que :
1
Vx>0, F(x)F<—) .

T

(b) Etablir que, pour ¢ > 1, on a In(t) < v/t
(¢) En déduire que :

Vo > 1, F(x)éQ(l—%).

(d) A Taide du théoréme de la limite monotone en déduire que ’'on peut prolonger F par
continuité en 0.
4. Nous allons maintenant calculer une valeur approchée de F'(0). Pour tout k € N et tout z > 0
on pose :

Ii(z) = /j tF In(t) dt.

(a) Montrer que cette intégrale est bien définie.
(b) A Paide d’une intégration par parties, établir que :

oF 1 In(x) okt 1
Vk e N,V >0, I = - .
ENVr>0, L) === ~ G T Gy
(¢) Montrer que :
L Zn k..2k 1 T2

(d) En déduire que :

VneNV0 <z <1, |F(z)=> (1) lu(2)| < Lnga(@).

k=0
(e) Pour tout n € N on pose:unzzzzoﬁ. Montrer que :
1
VneN, |F0)—u, < ——.
neN, 1FO) -l < G

(f) En déduire une méthode pour donner une valeur approchée de F(0) & 102 prés. Donner
cette valeur approchée.



