Matrices magiques

On désignera par M|i, j] 'élément situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j d'une
matrice M € M,,(R).

ot

Partie I : Généralités

. Etablir que :

Y(A, B) € M,(R) x M,(R), V(a, B) € R*,  Tr(aA+ B) = aTr(A) + 5 Tr(B).

1

. On pose V = : € M,1(R). Montrer que M € M, (R) est semi-magique si et

1
seulement si il existe A € R tel que : MV = (tM )V = AV. Donner X en fonction de oy,.

(a) En déduire que si A et B sont semi-magiques d’ordre n et si (a, ) € R?, alors les
matrices «A + 5B, AB et 'A sont semi-magiques. On donnera caa455, 0ap €t oty
en fonction de o4 et op.

(b) Vérifier que si A et B sont magiques d’ordre n et si (o, 3) € R?, alors les matrices
aA + BB et A sont magiques.

. On note J, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Vérifier que la

matrice J,, est magique (donner o, ). Calculer, pour tout p € N, la matrice J?.

(a) Montrer qu'une matrice M € M, (R) est semi-magique si et seulement si il existe
A € R tel que J,M = MJ, = \J,,. Donner X en fonction de ;.

(b) Montrer que si A est semi-magiques d’ordre n et inversible alors la matrice A™! est

. . 5 o L
semi-magique d’ordre n et 0 4-1 = o



Partie II : Matrices magiques d’ordre 3

(a) Montrer que toute matrice magique d’ordre 3 est la somme d’une matrice magique
symétrique et d’une matrice magique antisymétrique, et que cette décomposition est
unique. (On procédera par analyse-synthese)

(b) Montrer que les matrices magiques antisymétriques s’ordre 3 sont toutes les matrices
de la forme :

-b 0 b ou beR.

(¢) Monter que les matrices magiques symétriques s’ordre 3 de trace nulle sont toutes
les matrices de la forme :

a —a 0
—a 0 a ou a€R.
0 a —a

(d) Etablir que les matrices magiques d’ordre 3 sont outes les matrices de la forme :

a+c —a+b+c —b+c
—a—b+c c a+b+c ot (a,b,c) € R’
b+ c a—b+c —a+c
(On remarquera que si A est symétrique magique d’ordre 3 alors C = A — T’E,’A J3

Uest aussi...)



