
BCPST1.1 - MATHÉMATIQUES, FEUILLE DE TD N˚1

Exercice 1 Montrer que pour tout n ∈ N, si n2 est pair, alors n est pair.

Exercice 2 Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :

A∆B = (A ∪B)\(A ∩B).

Montrer que : A∆B = (A\B) ∪ (B\A) = (A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac).

Exercice 3 1. Déterminer P(E) pour E = {a, b, c, d} ; a, b, c, d étant distincts deux à deux.
2. Déterminer P(E) et P (P(E)) pour un ensemble à deux éléments.

Exercice 4 Soit f : R −→ R, x 7−→ sin(x) + 2x. Est-ce que l’application f est injective ? surjective ?
bijective ? Montrer que l’équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution est
strictement positive.

Exercice 5 On considère l’application :

f : R −→ R+

x 7−→ x2

1. Est-elle injective sur R ? surjective de R sur R+ ?
2. Montrer que f|R+ est bijective de R+ sur R+ et déterminer son application réciproque f−1

|R+ .

3. De même montrer que f|R− est bijective de R− sur R+ et déterminer son application réciproque
f−1
|R− .

4. f est-elle injective sur N ? bijective de N sur N ? de Z sur N ?

Exercice 6 Soient E, F deux ensembles et f : E → F et g : F → E deux applications.
a) Montrer que si g ◦ f = IdE , alors g est surjective et f est injective.
b) On suppose que g ◦ f = IdE , et que l’une des deux applications f ou g est bijective. Montrer que
l’autre est aussi bijective.
c) Monter que si g ◦ f et f ◦ g sont bijectives, alors f et g sont bijectives.

Exercice 7 Montrer que la composée de deux injections est une injection et que la composée de deux
surjections est une surjection.

Exercice 8 Soient E, F deux ensembles et f : E → F une application. On considère A1 et A2 deux
parties de E et B1 et B2 deux parties de F .
a) Montrer que :

f (A1 ∪A2) = f (A1) ∪ f (A2) et f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) .

b) Montrer que :

f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) et
f−1 (B1 ∩B2) = f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .

Exercice 9 Soient n ∈ N∗ et (xij)1≤i,j≤n des nombres réels ou complexes.

1. Comparer les expressions S1 et S2 : S1 =
∑n

i=1

(∑n
j=1 xij

)
et S2 =

∑n
j=1 (

∑n
i=1 xij). Les repré-

senter dans un tableau.
2. Comparer les expressions T1 et T2 : T1 =

∑n
i=1

(∑i
j=1 xij

)
et T2 =

∑n
j=1

(∑n
i=j xij

)
. Les repré-

senter dans un tableau.

Exercice 10 Calculer les sommes suivantes, pour tout entier n ∈ N (éventuellement non nul) :

n∑
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i
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k,

n∏
k=0

(2k + 1).
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Exercice 11 Montrer que pour tout entier n ∈ N, on a :

1.
∑n

k=0 k2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

2. n! ≥ 2n−1.

Exercice 12 Calculer les sommes suivantes, pour tout entier n ∈ N (éventuellement non nul) :
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