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Exercice 1 Soient P le plan vectoriel R? et B = (7, 7) la base canonique de P. On considére f et g

deux endomorphismes de P de matrices respectives M = < ? :;1 ) et N = < 8 (1) )
1. Déterminer les matrices de fo f, gog,go fet fog.
2. Montrer que Ker(f) = Im(f) et donner une base de Im(f). Donner sans calcul une base de Im(g).

3. On pose h = f + g. Calculer la matrice de h o h. Conclusion ?

Exercice 2 On note E I'espace vectoriel R® et B = (€1, €2, €3) la base canonique de E. On note h
lendomorphisme de E défini par h(z,y,2) = (—2z+y+ 2z, -z +y + 2z, —2x + y + 22)

1. Donner la matrice A de h.

2. Déterminer une base de Ker(h). Quel est le rang de h? Donner une base de Im(h).
3. Déterminer la matrice de h2 = h o h. Quel est le rang de h? ? son noyau, son image ?
4

. Calculer h™ pour n € N.

Exercice 3 Dans chacun des cas suivants on définit une application linéaire de RP dans R™ par sa matrice
relativement aux bases canoniques. Déterminer rg(f) ainsi qu’une base de Ker(f) et Im(f).

Lo 1 123 0 33 21 0 s
A= 2 -1 =2 B=|1 2 3 C= D=
T L o 3 0 0 4 -8 12 -3 1
0 0 2 —4 0 1 0 1
. . . - = > .
Exercice 4 On désigne par E 'espace vectoriel R? et par B= (i, j, k) la base canonique de E. On
-1 2 =2
considére f € L(E) dont la matriceest M =% | 2 -1 —2
-2 -2 -1
1. Montrer que I’endomorphisme f est bijectif et donner la matrice de f~!. Que remarque-t-on ?
2. Montrer que I’ensemble D des vecteurs @ de E tels que f (7) = U est un sev de E. En donner une
base.
3. Montrer que I’ensemble P des vecteurs u de E tels que f(?) = —7 est un sev de E. En donner

une équation cartésienne.
4. On pose Q = {(z,y,2) € E; y+ z = 0}. Montrer que f(Q) = Q.

Exercice 5 Soient f,g € £ (K").
1. Montrer que Ker(f) C Ker(g o f) et Im(g o f) C Im(g).
2. Montrer que Ker(g) NIm(f) = f (Ker(g o f)).

3. On suppose que f et g commutent i.e. fog = go f. Montrer que Ker(g) et Im(g) sont stables par
I

Exercice 6 On désigne par [E 'espace vectoriel KP, ot p € N*. Soit f un endomorphisme de E.
1. Montrer que Ker(f) C Ker (f?) et Im (f?) C Im(f).

2. Montrer que les 3 conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ker(f) = Ker (fg) :
(id) Im (f) = Tm (f?);
(791) Ker(f)NIm(f) ={0g}.

3. On suppose que l'une de ces trois conditions est vérifiée. Montrer que pour tout n € N* on a

Ker(f) = Ker (f™) et Im(f) = Im (f™).
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Exercice 7 Soit f un endomorphisme de K. On suppose que f2 = O et f2 # 0.
1. Montrer qu'il existe @ € K? tel que la famille B = (u, f (), f? (W)) est libre.

2. Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 8 Soit f € L (KP?) tel que f? — 3f + 2Idg» = 0.
1. Montrer que f est inversible et donner f~! en fonction de f.

2. Montrer qu’il exite deux suites (a,,) et (b,) de scalaires telles que pour tout n € N, f* = a,, Idgs +
b, f. En déduire f™ en fonction de n.

Exercice 9 1. On note f I’endomorphisme de R? défini par sa matrice dans la base canonique :

1 4 2
A=|(0 -3 -2
0 4 3

On pose u1 = (1,—1,1), uz = (1,0,0) et uz = (0, —1,2). Montrer que B = (171)77,75,173’) est une base
de R? et donner la matrice de f dans cette base. Que remarquez-vous ?

2. On note g 'endomorphisme de R? défini par sa matrice dans la base canonique :

3 -3 -2
A=|-2 1 2
3 -2 =2

— — —

On pose vy = (1,0,1), v3 = (0,1,—1) et v3 = (1, —1,1). Montrer que B = (01,02703) est une base
de R? et donner la matrice de g dans cette base. Que remarquez-vous ?

Exercice 10 Déterminer les éléments propres des endomorphismes f et g de R® de matrice respective
dans la base canonique :

0 1 0 0 -1 2
A=10 0 1 B=10 1 0
1 -1 1 11 -1

Montrer que, pour chacun de ces endomorphismes, il existe une base formée de vecteurs propres et
déterminer leur matrice dans cette base.



