BCPST1.1 - MATHEMATIQUES, FEUILLE DE TD N ° 6

Exercice 1 Calculer les produits de matrices suivants :
1 =3 o 1 =3\ cosa —sina o cosf —sinf \
-3 1 -3 1 ’ sina  cosa sinf3  cosf3 ’
1 2 « 1 =2\ cosa  sina o [ cos B sing )
-3 1 -1 1 ’ sinae —cosa sing —cosf )’
1 -2 1 2 cosa  sina cosa  sina
X : . X .
-1 2 -3 1)’ sina —cosa sina —cosa

) (2T ) e (T3)<(5)

Exercice 2 Soit U = . Calculer U2, U3. Montrer que pour tout n > 2, il existe

an € C, tel que U™ = a,,U3.

1 -3
1. Vérifer que 42 — A — 2, = O.

2. En déduire que A est inversible et calculer A71.

Exercice 3 Soit la matrice A = (4 _10>.

-1 1

1. Déterminer A™ pour tout n € N.

Exercice 4 Soit la matrice A = ( 1 _1).

2. On consideére les deux suites (2, )nen et (Yn)nen définies par la donnée de zg et yo et les relations
de récurrence
{ Tpn+1 = Tn — Yn
Yn+1 = —Tp+Yn

T

(a) On pose X,, = ( ) Etablir une relation entre X, 11, 4 et X,,.

n

(b) En déduire une expression de z,, et y, en fonction de zg, yo et n pour tout n € N*.

1 -1 -1
Exercice 5 On pose A = | -1 1 —1]. Démontrer qu’il existe deux suites (ap)nen €t (bn)nen &
-1 -1 1
valeurs réelles telles que
an b, by,
Vn € N, A= b, an by
b, b, a,

En déduire A™ pour tout n € N.

a 0
Exercice 6 Poura ¢ R,onpose A=| 0 a
0 0

1. Vérifier que AN = NA et N3 = 0.
2. Calculer B™ pour tout n > 2.

3. Pour quelles valeurs de a la matrice B est-elle inversible ? Calculer B~! pour ces valeurs de a.



0 1 0
Exercice 7 Soit M = | 0 0 1 |.Calculer M2, M3, M*, ...
0 0 0

1. Calculer le produit (I3 + M + M?)(I3 — M). En déduire que I3 — M est inversible et donner son
inverse.

2. Soient z,y € R. Démontrer qu’il existe trois suites réelles (a), (by) et (cn) telles que pour tout
n €N, on ait : (xl3 +yM)" = a, I3 + b, M + c, M?.

3. Application numeérique : On considére les suites (uy)n, (Vn)n et (wy,), définies par : ug = 1, vg = 0,

wg = —1 et les relations de récurrence :
Up+1 = 2un + Un
Un+1 = 2up  + Wn,
Wp41 = AT
Calculer u,,, v, et w, en fonction de n.
- 0 0
Exercice 8 Soit A = 0 4 0 | € M;5(C). Montrer qu'une matrice M € Mj3(C vérifie AM = M A
0 0 1

si et seulement si M est diagonale.

Exercice 9 Soient A et B deux matrices symétriques d’ordre n. Montrer que AB est symétrique si et
seulement si AB = BA.

Exercice 10 Soit A = ((aij))i<ij<n € My (K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme de ses
coefficients diagonaux :

TT(A) = zn: Qi
i=1

Montrer que : V(4, B) € M, (K)2,VA € K, Tr(AB)=Tr(BA) et Tr(AM + B) = \Tr(A) + Tr(B).
En déduire que VA € M,,(K),VP € Gl,,(K), Tr(PAP™) = Tr(A).

Exercice 11 Inverser les matrices suivantes (a € R) :

11 1 1 1 1 4 1 a O
A1:<0 1), AQZ 0 1 1 N A3:<0 1), A4: 0 1 a
0 0 1 0 0 1
11 0 2
1 1 2
2 =2 0 0 -2 0
A5—<—3 1)’ A=l b 22 ATl 0o
01 0 -3
2 0 1 1 0 O
Exercice 12 Onpose P= (0 2 0 |,D=(0 1 0 | et A=PDP~!. Déterminer la matrice A”
1 1 -1 0 0 -2

en fonction de n € N.

Exercice 13 Soit M € M, (K).
Démontrer qu’il existe un unique couple de matrices (A, S) € A,(K) x S,,(K) tel que M = A+ S.



