Chapitre 15

Continuité des fonctions numériques

1 Continuité d’'une fonction numérique

1.1 Continuité en un point

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 1 Continuité en un point

Soit xp un point intérieur a I (ie xp n'est pas une borne de I).

. . . existe .
On dit que f est continue en x lorsque lim f(x) "= f(xp), ie:
X— X0

Ve>0,36 >0/ Vxelxg— &, x0+8L | f(x) - f(x0)| <&

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en x.

Petit rappel : on a vu au chapitre sur les limites de fonctions, que si )}m}g f(x) existe et est
-0

finie, alors elle ne peut étre égale qu’a f(xp). On pourrait donc dire que f est continue en x
si, et seulement si, lim f(x) existe et est finie.
X— X0

Le changement de variable x = xy+/ permet de remplacer )}m)} f(x) existe f(x0), par }lirr(l) f(xo+
%o -

h) existe f(xo). f continue en x signifie donc que :

Ve>0,36>0/Vhel-6,80|f(xo+h) - flxo)| <e

1.2 Continuité a droite ou a gauche en un point

Définition 2 Continuité a droite un point
Soit xp un point intérieur a I, ou la borne de gauche de I.

. . . . . existe . .
On dit que f est continue a droite en x lorsque hm+ f(x) 7="" f(xp), ce qui se note aussi

fxg) = f(xo).

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue a droite en x.
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Exemple: x — | x] est continue a droite en 2.

3 -
2 A o—
1 - o—

-1 1 2 3
-1

Définition 3 Continuité a gauche un point

Soit xp un point intérieur a I, ou la borne de droite de 1.

. . . . existe . .
On dit que f est continue a gauche en x lorsque lim f(x) “= " f(xp), ce qui se note aussi
x—»xo

f06) = f(x0).

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue a gauche en xj.

Exemple: x — | x] est discontinue a gauche en 2.

Théoréme 4 Lien entre continuité, continuité a gauche et a droite
Soit xp un point intérieur a I. Alors :

[ est continue en xy <= [ est continue a gauche et a droite en xp

—xsix<0
XS1X @f=|R

E. le: =
vemple: () {x+lsix>0
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1 Continuité d’'une fonction numérique

Sur cette exemple: f(07) =0, f(0%) =1 et f(0) = 0. Donc f est continue a gauche en 0, mais
discontinue a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.

l-xsix<]1

9r=R
e l_1six=>1 !

Exemple: f(x) = {

Sur cette exemple : f(17) = f(17) = f(1) = 0. f est donc continue en 1, puisqu’elle est conti-
nue a gauche a droite en ce point.

x*six<0
Exemple: f(x)=12six=0 Yr=R
e*—1six>0

Sur cette exemple: f(07) = f(07) =0 et f(0) = 2. Donc f n’est ni continue a gauche, ni conti-
nue a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.

Exemple: x — | x| est continue en 0.
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Exemple: Si xy ¢ Z, x — | x] est continue en Xx.
Si xp € Z, x — | x|, est continue a droite en x( mais est discontinue a gauche en xj.

21 o—
14 o—
2 1 11 2
o1
o—1 -2

1.3 Continuité sur un intervalle - Prolongement par continuité

Définition 5 Continuité sur un intervalle
On note a et b les bornes de I, avec a < b.
On dit que f est continue sur [ lorsque:

e f est continue en tout point intérieur de I;
esiac I, f est continue a droite en a;

esi be I, f est continue a gauche en b.

Exemple : f continue sur [0, +oo[ signifie que f est continue en tout xy > 0, et que f est
continue a droite en 0.

f continue sur ]0, +oo[ signifie que f est continue en tout xg > 0.

f continue sur ]1,2] signifie que f est continue en tout xy €]1,2[, et que f est continue a
gauche en 2.

Définition 6 Continuité sur une union d’intervalles
On se donne une famille d’intervalles (I}) je; (indexée par un ensemble J fini ou infini).

On dit que f est continue sur A= [ J I; lorsque, pour tout j € J, f est continue sur ;.
jeJ

Exemple: f continue sur R* signifie que f est continue sur ] —o0,0[ et sur ]0, +oo[, donc que
f est continue en tout xo < 0 et en tout xp > 0.
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1 Continuité d’'une fonction numérique

Proposition 7 Stabilité de la continuité pour 'union
Si f est continue sur deux parties A; et A, de R, alors elle est continue sur A; U Ay.
Plus généralement, si f est continue sur une famille (A;)je; de parties de R, alors elle est

continue sur U Aj.
jeJ

Le résultat suivant permet de prolonger une fonction en un point, de telle sorte que la fonc-
tion soit continue en ce point.

Théoréme 8 Prolongement par continuité

Soit xp un point d'un intervalle I, et f une fonction définie et continue sur /\{xy}.
existe

On suppose aussi que xhrgcl flx) "="CeR.
— X0
On définit alors une fonction f: I — R par:

l si x = xg

veel f(x):{f(x) si x # xo

La fonction f est alors un prolongement a I de f, et ce prolongement est continue sur 1.

En pratique la fonction f est encore notée f, pour ne pas alourdir les notations.

Si la fonction f est continue sur I\{xp}, alors sont prolongement par continuité en x, est
continue sur I tout entier.

sin(x) . . . sin(x)
est continue sur R*. De plus : hr%
X—

Exemple : La fonction f: x — = 1. On peut

X
donc prolonger f par continuité en 0 en posant: f(0) = 1.
La fonction f devient alors continue sur R. Elle est définie par morceaux :

sin(x) six#0

1 six=0

VxeR, f0=

1.4 Continuité des fonctions usuelles

« Les fonctions polyndmes sont continues sur R.

« Les fractions rationnelles ( = quotient de polynémes) sont continues sur leur ensemble de
définition.

e Les fonctions cos et sin sont continues sur R. La fonction tan est continue sur @i,y =
b4
R\{§+kn/k€Z}.

« La fonction In est continue sur R, et la fonction exp est continue sur R (vrai en base quel-
conque).

e La fonction x — | x| est continue sur R.
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

e Les fonctions x — x%, ol @ € R, sont C* (au moins) sur R} . En 0, on a le résultat suivant.

Théoréme 9 Prolongement de la fonction x — x% en 0

Pour a = 0, la fonction x — x est prolongeable en 0 en une fonction continue, en posant
0*=0sia>0et0’=1.

Pour a < 0, la fonction x — x% n’est prolongeable par continuité en 0.

. 1 .
Exemple: x — \/x continue sur R, et x — —- continue sur R}.
X2

/\ ATTENTION'! Pour des puissances entiéres, I’ensemble de continuité peut étre beaucoup
plus grand que R* ou R}.

1
Par exemple x — x? est continue sur R (polynéme), et x — —; estcontinue sur R* (fraction
X
rationnelle).

1.5 Opérations arithmétiques sur les fonctions continues

Théoréeme 10 Opérations arithmétiques sur les fonctions continues
Soient f une fonction continue sur A et g continue sur B.

1. Pour tout (A, i) € R?, les fonctions A.f + u.g et f x g sont continues sur AN B.
1
2. Si g ne s'annule pas sur B, alors — est continue sur B et i est continue sur An B.

§ g
3. Si f(A) < B alors go f est définie et continue sur A.

En pratique, pour démontrer simplement qu'une fonction est continue, on utilise la conti-
nuité des fonctions usuelles et le théoreme précédent.

Exemple: La fonction x — /In(1 + x2) est définie et continue sur R.

2 Continuité sur un intervalle

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction continue sur un intervalle I.
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2 Continuité sur un intervalle

2.1 Théoreme des valeurs intermédiaire

Théoréme 11 Théoréme des valeurs intermédiaires
Si f est continue sue l'intervalle [a, b], alors f prend toute valeur comprise entre f(a) et f(b):

Vyoelf(a), f(b)], 3xoe€la,bl/ f(xo)=yo

ce qui peut aussi s’écrire plus simplement :

[f (@), f(D) < f(la, b))

)

Yo

fla)

/\ ATTENTION : dans la notation [f(a), f(b)], on ne sous-entend pas que f(a) < f(b), on
peut tres bien avoir f(a) > f(b).

/\ ATTENTION'! Ce résultat est faux si f n’est pas continue.
3 3
Par exemple pour f : x— [x], ona 5 € [f(D), f(2)] =11,2], mais Vx € [1,2], f(x) # >

2 P
7777777777777777777777777777 _3
y=3
1 A o—
-1 1 2 3
_]_;

Démonstration : On fixe yj € [f(a), f (b)]. On cherche x € [a, b] tel que f(xp) = yp.

 Simplification du probleme. En posant g(x) = f(x) — yp, on est ramené a chercher x, €
[a, b] tel que g(xp) = 0.
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Ona f(a)<syo<f(b)ou f(b)<yy < f(a),donc g(a) <0< g(b)oug(h) <0< ga).

Quitte a remplacer g par —g on peut supposer que g(b) <0 < g(a), et le probleme est tou-
jours de trouver x € [a, b] tel que g(xp) = 0.

« Définition de deux suites adjacentes par dichotomie. On définit deux suites réelles (ay) nen
et (bp)nenparap=a, bp=Dbet:

a,+b a,+b a,+b

1 sig( L ")20 by, sig( 1 ")20

a = et b = 2
n+l ) (an+bn)<0 n+l an+by, o (an+bn)<0

a si
n 8 > ) 8 >
. . . N an+ by
On peut visualiser cette construction dans le cas ol1 g > >0:

y=8x)

glay)

g (5]

g(by)

anp+b
Etdanslecasotlg( & n)<0:

2
y=8x)
gap) - __
|
|
|
|
| N
Ap+1 = Aap
e R
ghp)fr——— e
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2 Continuité sur un intervalle

On vérifie alors par récurrence qu’elles ont les propriétés suivantes :
(1) (a;) nen est croissante et (by,) ey €St décroissante ;
b—a

(i)VneN,a<a,<b,<betb,—a,= on

(iii) Y e N, g(bp) <0 < g(ay).

Ceci montre en particulier que (ay) sen €t (by) neny SOnt adjacentes. Notons xg leur limite com-
mune.

« Conclusion. Il reste a vérifier que xy € [a, b] et que g(xp) = 0.
CQFD [J

Corollaire 12 Image d’un intervalle par une fonction continue
Si I estun intervalle et si f est continue sur [ alors J = f(I) est aussi un intervalle.

/\ ATTENTION! Ceci est faux si f n’est pas continue. Par exemple si f : x — |x], alors
f(R) = Z n’est pas un intervalle.

/\ ATTENTION'! La nature de I'intervalle (ie le caractére ouvert/fermé/borné...) n’est pas
conservée. Par exemple cos est continue sur R (intervalle ouvert non borné) et cos(R) =
[-1,1] (intervalle fermé borné).

Corollaire 13 Signe d’une fonction continue sur un intervalle
Soit f continue sur un intervalle I.
« Si f ne s’annule pas sur I, alors f est de signe constant au sens strict sur [ :

Vxel, f(x)>0 ou Vxel, f(x)<0
» par contraposée si la fonction change de signe sur [
A(x1, %) € I? tel que x1 # x2 et f(x1) f(x2) <0

alors elle s’annule sur 1.

/\ ATTENTION : si la fonction s’annule sur I, elle peut ne pas changer de signe.
Prendre par exemple x — x? sur [-1,1].

/\ ATTENTION'! Ceci est faux si la fonction est discontinue en un point : la fonction peut
1 six=<1
changer de signe sans s'annuler, comme le montre la fonction x— { —-x-1

six>1
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

2.2 Théoréme de continuité sur un segment

On rappelle qu’on appelle segment tout intervalle [a, b] fermé et borné (avec (a, b) € R?).

Théoréeme 14 Théoréme de continuité sur un segment

Soit f continue sur un segment [a, b].

Alors f([a, b) est aussi un segment. Précisons : cela signifie que f([a, bl) = [m, M] ot on
aposé

m= min f(x) et M = max f(x)
x€la,b] x€la,b]

Rappelons que, par définition d’'un minimum et d'un maximum, ces bornes sont at-
teintes, donc:

Jac€la,bl/ m= f(a) et 3Bela,bll M= f(p)

etainsi:

Vxelabl, fla)<f(x)<[f(B)

Autrement dit : f est bornée et atteint ses bornes.

M= f(p)
i)
fb

m= f(a)

/\ ATTENTION! Ceci est faux si on ne prend pas un segment.

1 . : . . .1
Par exemple x — — est continue sur ]0, 1] mais n’est pas majorée puisque hm+ — = +o00.
X x—0*" X
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3 Fonctions continues et bijectives

/\ ATTENTION! Le résultat est faux si la fonction n’est pas continue.

six>0 PP ., .
est définie sur [0,1] mais n'est pas majorée

six=0

Par exemple la fonction x —

—= |~

puisque lirgl f(x) = +oo.
xX— +

3 Fonctions continues et bijectives

Onrappelle que si f : I — ] est bijective alors elle admet une fonction réciproque f1: ] —
I, définie par:
VxelLVye], y=fx) <= x=f1y)

et caractérisée par les relations :

Vxel, f_l(f(x)):x et Vye], f(f‘l(y))zy

3.1 Théoreme de la bijection monotone

On commence par les propriétés générales de la réciproque d'une fonction numérique bi-
jective.
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Proposition 15 Propriétés de 'application réciproque
On se donne deux intervalles I et J et une fonction f bijective de I sur J.

1. Si f estimpaire sur I, alors f~! est impaire sur J.

2. Si f est strictement monotone sur I, alors f~! est strictement monotone sur J. Plus
précisément :
« Si f est strictement croissante sur I, alors f ~1 est strictement croissante sur J.
¢ Si f est strictement décroissante sur I, alors f~! est strictement décroissante sur J.

3. Si f est strictement monotone sur I :
e si f est strictement croissante sur [ alors pour tout a point adhérenta I (ieae€ I ou a
estune bornede I) :

lim f(x) =b*eR= lim f'(»)=a" et lim f(X)=b eR= lim f'(y)=a"
x—at y—b* X—a y—b~

e si f est strictement décroissante sur [ alors pour toutac€ I :

lim fx)=b " eR= lim f'())=a® et lim f(x)=b"eR= lim f'(y)=a”
x—a* y—b~ x—a~ y—b*

4. €1 se déduit de €y par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x

/\ ATTENTION! Si f est paire, on ne peut pas dire que f~! est paire. La raison est tres
simple : si f est paire, elle ne peut pas étre injective, et donc f~! n’existe pas!!

On peut maintenant énoncer le théoreme de la bijection monotone sous sa forme compléte.

Théoréeme 16 Théoreme de la bijection monotone

Soient I un intervalle de R et f une fonction continue et strictement monotone sur I. Alors :
e /= f(I) est un intervalle;

* f estbijective de I sur J;

o f ~1 est strictement monotone sur J, de méme sens de variations que f;

e si f estimpaire sur I, alors f 1 est impaire sur J;

o f~! est continue sur J;

* €f-1 se déduit de €y par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x

/\ ATTENTION! Il n'y pas de réciproque, une fonction bijective peut étre ni continue, ni
strictement monotone.
X si—-1=x=<0

Prendre par exemple la fonction f: x — { l—x si0<x<l
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3 Fonctions continues et bijectives

Proposition 17 Calcul de I'intervalle image / = f ()

1. Si f est strictement croissante :

of(la, b)) =[f(a), f(B)]  of(la,bl)=[f(a),fb)]
«flabl) =]f@), f)] «f(abl)=]f@"), )]

2. Si f est strictement décroissante :

f(la,bl) = [fb), f(@]  f(la,bl)=]f(b7),f(a@)]
«flabl) = [fb), f@)] <f(labl)=]f®b),fa")]

Exemple : La fonction In est continue et strictement croissante de l'intervalle R sur 'inter-
valle ]0, +ool. Sa bijection réciproque est la fonction In :]0, +co[— R. On retrouve donc que
In est continue sur R, strictement croissante et :
lim e*=0" et lim e*=+co= limIn(x)=-co et lim In(x)=+oo
X——00 X—+00 x—0t X—+00
La courbe de 6}, se déduit de la courbe de €exp par symétrie orthogonale par rapport a la
droite y = x.

Gex
P X

<=
I

2 Cgln
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Exemple: Si a > 0, la fonction x — x® est continue et strictement croissante sur R*. Elle est
1
donc bijective de R sur R*. Sa bijection réciproque est la fonction x — xa.

4 A a>0
SA
1
27 a
lA
-1 1 2 3 4
_14

Exemple: Si a < 0, la fonction x — x“ est continue et strictement décroissante sur R} . Elle
1
est donc bijective de R’} sur R’. Sa bijection réciproque est la fonction x — xx.

4 A a<0
SA
2A
1 A 1
a
-1 1 2 3 4
_]_4

3.2 Lafonction arctangente

y
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ] 33 [ :

X —

tan /

—00

SIE]

I
2

+00

T
Elle induit donc une bijection de ] ~35 [ sur R. Sa fonction réciproque est appelée fonction

T T
arctangente, notée arctan: R — ] 35|
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3 Fonctions continues et bijectives

arctan /

On déduit de €6an 1a courbe Garctan :

y =tan(x)
. . 4
. . 7/
. . 7
. . //
. T .

: 2 7
........... U ISR S SR
: L7

: [~ y = arctan(x)
. Z, .
T T
T2 4 )
. /, .
. /
./
4
.......... {........... B I I T T B PR
L7 I
s 2
7
7/
7/
7

Proposition 18 Propriétés de la fonction arctangente

1. arctan est impaire: Vx € R, arctan(—x) = —arctan(x)

2. arctan est continue et strictement croissante sur R.

. T . T\t
3. lim arctan=— et lim arctan(x)= (——)
X—+00 2 X——00 2

T
4. Vx € R, tan(arctan(x)) = xetVx € ]_E’ E [, arctan(tan(x)) = x

1 X
5. Vx€R, cos(arctan(x)) = ——— et Vx € R, sin(arctan(x)) = ——
V1+ x2 V1+ x2

6. On ales valeurs remarquables :

x 0/1/v3| 1 | V3 |+oc0
arctan(x) |0 | n/6 |#n/4 |\ n/3 | nw/2

b4

1 — six>0

7. Six;éO:arctan(x)+arctan(—):
X —3 six<0

/\ ATTENTION'! La fonction x — arctan(tan(x)) est définie sur ., mais elle ne vaut x que
T

sur ] - = [
2 2
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

4 Exercices

Continuité d’'une fonction numérique

Exercice 1 Etudier la continuité (et les éventuels prolongements par continuité) des fonc-
tions suivantes :

e six<0
1. f(x):—”czx“_1 2. f(x) =55 3. fx)=x* 4. f(x)=< x*+xsi0<sx<1

2x+]|x|
In(x)+e*six=1

-1 1
=) (5T

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.

Exercice 2 Soit f la fonction définie par: f(x) = (

2. Montrer que [ est impaire puis étudier la limite de f en +oo et —oco.

Exercice 3 Trouver toutes les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant : Vx € R,

f2x) = f(x).

Théorémes des valeurs intermédaires et de continuité sur un segment

Exercice 4

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f a au moins un point fixe.

17

2. Montrer que I'équation x!” = x!2 + 1 admet au moins une solution dans R".

3. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a, b], telles que : Vx €
[a,b], f(x) < g(x).
Montrer qu’il existee > 0 tel que: Vx € [a, b], € + f(x) < g(x).
Ce résultat est-il encore valable sil'intervalle I n’est pas un segment ?

Exercice 5 Soit f: [0, +oo[— R une fonction continue.

1. On suppose que la limite de f en +oo existe et est finie. Montrer que f est bornée sur
[0, +o0l.

2. On suppose que lirP f(x) = +oo. Montrer que f est minorée sur [0,+oo[ et que sa
X—+00
borne inférieure est atteinte.

3. On suppose que f(0) <0 et que lir+n f(x) existe et est strictement positive. Montrer
X—+00
que f s’annule au moins une fois sur ]0, +ool.

Théoréme de la bijection strictement monotone

Exercice 6
1. Soi 6fini r = —L . Montrer met un lication réci-
Soit f dé .epa f(x) eyl ontrer que fl[—%,+oo[ admet une application réc
proque continue que |'on explicitera.
2. Montrer que la restriction de sin a [—%, %] est bijective et étudier sa bijection réci-
proque arcsin. Faire de méme avec la restriction de cos a [0, ] (cosﬁé x Sera notée

arccos).
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4 Exercices

Exercice 7

1. Etudier la fonction x — arctan(tan x), puis tracer sa courbe représentative.

T

T

3. Discuter en fonction de t € R, le nombre de solutions de ’équation d’inconnue x :
arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x+ 1) = ¢.

2. Montrer que arctan (3) +arctan (3) =

Compléments

Exercice 8 (Fonctions k-lipschitziennes et leur point fixe)

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I. On suppose qu'il existe k > 0 telle
que f soit k-lipschitzienne ie :
Vx,yel, |f(x) - fI=<klx—yl
1. Montrer que f est continue sur .

2. On suppose que 0 < k < 1, que I = [a, b] est stable par f, et que f a un unique point
fixe ¢ € 1.
On définit une suite (x,) ey par xp € I et VR eEN, X401 = f(Xp).

(a) Montrer que:VneN, |x,—¥¢|<k"|xy—¢|.
(b) En déduire que (x,),en converge vers .

(c) Déterminer une valeur de I’entier n (en fonction de a, b et k) pour laquelle x,, est
une valeur approchée de £ 4 1073 pres.
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