Chapitre 20

Intégrales généralisées

1 Définitions et premieres propriétés

1.1 Cas d’unintervalle [a, D[

On suppose que :
ceacR
ebeRoub=+oc0
ea<h.

Définition 1 Intégrale impropre en b

b
Si f est continue sur [a, b|, on dit que I'intégrale f f(t)dt estimpropre en b.
a

X
Important : Remarquons que pour tout x € [a, b[, 'intégrale f f(t)dt existe en tant qu’in-
a

tégrale d'une fonction continue sur un segment.

b
Par contre f f(r)dt n’existe pas (a priori) puisque f n’est pas continue sur le segment [a, b].
a

+00o

Si b = +00, l'intégrale f f(t)dt est toujours impropre en +oo.
a

Définition 2 Intégrale convergente

¢}

b
Si f est continue sur [a,b], on dit que l'intégrale f f(t)dt est convergente lorsqu
a

X

lirlr71 f (1) dt existe et est finie. Dans ce cas on pose :
X—=b"Ja

b def *
f f)dt = lim f fde
a x—b~Ja

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(r)dt diverge.
a

+00 dt
Exemple: f = est impropre en +oco, converge et est égale a 1.
1
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

1 dr
Exemple: f est impropre en 1, converge et est égale a 2.

0 vV1—-t

1 dr . .
Exemple: f — estimpropre en 1 et diverge.
0 (1-92

Vocabulaire :

X b
e lesintégrales f f(t)dt, pour x € [a, b[, s’appellent intégrales partielles de I'intégrale f fde;
p ¢ b
e lorsque f f(t)dt converge, les intégrales f f(t)dts’appellent restes de I'intégrale f f)de;
« étudier la nature d'une intégrale, c’est déterminer si elle est convergente ou divergente;
 deux intégrales impropres sont dites de méme nature lorsqu’elles sont toutes les conver-
gentes ou toutes les deux divergentes.

Proposition 3 Reste d’'une intégrale convergente
Supposons que f f(1)dt converge. Alors pour tout x € [a, b[, le reste [ xbf(t) converge et
vérifie : ‘ )

XIE} ; f(Hdt=0

On a donc des résultats tres proches de ceux du chapitre sur les séries convergentes.

A\ Si f fdt converge, on ne peut pas dire que hm f () = 0 (donc pas d’analogie avec

les séries convergentes, pour lesquelles le terme general a pour limite 0). Comme le montre
I'exercice suivant, le probleme vient du fait que t111+n f(¢) peut ne pas exister.
— 100

+00o
Exemple : Si f f(t)dt et f a une limite en +o0o (ce qui est le cas par exemple si f est

a
monotone), alors cette limite est égale a 0.

Etudions maintenant le cas des intégrales « faussement impropres ».

Définition 4 Intégrale faussement impropre

Si f est continue sur [a, b], on dit que f f(¥)dt est faussement impropre en b. Plus pré-
a

cisement, cette intégrale converge au sens précédent, elle est égale a 'intégrale définie au
chapitre sur 'intégrale d’'une fonction continue sur un segment :

X b
lim | f(r)dt= f f(ode
x—b~ Ja a
R
intégrale sur un segment

On rencontre en particulier cette situation lorsque f est continue sur [a, b|, et se prolonge
par continuité en b.
01 -cos(r)

Exemple: f —a dt est faussement impropre en 0, et est donc convergente.
-1
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1 Définitions et premieres propriétés
1.2 Cas d’'un intervalle quelconque

On suppose ci-dessous que b€ Ret que a € Rou a = —oco.

Définition 5 Cas d’'un intervalle | a, b]

b
Si f est continue sur ]a, b], on dit que l'intégrale f f(t)dt est impropre en a. Elle est dite
b a
convergente lorsque lim+ f(¥)dt existe et est finie. Dans ce cas on pose :
X—a X

b def b
ff(t)dt: lim | f(odt

x—at Jx
On dit aussi que f est intégrable sur ]a, b].

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(r)dt diverge ou que f n’est pas intégrable sur ] a, b].
a

De méme que précédemment, on définit les notions de reste, de fausse impropreté etc...En

b
particulier, si f f(t)dt convergeona:
a

lim | f(Hdt=0

x—at Jg

Lde
Exemple: f — est impropre en 0 et converge.
o Vi
1
Exemple: f In(¢#) dt estimpropre en 0 et converge.
0
2de . .
Exemple: 7 est impropre en 0 et diverge.
0

e
Exemple: f t*In(t) dt est faussement impropre en 0 et donc converge.
0

Dans la définition ci-dessous, on prend a € Rou a = —oo, et be Rou b = +oo.
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Définition 6 Cas d’'un intervalle |a, b
b

Si f est continue sur ]a, b5, on dit que 'intégrale f f(t)dt est doublement impropre en a
a

et b. On alors équivalence des propositions:
b

() 3¢ e]a,b[/fof(t)dtetf f(t)dr convergent
a Co
b

(ii) Vce]a,b[,f f(t)dtetf f(t)dt convergent

b

Dans ce cas, on dit que f f(t)dt converge (ou que f est intégrable sur ]a, b[) et on a, pour
toutc€la,bl: ¢

b c b c X
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(nde= 1im+f f(nde+ nr?_f f(ndr

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(r)dt diverge ou que f n’est pas intégrable sur ]a, b|.
a

Dans le cas convergent on a aussi la formule :

b def Y y
f(nder= 1im+(1ingf f(t)dt) lim (hmf f(t)dt)
a X—a  \y—bo" Jx —b~ \x—a* Jx

y

+00

dt
Exemple: f = est doublement impropre et diverge.
0

b a b
Notation:sif f(t)dt converge et a < b, on pose:f fde= —f fode.
a b a

Terminons par une derniére généralisation.

Définition 7 Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle privé d'un nombre fini
de points

b
Si f est continue sur |ay, @z [U]ap, az[U---Ulay-1, apl, on dit que f f(t)dt converge lorsque
a

Afe+1
les intégrales f(t)dt converge pour tout k € [1, p — 1]. Dans ce cas on pose :
ag

b p=1 papy,
f fode=) f(rdt

k=1Yak

2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

Ce sont les mémes que celles de I'intégrale d'une fonction continue sur un segment.
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2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

2.1 Relation de Chasles pour les intégrales généralisées

On se donne (a,b,c) € R .

Théoréme 8 Relation de Chasles pour les intégrales généralisées
Ona:

b o4 b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(dr

des qu'au moins deux de ces intégrales convergent, la troisieme étant nécessairement
convergente.

Si on sait qu'une de ces intégrales diverge et une deuxiéme converge, alors la troisieme di-
verge.

Si on sait que deux divergent, on ne peut rien dire sur la troisieme.

Insistons sur le fait qu’on ne suppose pas que a < ¢ < b.

b b
Si f est continue sur [a, b et [c, b], les intégrales f f(n)dtet f f(t)dt sont impropre en b

a C
et de méme nature. La nature d'une intégrale généralisée ne dépend donc que de la borne
en laquelle elle est impropre. La encore on peut faire un parallele avec les séries (la nature
d’une série ne dépend pas des premiers termes de la somme).

e 1
Exemple: f In(#) dt converge, puisqu’on a vu que f In(¢) dt converge.
0 0

2.2 Linéarité des intégrales généralisées

On se donne (a, b) € r.

Théoréme 9 Linéarité des intégrales généralisées
Si A, u sont deux nombres réels, alors :

b b b
f(/l.f(t)+,u.g(t))dtzﬂt.f f(t)dt+u.f g(nde

des qu'au moins deux de ces intégrales convergent, la troisieme étant nécessairement
convergente.

Si on sait qu'une de ces intégrales diverge et une deuxieéme converge, alors la troisieme di-
verge.

Si on sait que deux divergent, on ne peut rien dire sur la troisieme.

A +00 dl— +00 dt +00 dt
Par exemple on ne peut pas écrire que f = f —— f _—
p peutp ) v~ 7T
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Corollaire 10 Linéarité des intégrales généralisées

b
Lensemble & des fonctions f définies et continues sur [a, b telles que f f(t)dt converge
a

et est un R-espace vectoriel de dimension infinie.
De plus 'application :
I. & — R

f — fabf(t)dt

est une forme linéaire sur &.

On a les mémes résultats en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, bl.

2.3 Positivité des intégrales convergentes

Théoreme 11 Positivité (stricte) des intégrales convergentes

1. Positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b[ (resp. ]a, b]

b
oula, bl) tel que|a<b| Sif f(©)dt converge, on a alors :
a

b
f f(Hde=0
a

2. Stricte positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b[ tel

b
que . Si f f(#)dt converge, on a alors :
a

b
f f(ydt=0=Vtela,bl f(t)=0 (ie f estl’application nulle sur [a, b[)
a

On a le méme résultat avec |a, b] ou |a, b|.
3. Stricte positivité (contraposée) : Soit f une fonction continue et positive sur un inter-

valle [a, b| tel que . On suppose que f est différente de 'application nulle sur
la,b]:

Aty € [a, bl/ f(tp) #0

b
Si f f(t)dt converge, on a alors :
a

b
f f)de>0

On a le méme résultat avec |a, b] ou |a, b|.

b
Que se passe-t-il si b < a? Réponse : f f(dr=<o.
a
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2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

On retiendra donc que pour appliquer la positivité des intégrales généralisées, il faut vérifier
que les « bornes sont dans le bon sens » ET que l'intégrale en jeu est convergente.

2.4 Croissance des intégrales convergentes

Théoreme 12 Croissance des intégrales convergentes
Soient f, g sont deux fonctions continues, d’'intégrales convergentes sur [a, b tel que .
On suppose que :

Vtela,bl, f(t)<g(t)

b b
f f(t)dtsf g(ndt
a a

Alors:

Encore une fois, il ne faudra pas oublier de vérifier que «les bornes sont dans le bon sens »
ET que les intégrales en jeu sont convergentes.

2.5 Calcul des intégrales généralisées

Les techniques sont essentiellement les mémes que celles utilisées pour le calcul de l'inté-
grale sur un segment.

2.5.1 Intégration par parties

/\ Pour l'intégration par parties, aucun résultat n’est au programme pour les intégrales gé-
néralisées. Il faut donc systématiquement repasser a I'intégrale sur un segment, puis passer
a la limite pour obtenir une formule avec des intégrales généralisées.

+00

Exemple: Convergence et calcul de f re 2l dr.
0

2.5.2 Changement de variables

/\ Pour le changement de variable, on peut appliquer la méme méthode. On peut aussi uti-
liser le théoréme suivant dont les hypothéses sont plus restrictives (on suppose en plus le
changement de variable bijectif et strictement monotone).

Théoréme 13 Changement de variables dans une intégrale généralisée
Si f est continue sur [a, D[ et si ¢ est une bijection strictement croissante de [a, b[ sur [a, B[
(resp. bijection strictement décroissante de [a, b[ sur |3, a]), alors les intégrales impropres

b B
f fwdu etf fdt((p(t))(p’(t)dt sont de méme nature, et en cas de convergence elles sont
a a

égales.

On a le méme type de résultat en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, b|.
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

LIn(p)
Exemple: Convergence et calculde | ——dzt.

0 Vr

Corollaire 14 Cas d’'une fonction paire/impaire

a

1. Fonction paire. Si f est continue sur | — a, a[ alors f f(t)dt converge si et seulement
—a
0

a
si f f(t)dt converge, ou encore si et seulement si f(t)dt converge, etona:
0 —-a

a a 0
ff(t)dt:Zf f(t)drzzf f(ode
—a 0 —a

0 a
carf f(t)dt:f f(dz.
-a 0

a

2. Fonction impaire. Si f est continue sur | — a, a[ alors f(t)dt converge si et seule-
—a

a 0
ment si f f(t)dt converge, ou encore si et seulement si f f()dt converge, et on
0

a: . -
f(dt=0

0 a
car f(t)dt:—f f(n)dt.
—a 0

Pour des exemples, voir la section sur les lois normales.

3 Nature d’'une intégrale généralisée d’une fonction positive

Comme pour les séries, I’étude des fonctions positives va nous donner plusieurs criteres
pour étudier la nature d'une intégrale généralisée.

3.1 Utilisation des intégrales partielles

X
Rappelons que si f est continue sur [a, b[ la fonction x — f f(t)dt est de classe C! sur
a

[a, bl de dérivée égale a f.

Théoréme 15 Utilisation des intégrales partielles

b
Si f est continue et positive sur [a, b[ alors I'intégrale impropre f f(®)dt converge si, et
a

X
seulement si, la fonction F: x — f f(t)dt est majorée sur [a, b|.
a

b
Dans ce cas le plus petit majorant est f f(dze.
a
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3 Nature d’une intégrale généralisée d’'une fonction positive

On a le méme type de résultat en remplacant [a, b[ par |a, b] ou ]a, b|.

1

Exemple: f
0

1
sin (;)' df converge.

Exemple: Si les bornes a et b sont finies, et si f est continue, positive, et majorée sur [a, b,
b
alors f f(r)dt converge.
a

b

/\ Avec des bornes infinies, on peut avoir f continue positive majorée et f f(r)dr diver-
a
gente : considérer par exemple la fonction constante égale a 1 et 'intervalle [1, +ool.

3.2 Criteres de comparaison des fonctions positives

Théoréeme 16 Comparaison par inégalité
Si f et g sont continues [a, b[ et vérifient V¢ € [a, b[, 0 < f(f) < g(¢) alors:

b b
f g(t)dt converge — f f(t)dt converge
a a

b b
et dans ce cas:OSf f(t)dtsf g(pdt.
a a

D’autre part, par contraposée :

b b
f f(r)dt diverge — f g(t)dt diverge
a a

/\ Ne pas confondre avec la propriété de croissances des intégrales généralisées, dans la-
quelle on suppose des le départ la convergence des deux intégrales.

Rédaction : On rédige de la maniére suivante : on a Vt € [a,b[, 0 < f(1) < g(¢) et fbg(t) dt
converge, donc d’apres le théoreme comparaison par inégalité pour les fonctions [;Zositives,
f ’ f(t)dt converge.
Aﬂ ATTENTION, la rédaction suivante est faussbe : ) )
onaVtelablO0<=< f(t) < g(t),donc 0 < fa f(pHdt < fa g(ndt etfa g(?)dt converge,
donc d’apres le théoréme comparaison par inégalité pour les fonctions positives, f ’ f(odt
a
converge.

b
En effet, on ne peut pas utiliser la notation f f(©)dt dans un calcul tant que la convergence
a

n’a pas été justifiée.

+o0 1 —cos(?)
Exemple: — df converge.
1
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

1

3
t2

+00
Exemple: f sin( ) df converge.
1

+00 et
Exemple: f - dt diverge.
0

Théoréeme 17 Comparaison par négligeabilité
Si f et g sont continues sur [a, b[, positives au voisinage de b et vérifient f(¢) :b 0( g(t))
—

alors: ) )
f g(r)dt converge :»f f(t)dt converge
a a
Par contraposée :

b b
f f(t)dt diverge = f g(t)dt diverge
a a

+00

Exemple: f *e”"dt converge.

—00

Théoréeme 18 Comparaison par équivalence
Si f et g sont continues sur [a, b[ et vérifient f () =, g(1), avec g de signe constant au voi-
—

sinage de b, alors :
b b
f g(t)dt converge <:>f f(t)dt converge
a a

D’autre part, par contraposée :

b b
f f(t)dt diverge < f g(r)dr diverge
a a

+00

Exemple: f In (1 + ) dr diverge.

0

1
V1+t

On ale méme type de résultats en remplacant [a, b| par ]a, b] ou ]a, b|.

3.3 Convergence absolue

Définition 19 Convergence absolue

b
Si f est continue sur [a,b], on dit que f f(t)dt est absolument convergente lorsque
a

b
f |f(#)|dt est convergente.
a

On est ainsi ramené a une fonction positive.

On peut donner la méme définition en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, bl.
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4 Intégrales de références

Théoreme 20 Convergence absolue implique convergence

b b
Si f f(t)dt converge absolument alors f f(t)dt converge.
a a

Démonstration : Remarquer que (1) = |f ()| — (If(0)| - f(2)).

CQFD U]

+00 qj t
Exemple: f sin )dt converge.

3
0 t2

/\ La réciproque du théoréme est fausse : nous verrons en TD que l'intégrale de Dirichlet

T sin(t) .
dt est convergente mais non absolument convergente.
0

Corollaire 21 Inégalité triangulaire pour les intégrales généralisées

b
Si f f(¥)dt converge absolument alors :
a

b b
f fde sf lf(®)lde
a a

4 Intégrales de références

4.1 Intégrales de Riemann

Théoréeme 22 Intégrales de Riemann en +oo
+00 dt-
Pour tout a > 0, I'intégrale f pre converge si et seulement si a > 1.
a
Dans ce cas la convergence est absolue.

+00 t +00 dt
Exemple: f — converge et f — diverge.
1 2 Vit

tS
On en déduit un critere tres utile pour étudier la nature d'une intégrale. Malheureusement il
ne figure pas au programme officiel, il faut donc le redémontrer a chaque fois en invoquant
le critere de comparaison par négligeabilité pour les fonctions positives.

Corollaire 23 Regledu t* f () en +oco

On suppose [ positive au voisinage de +oco.

— S’il existe a > 1 tel que tganoo t* f(r) =0 alors f est d’'intégrale convergente au voisinage de
+00.

— S’il existe @ < 1 tel que tl—i>I-Poo t* f(t) = +oo alors f n'est pas d’intégrale convergente au

voisinage de +oo.
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

o0 sin(r)e”!
Exemple: — dt converge.
1

Théoréeme 24 Intégrales de Riemann en a

b dr
Pour tout a e R et b > a, 'intégrale f e converge si et seulementsi a < 1.
a (t—a
Dans ce cas la convergence est absolue.

bdr
En particulier, I'intégrale f pr converge si et seulement si @ < 1, et la convergence est ab-
0

solue.

3 de
Exemple: f

diverge et f 1 ﬂ converge
a1 (+1)3 & 0 VT ge.

Corollaire 25 Regledu t* f(t) en0

On suppose [ positive au voisinage de 0.

— Sil existe a < 1 tel que lir% t f(r) = 0 alors f est d’intégrale convergente au voisinage de 0.
—

— S’il existe a = 1 tel que lir% t* f(t) = +oo alors f n’est pas d’intégrale convergente au voisi-
—

nage de 0.

1
Exemple: Pour tout n € N, f t"In(f) dt converge.
0

1
/\ On peut retenir que f In(z)d¢ converge et est égale a —1. Mais ce résultat n’est pas au

0
programme, il faut donc étre capable de le redémontrer a chaque fois.

4.2 Intégrales utiles en probabilités

4.2.1 Lois exponentielles

Théoréme 26 Densité d’'une loi exponentielle
+00
Soit A € R. Lintégrale f e Mdt converge si et seulement si A > 0.
0

>~

Dans ce cas, elle est égale a

Théoréme 27 Moments d’une loi exponentielle
+00
SiA>0,l'intégrale f t"e M dt converge pour tout 7 € N.
0

Il ne faut pas connaitre sa valeur, mais retenir qu’elle se calcule avec n intégrations par par-
ties (ot on dérive ).
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4 Intégrales de références

4.2.2 Lois normales

Théoréme 2+8 Densité d’'une loi normale
(o9} 2

Lintégrale e 7 dt converge et est égale a /2. Elle est appelée intégrale de Gauss.
—00

+00 2
Exemple: Montrer la convergence et calculer f e zdt.
0

Théoréeme 29 Moments d’'une loi exponentielle
+00 2

t
Lintégrale f t"e” 2z dt converge pour tout n € N.

—00

Si n est impair elle est nulle. Si 7 est pair, elle se calcule par récurrence a I'aide d’intégrations
par parties.

IZ +00 2 IZ
te” 2 dt etdef tr“e” 2 dt.

—00

+00

Exemple: Convergence et calcul de f

—00

4.3 Méthodologie pour étudier la nature d’'une intégrale généralisée

» On commence par définir la fonction a intégrer. On précise soigneusement ses ensembles
de définition et de continuité.

« Identifier la (resp. les) borne(s) en laquelle (resp. lesquelles) I'intégrale est impropre. Dans
le cas d’'une intégrale impropre aux deux bornes, couper l'intégrale en deux et faire deux
études.

e Dans le cas d’'une borne finie : a ’aide d’'un calcul de limite, déterminer si la fonction se
prolonge par continuité (fausse impropreté).

« Si la fonction change de signe, considérer la valeur absolue de cette fonction.
 Chercher un équivalent simple.
« Si cela ne suffit pas, tester la regle du t* f(¢).

» Dans les cas plus complexes, modifier 'intégrale a étudier a I’aide d’'une intégration par
parties ou d'un changement de variables.

» Dans de rares cas, on sait déterminer une primitive de la fonction a intégrer, il suffit alors
de calculer la limite des intégrales partielles .

Noter que seules les deux dernieres méthodes permettent aussi de calculer la valeur de I'in-
tégrale étudiée (en cas de convergence).
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées
5 Exercices

+00
Exercice 1 Soit f une fonction continue sur R telle que f f(1)dt converge. Déterminer
0

lim f fode.

n—+oo

Exercice 2 Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

+00 t2 +00 In(t +00 gin(t
f —_dt 2. f 0 4 3, f W 4
1 (1+ 12)2 1 1+ ¢2 2, Ifzu
In(t o0 1 1-e”
4 f 4 5. f ln(1+—2) dt 6. f " dr
1 r 1 t 0 u
teo (1 1 tan(v7 z 1
7. f sin(—z)arctan(tz)dt 8. f L\/_)dt 9. fz - dr
1 t o In(cos(v1)) 0 /sin(?)
71 o0 gin(1/¢ o0 In(¢
10, fz di 11, f LSTLRR 12, f UGy
0 tan(t) 111 Vit 1 t
13. dt 14, f 0@ 4 15. f e Vidr
2 VtIn(p) 0 3 1
16 f%l (sin(1)dt 17, [HR0=F)
. n(sin . —_—
0, o+0})/?(lnt)2
18. f P(e~'dt ouPeR[X] 19. f sin(¢%)dt
0 1
Exercice 3 Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes :
1 f‘l’OO dt-
" Joo 1412
+00 t t
9 f arctan( )dt
1 12
3. P eN* foo dr ( 1=+ -1%)
. Pour n : ——— (remarquer que 1 = -
0o (f2+1n querq
11 1-— 2
4. f n(—zx)dt
0 X
a bt+c

93]

too dt 1
. f . On cherchera (a, b, ¢) € R3 tel que VteR\{-1}, = + .
o 1+ 1+8 t+1 t?—t+1

Exercice 4 On consideére l'intégrale :

+00 dt
I:f
0 1+ ¢4

2. Factoriser le polynéme X* + 1 dans R[X].

1. Justifier la convergence de I.

~ +00 t—2
3. Alaide d'une changement de variable, montrer que I = f mdt.
+oo 2 _\/ot+1
4. En développant f Ldt, calculer I.
0 t+1

Exercice 5 Soient (a, 8) € R?.
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5 Exercices

+00
1. Montrer que les intégrales de Bertrand f converge si et seulementsi @ > 1
2

r¢(In )P
ou(a=1letf>1).

: o dt
0o t¥(Inph
ou (@ =1 et f > 1). On pourra procéder directement ou se ramener a la question précé-
dente par changement de variable.

2. Montrer que les intégrales de Bertrand converge si et seulement si a < 1

3. Que dire d f f_dr
. Quedirede | ———?
1 t%(np)p
Exercice 6
1. Montrer la convergence de L_de
' aVI-2

2. Montrer que la fonction sin induit une bijection de [0, 7] sur [-1, 1], et que la bijection
réciproque arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur ] -1, 1[ de dérivée arcsin’(t) =

1 L de
. En déduire la valeur de .
V1-1¢? -1V1-12
3. Si f est une fonction continue sur [-1, 1], que dire de 1 ﬂ dr?
1V1I-12

Exercice 7 (La fonction Gamma d’Euler) La fonction I' d’Euler est définie par la for-
+00
mule I'(x) :f *le~tdr.
0

1. Montrer que 'ensemble de définition de I est 'intervalle ]0, +ool.

2. Vérifier que, pour tout x > 0: I'(x + 1) = x.T'(x).
+00

3. Endéduirelavaleur deI'(n) pour tout nn € N, et en déduire les intégrales f e Mdr.
0
Calculer aussila valeur de T’ (%)

Exercice 8 (Intégrale de Dirichlet) On propose de montrer que l'intégrale de Dirichlet

+00 ¢j
sin(?) .
- dt est semi-convergente et de calculer sa valeur.
0

1. (a) A l'aide d’'une intégration par parties, montrer qu’elle est absolument conver-
gente.

(b) En découpant R* en sous-intervalles du type [k, (k+ 1)7], k € Z, montrer qu’elle
ne converge pas absolument.

Zsin(@n+ 1Dt Zsin(n+ Dt
2. Pournel\l,onposeln:fz(—) ”:f2¥'
0

0 sin(t) t
(@) Montrer que la suite (1) ,en €st constante et calculer .

(b) Si ¢ estune fonction C'sur |0, %], montrer que nlirp fz @(1)sin ((Zn +1) t) =0.
—+o0 Jg

(c) En déduire que nEI}l (I,-Jn) =0.

dr.

T . f
(d) Conclure sur la valeur de f 2 smt( )
0

+00
. _ 42
Exercice 9 Pour tout n €N, on pose I, :f t"e U dt.
0
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Montrer que la suite (I;;) ,en est bien définie.
Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,,.
Vérifier que I = /7.

Déterminer une expression de I, et I, en fonction de n € N.
+00 2

5. En déduire la valeur des intégrales J,, = f t"e” 7 dr pour n € N.

—00

- W

Exercice 10 (Fonction définie par une intégrale impropre) 1. Montrer que, pour tout
+00 o~ £
x>0, l'intégrale f e df converge.
X
+00 e—t2
On définit alors la fonction f:]0, +oo[— R par f(x) = f - dr.
X
2. Montrer que f est de classe C* sur ]0, +oo et déterminer f'(x), pour x > 0.

_ 42
1 et

dr a une limite

3. (a) Montrer que la fonction g définie sur R} par g(x) = f
finie a droite en 0. g
(b) Vérifier que: Vx>0, g(x) =—In(x) — f(x) + f(1).

~ —=In(x).
0+

—

(¢c) En déduire que : f(x)
X

Exercice 11 (Contre-exemple) On considére lafonction nulle saufsur les intervalles cen-

trésen n €N, de largeur Y ot la fonction est une dent de scie de hauteur 1 :

, fo=1+2""1Y(x-n) et Vxe , f) =1+2"1(n—x)

Vxe n,n+

1
n= o

2n+1

+00
Montrer que f f(r)dt converge absolument et que f n’est pas de limite nulle en +oo.
0

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 408



