Chapitre 3

Nombres complexes

1 Propriétés des nombres complexes

1.1 Construction rapide de C

Dans R, I'équation x? = —1 n’a pas de solution. On va donc construire un ensemble C, conte-
nant R, et dans lequel cette équation a des solutions.

On se place dans R? munit des opérations :

(a1, b1) + (az, be) = (a1 + a2, by + by + b2) et (ay, by) x (az, be) = (ayaz — b1 b2, a1 bs + ax by)

De plus on identifie a € R avec (a,0) € R? : a = (a,0). Alors si i = (0,1), on a i’ = (=1,0) = —1.
On a donc donné une solution a 'équation x?> = —1 et on peut poser :

C={z=(a,b)/ (a b) e R*}

De plus on remarque que si (a, b) € R?, a+ib = (a,0)+(0,1) x (b,0) = (a,0) + (0,b) = (a,b),
donc:

C={z=a+ib/(a b) e R*}
On aR < C et on peut démontrer que les regles de calcul sont les mémes que dans R. Les élé-
ments de C sont appelés nombres complexes, ceux de C\R sont appelés nombres complexes
purs, et ceux de iR = {ib/ b € R} nombres complexes imaginaires purs.

On a les identités remarquables, pour z;, zp € C :
(21 + zz)2 = z"f + z% +2z120 et (z1— zz)2 = zf + z% —22122;

z"f—zg =(z1+2)) x(z1—22) et z"f+z§ =(z1+izp) x (21— i20);

n
n\ k_n—k
(21+Zz)”=Z(k)z1z;’ ;
k=0
&k onmiok
n n_ n-1 n-2 n-3,2 n-2 n—-1) _ n-1-
-z =(z1—2) (2] +2] P+ 2 P+ + 212 P+ 2 )—(zl—ZZ)kZzlzz .
~0

1.2 Notions de base

Définition 1 Parties réelles et imaginaires

Siz=a+ibeCavec (a,b) € R?, alors le choix des réels a et b est unique. a est appelé partie
réelle de z, notée Ze(z), et b est appelée partie imaginaire de z, notée .$m(z).

On adonc Ze(z) eR, $m(z) eR et z = Re(z) + i Im(z)
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Proposition 2 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. %e(zl + Zg) = %e(zl) + %e(zz) et ﬂm(zl + Zg) = ﬂm(zl) + Jm(zz)
Plus généralement : %e( Y zk) =) Re(zy) et Jm(z zk) =Y Im(z).
k=1 k=1 k=1 k=1
Fe(z1) = Re(z)
Im(z1) = Im(zy)
3. SIAeER: Re(Axz1)=AxRe(z;) et ImAxz)=Ax.Im(z).
4, %e(zl Zz) = %e(zl) %e(zz) — ﬂm(zl) fm(zz)
et ﬂm(zl Zg) = %e(zl) jm(Zg) + %e(zz) Jm(zl).
5. zZER<—= 9m(z) =0 et z€iR << Ze(z)=0.
1) Re(z) (1) B Im(z)

6. Siz#0: 999(; Re(2)2 + Im(2)2 et T Re(2)? + Im(2)?

2. zlzz2<:>{

Z

/\ Par contre Ze(z; x zo) # Xe(z1) x Re(zy), Im(z1 x z2) # Im(z1) x Im(zp)
etsil e C\R, Ze(A x z) # A x Re(z), Im(A x z) Z A x Im(=z).

Définition 3 Conjugué
Si z € C, on définit le conjugué de z : z = Ze(z) — i Im(z).
On adonc: Ze(z) = Ze(z) et Im(z) = — Im(z).

Proposition 4 Regles de calcul
Soient z;, 2o, ..., 2, € C.

1. Z_lz Z1-
1 _ 1 _
2. Re(zy) = E(Z1 +7z1) et Im(z;) = ?(Zl —21).
l

3. ZlER@lez_l et Zl€l.R<$Z1:—Zl.

4. Z1+2p=21+2) ,21 X2 =21 %2 et (—):

Z3
n n n
Plus généralement Y zx=> zr et [[zx=]]z.
k=1 k=1 _k:l k=1
Deplus:sileR, Az; = AzietsineN, z!' =7 ".

5. zxZ1=Re(z1)? + Im(z;)? e RY.

Définition 5 Module
Pour z € C, on pose |z| = \/Re(2)? + Im(z)? = V zz.
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1 Propriétés des nombres complexes

Proposition 6 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. Dans R, valeur absolue et module coincident.

2. | Im(z)|<1z1) et |Z%e(z1)| <zl

3. |z =lal=1-zl.

4. |z711=0et|z1|=0 < z; =0.
De plus: z; = |z1| < z; €R*.

5. |z1 x 22| = |z1| x |z2| doncsideRY, Az = Alz;].
Pour tout neN: |z"| = |z|".

21

Z2

_lal

6. Sizy #0:

|z2|

/\ Attention : en général |z; + zp| # |z1| + | z2|. Par contre il faut connaitre le calcul suivant :
21+ 221 = (21 + 22) X (21 + 22) = 21Z1 + 2122 + 2122 + 22Z3 = |21 * + |22 |* + 2 Re (21 Z2)

On aussi ’encadrement suivant.

Théoréeme 7 Inégalité triangulaire
Siz),zp€eC,ona:
ll211 = |22l| < |21 + 22| < |21] + | 22|

n n
Z Zr| = Z |z
k=1 k=1

Plus généralement i z1, 22, ..., 2, € C:

1.3 Rappels de trigonométrie

Proposition 8 Propriétés de symétrie

1.VxeR, sin(x + 27) = sin(x) et cos(x + 27) = cos(x)
VkeZ, sin(x+2km)=sin(x) et cos(x+2km) = cos(x)

2.VxeR, sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x)

Proposition 9 Valeurs remarquables

X 0| /6 /4 /3 | /2
sin(x) |0 1/2 | vV2/2|vV3/2] 1
cos(x) | 1|vV3/2|v2/2]| 1/2 | 0
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Pour retrouver ces valeurs ont peut se rappeler que :

2 2 V3 3 4
=1/2, —=4/= et 1=4/-.
4 2 4 4

O_\/ﬁ 1_\/T V2
Ve 2 V4o o2

Proposition 10 Formules de bases

1.VxeR,  sin’(x)+cos?(x)=1

b4 b/
2.VxeR, sin (x + E) =cos(x) et cos (x + E) = —sin(x)
3.VxeR, sin(x+m) =—sin(x) et cos(x+m) =—cos(x)

sin(wr —x) =sin(x) et cos(m—x)=—cos(x)

4.5in(x) =0 <«<— x=0[n] < dkeZl/x=kn

T b4
cos(x) =0 < sz[n] — EIkeZ/x:§+lcﬂ

Toutes ces formules se retrouvent aisément a I'aide du cercle trigonométrique!

1.VxeR,

2.VxeR,

Proposition 11 Formules fondamentales

cos(a+ b) = cos(a) x cos(b) —sin(a) x sin(b)
cos(a—b) = cos(a) x cos(b) +sin(a) x sin(b)
sin(a + b) = sin(a) x cos(b) + sin(b) x cos(a)
sin(a — b) = sin(a) x cos(b) —sin(b) x cos(a)
cos(2x) = cosz(x) — sinz(x) = 2cosz(x) -1=1- 2sin2(x)

sin(2x) = 2sin(x) x cos(x)

1+cos(2x 1—-cos(2x
donc cos®(x) = T() et sin®(x) = %

Ces formules se retrouvent a I'aide de '’exponentielle complexe.

Elles se démontrent géométriquement. Par exemple la formule d’addition pour le sinus se
démontre al’aide des figures suivantes, ot les triangles sont tous d’hypothénuse de longueur

égalea 1.

sin(A4) cos(B)

sin(A4+5)

cos(4) sin(B)
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1 Propriétés des nombres complexes

Proposition 12 Formules de transformation

1.V (a,b) € R?, cos(a) x cos(b) = %(cos(a%— b) + cos(a— b))
sin(a) x sin(b) = %(cos(a— b) —cos(a+ b))

1
sin(a) x cos(b) = E(sin(a +b) +sin(a— b))

PQQ)COS(P_CI)

2.Y(p,q) eR?,  cos(p)+cos(q) :2cos(

2
_ owun(PT4\ . (P-4
cos(p) —cos(q) = Zsm( > )sm( 5 )
. . .. (Ptq p—q
sin(p) +sin(q) = Zsm( 2 )cos( 2 )
. . _ p+tqy . (P—4q
sin(p) —sin(q) = 2cos( > )sm( > )
= — Ptq
On passe de 1. 2 2. a l'aide des formules { © ~ ¢ tho_ fa= p2q -
q=a-b b=
Proposition 13 Fonctions tangentes et cotangentes
m m
I.Qtan:R\{E+kn/k€Z}:{xeﬂ%/x;éz (1}
Deotan =R\{kn [ ke z} = {xeR/x#0m}
sin(x) cos(x)
2.VX € Dan, tan(x) = et VX € Deotan, cOtan(x) = —
cos(x) sin(x)

six#0

/4 /4
—] , cotan(x) = = —tan (x+ —)
2 2

tan(x)

X 0| n/6 |n/d |\ n/3 | /2
tan(x) | 0 1/vV3| 1 V3 | +o0

4.VxeR VkeZ, tan(x + kx) =tan(x) et tan(—x)=-—tan(x)
tan(a) + tan(b)

1 —tan(a) x tan(b) ’
tan(a) — tan(b)

1 +tan(a) x tan(b) ;
2tan(a)

1 —tan?(a)

5.Sia,b,a+ b€ Dan: tan(a+b) =

sia,b,a— b€ Diy: tan(a—>b) =
sia,2a € Dian: tan(2a) =

0
6.Si0 #m[27] etsi f=tan (E) , on a les formules de I’angle moitié :

1—¢? 2t

. 2t
sin(@) = 122 cos(0) = T3 2 et tan(0) = -
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

1.4 Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Définition 14 Argument

Soit z € C*. On munit le plan d'un repere orthonormé direct (0; 7, 7). On appelle argument
de z tout mesure (définie modulo 27) de I'angle ( i ,OM) ou M est le point d’affixe z (ie de

coordonnées (Ze(z), $m(z))). On le note Arg(z).

Définition 15 Exponentielle complexe
Pour tout 6 € R, on pose el? = cos(0) + isin(H).
On définit ainsi la fonction exponentielle sur iR.

On a donc par définition Ze(e’) = cos(0) et Im (e’%) = sin(0).

Définition 16 Forme trigonométrique

SizeC* onaz=|zl (cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) = |z|eAT8@),

On dit qu’'on a mis le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

On a donc: Ze(z) = |z| cos(Arg(z)) et Im(z) = |z|sin(Arg(z)).

Proposition 17 Regles de calcul pour 'argument
Soient z1, z, € C*.

1. Forme trigonométrique — Forme algébrique.
z1 =z1| x cos(Arg(zy)) + i x | z1| x sin(Arg(z;))

:%?(zﬂ :j;n((zl)
2. Forme trigonométrique — Forme algébrique.

(z1) Iml(z;)

[z1]

cos(Arg(z1)) = et sin(Arg(z;)) =

|21
|z1| = | 22|
Arg(z1) = Arg(zp) [27]

Arg(z1) = —Arg(z)) [27]

Arg(zy x zp) = Arg(z1) + Arg(zp) [27]
Arg(g—;) = Arg(z1) — Arg(zy) [271]
VneZ, Arg(z")=nxArg(z)[2n]

3. zlzz2<=>{

N o o
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1 Propriétés des nombres complexes

Proposition 18 Regles de calcul pour 'exponentielle complexe
Si 91, 92 e R.

. 1 . —_—
1. e £0et —5 = e 01 = eif = cos(0;) — i x sin(H7)
e

) |e"‘91 | =1 et Arg(eiel) =0, [27]

: : : . i0
. el(91+92) — 6101 x el@z et el(@]-@g) — zi_ei

2
3
4. Ynez, e =(e)"
5. x— e!* est 27-périodique
donc VxeR, VkeZ, e!*+2km = gix
6. el = el = 9, =0, [271]
et en particulier: e =1 < 6, =0127]

7. Onnote U ={z € C/|z| = 1}. Alors I'application :

R — U

est non injective, mais est surjective.

8. Formules d’ Euler.
et 4 e~i01 0 e
s(@;))= —— et si -
cos(64) 2 in(6,) oY
9. Formule de De Moivre.
VnezZ, (cos(@) +ixsin@))" = (e’e)" = e = cos(nh) + i x sin(nd)

10. Factorisation de I'angle moyen.
X—=)y ix _ iy _o;
et e~ —e’ =2ie

il _ =it

L x+y
)

)

ix i iy
e*+elV =2e'z2 xcos( 5

X sin(

Exemple: Pour x € R et n € Z, simplifier cos(x + nn) et sin(x + nm).

1.5 Applications des formules de De Moivre et d’Euler

Les formules de De Moivre et du bindme de Newton donnent :

n

VneN,VOeR, cos(nd)+isin(nd) = cos(®) +isin(@))" = Y (Z) cos™ % 0)i*sin* ()

k=0

d’ou en séparant parties réelles et imaginaires :

cos(nf) = ) (—l)p( " )cos”_z” 0) sin®” (0)
0=2p=n 2’9
= cos"'(0) - (Z) cos’" 2 (0) sin®(0) + (Z) cos" 4@ sin* (@) — ...
n
sin(nf) = (-1P cos" 2P~ (@) sin?P*1(9)
052,;1@ (219 + 1)

(’11) cos" 1 (0) sin(0) — (:) cos" 3@ sin@) +...
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Exemple: cos(20) = cos®(0) —sin®(0) =2cos*(@) —1, cos(30) =4cos®(@) —cos(@) Etc...

Inversement on peut «linéariser » des expressions polynomiales en cos(0) et sin(f). En ef-
eif1 4 o=if1 eif1 _ o=ifh
fet partant de cos(6;) = — et sin(f,) = — on peut développer cos”(0) et
i

sin” (@) grace a la formule du bindme de Newton, et obtenir des expressions en cos(p0) et
sin(p0).

Ces calculs sont a la base de la définition des polynomes de Tchebychev.

Exemple: Linéarisation de sin3(x) x cos?(x) :

3 ) eix _e—ix 3 eix _l_e—ix 2
sin”(x) x cos”(x) - X
21 2

1 /. ) ) ) ) )

= _E(eﬁx_ez?:x_zelx+2e—1x+e—13x_e—z5x)
1

= —ﬁ(sin(Sx) —sin(3x) — 25in(x))

Ce genre de calcul prendra toute son importance en calcul intégral.

2 Equations polynémiales complexes

2.1 Racines n1M®S @’yn nombre complexe

Rappel. Pour n € N*, la fonction x — x” est une bijection de R* sur R*. Elle admet donc
1

une bijection réciproque de R* sur R™ notée x — x7n = {/x.

AinsisixeR", aeR* : x"=a < x= {/a.

Exemple: /8 = 2.

2.1.1 Racines n'MeS de Punité

Soit n € N*. On va résoudre I'équation z" = 1 d’inconnue z € C.
Dans R, les solutions sont z = 1 si n impair, et z = +1 si n pair.

Dans C, on a le résultat suivant.

Théoréme 19 Racines n1€MeS de Punité
Léquationz” =1a exactement 7 solutions: el pour k € [0, n—1]. Ces nombres complexes
sont appelés racines n'¢™M€S de I'unité. On note U, 'ensemble de ces nombres.

On pose w;, = el . Ce complexe est appelé racine primitive ni€Me 4o P'unité. Les racines

n'®MeS de 'unité sont alors : Uy, = {1,wp, 0%,..., 0" 1}

Démonstration : Comme 0 n’est pas solution, on peut supposer z # 0 et utiliser la forme
trigonométrique de z : z = re’? avec r > 0, 0 € [0,27[ (détermination principale de Arg(z)).
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2 Equations polynémiales complexes

Alors::
Z"=1 = (re’e)n =1
— rneinH -1= eiO
r>0 r't=1 méme module
= R
nf =0[2n] meéme argument
S r=1
0=0[z
= r=1
Jkez/0 =23z

2k
Mais on cherche 6 € [0, 27]. Il faut donc prendre k € Z tel que 0 < 7 2m,ie k€ [0,n—1].
n

2k

Onadonc: z"=1<=3ke[0,n—1/,z=e€"n . ensemble des solutions est donc :

P = {ei%/ke [0,n—11}
A priori on a donc au plus 7 solutions. Mais si (k, k') € [0, 72— 1]?:

== =

2k 2k 7 Zkﬂ Zk,n'
e n zel'n —= —=—[27]
n n

— 3dApeZik=kK+pn

or—(n—1)<k-k'<n-1donne p=0.Ainsi k=k'.

On vient de prouver que I'’équation a exactement n solutions.

Exemple:Pourn=1,U;={l}etw;=1; pourn=2,U,={-1,1}etws=-1.

1 V3

—_ - 270
Pourn=3,U3={1,j,jlavec j=w3=e'3 = —5+i7.
Pourn=4,U,=1{1,-1,i,—i} etws = 1.

Exemple: Si n > 2, 1a somme des racines n'*™M®S de I'unité est égale a 0.

CQFD [

Proposition 20 Interprétation géométrique

Les racines n'®™M®S de 'unité forment les sommets d'un polygone régulier a n cotés.

La figure suivante représente les racines cubiques, 4-iemes et 6-iemes de 'unité :
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Et celle-ciles racines 11-iemes de I'unité :

Racines 11ieme de l'unité

)

2.1.2 Racines ni€Mm

€S @’un nombre complexe

Soient n € N* et a € C. On va résoudre I'’équation z" = a d’'inconnue z € C.
Si a =0, on a une unique solution : z = 0.

Si a #0, on a le résultat suivant.

Théoréme 21 Racines n*™M€S ¢un nombre complexe

Pour tout nombre complexe a = pe’® non nul, I'équation z” = a admet exactement 7 solu-
LN L
tions appelées racines n'®™®8 de a. Elles sont de la forme {/pe @2 = zi0* ke [0,n-1],
N [ & . L.
ol zg = {/pe’n estlaracine « évidente » de z" = a.
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Démonstration : On met a sous forme trigonométrique : a = pe’® avec p >0 et a € [0, 27[.

2 . . P | &
On remarque que I'’équation z” = a a une racine « évidente » : zo = {/pe'n. Alors:

Z"=1 = zZ'=2z]
z n
— |—| =1
20
z . ie .
< = estuneracine n'®™€ de I'unité
20
< k
— 3Jke[0,n-1]/ —=w

20 n

«— 3Jkelo,n-1]/z= ¢ pe%(a+2kn)

On obtient donc au plus 7z solutions. Comme précédemment, on peut facilement vérifier
qu’il y en a exactement n. On a donc exactement 7 solutions.

CQFD I
Exemple: Les racines 41€M€S de 1 —j sont: 28e~/15, —25¢ /15, 28! 16 et 29e
2.2 Equations du second degré a coefficients réels
On veut résoudre dans C I'équation (E) d’inconnue z: az> +bz+c =0, (a,b,c) eR3 et a # 0.
A\ Le cas a, b, c complexes n’est pas au programme.

Pour cela on introduit le discriminant de I'équation : A = b® — 4ac € R.

Théoréeme 22 Résolution des équations du second degré a coefficients réels

1. SiA=0, (E) aune unique solution réelle z = — Y

a
-b+VA
2. SiA >0, (E) adeux solutions réelles distinctes : z = 27\/_
a
-b+iv-A
3. SiA <0, (E) adeux solutions complexes pures conjuguées : z = —y
a

Théoréme 23 Théoréme de Viet
On note z; et zp les solutions de (E) (z1 =z, si A =0).
1. Ona:
VzeC, az’+bz+c=ax(z—z1) % (z—2p)
21+ 22 = g

etdonc: c
21 X Zp = P

+y=s

2. Réciproquement si x et y sont solutions du systeme { alors x et y sont les

2

racines de I'équation: z“ —sz+ p =0.
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

+y=2
Exemple: Résoudre { Yy
xy=2

Corollaire 24 Signe d’'un trindme du second degré a coefficients réels
Si(a,b,c) eR3 avec a # 0.

1. Si A >0 alors ax® + bx + c est « du signe de a en dehors des racines ».
Plus précisément, si x; et x, sont les deux racines réelles de I'équation ax?+bx+c =0,
avec X1 < X, alorspoura>0:

X —00 X1 X +00
signe de
8 + 0 - 0 4+
ax“+bx+c
etpoura<o0:
X —00 X1 X2 +00
signe de
8 - 0 + 0 -
ax-+bx+c

2. Si A <0 alors ax® + bx + c est du signe de a sur R (donc de signe constant).
Si A <0 alors ax? + bx + c estdu signe de a sur R, au sens strict.
Si A =0 alors ax? + bx + ¢ s'annule en un unique réel xo, et est du signe de a sur R\ {x}
au sens strict.
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3 Exercices

Exercice 1 Résoudre dans R les équations ou inéquations trigonométriques suivantes :

2cos(2x+%)=v3; sinxs-3; cos2x)20; tanx<1; tan(x+Z%)>-1;

2cos?x+3cosx+1=0; sin?x+3cosx—1<0; cos(2x)—+3sin(2x)=1;
sin (2x + %) = cos® (x + £).

Exercice 2 Déterminer les nombres complexes z tels que

lzl =|z=6+5i|, |z+il=2, zQz+1)=1, |z? =]z,
ZHleR, Re(Z7)=0 et Arg(2E)=-1 [nl.

5z—3 z—i

. : . . ; ; —eld o .
Exercice 3 Soit § € [0,27]. Déterminer module et argument de 1+ e?, 1 — e’ et ﬁ Faire

de méme avec: (1 + i)3. Donner la forme algébrique de —;gi

Exercice 4 (ldentité du parallélogramme) Montrer que :
V(z1,22) €C?, |21+ 2l* +1z1 - 22l* =2 (1211 +1220?).
Interpréter géométriquement.
n n
Exercice 5 Soient (n, p) € N tel que p < n. Calculer Z k puis Z z* pour tout z € C.
k=p k=p

Exercice 6 Résoudre dansR: cosf; = cos8s, sinf; = sinf,, tanf; = tan0O,.

Exercice 7 Soit n € N*. Résoudre dans ]0, [ I'équation : cos(nf) = 0. Donner le nombre
exact de solutions.

Exercice 8 Linéariser les expressions :

cos®x; cos?xsin*x; sin’x; cos?(2x)sin®x; cos(2x)cos? x.

n n
Exercice 9 Calculer les sommes : Z cos(kx) et Z sin(kx) pour xe Ret ne N.
k=0 k=0

Exercice 10 Calculer la somme pour tout entier n € N :

n n
> (=D |sintkb+a),
k=0 k
ou a et b sont deux réels donnés.

Exercice 11 Calculer cos(5a) et sin(5a) en fonction respectivement de cos(a) et sin(a). En

déduire la valeur de cos 110.

Exercice 12 Simplifier les expressions (1 + j)°, ﬁ, A+%et(1+j%)" (neN).

Exercice 13 Résoudre les équations suivantes : Zd—i=0etz®=-2+10)3.

Exercice 14
x+y = 2

1. Résoudre dans R : (S){ .
xy = -1

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 69



CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2. Onpose:w=e'7,u=w+w?+o0* et v=0w’+w’+wb. Calculer u+ v, uv et en déduire
la valeur de u et v.

Exercice 15 Soit n e N*. RésoudredansC: (z+1)" =i(1 - 2)".

o n—-1
Exercice 16 Soit ne€N*.On pose:w = el Calculer: ¥ (1+wh™.
k=0
Exercice 17 Onnote E={zeC/ fm(z) >0let F={zeC/|z| <1}

. z—1i
1. Montrerque:VzeC, z€E=> o e F.

2. On définit alors 'application :

f:E — F
z—1i
Z e —_—

zZ+1i

Etablir que f est bijective de E sur F. Déterminer I'application f 1.
3. On considere le plan muni d'un repere orthonormé direct.
(@) On note E; = {z€ E; Ze(z) = 0}. Déterminer 'ensemble f(E;) et le représenter
graphiquement.
(b) On note E, = {z€ E; |z| =1} . Déterminer I'ensemble f(E>) et le représenter gra-
phiquement.

Exercice 18 Soit f: C* — C définie par f(z) = 1 (z+1). On identifie z € C et le point M,
d’affixe z.

1. Quels sont les points z invariants par f?

2. Quelle est 'image par f du cercle trigonométrique T ?

3. Quelle est I'image réciproque par f de la droite réelle ?

Exercice 19 Il s’agit de montrer que, pour n=2,0na:

n
> %k

k=1

n
= Z |zx] < tous les zx ontle méme argument

V(zl’---)zn)e(q:*)n’ (
k=1

1. Montrer que :

tous les z; ontle méme argument —

n
> %
k=1

n
= |zl
k=1
2. Montrer que, pourn=2,ona:

Y(z1,...,2,) €C",

n
> 2k
k=1

n
<) lzl
k=1
3. Vérifier que, pour z; et zp non nuls:
|z1 + 22| = |z1] + 21| = z; et zp ontle méme argument
4. En déduire par récurrence que, pour n =2 :

n
> 2k
k=1

n
= Z |zx| = tous les z; ontle méme argument

V(Zl,...,zn)E(C*)n, (
k=1
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