Chapitre 4

Suites réelles

1 Propriétés générales de suites réelles

1.1 Rappels sur les propriétés de R
1.1.1 Relation d’ordre

Si (x,y) €R?, onnote x< ylorsque x< yetx# y.Onadonc: x<y = x<y.

Exemple: 2 <3 donc2<3.

Proposition 1 Regles de calcul
Soient x1, x2, y1, y2 €R.

1. Pour’addition.
ex1 <=y =>VzeER, x1+z2=sy1+2

=N }:x1+x2<J/1+J/2
X2=)2

*X1=)1——-)1=—X1

2. Pour la multiplication.
e X1=)y1=>Vz=20,xxz=yxz
0<x; < h4!

° OSXZSyg }Z>OSX1X)C2§J/1XJ/2

1
<=y =0<—=—
yi x1

/\ Attention : on ne peut pas soustraire ou diviser deux inégalités!

1.1.2 Valeur absolue

Définition 2 Valeur absolue
xsix=0

Pour toutx € R, on pose |x| = max(x, —x) = . .
—-xsix<0
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 3 Regles de calcul
Soient x, y € R.

1. —|x|=<x<|x|.

.Siaz0:|x|<sa<e— -a<x<a.

2

3. |—x|=|x|.
4. |xxyl=IxIx|yl donc VneN,|x"|=|x|".
5

. Inégalité triangulaire.

[Ixl=1yl] < lx+ yI < |x|+]yl
avec égalité a droite si et seulement si x et y de méme signe.

n n
Plus généralement si x1, Xz, ..., X, €ER, ona: [ Y xg| < ) |xgl.
k=1 k=1

1.1.3 Intervalles

Soient a, beR.

[a,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle fermé borné = segment;
[a,b[={x € R/ a < x < b} intervalle borné;

la,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle borné;

la,bl={x € R/ a < x < b} intervalle ouvert borné;

[a, +oo[= {x € R/ a < x} intervalle fermé;

la, +oo[= {x € R/ a < x} intervalle ouvert;

] — o0, b] = {x € R/ x < b} intervalle fermé;

] —o0, b[={x € R/ x < b} intervalle ouvert;

] — o0, +0o[= R intervalle ouvert et fermé;

Théoréme 4 Caractérisation des intervalles
Soit I < R. Alors:

I estunintervalle <= V(x,y) € I’, x< y=Ixylcl

Définition 5 Intérieur et extérieur d’'un intervalle
Soit I un intervalle. On pose :

o
— I = I privé de ses bornes = intérieur de I. C’est un intervalle ouvert.
— I = I union ses bornes = adhérence de I. C’est un intervalle fermé.
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1 Propriétés générales de suites réelles

On a bien évidemment I < I < I. A\ Attention : ne pas confondre la notation de 'adhérence
avec celle du complémentaire...

1.1.4 Partie entiere

Définition 6 Partie entiére

Si x € R, on admet qu’il existe un unique ne Ztelquen<x<n+1.
Onle note n = | x] ou E(x), et on I'appelle la partie entiére de x.
Elle est donc caractérisée par: |x] € Zet [x] < x < [x] + 1.
Onaaussi: x—1<|x] <x.

. ) . . |nx]
Exercice 1 Pour x € R, déterminer lim ——.
n—+oco n

1.2 Lessuites réelles

Définition 7 Suite réelle
Une suite réelle est une application u:N — R.
Lensemble des suites réelles est donc & (N, R), ou RN, ou encore . (R).

Notations : pour n € N, le réel u(n) est noté u,,.

La suite u est alors notée (u;) zen, Ou (¢4,), ou encore (g, Ug,..., Uy,...) (comme une famille
de réels indexée par N).

A\ Attention : il ne faut pas confondre le réel u,, et la suite (uy,).

On peut aussi définir les suites complexes u : N — C mais leur étude n’est pas au pro-
gramme.

Définition 8 Opérations sur les suites
Soient (u,) et (v;) deux suites réelles.

1. Addition. (u,) + (v,) = (u, + vy).
2. Multiplication parunréel. SiA € R, A x (u,,) = (A x uy).

3. Multiplication. (uy) x (v) = (Uy X Vy).

Proposition 9 Regles de calcul
Les regles de calcul sont les mémes que dans R.

Définition 10 Suite définie a partir d’'un certain rang
Soient ny € N. On appelle suite réelle définie a partir du rang n( toute application u :
[no, +oo[— R. Cette suite est notée (i) y=n, -
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1
Exemple: (-1)"), » (27),,cn €t (—) :
nJn=1

Définition 11 Propriété vraie a partir d’'un certain rang
Soit P(n) un prédicat qui dépend de n € N. On dit que P(n) est vraie a partir d'un certain
rang (a.p.c.r.) lorsqu'’il existe ng € N tel que, pour tout n = ng, P(n) est vraie.

1.3 Propriétés des suites réelles

Définition 12 Suites majorée, minorées, bornées

1. Ondit que (u;) est majorée lorsqu’il existe un réel M telque: VneN, u, < M.
2. Ondit que (u;) est minorée lorsqu’il existe un réel m tel que: VneN, u, = m.

3. Ondit que (u,) est bornée lorsqu'’il existe deux réels m et M tel que :
VneN, m<u,<M.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.

Théoréeme 13 Ona:
(un) bornée < (|u,|) majorée

Définition 14 Suites monotones

1. Ondit que la suite (u,) est croissante lorsque: VrneN, u;, < ;4.
2. Ondit que la suite (u,) est décroissante lorsque: VneN, u, = t41.

3. Ondit que la suite (u,) est stationnaire lorsque : VneN, u, = t;41.
Ceci équivaut a ce qu’elle soit a la fois croissante et décroissante.

4. On dit que la suite (u,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.
/\ Attention : en général une suite n’est pas monotone, c’est-a-dire ni croissante et ni dé-
croissante (on verra un exemple plus loin).

Définition 15 Suites strictement monotones

1. Ondit que la suite (u,) est strictement croissante lorsque: VneN, u, < t;41.
2. Ondit que la suite (u,) est strictement décroissante lorsque : Vn e N, u;, > 1.

3. Ondit que la suite (u,) est strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante
ou strictement décroissante.
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2 Limite d’une suite

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang. Pour les suites on ne s’'intéresse
p p 8
généralement pas a la monotonie stricte, mais seulement a la monotonie au sens large.

Rédaction :

1. On fixe n € N, et on détermine le signe de u,+; — u,. S’il ne dépend pas de n a partir
d’un rang ny alors (u,) est monotone a.p.c.r..
Plus précisémentsi u,4+1 — u,, = 0 pour n = ny, alors (u,) est croissante a partir du rang
ng; si Up+1 — Uy <0 pour n = ng, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny.

Upn+1

2. Si uy, >0 a.p.c.r. alors on compare avec 1:

n

. Un+1 . . . R .
—si > 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ng;

Un
Un+1

Un

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est décroissante a partir du rang n.

Un+1
Un

3. Si u;, <0a.p.c.r. alors on compare avecl:

Un+1

—si > 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny;
Un

Un+1

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est croissante a partir du rang ny.

n

p 1
Exemple: Etudier la monotonie de (—) et (-1)") ,en-
nJn=1

2 Limite d’une suite

2.1 Suites convergentes - Suites divergentes

Définition 16 Suite convergente
On dit que la suite (u,) converge vers ¢ € R lorsque :

Ve>0,3dngeN/Vn=ng, lu,—¥€|<¢

Onlenote lim u, =¢oulimu, =/, ouencore u,, — ¥¢.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer |u, —¢| < € par |u, - ¢| <e.

Deplus|u,—¥¢|<e < u, €[l —¢,¢+e¢] :donc a.p.c.I. u, est «aussi proche que 'on veut »
de 4.

Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de ¢. Parfois on le note ng(€)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

1
Exemple: lim —=0.
n—+oo n
/\ Attention : la limite ne doit pas dépendre de n. Par exemple on ne peut pas dire que

1
lim wu, = —, celan’a aucun sens!
n—+00 n
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

Théoréeme 17 Unicité de la limite
Si une suite converge, alors sa limite est unique.

Définition 18 Suite divergente
Lorsqu’une suite n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

Définition 19 Limite infinie
1. Ondit que la suite (u,) diverge vers +oo lorsque :

VAeER, dngeN/Vn=ny, u, = A

Onle note lim u, = +ocooulimu, = +oo, ou encore u,, — +oo.
n—+oo n—+oo

2. Ondit que la suite (u,) diverge vers —oco lorsque :
VAeER, dngeN/Vn=ny, up, <A

Onlenote lim u, =-ocooulimu, =-o0, ouencore u,, — —oo.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer u, = A (resp. u, < A) par u, > A (resp. u, < A).
Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de A. Parfois on le note ny(A)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

Exemple: lim n? = +oo.
n—+oo

Proposition 20 Lien entre convergence et divergence
Une suite qui diverge vers +oo ne converge pas.

Définition 21 Divergence de premiére ou seconde espéce
Une suite qui diverge vers +oo est dite divergente de premieére espece.
Une suite qui n’a pas de limite est dite divergente de seconde espece.

/\ Attention : la plupart des suites sont divergentes de seconde espéce.

Exemple: La suite ((—1)"), ., est divergente de seconde espéce (nous en verrons la preuve
plus tard).
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2 Limite d’une suite

Théoréme 22 Premiers termes et nature d’une suite

En modifiant un nombre fini de termes d’une suite (#,), on ne change pas sa nature (ie le
fait qu’elle soit convergente ou divergente de premiere ou seconde espece). Dans le cas ol la
suite est convergente, on ne modifie pas non plus la valeur de sa limite.

2.2 Propriétés des suites convergentes

Lemme 23 Une suite bornée a.p.c.r. est bornée a partir du rang 0.

Théoréeme 24 Convergence et bornitude
Une suite convergente est bornée.

/\ ATTENTION! La réciproque est fausse : une suite bornée n’est en général pas conver-
gente, comme le montre I'exemple de la suite ((—1)") Par contre, on verra qu'une suite
monotone et bornée converge.

neN-*

Théoréme 25 Limite et signe
Si une suite (u,) converge vers un réel £ > 0 (resp. ¢ < 0), alors u; > 0 a.p.c.r. (resp. u, <0
a.p.c.r.).

Proposition 26 Quelques résultats techniques
1. (uy) converge vers ¢ < (u, —¥¢) converge vers 0;

2. (up) converge vers 0 < (|uy,|) converge vers 0
donc (u,) converge vers ¢ < (| u,—"> |) converge vers 0

Théoréme 27 Passage a la limite dans une inégalité

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r.. On suppose que (uy)
converge vers ¢ et (v,) converge vers L.

Alors ¢ < L.

/\ Attention : Vn = ng, u, < v, ne donne pas limu, <limuv,,.
2

Contre-exemple: u, = —et v, = —.
n n
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Corollaire 28 Localisation de la limite
Si (u,,) est a valeurs dans un intervalle I d’extrémités a et b a.p.c.r., et si (u,) converge vers ¢,
alors¢ € I =1a,b].

2.3 LensembleR

On pose R = RU {—00, +00} = [—00, +00].

On dit que lim u,, existe dans R lorsque (u,,) a une limite (finie ou infinie), ie lorsque (u,,) est
convergente ou divergente de premiere espece.

Définition 29 Regles de calcul

1. VxeRU{+0o0}, x + (+00) = (+00) + X = +00
A\ (—00) + (+00) n'est pas défini;
VxeRU{—oo}, X+ (—00) = (—00) + X = —00

X X 0

2. VxeR,— =——=0etdonc—=0

+00 —00 +oo

*oo .
/\ — n’est pas défini.
*oo
, TOO
3. VxeR", — =+o00
X

+oo
A e n’est pas défini;

Vxe@*,lz +oos%x>0
ot —00six<0
—x X — i
VxeR,—:{ oos%x>0
0~ +oosix<0
0 0 o
A0—+et6ne sont pas définis.
= +oosix>0
4. VxeR,xx(+oo):(+oo)xx:{ oo%x
—0081x<0
= —o0o0six>0
VxER,xx(—m):(—w)xx:{ oS!
+oosix<0

A\ 0 x +o0o n’est pas défini.

2.4 Théoremes généraux sur les limites

Dans le théoreme suivant, on utilise les propriétés de R définie précédemment.
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2 Limite d’une suite

Théoreme 30 Limites et opérations algébriques
x1ste existe . —

Soient (uy) et (v;,) deux suites réelles telles que lim u, /eRetlim v, = LeR.
1. Valeur absolue. lim || ex1ste 4
2. Addition. lim(u,, + v;) ex1ste (+1, /\ saufla forme indéterminée (+00) + (—00).

3. Multiplication parunréel. Va € R, lima x u, = a xlimu,,
/\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.

4. Multiplication. lim(u, x v,) =¢ x L, /\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.
Up up, ¢

5. Quotient. Si L # 0, alors ( ) est définie a.p.c.r. et lim — = —
Un v, L

+o00 0 o0
/\ saufles formes indéterminées Too OF et o
+oo

/\ ATTENTION : en général lim(u,, — v,,) = 0 ne donne pas limu, = limv,, ... Il faut en effet
que lim u,, et lim v, existent!

lim b,

/\ ATTENTION : ce théoréme ne dit pas que lim abr = (nlirp an)”—'+°° . Par exemple,
—T00 —T1T00
1
onverraque lim (1 + —) =e#l.
n—+o0o n

Théoréeme 31 Théoreme d’existence de la limite par encadrement

1. Version limite finie.
Si (uy), (vy) et (wy) sont trois suites réelles telles que u;, < v, < w, a.p.c.r.,, et (u,) et
(wy,) convergent vers la limite £.
Alors (v,,) converge vers £.

2. Version limite infinie.
Si (u,) et (v,) sont deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r,, et (u,) et (u,) diverge
vers +oo (resp. (v,) diverge vers —oo).
Alors (v,,) diverge vers +oo (resp. (u,) diverge vers —oo).

/\ Attention : ne pas confondre avec le théoréme de passage a la limite dans une inégalité.
Dans le théoréme d’existence de la limite par encadrement on montre I’existence de la limite
de (v,), alors que dans I'autre théoréme c’est une des hypotheses de départ.

-n" cosn

Exemple: On peut montrer que nl_l)moo = 0 ou que nl_lgl@ n

=0.

Corollaire 32 Preuve d'une convergence par encadrement
Si on a deux suites réelles (u,) et (a,) telles que |u;, — ¢| < a, a.p.c.r,, et lima, = 0 alors

. existe
limu, "= =¢.
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Théoréme 33 Composition d'une suite par une fonction
Soit (u;) une suite réelle de limite | ¢ € R.

Soit f: I — Rtelleque lim f(x) exs te@]e R.
e[ ]

. existe
Alors nEerf(un) = (al.

Exemple: lim sin(x) n’existe pas.
X—+00

2.5 Suites d’'indices pairs et impairs

Définition 34 Suite extraite
Soit (u,) une suite réelle. On appelle suite extraite de (u,) toute suite de la forme (uy(;)) ol
¢ : N — N application strictement croissante.

Exemple : (1), (Un+1), (U2p) et (Uzp41) sont des suites extraites de (u,). Mais (uz)) et
(U]1-cos(n)]) N'€N SONt pas.

Théoréeme 35 Limite des suites extraites
- existe = L . .
Silimu, “=" ¢ €R, alors pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a
. existe
limuyy = 4.

On a une réciproque dans le cas de suites extraites recouvrantes, ie que I'union des suites
extraites redonnent toute la suite de départ. Le seul cas au programme est celui des suites
extraites d'indices pairs et impairs.

Théoréme 36 Théoréme des suites extraites recouvrantes
Si (u,,) est une suiteréelleet /e R, on a:

Iim u,=¢ < lim w,=¥¢|et| lim u =/
m Jm vz = £[et] Hm uzni

On peut aussi montrer aisément (par simple décalage d’indice) que:limu, = ¢ <= limu,_; =
(= limu,,; ="¢.

Exemple : Montrer que la suite ((—1)”)%,\I est divergente de seconde espece (ie n’a pas de
limite).
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2 Limite d’une suite

2.6 Bornes supérieure et inférieure dans R

Définition 37 Partie majorée, minorée, bornée
On se donne une partie A de R, non vide.

1. Unréel M est un majorant de Alorsque:Vxe A, x < M.
Si A admet au moins un majorant, on dit que A est une partie majorée.

2. Unréel m est un minorant de Alorsque:Vxe A, m < x.
Si A admet au moins un minorant, on dit que A est une partie minorée.

3. On dit que A est bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire qu’il
existe (m, M) e R? tel que: Vx€ A, m< x < M.

Il est clair qu'un partie majorée (resp. minorée) admet une infinité de majorants (resp. de
minorants).

Proposition 38 Partie bornée et valeur absolue
Si A est une partie de R, non vide : A estbornée <= AM e R/ Vx € A, |x| < M.

On peut reformuler ce résultat ainsi : A est bornée si et seulement si | A| est majorée.

Définition 39 Maximum et minimum
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Un réel b est un maximum de A lorsque b € A [et| b est un majorant de A : Vx € A,
x < b. S'il existe, le maximum est unique et est noté : b = max A. On 'appelle aussi le
plus grand élément de A.

2. Un réel a est un minimum de A lorsque a € A b est un minorant de A : Vx € A,
a < x. S'il existe, le minimum est unique et est noté : a = min A.On 'appelle aussi le
plus petit élément de A.

Définition 40 Bornes supérieure et inférieure
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Si’ensemble des majorants de A, noté &4 = {M € R/ Vx € A, x < M}, est non vide et
admet un plus petit élément b, alors b est appelé borne supérieure de A, notée sup A.
sup A est donc le plus petit majorant de A, et en particulier A est majorée par sup A :
Vxe A x<supA.

2. Sil’ensemble des minorants de A, noté &%, = {meR/ Vx € A, m < x}, est non vide et
admet un plus grand élément a, alors a est appelé borne inférieure de A, notée inf A.
inf A est donc le plus grand minorant de A, et en particulier A est minorée par infA :
Vxe A, infA < x.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 81



CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 41 Lien entre maximum et borne supérieure

1. Si A estune partie non vide de R et si A admet un maximum, alors A admet une borne
supérieure et sup A = max A.

2. Si A estune partie non vide de R et si Aadmet un minimum, alors A admet une borne
inférieure et inf A = min A.

/\ Attention : par contre une partie A peut avoir une borne supérieure sans avoir de maxi-
mum !

Théoréeme 42 Caractérisation de la borne supérieure
Soient A une partie non vide de R.

1. Soit b € R. Alors :

b est i tde A;
b:supA<=>{ est un majorant de

il existe une suite (x;) a valeurs dans A et convergente vers b.
2. Soita e R.

. b est un minorant de A;
Alors a =infA «<— {

il existe une suite (x,) a valeurs dans A et convergente vers a.

Exemple: Etudier max A et sup A pour A=[0,1] et A=[0,1[.

Théoréeme 43 Théoréeme fondamental de la borne supérieure

1. Si A estune partie de R non vide et majorée, alors A admet une borne supérieure.

2. Si A est une partie de R non vide et minorée, alors A admet une borne inférieure.

Proposition 44 1. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est
majorée, alors A est majorée et sup A < sup B.

2. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est minorée, alors A est
minorée et inf B < inf A.

2.7 Propriétés des suites monotones

Nous allons donner deux théorémes sur les suites monotones qui permettent de prouver la
convergence d’'une suite sans savoir calculer sa limite
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3 Exemples de suites

Théoréme 45 Théoréme de lalimite monotone
Soit (u;) une suite réelle.

1. On suppose (1) croissante :
e si (u,) est majorée, alors (u;) est convergenteet VneN, u, <limu,;
e si (u,) n'est pas majorée, alors (u,) diverge vers +oco.

2. On suppose (uy) décroissante :
e si (uy) est minorée, alors (u,) est convergente et Vn e N, limu, < u,;
e si (u,) n'est pas minorée, alors (u,) diverge vers —oo.

Retenons qu'une suite monotone a toujours une limite (finie ou infinie).

Définition 46 Suites adjacentes

(i) (uy) est croissante et (v,) est décroissante a.p.c.r.;
(ii) lim (u,—-v,) =0.
n—+oo

Soient (u,) et (v,;) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque :

Sous les conditions (i) et (ii), on a u, < v, a.p.c.r..

Théoreme 47 Théoreéme des suites adjacentes
Si (uy) et (v,) sont adjacentes alors elles convergent vers une méme limite.

Exemple : Tout réel est limite de deux suites adjacentes de rationnels.
110" x] _[10"x) +1

10" T 1on
Ces deux suites sont a valeurs dans Q, sont adjacentes, et convergent vers x.

Si x € R, on pose pour tout n€ N : u, =

3 Exemples de suites

3.1 Suites arithmétiques

Définition 48 Suite arithmétique

Une suite (1) zen est dite arithmétique de raison r e Rlorsque: VneN, u,41 = uy + 7.
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 49 Formules autour des suites arithmétiques

1. VneN, u, = up+ nr; Plus généralement : V(n, p) € N2, u, = up+(m—pr.

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a u.
Sir>0: (up)nen est croissante (strictement), divergente vers +oo.
Sir <0: (up)nen est décroissante (strictement), divergente vers —oo.

3. Pour tout (n, p) € N? tel quen=p:

premier terme + dernier terme
2

n Up+up
Z Ugr=Mmn-p+ DT =nombre de termes x
k=p

Exemple: uy=0etr=1donnent VneN, u, = n. On retrouve les formules :

et k=
- 2

ik:n(n+l) L (n—p+1)(n+p)
k=0 k_p

3.2 Suites géométriques

Définition 50 Suite géométrique
Une suite (u,) zen est dite géométrique de raison g € Rlorsque: VneN, U, = g x uy.

Proposition 51 Formules autour des suites géométriques

1. VneN, u, = upq"; Plus généralement : V(n, p) € N?, u, = u,q" P (si n < p il faut
supposer g #0).

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a 0 a partir du rang 1.
Si g >0: (u#,)nen €St MONOtone.
Si g <0: (uy)nen N'est pas monotone.

+oo sig>1
3. lim q"= 1 sig=1
n—-+oo . .
0 si-l<g<lielqgl<l

et lim ¢" n'existe passig<-—1.
n—-+oo

4. Pour tout (n, p) € N? tel quen=p,onapourq#1:

n 1— qn—p+l ' 1-— I‘aisonnombre de termes
Z Uy = ugq” —————— = premier terme x -
k=p 1-¢g 1 —raison
etpourg=1:

n
Z ur = (n— p+1)uy = nombre de termes x premier terme
k=p
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/\ ATTENTION!Si (x,,) est une suite a valeurs dans ]—1, 1[, on ne peut pas dire que nlirP (xp)" =
— 100

1\/* 1
0. Par exemple, nous verrons a la fin du chapitre que : lim (1 - —) =-—.
n—+oo n e
upeER
VneN, uy1=u
limite éventuelle de (i,,) en .-

n
, ,vérifierque:VneN, u, = u(()2 ). En déduire la

Exemple : Pour la suite {
n

3.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 52 Suite arithmético-géométrique
Une suite () ey est dite arithmético-géométrique de parametres (a, b) € R? lorsque :
VneN, uy,y1 =au,+b.

Remarquons que si a = 1, alors (u,) nen est arithmétique de raison b, et si b= 0, alors (u) sen €St
géométrique de raison a. Dans la suite, on supposera que a # 1.

On va calculer le terme général u, en fonction de n, mais cette fois la formule est trop com-
pliquée pour étre apprise, il faut donc uniquement retenir la méthode utilisée.

Méthode : on commence par déterminer le point fixe £ € R associé a la relation de récurrence.

Il vérifie ¢ = a¢ + b, donc ¢ =

l1-a

Ensuite on définit une suite auxiliaire (x,)en par: Vr e N, x, = u, — £. Cette suite est alors
géométrique de raison a, en effet :

VneN, xpi1=ups1—f=au,+b—¢=alx,+0)+b—-¥¢=ax,+al+b—-¥¢=ax,
=0

b b
Onadonc:VneN, x, = xga”" = (up — ¢)a" puis un:xn+l:(u0—ﬁ)a”+n.

On peut alors trés facilement en déduire la limite éventuelle de la suite (i,,) nen.

3.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 53 Suite récurrente linéaire d’ordre 2
Une suite (i) ,en est dite récurrente linéaire d’ordre 2 de parametres (a, b) € R? lorsque :
VneN, u, =au,.1 +bu,.

Remarquons que si b = 0, alors (1) nen €st géométrique de raison a.

Définition 54 Equation caractéristique

On appelle équation caractéristique associée a (1) ,eny I’équation (E) d'inconnue z€ C :

z2=az+Db.
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Théoreme 55 Calcul du terme général 1, en fonction de n
On note A = a? + 4b le discriminant de 'équation caractéristique (E).

1. (E) a deux racines réelles distinctes r; et r». Il existe alors un unique couple
de réels (A, u) € R? tel que :
VneN, u, =Ar{"+pur).

2. (E) aune seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de réels (A, u) €
R? tel que :
VneN, u,=An+urf.

3. (E) a deux racines complexes pures conjuguées r; = pe'® et r, = pe~. 1l
existe alors un unique couple (A, u) € R? tel que:
vneN, u, = p"(Acos(nd) + usin(nd)).

/\ Dans le cas d’une suite a valeurs complexes, on obtient :

(E) a deux racines complexes distinctes r; et r». Il existe alors un unique couple de
complexes (1, 1) € C tel que :

VneN, u, =Ar"+ur}.

(E) a une seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de complexes
(A, ) € C? tel que :

VneN, u,=An+prf.

/\ Le cas d’une suite réelle pour laquelle A < 0 est un cas particulier du cas d’'une suite
complexe pour laquelle A # 0. Dans ce cas les deux racines ry et r, sont conjuguées et on
peut donc trouver (a, §) € C? tel que Vn e N, u, = ar]'+ pr1". Nous allons voir comment
retrouver la formule du théoréme.

On note 1 = pe'® sous forme trigonométrique et puisque la suite réelle on a u,, = %, pour
toutneN. Or:

in@ in@

n_in6

_ _ _ . i p;éO . . o — .
Un =T, < ap”e’™ + ppe ™ =qp"e " + fp"e! & ae!™ + e =qe " + pei"?

Ceci étant vrai pour tout n € N, on peut prendre n=0etn=1:
a+B=a+p1) et ae’ + ﬁe‘ie =ae +Eei9 2)

Alors e’ x (1) - (2) donne 2iBsin() = 2i@sin(6), puis f = @ car 0 # 0 [n] (en effet r; et r, sont
des complexes purs). On a donc en notant a; = Ze(a) et
al, = $m(a) :

vneN, u, = p"x (aeine +Ee_i"9)
= 2p" x %e(aeine)
= 2p" x%e[(cxl + iag)(cos(n9)+sin(n9))]

= p"x (»fo.l/ cos(n0) + (—Zag)sin(nG))
=AeR =ueR

ce qui est bien de la forme attendue.
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4 Comparaison des suites

4.1 Notations de Landau

Définition 56 Suite négligeable devant une autre suite
On dit que la suite (1) en est négligeable devant la suite (v,) ,en lorsqu’il existe une suite
(€) nen Vérifiant :
(i) lim €,=0;

n—+oo
(ii) u, =¢envy, apartir d'un certain rang.
On le notera u, =0 (vyn), et on dira que u, est un « petit o» de v,,.

n—+oo

On dit parfois aussi que la suite (v,) ,en €st prépondérante devant la suite (1) jen-

/\ ATTENTION : la notation o(v,) seule n’a pas de sens!

Elle ne désigne pas une suite fixée, mais n'importe quelle suite négligeable devant (v,) sen.

En particulier: u, = o(wy) etvy, = o (wy) ne donnent pas (Uy) nen = (V5) nen (comme
n—+00 n—+o0

on peut le vérifier avec le contre-exemple u, = n, v, = n? et w, = nd).

Lorsque la suite (v,) ,en ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a un critere plus simple
donné dans le théoréme suivant.

Théoréeme 57 Critére de négligeabilité
Si (v,,) nen ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a:

. Un
u, = o(vy)< lim —=0
n—+oo n—+oo y,

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = o0(v,). Mais certaines suite
n—+oo

(Vn)nen $'annule a partir de n'importe quel rang (prendre v, = 1+ (—1)"), donc il faut aussi
apprendre a manipuler la définition générale de la négligeabilité.

Proposition 58 Regles de calcul pour «le petit o »
On se donne des suites réelles (1) nen, (V) nens (Wn) nens (@n) nen €t (D) nen.

1. Transitivité. u,, = o(vy)etv, = o(w,)donnentu, = o(w,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

2. Produit. u,, = o(vyeta, = o(by) donnentu,xa, = o(v,xby).
- n—+oo n—+oo n—+oo

3. Somme.u, = o(wy)eta, = o(w,) donnentu,+a, = o(wy,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

4. Multiplication par une constante. u,, = o0(v,)donneVAeR, Axu, = o(v,).
n—+oo n—+oo

5. Multiplication par une suite. u;, = o(v,)donneu,xw, = o0(V,x wy).
n—+oo n—+oo
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Définition 59 Suite dominée par une autre suite

On dit que la suite (1) ,en €st dominée par la suite (v,) ey lorsqu’il existe une suite (by,) pen
vérifiant :

(1) (by)nen €st bornée;

(il) up = byv, apartir d'un certain rang.

On le notera u,, . O (vy), eton dira que u, est un «grand o » de v,.

Les remarques sur la notation o(v,) sont encore valables pour la notation @ (v;,).

Lorsque la suite (v,),en ne s'annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréme 60 Critére de domination
Si (v;) nen Ne s'annule pas a partir d'un certain rang ng, on a:

Un

Un

u, = @’(vn)<:>(
n—+oo

) est bornée
n=ny

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = O (vy).
—+00

Proposition 61 Lien entre «le petit o» et «le grand o »
Siu, = o(vyalorsu, = 0 (v,).
n—+oo n—+oo

4.2 Suites équivalentes

Définition 62 Suite équivalente a une autre suite
On dit que la suite (u;,) ,en €St équivalente a la suite (v,) nen lorsqu’il existe une suite (a ;) e
vérifiant :
i lim a,=1;
n—+oo
(ii) u,= a,v, apartird'un certain rang.

Onlenoterau, ~ vy,.
n—+oo

Proposition 63 Propriétés de la relation ~
On se donne trois suites réelles () nen, (Vi) nen €t (Wh) nen-

1. Transitivité. u,, ~ vy,etv, ~ wpdonnentu, ~ wy.
- n—+oo n—+oo

n—+oo

2. Symétrie. u, ~ vV, <=V, ~ Uy
B n—+00 n—+0o

3. Réflexivité. u,, ~ uy.
- n—+oo
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La propriété de symétrie donne que si (i) en €st équivalente a (vy,) nen, alors (V) pen €St
équivalente a (i) nen : On peut donc aussi dire que (1) nen €t (Vy) nen SONt équivalentes.

/\ ATTENTION : ne jamais écrire u,, et 0. Cela n’a aucun sens, sauf dans le cas tres parti-
—T00

culier ol (1) sen est stationnaire égale a 0 a partir d'un certain rang.

Lorsque la suite (v,) ,en ne s'annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréeme 64 Critere d’équivalence
Si (v;) nen Ne s'annule pas a partir d'un certain rang ng, on a:
Un

U, ~ Up<— lim —=1
n—-+o0o n—-+oo

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, ~ Up.
n—+oo

Théoréeme 65 Lien entre la relation ~ et «le petit o »
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen

U, ~ Up<==>Up—VU, = 0Wp)<=Uvp—U, = o0(Uuy
n—+oo n—+oo n—+oo

On en déduit une méthode simple pour trouver une suite équivalente a une somme.

Corollaire 66 Equivalent d'une somme
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen

u, = o) <=u,+v, ~ Uy
n—+oo n—+oo

Théoréeme 67 Composition d'un « petit o » par une suite équivalente

Pour trois suites réelles (¢4;) nen, (Vi) nen €8 (@) pen :Si U, = o(vy) etv, ~ ay, alors
n—+oo n—+oo
u, = olay).
n—+oo

Une suite équivalente renseigne sur le signe.

Théoréme 68 Equivalent et signe
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen -

1. Siu, ~ vyetsi(vy)pen nesannule pas a partir d'un certain rang, alors (i) ,en D€
n—+oo
s’annule pas a partir d'un certain rang.

2. Siu, ~ vy, alors (uy)nen et (V) nen sont de méme signe au sens strcit a partir d'un
n—+oo
certain rang.
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Une suite équivalente permet de calculer une limite.

Théoréme 69 Equivalent et limite
Pour deux suites réelles (it,,) nen €t (V) pen -
. . = . existe
1. Siu, ~ vyet lim v,=¢€R, alors lim u, = /.
n—+oo n—+oo n—+oo

2. On a une réciproque dans le cas particulier / e R* :si lim u,=/¢alorsu, ~ ¢.
n—+oo n—-+oo

/\ ATTENTION! Par contre si lim u, = lim wv,, on ne peut pas en déduire que u, ~
n—+oo n—+oo n—+00

1

1
v,,. Prendre par exemple u,, = — et —.
" P Pl tn = 2

On peut effectuer les opérations suivantes sur les suites équivalentes.

Proposition 70 Regles de calcul pour la relation ~
On se donne des suites réelles (1,) nen, (Vi) nen, (@n) nen €t (by) nen-

1. Valeur absolue. u;, ~ v, donne|u,| ~ |v;l.
n—+oo n—+oo

2. Produit.u, ~ wvyeta, ~ b,donnentu,xa, ~ v,XDb,.
n—+oo n—+oo n—+oo
3. Puissance. PourtoutpeN, u, ~ v, donne uZ ~ UZ.
n—+oo n—+oo

Plus généralement, pour tout @ € R: u¥ ~ vy (a condition que ces suites soient
n—+oo
définies).

4. Inverse. Si u, ~ v, etsi(v,)uen Ne sannule pas a partir d'un certain rang, alors
n—+oo
1 1

JR— ~ J—

u}’l n—-+oo U}’l

5. Quotient.Siu, ~ vn a, ~ byetsi(v,)uen nes’annule pas a partir d'un certain
n—+oo n—+oo
n

an
rang, alors — ~ —.
un n—+o0o UI’L

/\ ATTENTION : par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.
e Somme

U, ~ UvUpeta, ~ bpnedonnentpasu,+a, ~ Un+by.
n—+oo n—+oo n—+oo

On peut considérer le contre-exemple suivant : u, = n® + n et a, = —n3 + n?.
» Composition par une fonction
Si f estune fonction, u,, ~ v,nedonnepas f(u, ~ f(v,).
n—+oo n—+oo
En particulier u,, ~ vpnedonnepases ~ e"",etu, ~ v,nedonnepasin(u,) ~
n—+oo n—+oo n—+oo n
In(v,,).
On peut considérer les contre-exemples suivantes : u, = n>+n, v, = n?, f(x) = e* puis

1
U,=1+ e vy =1, f(x) =In(x).

Noter aussiquen ~ n+1, maisengénéralonn’apasu, ~ uy+,bienque lim u,=
n—+oo n—+oo n—+oo
hrP Un+1- Considérer par exemple u,, =e™".
n—+oo

« Puissance dépendante de n
An

a
u, ~ Uvyznedonnepasu,” ~ v,".
"p—too p " petoo "
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n

1
Onverra alafin du paragraphe que lirP 1+—| =e.Onpeutendéduirele contre-exemple
n—+oo n

1
u,=1+—eta, =n.
n

4.3 Comparaison des suites usuelles

On rappelle les limites usuelles suivantes :

e lim n!=+o0.

n—+oo
+oo sia>0
o lirP n% = 1 sia=0
n—>
* 0 sia<O
+oo siff>0
e lim (lnn)ﬁ: 1 siff=0
n—+oo .
0 siff<o0
+oo siy>0
e lim e = 1 siy=0
n—+oo

0 siy<O0

+oo sia>1
e lim a"= 1 sia=1
n—+oo .
0 si—-l<ax<l

Théoréme 71 Equivalent et polynémes
Si P est une fonction polyndme de la forme P(x) = agx7+ag.1x9 +---+a,xP, ot (p, q) € N?
avecq=p,aq#0eta,#0.
1 a
Alors P(n) ~ apn” (plushaut degré), et P (—) ~ 2 (plus bas degré).
n—+oo n

n—+oo pd

Théoréeme 72 Comparaison de n%, n! et a”
On se donne trois réels a, B et a.

1 1
1. Sia<palorsn® = o(nﬁ),ouencore— = 0(—).
n—+oo nb n—+oo n«
2.a" = omhetn® = o)
n—+oo n—+oo
Etsia>1:n% = ofa").
n—+oo
= = o(n"
.= = o)

De maniere mnémotechnique, on peut retenir quesi a>1: n% < a" < n! < n”
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Théoréeme 73 Croissances comparées
On se donne trois réels a, et y.

1. In(n) e o(n)

Et plus généralement, pour a > 0 : (Inn)? _=_o(n%
—+00
_ n
2.n = 0 (e”)
Et plus généralement, poury >0:n®* = o (e")
— 100
1
De maniere équivalentee™ = o (—)
n—+oo n
1
s 2 . a—Yn — .
et plus généralement, poury >0:e =0 ( y )
i . B = yn
3. Siy>0:(nn) = o(e’™).
Démonstration :
In(n)

Pour montrer que liIJlrl =0 onutilisel'inégalité: Vx =1, 0 <In(x) < /x.
n—

Pour montrerque lim — =0 onutilise 'inégalité: Vx>1,e* = x2.
n—+oo e

CQFD [

De maniére mnémotechnique, on peut retenir quesi @ >0ety > 0: (Inn)? « n® « e’

Théoréme 74 Equivalents usuels
Si (x5,) nen €St une suite convergente vers 0.

1. n(Ql+x,) ~ x4
n—+oo

2. tan(x,) ~ xp
n—+oo

3. sin(x,) ~ Xxj,
n—+oo
X5
4. cos(xy) ~ letl—-cos(x,) ~ —
n—+oo n—+oo 2
5. e ~ lete—-1 ~ x,
n—+oo n—+oo

6. PouraeR: (1+x,)* ~ let(l+x,)%-1 ~ ax,
n—+00 n—+00

Ces résultats sont a connaitre par coeur!

1 n
Exemple: On est maintenant en mesure de démontrer que liIP 1+ —) =e.
n—

n

Terminons par un résultat de non existence de limite.

Théoréme 75 Limite de cosn, sinn ettann
Les suites (c0S 1) pen, (SiN7N) e €t (tan 1) ey N'ont pas de limite lorsque n — +oo (elles sont
divergentes de seconde espece).
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5 Exercices
Exercice 2 Montrer que :

1. Y(a,b)eR? (a+b)?<2(a*+Db? 2. V(ab) e R’ Varb<yva+vVb

Exercice 3 Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

1. —2x2+7x-5<0 10. Vx+1=+v4ax—-1
2. (X*+2x+1)2%<16 11. x-1-vV2x2+1<0
3x%2+x+1 _
3 m>0 12. |2x-3|=1
4, 2x+1)BG-x)<bBG—-x)(x+4) 13. [4x+5|=|—-x+3|
6 1
5. x—fzzgm 14. |7x—3|2§
6. FMI > 15. |x—3|+[x*-3x+2|>2
7. 8x—18yx—-11=0 16. |x—4|<|2x+1|
8. 6<2x?+3x-3<17 17. |x3+x2=1|+|x=7|+1<0
9. vx+1<2x-3 18. 2|x—-1|=3|1- x|

Exercice 4 Soit (x,y) € R,
1. Peut-onrelier [x+ y], [x] et [ y]?

2. Comparer |—x] et | x]. Calculer |x] + [—x].

Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides et bornées.

1. Vérifier que sup(AUB) etinf(AU B) existent et les exprimer en fonction de sup A, sup B,
infA etinfB.

2. On suppose que AN B # @. Mémes questions avec sup(An B) et inf(An B).

2

n
Exercice 6 Soit neN*.Onpose: S, = Z EWVk). Apres avoir remarqué que :
k=1

3 8 n’-1
Sn=Y EWVk)+Y EWVk)+--+ Y EWk)+n, donner une expression simple de S.
k=1 k=4 k=(n-1)?

Exercice 7

1. Vérifier que: Vx>0, x+ 1 >2.

2. Soient ay, ay, ..., a, des réels strictement positifs. Montrer que :
1 1 1 a; aj
(m+a++apg)x|—+—+-+—|=n+ Y |—+—
a a an 1<i<jsn \4j Qi
et en déduire que :
1 1 1 9
@+a+--+a) x|—+—+---+—|=n
a  a anp

Exercice 8 Soient (u;) et (v,) deux suites réelles.

1. Onsuppose que lim u,, = +oo et que (v,) est bornée. Montrer que (1, + v,) diverge vers
+o00.

2. On suppose que lim u, = 0 et que (v,) est bornée. Montrer que (u, v,) converge vers 0.
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3. On suppose que lim u,, = +00. Montrer que (u,) n’est pas bornée.
4. On suppose que (uy) et (v,) sont bornées. Montrer que (u, + v,) et (u,v,) sont bor-
nées.

1
5. On suppose que (u;) est bornée et ne s’annule pas. Peut-on dire que la suite (—) est
Un
bornée?

Exercice 9 (Principe de comparaison logarithmique) Soit (1) ,en une suite réelle.

1. On suppose qu’il existe unréel k € [0,1[ et un rang ng € N vérifiants : Vn = ng, |uy411 <
kluy,|. Montrer que (u,) ,en converge vers 0.

Un+1
Un

existe

2. On suppose que : lim

¢, avec 0 < ¢ < 1. Montrer que (1) ,en CONverge
n—+oo

vers 0.

Exercice 10 (Convergence en moyenne de Césaro) Soit (1) ey une suite réelle, conver-
gente vers ¢ € R. Pour tout n € N, on pose :

U+ ux+---+uy
Sp=

n

Montrer que (S;) nen converge vers £.
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 11 Etudier la monotonie des suites définies par :

1 i ! 2 7. 3 In(r) 4 zzn Sl
- Un= T n - Up=omT - Un=— . Up=
i=o 2% 2 " k=0 k+1

1" n_aqn n
1. u,=24Cl 2. vp=57 3. wy,=n?>—ncosn+2 4. 5=
_e oy _ ety _at s
5. tpy=n*x(3) xsin(n) 6. Xn =509 7. ya=% ouacR

Exercice 13 (Limite par encadrement)
1. Etudier la convergence de la suite (S;) ,en+ définie par:
n n2

Sp=Y ——
" ,;n3+k2

2. (a) Vérifierque:Vx>0, x— x?z <In(l1+x) <x.

n k
(b) En déduire la limite de la suite (u,) > définie par: u, = l_[ (1 + —)
3. Etudier la convergence de (u,) ;52 définie par: u, =

no(—1 k
Exercice 14 Pour tout n€N*, onpose: S, = ) ( k) )
k=1

1. Montrer que les suites (S2,) nen €t (S25+1) nen Sont adjacentes.
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5 Exercices

2.

En déduire la convergence de la suite (S;,) nen-

Exercice 15 Montrer que, pour tout 7 € N, le nombre (3+ v5)"+(3—1/5)" est un entier pair.

En déduire la convergence de la suite (sin [(3 + v/5)"7] )

neN-*

Exercice 16

1.

Soit n = 1. Montrer que 'équation : x" + x — 1 = 0, admet une unique solution x > 0,
notée xj.

2. Montrer que (x,),>1 est majorée par 1.
3. Etudier la monotonie de (x,) ;>1.

4.
5

. Conclure que: lim x,=1.
n—+oo

Montrer qu’il est impossible que (x,),>1 converge vers une limite / < 1.

Exercice 17 (Suite du type u,:+1 = f(un))
Soit f la fonction définie sur I = [1, +oo[ par f(x) = v 1+ x.

1.
2.

4.

Montrer que la suite (u,) ,en définie par ug € I et u,41 = f(u,) est bien définie.

Etudier complétement la fonction f et montrer que I'équation f(x) = x a une unique
solution réelle a.

Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes
de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

Etudier la suite (u,) dans les cas ug > «, ug < @ et up = a.

Exercice 18 (Suite du type u,+1 = f(un))
On définit une suite (u,)pen par: up=1let upe; =1+ u%z

1.

Faire I'’étude complete de la fonction f définie sur ]0,+oo[ par: f(x) =1+ % On déter-
minera aussi ses éventuels points fixes.

. Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes

de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

. On considere les suites extraites (vy)en €t (Wy)nen définies par : v, = ugy, et w, =

Usp,+1. Etudier leur monotonie.

4. Déterminer leur éventuelle limite.

5. Conclure sur la limite de (u;,).

Exercice 19 (Suites récurrentes d’ordre 1)
Etudier les suites (u,),, définies par :

1.

Up =1 etups =\/1+u

cUpERet Uy =1 (1+ud)

sinuy,

2
3. upeRetu, = (Attention, il y a un piege!)
4.
5

n+l1
upeRetuy = elin

. uozletu,ﬁlzun+L
Un

Exercice 20 (Suites du type uy41 = fu(u,) ou f, dépend de n)
Onpose:u;=0etVn=2, (n+1)2%u,=mn-1Du,_; —n.

1.

Calculer les 4 premiers termes de (1) ;1 -
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

. Montrer que, pourtoutn=1:-1<u,=<1.

. Montrer que (u,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

rcice 21 (Suites récurrentes couplées)

Soient 0 < b < a. On considere les suites (u;) et (v,) définies par

N N

5

Exe
1

2

Exe

Ug=dad

l)ozb

VneN, upy = ———
2UuVy

vneN, vy = ——2
Up+ Uy

. Montrer que (u;) et (v,) sont bien définies et qu’elles sont strictement positives.
. Montrerque:VneN, v, < u,.

. Etablir que (v,) est croissante et (u,) est décroissante.

(@) Vérifiezque:VneN,0< uyi) — Upt1 < %(un —vy)

(b) En déduire que les suites (u,) et (v,;) sont adjacentes.

. Déterminer la limite des suites (u,,) et (v,,).

rcice 22 (Changements de suite)

S5up—2
Uup+2°’
(@) Montrer que (1) nen est bien définie et que u, > 1, pour n = 3. En déduire que la

suite (V) nen telle que v, = sz , est bien définie.

. On considere la suite (u,), définie par ug =0 et u,+ = pour tout n € N.

(b) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
(c) Donner u; en fonction de n et calculer lim u,,.
. Soit (1) nen la suite définie par : ug >0 et 1,41 = 5%
n
(a) Montrer que cette suite est bien définie.

(b) On définit une suite (v,),en par: vy, = ui Montrer qu’elle est bien définie et don-
n
ner une relation de récurrence entre v,,,; et v,,.

(c) Endéduirel’expression de u, en fonction de n, puis la nature de (u,,) et son éven-
tuelle limite.

rcice 23 (Calcul de u, en fonction de n)

Déterminer en fonction de n le terme u,, des suites réelles suivantes :

1. ug=10etVneN, uy1=u;,—3

2. us=4etVneN, u, =v2u,

3. up1=30etvVneN, uyy; =2u,+1

4. ug=-2etVneN, up1=—uy+2

5. up>0etVneN, uy =eyuy,

6. ujp=-letVvVneN, uy1 =—-uy

7. up=letVneN, uy1=0-1"u,

8. up=1,u1=2etvVneN*, uy1 =2u,+3u,_;
9. up=1, u;=0etVneN, uyi2 =4uy1 —4u,
10. up=1, u1=1etVneN, uyo=1uUys1 — Uy
11. up=0etVneN, uyo—2uy1 +5u,=0
12. wo=1,u1=1etVn=2, u,=uu—1+ Un—>
13. up=1, uy=e*etVneN, uy x (Up)* = (Ups1)?
14. up=1letVneN*, u, =nu,_1+n!
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5 Exercices

Exercice 24 (Calculs d’'équivalents)
Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de chacune des suites (u,) définies par :

1. u,=n*-2n 2. u,=+vn+nn)"? +sin(n)
. up=2"+n? 4. up,=vn+l+yn
n+1
5. up=vn+l-yn 6. un:sin( 5
n
.1 1 1
sin = 1—-cos-=|cos-=
7. up=—" 8. un:( 1”) L
en—1 enz —1
9. uy=Inn+1)-In(n) 10. u,=In(n+1)+In(n)
n+1
11. u,=In[———
nn+1)

Exercice 25 (y la constante d'Euler)
On pose pour tout x €]0, +oo] :

1 1
¢(x) = p +In(x)-In(x+1) et yw(x) = 1 +In(x) —In(x+1).

1. Etudier le signe des fonctions ¢ et y sur ]0, +ool.

1 1 1
2. En déduire la convergence de (1) ;52 et (v,) n>2 définies par: u, =1+ 3 + 3 +oet——
n

In(n) et v, = u,, ——.
n

]
3. Donner un équivalentde )_ P lorsque n — +o0.
k=1

Exercice 26 (Obtention d’'un équivalent par encadrement)

1
1. Montrer que pour toutentiern=1,ona:2(vVrn+1-yn) < 7 <2(vn-vn-1).
n
2. En déduire la limite et un équivalent lorsque n tend vers +oo de la suite (u,),>; de
n
1

=

terme général : u, =

Exercice 27 (Equivalent d'une suite définie implicitement)
Pour n =1, on note (E;) I'équation : x —In(x) —n =0.

1. Montrer que (E,) admet une unique solution supérieure ou égale a 1, notée x,,.
2. Déterminer la limite de (x;,) ;>1-

3. Donner un équivalent de x, quand n — +oo.
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