Chapitre 5

Calcul matriciel et systemes linéaires

Dans tout le chapitre K désigne indifféremment R ou C.

1 Lespace ./,,(K)

1.1 Définitions

On fixe n et p deux entiers naturels non nuls.

Définition 1 Matrice
On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application :

A [Lnlx[,p] — K
G,j)  — Alij]

Le scalaire A[i, j] est appelé coefficient de A surlaligne i et la colonne j.
Il est aussi noté a; ;, et dans ce cas la matrice A est notée ((a;)) 1=i=n .

1=j<p

A est représentée sous forme d’'un tableau a 7 lignes et p colonnes :

colonne j
l
al ayp ... 6llj alp
an1 ary ... 6lzj cee azp
A=
aj;  ap ... aij ... Qjp | <lignei
anl dng cee an] cee anp

On dit aussi que A est un matrice de taille n x p ou (n, p).

Notation : Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté .4, (K).
Remarquer que .4y, (R) € 4y, (C).

Vocabulaire :
e Sin=1,onditque A€ .#;,(K) est une matrice ligne.
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

e Si p =1, ondit que A € ./ (K) est une matrice colonne.
o Sin=p, M, K) estnoté 4, (K) eton dit que A € ./,(K) est une matrice carrée d’ ordre n.
o La diagonale de A est la famille de ses éléments diagonaux (a;;)1<i<min(n,p)-

Définition 2 Egalité de deux matrices
Soient n, n', p, p’ des entiers naturels non nuls, A € Mup(K) et B € My (K).
Onditque A=Blorsquen=n',p=p’et:

V(i) ell,nl x[1,pl, Al jl=Blij]

Donc deux matrices sont égales si, et seulement si, elles ont méme taille et mémes coeffi-
cients.

Définition 3 Matrices triangulaires
Soit Ae 4, (K).

1. Ondit que A est triangulaire supérieure lorsque :

V@i, j)ell,nl? i>j= Ali,jl=0
2. On dit que A est triangulaire inférieure lorsque :

V@i, j)ell,nl? i<j= Ali,jl=0
3. Ondit que A est diagonale lorsque :

V(i,j)ell,nl? i#j= Ali,jl=0

Une matrice triangulaire supérieure est de la forme :

ann di2 ... ... Qdin
0 ary ... ... dop
0 0

0 0 ... 0 aun

Une matrice triangulaire inférieure est de la forme :

al 0 0 0

a1 dro 0 0
0

anl anz ces cee ann
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1 L'espace My (K)

Une matrice triangulaire diagonale est de la forme :

A 0 0 ... O
o A, 0 ... O
0 0o . - :Diag(/ll,/lg,...,/ln)
0O 0 ... ... A,

Notations :

« On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre 7;
» On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre n;

e On note D, (K) I'’ensemble des matrices carrées diagonales d’ordre n.

Proposition 4 Lien entre matrices diagonales et triangulaires
Soit Ae 4, (K). Alors :

Autrement dit : D, (K) = T, (K) n T, (K).

A est diagonale <= A est a la fois triangulaire supérieure et inférieure

1.2 Opérations dans ./, (K)

On définit ’addition de deux matrices.

Définition 5 Addition dans .4, (K)
Soient A = ((al])) 1<isn € «%np (K) etB = ((blj)) 1sisn € %np (K)
1<j<p l<sj<p

On définit une matrice notée A+ B = ((¢;})) 1sizn € Myp(K) par:
l<sj<p

Vi, )ell,n]l x[1,pl, cij=aij+b;j

Onadonc:
V(i,j)ell,nl x[1,pl, (A+B)Ii,jl=Alijl+Bli,jl

Exemmles [1 32 1) _[1+2 3+1)_(3 4
P10 o)Tla 5) " lo+4 0+5 " |a 5/

On définit ensuite la multiplication d'une matrice par un scalaire.

Définition 6 Multiplication par un scalaire d'une élément de ./, (K)
Soient A = ((a;})) 1zizn € Mpp(K) et 1 € K.
1<j<p

On définit une matrice notée A.A = ((d;)) 1=i=n € Mpp(K) par:
l<sj<p

V@i, ) ell,nl x[1,pl, dij=Axa;j

Onadonc:
Y(i,j)ell,nl x[1,pl, AAIl,jl=AxAlijl]
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires
3 2 2x3 2x1 6 4
Exemple:2.|0 1|=[2x0 2x1|=|0 2.
11 2x1 2x1 2 2

Reste a définir I'élément neutre pour ’addition.

Définition 7 Matrice nulle

Dans .y, (K), on appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0.
On la note 0y,.

Dans ./, (K), la matrice 0,,, est notée plus simplement 0,,.

Exemple:024:(g 00 0

Théoreme 8 Regles de calcul dans I'espace .4, (K)

Les deux opérations précédentes ont les propriétés suivantes V(A,u) € K2, Y(A,B,C) €
(M 8€))*

o Commutativité de l'addition :

A+B=B+A

* Associativité de l'addition

(A+B)+C=A+(B+C)

e La matrice nulle est '« élément neutre » pour U'addition

Opp+ A=A+0,,=A

e (—1).A est l'«opposée » de A

A+(-1D.A=(-1).A+ A=0yp

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des scalaires
A+w).A=1A+u.A

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des matrices
A(A+B)=A1.A+A.B

e Associativité de la multiplication par un scalaire

A(pA) = A x p).A=pu.(1.A)

e Le scalaire 1 est '« élément neutre » pour la multiplication par un scalaire
1LA=A

Nous dirons plus tard dans ’année que ces propriéts font de .4, (K) un «K-espace vectoriel
dont le vecteur nul est 0,, ». Intuitivement, on constate que ces regles de calcul sont les
mémes que celles apprises au lycée pour les vecteurs du plan (ou de ’espace).

Dorénavant la matrice (—1).A sera notée plus simplement — A.

A partir des regles de calcul précédentes, on obtient les régles suivantes.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 102



1 L'espace My (K)

Corollaire 9 Regles de calcul dans Pespace ./, ()
Si (A, ) € K2 et (A, B) € (My(K))*, on a:
1. .(A-B)=1.A-A.B;
A0np =0pp;
A-w).A=1A-u.A;
0.A=0,p;
(-A).(-A) = 1.A;
Intégrité externe
AMA=0pp <= A=00uA=0pp;

AMA=pu A<= A=0,,0ul=pu;
ANA=A.B<=> A=00uA=B.

S

/\ Ne pas négliger la propriété d’intégrité externe qui est fondamentale dans la simplifica-
tion des calculs ou la résolution d’équation.

1.3 Matrices élémentaires

Définition 10 Matrices élémentaires

Soit (i, j) € [1, n] x [1, pI.

On note E;; la matrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a
I'intersection de la ligne i et de la colonne j quiestégalal:

colonne j
|
0 0 0 0
0 0 0 0
Elj: . . . .
0o 0 ... 1 ... 0] <lignei
0o 0 .. 0 0

1 sii=ketj=¢

OnadoncV(k,0) € l1,n] x[1,pl, Ejjlk, 1] = { 0 sinon

1 sii=j

Pour deux entiers naturels i et j, on introduitle symbole de Kronecker: §;; = { 0 sinon

On a donc E;j[k, €] =8k x 6 jo.

Exemple: Dans ./, (K), on a quatre matrices élémentaires :

10 01 00 00
Eu=(0 0) Elz=(0 0) 521=(1 0) Ezz=(0 1)
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Nous verrons plus tard que ces matrices jouent un role trés particulier dans .4, ().

2 Produit matriciel

2.1 Produit d’'une matrice par un vecteur colonne
X1
X2
Si A= ((a;jj)si=n € Mpp([K) et X = | | € 4 pl(K), on définit le produit A x X € 4y (K)
1<j<p :

Xp
par:

p
Z ayg X Xi
k=1

p
Ax X = Y ajxxp | — lignei
k=1

4
Y apk x x
k=1
ie que pour tout i € [1,n] :
p
(AX)[i,1]1 = ) ajx x X
k=1

2.2 Cas général : produit de deux matrices

Soient n, p et g des entiers naturels non nuls.

On définit le produit de A € 4y, (K) par B € /,4(K) ainsi :
e onnote Cy, ..., C; les matrices colonnes égales aux colonnes de B,

* lamatrice Ax B € ./,,(K) estla matrice dont les colonnes sontles matrices colonnes Ax Cy,
., AxC,.
’ q

/\ Nous ne définissons donc le produit A x B que dans le cas ol le nombre de colonnes de
A est égal au nombre de lignes de B.
Dans les autres cas le produit A x B n’est pas possible.

Théoréeme 11 Formule du produit matriciel

Soient A= (@) =in € Mup(K), B= (bij)r=izp € Mg K.
On note A x B = ((¢;;)) EE,[; € Mpq(K).

Onaalors:

p
Vi, j)ell,nl x[1,q], cij=)_ aikx b;
k=1
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2 Produit matriciel

Autrement dit :

p
V@, ) ell,nl x[1,q], (AxB)i,jl=)_ Alik]xBlk,jl
k=1

/\ ATTENTION! Le produit matriciel ne se fait pas coefficient par coefficient (contrairement
al’addition) : (A x B)[i, j] # Ali, j] x B[i, j].

Démonstration : En effet la j-iéme colonne de A x B est donnée par :

p
ayg % by
k=1
by j p
AxCy=Ax| : [= ];aikxbkj — lignei
bpj
p
Y Ak x by
k=1

CQFD [

Proposition 12 Lignes de la matrice A x B
On note Ly, ..., L, les matrices lignes égales aux lignes de A. Alors la i-ieme ligne de la ma-

trice A x B est égalea L; x B.

Comment poser le produit matriciel ?

Le coefficient c¢;; situé ligne i colonne j se calcule en suivant la ligne i de la matrice A etla
colonne j de la matrice B. Une disposition astucieuse des matrices permet de visualiser ce

calcul.
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

e 4 .
D11 ous [D1j)] <o Dag
p bk_] bk.-j A bk.q
b]).] ‘e bp.j “aa bp.q

2 P X

USTS1 ces A k

n (ﬂ,_l PR ; k

Cl.q
Cig | *+—ligne i
Cn,q

Cette figure permet aussi de comprendre pourquoi il est nécessaire que le nombre de co-
lonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

an1 N

colonne j

21 110 2 21 2 4
Exemple: Pour A=|0 3|etB= onaAB=|0 0 3|etBA= .
1 0 0 01 11 0 10

/\ ATTENTION : méme si les deux produits AB et BA existent (ce qui est rarement le cas),
on voit que AB # BA en général. Le produit matriciel n’est donc pas commutatif.

01
Exemple: Pour A = (

0 0
0 0)75020naA2:( ):02.

00

/\ ATTENTION : si AB =0,,, on ne peut pas dire que A =0y, ou B = 0,,. Le produit matri-
ciel n’est pas integre.

Plus généralement I'égalité AB = AC ne donne pas B =C, méme si A # 0y,,.

Par contre si A= 0y, ou B =04, on a bien évidemment AB = 0,,.

Définissons maintenant I’élément neutre pour le produit matriciel.

Définition 13 Matrice identité
On note I, lamatrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la diagonale
qui sont égauxal:

100 ... ... 0

01 0

0 01 0
I, =

000 .. 01

Autrement dit: Y (i, j) € [1, nl?, I,li, j1 = 6.
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2 Produit matriciel

Théoréeme 14 Regles de calcul pour le produit matriciel
1. Associativité:Si A€ Mpp(K), Be /%pq([K) etCe .%qr(lK) :
Ax(BxC)=(AxB)xC

2. Distributivité a droite : Si A€ .#,,(K) et (B,C) € (/%pq([K))z :

Ax(B+C)=AxB+AxC

3. Distributivité a gauche: Si (A, B) € (A, (1)) et C € My (K) :

(A+B)xC=AxC+BxC

4. Lien entre produit matriciel et produit par un scalaire :
Si (A, B) € (MnpK)) et LeK :

A.(AxB)=(A1.A)x B=Ax (A.B)

5. Elément neutre : Si A€ 4, (K) :

AxIp=Ix A=A
6. Matrice nulle: Si A € ./, (K) :

Ax0pg=0pqg et O0pnxA=0pm)p

/\ ATTENTION : rappelons une derniére dois que le produit matriciel est non commutatif
et non integre.

2.3 Produit matriciel et matrices carrées

Appliquons les résultats précédents dans le cas n = p : 'addition deux éléments de .4/, (K)
donne encore un élément de .4, (K), et la multiplication d'un élément de .4, () par un sca-
laire donne aussi un élément de .4, (K). A ces deux opérations s'ajoute le produit matriciel,
qui permet de multiplier deux éléments de .4, (K) et qui donne un élément de .4, (K). On
dit que ces trois opérations sont internes). L'élément neutre pour le produit matriciel est la
matrice I, :

VA€ Mp(K), AxI,=I,xA=A

Ce produit est non commutatif et non intégre.

On peut remarquer que la matrice I,, commute avec toutes les matrices de .4, (K). Plus gé-
néralement, pour tout A € KK, la matrice A.I;, commute aussi avec toutes les matrices car
(A.I,)A= A(L.I,) = A.A (on peut aussi démontrer que ce sont les seules matrices carrées qui
commutent avec toutes les autres mais c’est une autre histoire).
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

A0 ... 0
0O A ... 0

Les matrices carrées de la forme A.I,, = Diag(A,...,A) =| . . . . | sont appelées ma-
0 0 A

trices scalaires.

Définition 15 Puissances d’'une matrice carrée
Si Ae 4y, (K) et p € N on définit AP par récurrence : A = I,, et AP = Ax AP~
Sip=zl,onadonc AP =AxAx Ax---x A

p fois

/\ ATTENTION : bien évidemment, on ne peut pas dire que (A”)[i, j] = (Ali, j1)” ! Par exemple::

2

1 2y (-1 2 12 22
-1 0 (-1 —27'5(—1)2 0?

Proposition 16 Regles de calculs des puissances
Soient (A, B) € (4, (K)) et (p, q) € N2.

1. (AP)7=(A7)F = APd

2. AP x A9 = A9 x AP = AP*4

3. Si Aet Bcommutent: (AB)P) = APBP;
sinon (AB)? = ABx ABx---x AB

p fois

Théoreme 17 Cas de matrices triangulaires/diagonales
Soient (A, B) € (4, (I))* Soient (A, B) € (M, (K))

1. Si (A,B) € (T; (K))* alors: Vi € [1,n], (AB)[i, ] = Ali, il x Bli, i]. Autrement dit :

M 1 A
0 A, * 0 upr * 0 Aolls *
X =
0 0 ... o) Lo 0 ... w 0 0 ... Ann

etdonc VpeN, Yie[1,nl, (AP)[i,i] = (Ali, i), ie:

M PooAb

0 A * 0 A} *
VpeN, . =l . .

0 0 ... Ay 0 o0 .. AP
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2 Produit matriciel

2. On ales mémes résultats avec des matrices triangulaires inférieures.

3. En particulier, si A et B sont deux matrices diagonales telles que A =
Diag(Ay,...,A,) et B=Diag(uy, ..., ), alors:

Al 0o ... 0 M1 o ... 0
0 /12 0 0 Mo ... 0
AB = . .. N R S .
0 0 .. A, 0 0 ... up
Alul 0 0
0 /12,[12 0
0 0 ceo Anlin
M1 o ... 0 /11 o ... 0
0 M2 ... 0 0 Ag 0
= 1. . . N Y . |=BA
0 0 ... up 0 0 .. A,

et pour tout p e N : A? = (Diag(1,...,1,))" = Diag(/lf, o AR)

Mmoo o0\ A oo o0
0 A2 ... 0 0 A ... 0
0 0 ... A, 0o 0 .. AP

Corollaire 18 Produit de matrices triangulaires/diagonales

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) donne une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieures), autrement dit le produit matriciel
laisse stable T, (K) (resp. T, (K)).

2. Le produit de deux matrices diagonales donne une matrice diagonale, autrement dit
le produit matriciel laisse stable D, (K).
De plus, deux matrices diagonales commutent toujours entre elles.

A\En général, une matrice diagonale ne commute pas avec une matrice quelconque.

De méme que pour les nombres réels ou complexes, on peut établir une formule du binome.
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Théoréme 19 Formule du bindme de Newton, version matrice
Soient (A, B) € (My, ([K))2 tel que A et Bcommutent, ie AB=BA:

n

vneN, (A+B)"=)
k=0

n

n k n—-k
B*x A
k

n
A*x B =B+ A" =Y B

k=0

" [n
Si A et B commutent,on adonc: (A-B)" = Z (k)(—l)”_k.Ak x Bk,
k=0

/\ ATTENTION : ce résultat est faux si AB # BA.
Par exemple, ona: (A+B)? = A2+ AB+ BA+B? # A2 +2.AB + B2,

1 011
0101 . .

Exemple: On pose M = 00 1 ol Calculer M" pour tout entier naturel 7.
0 0 01

2.4 Matrices carrées inversibles

Définition 20 Matrice inversible
Soit A € /4, (K). On dit que A est inversible (a gauche et a droite) lorsqu'il existe B € ., (K)
telle que :

AB=BA=1,

Proposition 21 Unicité de I'inverse
Soit A € /;,(K) inversible. Alors il y a unicité de la matrice B € .4,,(K) telleque AB = BA = I,,.

Définition 22 Inverse d’'une matrice inversible
Soit A € 4, (K). On appelle inverse de A'unique matrice B € ./, (K) telleque AB = BA = I,,.
Onlanote AL,

1
/\ ATTENTION : A~! n’existe pas toujours. De plus, il ne faut pas la noter T

Exemple: I, estinversible et I, = I,,.

Exemple: 0,, est non inversible.

1(1 1
) est inversible d’'inverse A™! = > ( )

1
Exemple: A= ( 11

1 1
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2 Produit matriciel

01
Exemple: N = (O 0
Plus généralement on dit qu'une matrice N € .4, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel
que N” =0,; une telle matrice n’est pas inversible.

) vérifie N? = 0, et n’est donc pas inversible.

Exemple: Soit A € 4, (K) telle que A%?+2A-31I, =0,. Montrer que A estinversible et donner
A~1 en fonction de A.

Notation : On note G/, (K) I’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre 7.
Gl,(K) est appelé groupe linéaire d’ordre 7 sur K.

Théoreme 23 Regles de calcul de I'inverse
Soient A et B deux matrices inversibles de .4, (K).

1. A !estinversible et (A‘l)_1 = A.
2. ABestinversibleet (AB)"!=B"1A"1.

1
3. Sidlek*, A.Aestinversibleet (A.A)"! = Z.A_l.

4. Pour tout p € N, AP est inversible et (A?) " = (A™1)".

/\ ATTENTION! En général la matrice A + B n’est plus inversible. Considérer par exemple

1 -1
A—(l 1 )etB——A.

Définition 24 Puissances négatives d'une matrice inversible
Soit A € 4, (K) inversible. On pose :
ePourtoutneN, A”=AxAx---x A;

—_

n fois

e pour tout n€ Z\N, A" = (A_l) x (A_l) X oen X (A‘l)

Vv

—n fois

Proposition 25 Regles de calcul des puissances négatives
Si(n,p)€Z? ona:(A")’ = A" = (AP)" et A" x AP = A™*P = AP x Aet (A1) = A"

Théoréme 26 Inversibilité a gauche ou a droite d’'une matrice
Soit A€ 4, (K). Alors on a équivalence de :

(i) A estinversible;

(ii) A estinversible a gauche;

(iii) A est inversible a droite.

Autrement dit si A et B sont deux matrices de .4, (K) telles que AB = I, alors A et B sont
inversibles, A" = Bet B~! = A.
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Exemple: Soit A € 4, (K) telle que A%2+2A-31I,=0,.Montrer que A estinversible et donner
A~! en fonction de A.

Proposition 27 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2
b
Soit A= (Z d) € > (K). On appelle déterminant de A le scalaire :

det(A) = ad — bc

On aalors:
A est inversible < det(A) #0

et dans ce cas:

PN (d —b)
~ det(A) \-c a

Démonstration : Remarquer que A% — (a+d).A+ (ad — bc).I, = 0,.

CQFD [J

Exemple: A= (? _ll) donne A™! = % (_l _l).

3 Transposition

3.1 Premieres propriétés

Définition 28 Transposée d'une matrice
Soit A = ((a;})) 1=i=n € Mup(K). On appelle transposée de A, la matrice B = ((b;;)) 1=i=p €
l<sj<p

1=j<n
Mpn(K) définie par :
Vi, ) ell,pl xI1,nl, bij=aj;

Cette matrice B est notée A.

Autrement dit :
Vi, ) ell, pl x[1,nl, (‘A)li, jl= Alj, il
(1 3
0 1 1 0 2 . . .
Exemple: 5 1)713 1 1 . Les colonnes deviennent les lignes, et réciproquement.
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3 Transposition

Théoreme 29 Regles de calcul de la transposée
Soient (A, B) € (M (1)) et A € K.

1. {1A+B)="A+'Bet’(1.A) =A.'A

2. "A)=A
3. {AxB)='Bx'AetdoncVqgeN, (A7) = (‘A)7.

4. Sin=p: Aestinversible si, et seulement si, ‘A l'est. Dans ce cas [(A™!) = (“A) .
Donc Vg e Z, {(A7) = (*A)7,

Proposition 30 Transposée de matrices triangulaires/diagonales

1. Si Ae T,; (K) alors ‘A€ T, (K). De méme, si A€ T}, (K) alors ‘A € T, (K).

2. Si D est diagonale alors B aussi, puisque ‘B = B.

3.2 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 31 Matrices symétriques/antisymétriques
Soit M € 4, (K).

1. Ondit que M est symétrique lorsque ‘M = M, ie lorsque :
V@i, j)ell,nl?,  Mli,jl = M[j,i]
2. Ondit que M est antisymétrique lorsque ‘M = — M, ie lorsque :

V(i,j)€1,nl? Mli,jl=-Mlj,il

Si M est antisymétrique, on a : Vi € [1,n], M[i,i] = 0. Donc une matrice antisymétrique a
tous ses coefficients diagonaux égaux a 0.

Exemple: I, est symétrique. 0, est a la fois symétrique et antisymétrique.

a b c
Exemple : Une matrice symétrique d’ordre 3 est de laforme [ b d e | et une matrice anti-
c e f
0 a b
symétrique d’ordre 3 estde laforme |-a 0 c|.
-b —-c 0

Notations : on note S, (K) I'’ensemble des matrices symétriques d’ordre n, et A,(K) I'en-
semble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Exemple : Soient A et B symétriques. Alors A et B commutent si, et seulement si, AB est
symétrique.
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/\ ATTENTION! En général, le produit de deux matrices symétriques n’est plus symétrique.

1 0 -1 2 0 1 1 3 =2
Considérer parexemple A= 0 2 3 |etB=|0 -1 -1|quidonnentAB=|1 -5 -3].
-1 3 0 1 -1 1 0 1 -4

4 Systemes linéaires

Pour commencer, nous allons voir sur deux exemples pourquoi il est indispensable de ré-
soudre des équations (ou systeme d’équations) par équivalence.
e On consideére I'équation x? + x+ 1 = 0 d'inconnue x € R.
Si on multiplie par x : x> + x>+ x = 0. Et comme x*> = —x— 1, on en déduit: x> = 1,ie x = 1
puisque x € R.
C’est absurde puisque 1 n’est pas solution de I'’équation de départ!!
Explications : on a en fait raisonné par implications et obtenu x? + x+1 =0 = x = 1. Mais
x = 1 serait 'unique solution 4 condition d’avoir I'ééquivalence x>+ x+1=0 < x = 1. Or
ce nest pas le cas ici, I'implication x = 1 = x? + x + 1 = 0 est fausse.
On a donc obtenu que I'’équation n’a pas de solution !
x—-y = 1 (1)
e On considere le systeme d’équation : x+y = 3 (2
-x+3y = -3 (3)
(1) + (2) donne 2x =4 donc x = 2, et (2) + (3) donne 4y = 0 donc y = 0. Le systeme aurait
donc comme unique couple solution (2,0) ?
Encore une fois la réponse est non : ce n’est pas une solution.
x—-y = 1 (1)
On a donc : x+y = 3 (2) = (x,y) = (2,0) mais la réciproque est fausse. En
-x+3y = -3 (3
conclusion le systéme n’a aucune solution.
Que retenir de cas exemples ? Qu'il faut résoudre des équations en raisonnant par équiva-
lence! Si ce n'est pas possible, alors il faut garder en téte qu'on ne trouve pas que des so-
lutions mais aussi des « candidats solutions ». Il faut alors vérifier au cas par cas si chaque
« candidat solution » est bien une solution.

4.1 Définitions

On se donne deux entiers naturels non nuls 7 et p, ainsi que np coefficients (a;;) 1=i=» dans
1<j<p
K que nous appellerons coefficients du systeme, et n autres coefficients by, ..., b, dans K

qui formeront le second membre du systéme.

On considere alors le systeme linéaire de 7 équations a p inconnues :

anxy + apx; + ... + ajXj + ... + adipXp = b]
anxy + dagpx, + ... + azjXj + ... + WMpXp = b,
S) A _
apnxy + apxy + ... + ajjxj + ... + aipXxp, = b
aniX1 + appXz + ... + aupjXj + ... + appXp = by
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X1, X2, ..., X, sont appelées inconnues du systeme. Résoudre le systeme (S) consiste a trou-
ver I'ensemble .# de tous les p-uplets (xy,..., X,) € K” qui sont solutions des équations de
.

On appelle systéme homogeéne associé, noté (Sy), le systeme obtenu lorsque by = by =--- =
b,, = 0. On note .4 'ensemble des solutions du systeme homogene. Remarquez qu'on a
toujours (0,0, ...,0) € H, et donc H # @.

On dit que le systeme (S) est compatiblelorsque .# # @, etincompatible dans le cas contraire.
D’apres la remarque précédente, un systeme homogene est toujours compatible.

Définition 32 Systémes équivalents
Si (S) et (S') sont deux systémes linéaires, on dit qu'ils sont équivalents lorsqu’ils ont le méme
ensemble de solutions : . =.%'.

Deux systemes équivalents ont donc méme nombre d’'inconnues mais pas nécessairement
le méme nombre d’équations.

xtv = 2 x+2y = 3
Exemple: (S) { x+2$ ; 3 et (Sh x-y =0
xt+y = 2

Définition 33 Opérations élémentaires sur les lignes

Onnote Ly, Ly, ..., L, leslignes (ie les équations) du systeme linéaire (S). On définit alors les
opérations élémentaires sur les lignes :

- échange deslignesietj:L; — L;

- multiplication de la ligne i par un scalaire € K* : L; — B.L;

- POUR i # j, remplacement de la ligne i par elle-méme additionnée du produit de la ligne
jparunscalairea € K:L; — L;+a.L;

Les deux dernieres opérations regroupées donnent: L; — .L; + a.Lj avec f #Z0 et i # j.

Théoréeme 34 Opérations élémentaires

Si (§') est un systeme linéaire obtenu par opérations élémentaires sur les lignes de (S), alors
(S) et (§') sont équivalents. Autrement dit, les opérations élémentaires sur les lignes ne mo-
difient pas 'ensemble des solutions d'un systéme linéaire.

Définition 35 Systéme de Cramer
Un systeme de Cramer est un systeme de n équations a n inconnues (donc n = p), qui admet
une unique solution.
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/\ un systéme peut avoir une unique solution sans étre un systeéme de Cramer. Par exemple :
x+y = 2
x—y =0
3x+y 4

Les matrices permettent de simplifier les notations. On considere la matrice des coefficients:

ann a2 ... alj alp
ar; dry ... lej dzp
A= ((ai i) 1=isn = € ./%n (<)
J 1<j<p aip  dj2 ... dij ... Qjp p
anl anz ces anj cos anp

la matrice colonne du second membre :

b

b,
B= € M (K)

et la matrice colonne des inconnues :
X1

X2
X=1. EJ%lpl ()

Alors on a le résultat suivant.

Proposition 36 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

(x1,...,Xp) € KP est solution de (S) <= Ax X =B

4.2 Le pivot de Gauss

Le pivot de Gauss est un algorithme, basé sur les opérations élémentaires sur les lignes d'un
systeme, qui permet de déterminer ’ensemble des solutions.

On considere donc le systéeme :

anxy + apx + ... + a1jX; + ... + dipXp = bl
a1 xy + daxpx, + ... + azjXj + ... + WpXp = b,
(S) ' _
anxy + apxy + ... + a;jxj + ... + aippxp = b;
aniX1 + appXz + ... + aujXj + ... + appXp = by
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CAS 1| Tous les coefficients du systéme sont nuls : V(i, j) € [1, n] x [1, p], a;; = 0.
CAS 1.1 |by =---= b, = 0. Dans ce cas le systeme a une infinité de solutions : ¥ = K”. FIN
CAS 1.2|3i €[1,n]/ b; #0. Dans ce cas le systeme est incompatible : ¥ = @. FIN

Au moins un des coefficients du systéme est nul : 3(i, j) € [1, n] x [1, pl, a;; # 0.

Dans ce cas on effectue 'opération élémentaire L; — L;. On obtient un nouveau systéme
linéaire qui, pour simplifier, sera noté comme celui de départ:

anxy + apx + ... + a4jX;j + ... t+ aipXp = by
a Xy + axpxx + ... + djX;j + ... t+ aypXp = by
apnxy + apxy + ... + a;jjXj + ... + aippxp = b;
amx1 + appXp + ... + apjX; + ... + appXp, = by

avec cette fois a;; # 0.

Ensuite on renumérote les inconnues de maniere a permuter x; et x;. Dans le nouveau sys-
teme, on a a;; # 0. Ce coefficient sera notre pivot; on 'utilise pour faire disparaitre I'incon-
nue x; de tous les autres équations grace aux opérations :

ail

Li—Li——1L,, avec 1€ [2,n]
arn

On a alors le systeme équivalent a (S) :

+ | dipx2 + ... + ayjXj + ... + pXp = by
apXy + ... + @jx; + ... + dopXp = bg

< : :
aippX2 + ... t ajjxX;j + ... + aippXp = b;
AmeX2 + ... + apjXj + ... + appxpy = by

On recommence alors le processus avec le sous-sytéme :

arXx» + ... + azjXj + ... + WMpXp = b,
asx; + ... + azjxj + ... + dgpXp = b3
S : :
S AjpXxp + ... + ajjx; + ... + a4ippXp = b,‘
AmXz + ... + apjx; + ... + appxp = by

CAS 2.1 | Tous les coefficients de #; sont nuls. Dans ce cas, on arréte I'algorithme. FIN

CAS 2.2|0On se rameéne a un systeme équivalent a (S;) ol ay # 0. Ensuite, en utilisant ce
coefficient comme pivot, on fait disparaitre x, des autres lignes de (S;). On obtient alors que
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(S) est équivalent a :

+ appxy, + | daizxsz + + a1jXj + ... + QpXp = by
+ | dxz3XxX3 + + agjx]‘ + ... + Clgpxp = bg
aszxs + ... + azjxj + ... + dgpXp = b3
3
aj3xs + ... + ajjx; + ... + a4ippXp = b;
dn3X3 + o + [ln]x] + cee + anpxP = bn
Et on recommence avec le sous-systéme :

aszzxs + + azjx; + + WpXpy = b3

as3xs + ... + QasjXj + ... + UpXp = by

S . . .

(2) ) ajisxs + ... + a,-jxj + ... + aipxp = bi

ap3Xs + ... + apjx;j + ... + appxp = by

Etc...

On arréte I'algorithme lorsqu’on obtient un sous-systeme dont tous les coefficients sont
nuls :

+ appx, + aiz3xz + ... + diyxp + ... + ApXp = by
+ axz3xs + ... + dyrXy WMpXpy = by
+ ...+ ayx, + ... + azypx, = b3

+ ..+ arpx, = Db

0

_+_
_+_

I
Ny
S
=+
_

ou lorsqu’on a utilisé chaque inconnue comme pivot :

+ appx, + aizxz + ... + A1pXp = by
+  dxzxs + ... WDpXp = b,
+ ...+ azpXp = b?,

< (@] = by

0 = bp+1

+

(ce quirejoint le cas précédent avec r = p), ou encore lorsqu’il ne reste plus de lignes dans le
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dernier sous-sytéme :

+ apxx + aizxs + ... + dipXp + ... T aAipXp = b]
+  dxz3xs + ... AonXn WMpXp = by
< + coe + aann + cee + dgpxp = b3

+ ..+ appxp = by

+
—+
_+_

(ce qui rejoint encore le cas d’avant avec r = n).

On est certain que l’algorithme se termine en un nombre fini d’étapes puisque le systeme de
départ n’a qu'un nombre fini d’équations (donc de lignes).

Dans tous les cas on a donc obtenu :

+ apxx + aizx3 + ... + ai Xy + ...t AipXp = b]
+ dxzxs + ... + Ay Xy WMpXpy = by
+ cee + asrx" + coe + dgpxp = b3

_+_
—+

S) = )

(S) 1 + + arpxp = by
O + + 0 = br+1
0 + ...+ 0 = by

ou I'entier naturel r vérifie 1 < r < min(n, p) (r = 0 si le systéme de départ avait tous ses
coefficients nuls, mais ce cas n’a aucun intérét). De plus, les coefficients diagonaux sont non
nuls: a;; Z0siie[1,r].

On dit que (S) a été mis sous forme réduite de Gauss.

4.3 Rang et résolution d’'un systéme linéaire
4.3.1 Résolution des systemes linéaires

On va maintenant résoudre dans le cas général le systeme linéaire (S). Grace a I’algorithme
du pivot de Gauss, on a:

+ apx + ai3xz + ... + dirXy + + ApXp =
+  ap3xs + ... + asyx, + + apXx, =

+ o+ azy X, + ..+ azgpxp =
(8) = (8« '
+ o+ appxy =
0 =
0 =
et il est donc équivalent de résoudre le systeme linéaire (S').
On obtient premierement que le systéme est compatible si et seulementsi b, =--- = b, =0.

Ces lignes du systeme seront donc appelés conditions de compatibilité. Supposons désor-
mais qu’elles sont vérifiées ; les dernieres lignes du systeme sont donc de la forme 0 = 0 et
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peuvent étre omises :

+ dpx + ai3xz + ... + X + ... + aipXp =
+ dxyxs + ... + Ay Xy WMpXp =
(S) = (S’) y asxs| + ... + azXx + ... + d3zpXp =

+ o+ appxy =

_+_
—+

On a alors deux cas a envisager.

r:p(doncpsn).

+ dpx, + ai3xz3 + ... + a1,p-1Xp-1 + ApXp =

aszxs| + ... + az,p-1Xp-1 +  azppXp =

ap-1,p-1Xp-1| + QAppXp =
AppXp | =

Dans ce cas la derniere ligne donne une unique valeur de x,, I'avant derniére une unique
valeur de x,1, ..., la premiére une unique valeur de x;. (S) a donc une unique solution.

casz]r <p.

(S) < (8 {

anxy| + apxx + ... + ayXy, + 4GraXi+ T+ AipXp
dxpXxp| + ... + axyX + arry1X2r+1 t+ ...+ 2pXp

+ ar,r+1x",r+l + e + arp.Xp

Dans cas les p — r inconnues x;41, ..., X, peuvent prendre n'importe quelle valeur. On les
appelle les inconnues libres ou arbitraires. Une fois cette valeur fixée, les autres inconnues
X1, ..., X peuvent prendre une unique valeur. (S) a donc une infinité de solutions.

(8) = (S)

4.3.2 Rang d’un systéme linéaire

by
b,
b3

Définition 37 Rang d’un systéeme linéaire

appelé rang du systéme, noté rg(S).

Lentier naturel r obtenu avec 'algorithme du pivot de Gauss est unique (on I’admet). Il est

Proposition 38 Rang d’un systéme linéaire
Ona0=<rg(S) <min(n,p).
Et:rg(S) = 0 si et seulement si tous les coefficients de (S) sont nuls.
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Théoréeme 39 Solutions d’un systéme linéaire

Un systeme linéaire (S) peut avoir : aucune solution, ou une unique solution, ou encore une
infinité de solutions.

S’il est compatible, alors il a une unique solution si et seulement si rg(S) = p (et alors p < n).
Dans le cas contraire on a rg(S) < p et (S) a une infinité de solutions.

Retenir aussi que :
— pour avoir une unique solution, il faut donc au moins autant d’équations que d'inconnues;
— dans le cas d'une infinité de solutions, le nombre d’inconnues libres est p —rg(S).

Corollaire 40 Rang et systemes de Cramer
Si le systéme linéaire (S) a n équations a n inconnues (donc n = p), alors:
(S) est de Cramer si et seulement si rg(S) = n.

4.3.3 Rang et systemes linéaires échelonnés

Définition 41 Systeme linéaire échelonné

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'’il est échelonné lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles; ‘

(i7) sile premier terme non nul de laligne i est en position j, soitla (i + 1)léme est nulle, soit
le premier terme non nul de la (i + 1)1€M€ Jigne est en position k avec k > j.

Autrement dit : d'une ligne a I'autre il y a au moins une inconnue en moins « sur la gauche ».

2x + 3y + ¢t =1
Exemple: 3z + 5t = 0 estéchelonné,
7t = 3
2x + 3y + ¢t =1
mais 3z + 5t = 0 nelestpas.
z - 7t = 3

Définition 42 Systeme linéaire triangulaire

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'il est triangulaire lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;;

(ii) le premier terme non nul de la ligne i est en position i (ie sur la diagonale).

Autrement dit : d'une ligne a l'autre il y a exactement une inconnue en moins « sur la
gauche ».

Lalgorithme du pivot de Gauss donne un systeme linéaire triangulaire.

Proposition 43 Lien entre triangulaire et échelonné
Un systeme linéaire triangulaire est échelonné.
La réciproque est fausse.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 121



CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

3x + 8y + 5z + 4t = 0
. y + 2t = 7 . . £ 4
Exemple: 9z + 6f = 1 est triangulaire donc échelonné,
0 =1
2x + 3y + ¢t =1
et 3z + 5t = 0 estéchelonné maisnon triangulaire.

7t = 3

On peut remarquer que, quitte a permuter les inconnues, tout systeme échelonné se mettre
sous forme triangulaire.

Théoréeme 44 Rang d’un systeme linéaire échelonné
Si (S) est un systeme linéaire échelonné, alors rg(S) est égale au nombre de lignes non nulles.

4.4 Matrices inversibles et systémes linéaires

Théoréme 45 Inversibilité et systémes linéaires
Soit A€ 4, (K). Alors :

Aestinversible < 3B e .4,[K)/ V(X,Y) € (/%M(K))Z, [AX =Y < X=BY

et dans ce cas B = A~! (donc si elle existe, B est unique).

Application : calcul de I'inverse d’'une matrice par la méthode du systéme linéaire

Soit A € 4, (IK). On cherche a résoudre le systeme linéaire AX = Y avec (X, Y) € (Mm (K))z.

On a deux alternatives possibles :

« Le systeme n’'est pas de Cramer (ie il n’a pas une unique solution). Dans ce cas A n’est pas
inversible.

o Le systéme est de Cramer. Dans ce cas A est inversible et 'unique solution est X = A~'Y.
On peut donc lire sur I'écriture des solutions les coefficients de A™!.

2 11 1 1 1 -1
Exemple: A= 4 1 0]estinversibleetA™'==|-4 4 4
-2 2 1 10 -6 -2

On en déduit un critere tres simple d’inversibilité d'une matrice triangulaire.

Corollaire 46 Inversibilité d'une matrice triangulaire
Soit T une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) d’oredre n. Alors :

T est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi € [1,n], T[i,i] #0
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Linverse d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est elle-méme triangulaire
supérieure (resp. inférieure), mais ce résultat n’est pas au programme.

Dans le cas d'une matrice diagonale, on sait aussi facilement calculer son inverse.

Dans ce cas : .
M

D! :Diag(i,...,i) = ;
Al An :

0

-2 o

0

A0 oo0) (AP o
0 A2 ... 0 0 A)
0 0 ... Ay 0 0

Corollaire 47 Inversibilité et puissances d’'une matrice diagonale
Soit D = Diag(Ay,...,A,) une matrice diagonale d’ordre n. Alors :

1

M

On en déduit que, pour tout p € Z : AP = (Diag(Ay,...,A,))" = Diag(/lf, ..

0
0

A

D est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi€ [1,n], 1; #0

L)
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5 Exercices

Exercice 1 Calculer les produits de matrices suivants :

1 -3 1 -3 1 2 1 -2
1. X 2. X
-3 1 -3 1 -3 1 -1 1
1 -2 1 2 cosa -—sina cosff —sinf
3. x 4. . x| .
-1 2 -3 1 sina@ cosa sinff cosf
cosa sina ) (cosﬁ sin B )
5. . x| .
sina@ —cosa sinfB —cospf

. . ooy 4 -1
Exercice 2 (Polynéme annulateur et inversibilité) Soit A= (1 _30). Vérifer que A® —

A—-2I, = 0,, puis en déduire que A est inversible et calculer A~

Exercice 3 (Calcul de puissances par conjecture) Déterminer A” en fonction de ne N
dans les cas suivants:

0110
-1 0 2
11 1 -1 0 011
A‘(o 1)’ A_(—l 1)’ A=1o 0 o 1I 47 3 (1) _12
0 00O
1 -1 -1
Exercice 4 (Calcul de puissances par récurrence) Onpose A=(-1 1 -1[.Démon-
-1 -1 1

trer qu’il existe deux suites (a;,)en €t (by)nen a valeurs réelles telles que : Vn e N, A" =
an by, by
b, a, by, |.Endéduirel’expression de A", pour tout n € N.

Exercice 5 (Calcul de puissances avec un polynéme annulateur)
1 00

Onpose A=|1 0 0].
1 1 1

1. Donner une relation entre A3, A et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu’il existe deux suites (ay) nen €t (D) nen @ valeurs réelles telles
que:VneN, A" = a, A+ b, A%. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X> -2X? + X. En
déduire 'expression de A”, pour tout n € N.

Exercice 6 (Calcul de puissances avec la formule du binbme matricielle)

a 0 0 011
1. PouraeR,onpose A=| 0 a 0 | N=| 0 0 1 |etB=A+N.Vérifierque AN =
0 0 a 0 00O
NA et N3 =0, puis calculer B” pour tout n > 3.
1 2 2 1 11
2. Onpose A=[2 1 2|etJ=|1 1 1}|.CalculerJ"” puis A” pour tout n e N.
2 21 111
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0 1 -1
Exercice 7 SoitA=|1 0 1
-1 1 0

1. Calculer (A + I3)(A—2I3). En déduire I'existence et le calcul de A~!.

2. Soient B = %(A+ L)etC= —%(A— 213). Déterminer B" et C" pour tout n € N.

3. En déduire I'expression de A" en fonction de n € N.

4. Cette expression est-elle valable pour ne€ Z?

Exercice 8 Déterminer le rang puis résoudre les systemes linéaires d'inconnues réelles sui-

vants :

3x—y+z=5

H 2x+y—-z=1
X—y+z=2
4x+y+z=3
2x+y+z=1

3) X—y—2z=2
4x—-y—-2z=3
3x—y+z=5

5) X+ty—z=-2
-X+2y+z=3

Exercice 9 Inverser les matrices suivantes :

1 11 1
1. A=10 1 1 2. B=]1
0 01 0

2x+y—-z=1
2) 3x+3y—z=2
2x+4y=2
Xt+y+z—t=1
4) X—y—z+t=2
X—y—z—1t=3
X1+2x—x3+3x4=0
6) Xo+X3—2X4+2Xx5=0
2X1+ X2 —5x3—4x5=0
11 0 2
1 2
00 -2 0
_21 3 3 C= 12 0 3
01 0 -3

Exercice 10 Soit A = ((a;j)1<i,j<n € #,(K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme

n
de ses coefficients diagonaux: Tr(A) = Z ai;.
i=1

1. Montrer que : V(A,B,A) € 4, (K)? x K, Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) et Tr(A.A) = A x Tr(A).

2. Montrerque: V(A,B) € ./%H(K)Z, Tr(AB) =Tr(BA)
En déduire que VA€ .4, (K),VP € Gl,(K), Tr(PAP™Y = Tr(A).

3. Peut-on trouver deux matrices A et B de .4, (K) telsque AB—BA=1,?

Exercice 11

1. Soit A € 4, (K) une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont deux
a deux distincts. Montrer que, si M € .4, (K) alors : A et M commutent si et seulement

si M est diagonale.

Montrer que les seules matrices de .4/,

(K) qui commutent avec toutes les autres sont

les matrices scalaires, c’est-a-dire les matrices de la forme AI,,, avec A € K.
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