Chapitre 8

Limites et comparaison des fonctions
numériques

On rappelle que R = R U {—00, +00} = [—00, +00].

1 Limite en un point de R

1.1 Voisinages d’'un point de R

Définition 1 Voisinages d’un point de R

1. Si xp € R, on appelle voisinage de x, tout intervalle V ouvert et centré en xy, ie du type
1X0—0,x9+6[ o6 > 0.
On définit aussi les voisinages a droite de xy par V; =]xo, xo + 61, et les voisinages a
gauche par Vg =]xo -8, xo[.
Remarquons que xp € V mais xp ¢ Vy et xo ¢ V.

2. On appelle voisinage de +oo, tout intervalle V ouvert du type V =] A, +oo[, avec A€ R.

3. On appelle voisinage de —oo, tout intervalle V ouvert du type V =] — oo, A[, avec A€ R.

Proposition 2 Intersection de voisinages
Si xp € Retsi V; et V» sont deux voisinages de xp, alors V; N V, est encore un voisinage de xy.
En particulier Vi NV, # @.

1.2 Limite finie en un point x, € R

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
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CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

Définition 3 Limite finie a gauche en x,
Soit xp un point de I, ou la borne droite de I.
On dit que f admet ¢ € R pour limite a gauche en x; lorsque :

Ve>0, I0>0/Vxelxg—06,xl, |f(x)-¥l<¢

Onlenote lim f(x)=¢, lim f(x)=¢,lim f = ¢ ou encore f(x) — ¢.
X—*XO xixo xO xiX()

Dans ce cas, on pose f(x,) =¢.

Remarquons qu’on peut avoir xo € 9.

On peut remplacer |f(x) — 4| < € par |f(x) — ¢| < €. Mais cette derniére inégalité est équi-
valente a I'encadrement ¢ — € < f(x) < £ + €. On obtient donc une nouvelle écriture de la
définition :

VW voisinage de ¢, 3V voisinage a gauche de xo/ Vx € Vg, f(x) e W

Exemple: lir?f lx] =0.
x—)

Définition 4 Limite finie a droite en x,
Soit xo un point de I, ou la borne gauche de I.
On dit que f admet ¢ € R pour limite a droite en xg lorsque :

Ve>0, 30>0/Vxelxy,xo+0[ |f(x)-¥|l<¢
Onlenote lim f(x)=¢, lim f(x)=¢,lim f = ¢ ou encore f(x) — /.
> xF >

X—xy X=X 0 X5 Xo
+\ —
Dans ce cas, on pose f(x;) = £.

Remarquons qu’on peut avoir x ¢ 2.

On peut remplacer | f(x) — ¢| < € par | f(x) — ¢| < ¢, ce qui donne comme précédemment une
nouvelle écriture de la définition :

YW voisinage de ¢, 3V, voisinage a droite de xo / Vx € Vy, f(x) e W

Exemple: linll [x] =1.
x— +

Définition 5 Limite finie en x,

Soit xp un point de I qui n'est pas une borne de I (ie xy € I).
On dit que f admet ¢ € R pour limite en x( lorsque:

Ve>0, 30>0/Vxelxg—06,x0+0 |f(x)-¥|<e

On le note xh_{gclo fx)=¢, hxgnf = ¢ ou encore f(x) e ‘.
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1 Limite en un point de R
Remarquons cette fois qu'il est nécessaire que xp € Y.

. .. . sinx . .
/\ ATTENTION'! On ne devrait donc pas écrire que llng) —— =1 puisque la fonction x —
X— X

sinx | o N . sinx . sinx
—— n’est pas définie en 0. On devrait écrire a la place que lim —— = lim —— =1, ou
X i e x—0t X
sin(0)

sous-entendre qu'on a posé =1 pour avoir une fonction définie en 0.

Encore une fois, on peut remplacer |f(x) — 4| < € par |f(x) — | < g, ce qui donne comme
précédemment une nouvelle écriture de la définition :

VW voisinage de ¢, 3V voisinagede xo/Vx€V, f(x) eW

Théoréeme 6 Lien entre f(x)) et xhrgcl f(x)
— X0
Si xhrgcl f(x)=¢€eRalors ¢ = f(xp).
— X0

/\ ATTENTION : ceci est faux avec une limite a gauche ou a droite, comme le montre I'exemple
de la fonction partie entiere.

Théoréme 7 Lien entre )}m}g f), flxg) et f(xy)
—X0

Sixge@f:
flxg)=¢
; — +) —
xlggclof(x)—ém flxg)=1¢
¢ = f(xo0)
—xsix=<0
Exemple: f(x) :{ ) 27 =R
xX+1six>0
SA
1 2

Sur cette exemple lin(l) f(x) nexiste pas puisque f(07) =0# 1= f(0%).
X—

l-xsix=<l1

9r=R
e lol1six>1 !

Exemple: f(x) = {
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CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

-2 -1 1 2 3
-1 -
fan=o0
Sur cette exemple lirr% f(x)=0,car f(17) =0
X—
fm=o0
x?six<0
Exemple: f(x)={2six=0 P2r=R

e¥*—-1six>0

Sur cette exemple lir% f(x) n'existe pas, bien que f(07) = f(0*) =0. En effet f(0) =2 #0.
X—

1.3 Limite infinie en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 8 Limite infinie a gauche en x
Soit xp un point de I, ou la borne droite de I.

1. Ondit que f admet +oco pour limite a gauche en x( lorsque :
VAeR, F6>0/Vxelxg—06,xl f(x)=A

Onlenote lim f(x) = +oo, lim f(x) = 400, lim f = 400 ou encore f(x) — +oo.
X—X, < XO

. <
0 X— X0 X— Xo

De maniére équivalente :

VW voisinage de +o0o, 3V, voisinage a gauche de xo/ VxeVg, f(x) EW

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 168



1 Limite en un point de R

2. On dit que f admet —oco pour limite a gauche en x( lorsque :
VAeER, F6>0/Vxelxg—06,xl f(x)<A

Onlenote lim f(x) = —oo, lim f(x) = —o0o, lim f = —co ou encore f(x) — —oo.
x—»xo < )CO

<
X— X0 X— X0

De manieére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V, voisinage a gauche de xo /Vxe Vg, f(X) eW

1
Exemple: lim — = —oo.
x—0" X

Définition 9 Limite infinie a droite en x,
Soit xo un point de I, ou la borne gauche de I.

1. On dit que f admet +oo pour limite a droite en x( lorsque :
VAeR, 36>0/Vxelxg,xo+6[ f(x)=A

Onlenote lim f(x) = +oo, lim f(x) = 400, lim f = +00 ou encore f(x) — +oo.
> xt

—xt >
X xo X— Xo 0 X— X0

De maniere équivalente :

VW voisinage de +oo, 3V, voisinage a droite de xo/ Vx€ Vg, f(x) e W

2. On dit que f admet —oo pour limite a droite en x( lorsque :
VAeR, 36>0/Vxelxy,xo+6[ f(x)<A
Onlenote lim f(x) = —oo, lim f(x) = —o0, lim f = —co ou encore f(x) — —oo.
x—»xg xixO xg x—>>x0

De maniére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V, voisinage a droite de x / VxeVy f(x)eW
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CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques
1
Exemple: lim — = +oo0.

x—0t X

1.4 Limite finie/infinie en +oco

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 10 Limite finie/infinie en +co

1. Ondit que f admet ¢ € R pour limite en +oo lorsque :
Ve>0, IBeR/Vx=B,|f(x)-{|<¢

On le note xl—l>r+noof(x) =/, 1+1£101f = ¢ ou encore f(x) N l.

De maniére équivalente :

VW voisinage de ¢, 3V voisinagede +oco/Vx€eV, f(x) e W

2. On dit que f admet +oo pour limite en +oo lorsque :
VAeR, 3IBeR/Vx=B, f(x)=A

Onlenote lim f(x)=+oo,lim f = +ocoouencore f(x) — +oo.
X—+00 +o00o X—+00
De maniere équivalente :

VW voisinage de +oco, 3V voisinagede +oo/VxeV, f(x) e W

3. On dit que f admet —oco pour limite en +oco lorsque :
VAeR, IdBeR/Vx=B, f(x) <A

Onlenote lim f(x)=-oo,limf = —-o0ouencore f(x) — —o0.
X—+00 +00 X—+00

De maniére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V voisinage de +oo/ VxeV, f(x) eW

1
Exemple: lim — =0, lim e'=+ocoet lim (-x*)=—oco.
X—+00 X X—+00 X—+00
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1 Limite en un point de R

Définition 11 Limite finie/infinie en —co

1. Ondit que f admet ¢ € R pour limite en —oco lorsque :
Ve>0, IBeR/Vx<B,|f(x)-{|<¢

Onlenote lim f(x)=¢,limf =/¢ouencore f(x) — /.
X——00 —00 X——00
De maniere équivalente :

VW voisinage de ¢, 3V voisinagede —oo/Vx€eV, f(x)e W

2. On dit que f admet +oo pour limite en —oco lorsque :
VAeR, dBeR/Vx<B, f(x)=A

Onlenote lim f(x)=+oo,limf =+ooouencore f(x) — +o0.
. KXTTeo o0 r——oo
De maniere équivalente :

VW voisinage de + oo, 3V voisinage de —oo/ VxeV, f(x) eW

3. On dit que f admet —oco pour limite en —oo lorsque :
VAeR, JdBeR/Vx<B, f(x)<A

Onlenote lim f(x)=-oo,limf =-o0ouencore f(x) — —oo.
X——00 —00 X——

——00
De maniére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V voisinage de —oo/ VxeV, f(x) eW
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CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

Exemple: lim e* =0, lim |x|=+ocoet lim x°=—oo.
X——00 X——00 X——00
y=1x|

1.5 Extensions dans le cas d’'une limite finie

Soit xg € R.

eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = [ au voisinage a droite de xp, on le note lim f(x)=¢".

X— X0 X— X0

eSiona lim f(x) =¢€eRet f(x) <!auvoisinage a droite de xy, on le note lim f(x)=¢".

X— X0 X—Xo
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = au voisinage a gauche de xj, on le note lim f(x) = ot
xixo xixo
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) <[ auvoisinage a gauche de xy, on le note lim f(x)=¢".
xiX() xiX()
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = au voisinage de x¢, on le note lim f(x) =¢".
X—Xo X—Xo
eSiona xhrgcl f(x)=¢€eRet f(x) <lauvoisinage de xy, on le note xhrgcl fx)=¢".
— X0 —X0
. + . . 1
Exemple: lim v/x =0", ce qui permet de conclure que lim — = +oo.
x—0* x—0* \/}
1.6 Unicité de la limite
Théoréme 12 Unicité de la limite
Si la limite existe, elle est unique ie :
siona (xp,¢,L) € ([R)3 tel que lim f(x) = et lim f(x)= Lalors ¢ = L.
X— X0 X— X0
On a les mémes résultats quand x 2 Xo ou X 5 Xp.
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2 Théorémes généraux sur les limites
2 Théoremes généraux sur les limites

2.1 Opérations algébriques sur les limites

On se donne f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I
(ie que xp € I ou x( est une des deux bornes de I).

Dans le théoréme suivant, on utilise les régles de calculs dans R définies au chapitre sur les
suites réelles (chapitre 4).

Théoréme 13 Opérations sur les limites

1. Somme. Si f et g ont une limite en x( alors:

existe .

lim (f(x)+g(x) lim f(x)+ lim g(x)
X— X0 X— X0 X— X0

/\ sauf en cas de FI : (+00) + (—00).

2. Multiplication par un réel. Si f a une limite en xy et A € R alors::

lim A.£() P2 1 x lim £(x)
—X0

X— X0

/\ sauf en cas de FI: 0 x (+00).

3. Produit. Si f et g ont une limite en x, alors:

] existe . :
Jim 709 g(x) = Jim ) Jim ()

/\ saufen cas de FI : (+o00) x 0.

4. Inverse. Si f a ont une limite en xo alors :

: 1 existe 1
i 7 "
o f(x) lim f
1. o1 1
/\ sauf en cas de FI : 0 il faut préciser oF = tooou = =-co .

5. Quotient. Si f et g ont une limite en x( alors:

I
1i f(x) existe xingof(x)
iy lim g(x)
0 g(x) Jim g
+ 0
/\ saufen cas de FI : = et —.
+00 0

On a les mémes résultats avec des limites a droite/gauche.
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CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

2.2 Composition de limites
2.2.1 Fonction composée de deux fonctions

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et g une fonction définie sur un intervalle J
telque f(I) < J:

Soient a € R un point adhérent a I (ie a € I ou a est une borne de I), b € R adhérent a J, et
LeR.

Théoréme 14 Théoréme de la limite de la fonction composée
On suppose que lim f(x) =bet limb g(x) :@]
X—

X—

Alors lim g(f(x))eXi:Ste@J.

X—

On a le méme résultat avec des limites a droite/gauche.

. _ o ( lim v(x))
/\ ATTENTION'! Ce résultat ne dit pas que chlrr}Z u(x)"™ = (chmgl u(x)) r—a . Par exemple,
1 X
on verra a la fin du chapitre que: lim 1+ —) =e#l.
X—+00 X

2.2.2 Suite composée d’une suite et d’'une fonction

Onrappelle un théoreme vu dans le chapitre sur les suites réelles (chapitre 4, théoreme 4.33).

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et (¢4,) ,en Une suite a valeurs dans I a partir

d’un rang ny, ie telle que : ¥n > ng, u, € I. On peut donc considérer la suite (f(un)) .., -

Soient £ € R un point adhérent a I (ie £ € I ou a est une borne de I), et a € R.

Théoréeme 15 Théoréme de la limite de la fonction composée
On suppose que (u,) converge vers|Z |et que lim f(x)=(a].

X—

. existe
Alors ngrpmf(un) = (al.

On ale méme résultat avec des limites a droite/gauche.

Exemple: lim sin(x) n’existe pas.
X—+00
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2.3 Limites et inégalités
2.3.1 Limite etinégalités locales

On se donne f une fonction définie sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I (ie que
Xo € I ou xp est une des deux bornes de I).

Théoréme 16 Limite finie et bornitude
Si lim f(x) existe et est finie, alors il existe un voisinage de x( sur lequel f est bornée.
X— X0

On a le méme résultat avec une limite a droite/gauche et un voisinage a droite/gauche.

Théoréeme 17 Limite et signe local

1. Si lim f(x) >0o0u lim f(x) = +o0, alors il existe un voisinage V de x, tel que :
X— X0 X— X0
VxeV, f(x)>0
2. Si lim f(x) <0ou lim f(x) = —o0, alorsil existe un voisinage V de x tel que :
X—Xo X—Xo

VxeV, f(x)<0

On a le méme résultat avec une limite a droite/gauche et un voisinage a droite/gauche.

Corollaire 18 Limite finie et majorant/minorant

1. Siilexiste meRtelque Vx € I, f(x) = metsi f aune limite finie au point x; alors:

xlggclo fx)=m

2. Siilexiste M eRtelque Vx € I, f(x) < M etsi f aune limite finie au point x( alors :

lim f(x) <M

X— X0

On a les mémes résultats avec une limite a droite/gauche.

1
/\ ATTENTION! Ces résultats sont faux avec des inégalités strictes. Par exemple — > 0, pour
x

1
tout x €]0, +oo[, mais lim — =0.
Xx—+00 X

Corollaire 19 Passage a la limite dans une inégalité Siona Vxe I, f(x) < g(x),etsi fetg
ont une limite finie au point x, alors :

Jim, 109 < iy 80
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/\ ATTENTION'! Encore une fois ce résultat est faux avec une inégalité stricte : f(x) < g(x)
ne donne pas lim f(x) < lim g(x) mais seulement lim f(x) < lim g(x).
X— X0 X— X0 X— X0 X— X0

2.3.2 Calculs de limites par inégalité

On se donne f une fonction définie sur un intervalle I et x € R un point adhérent a I (ie que
Xp € I ou x( est une des deux bornes de I).

Proposition 20 Limite et valeur absolue

1. Si lim f(x) = ¢ €Ralors lim [f (0l =121,
— X0

X— X0

2. SiZeR:
lim f(x):€<=>xlir§1 | f(x)-¢]=0
— X0

X— X0

Théoréeme 21 Théoréme d’existence de la limite par encadrement

1. Version limite finie.
On suppose que f, g et h sont trois fonctions définies sur I telles que : Vx € I, f(x) <
g(x) < h(x).
On suppose de plus que )Can)Clo fx) = xhﬁrgcl0 h(x)=¢eR. Alors:

existe

A, 800 =

2. Version limite infinie.
On suppose que f, g sont deux fonctions définies sur I tellesque : Vx € I, f(x) < g(x).

Ona: _

e Si lim f(x) = +o0, alors lim g(x) existe +00
X— X0 X— X0

¢ Si lim g(x) = —oo, alors lim f(x) existe —00
X— X0 X— X0

2.4 Limites des fonctions monotones

Soient —oo < a < b < +oo et f une fonction définie sur ] a, b|.
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Théoréeme 22 Théoréme de la limite monotone pour une fonction croissante
On suppose que f est croissante sur ]a, b[. Alors lim+ f(x) et liril f(x) existent. Plus préci-
X—a X—bD~
sément :
e si f est majorée sur I alors lim f(x) estfinieet Vx€]a, b, f(x) < hr? fx);
Pyl

si f n'est pas majorée sur I, alors hm f(x) =+o00

e si f est minorée sur I alors hm f(x) est finieet Vx €]a, b, f(x) = 11m f(x);
x—at
si f n'est pas minorée sur I, alors hm f(x) =-00
x—at

Exemple: Une fonction croissante sur | — 2, 3[ majorée mais non minorée.
Onalim f = —ooetl%mfzz.
-2 -

Théoréeme 23 Théoréme de la limite monotone pour une fonction décroissante

On suppose que f est décroissante sur ]a, b[. Alors 11m f(x) et hm f(x) existent. Plus pré-
x—at
cisément :

e si f est minorée sur I alors llril f(x) estfinieet Vx €]a, b, f(x) = hm fx);
x—»
si f n’est pas minorée sur I, alors hnbl fx) =—-o0

e si f est majorée sur I alors lim_f(x) est finieet Vx €la, b, f(x) < lim fx);
x—at x—a't

si f n'est pas majorée sur I, alors 11m fx)=—4+00
x—a*

Exemple : Une fonction décroissante sur | — 3,2[ majorée mais non minorée.
Onalimf=2etlimf =-
i f =2 etljm
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34k

24k

Corollaire 24 Existence de la limite a droite/gauche pour une fonction monotone

Si f est monotone sur un intervalle I alors en tout xo € I, lim f(x) et lim+ f(x) existent
X—=Xo— x—X;

(en une borne de I une seule de ces deux limites est possible).
De plus,ona:

e si f croissante : f(x;) < f(x0) < f(x5);

e si f décroissante : f(x;) < f(x0) < f(x5);

3 Comparaison de fonctions

On se donne f et g deux foncions définies sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I
(ie que xp € I ou xy est une des deux bornes de I).

On va définir plusieurs notions permettant de comparer les fonctions f et g au voisinage de
X0-

3.1 Fonctions équivalentes

Définition 25 Fonctions équivalentes
On dit que f est équivalente a g au voisinage de xp, lorsqu'il existe V' voisinage de xj et une
fonction u: V — R tels que :

VxeV, f(x)=u(x)xg(x) et lim u(x)=1

X— X0

On le note f(x) o g(x).

On peut aussi définir f(x) iy gx)et f(x) ~ , 8(x).
X

—»xa —>x0
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3 Comparaison de fonctions

Proposition 26 Propriétés de larelation ~
On se donne trois fonctions f, g et h définies sur I.

1. Transitivité. f(x) o g(x) et g(x) My h(x) donnent f(x) o h(x).

— X0 — X0 — X0

2. Symétrie. f(x) 8 =g T fx).

— X0

3. Réflexivité. f(x) o f(x).

La propriété de symétrie donne que si f est équivalente a g au voisinage de xy, alors g est
équivalente a f au voisinage de xj : on peut donc aussi dire que f et g sont équivalentes au
voisinage de xp.

/\ ATTENTION : ne jamais écrire que f(x) ~ 0. Cela na aucun sens, sauf dans le cas tres
X— X0

particulier ou f est la fonction constante égale a 0 sur un voisinage de xo.

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage V de x , sauf éventuellement en x
(ie Vx € V\{xp}, g(x) #0), on a un critere plus simple.

Théoréeme 27 Critere d’équivalence
Si g ne s’annule pas sur un voisinage V de xp, sauf éventuellement en xp, ona:

f(x) ~ gx) < lim SO 1
X— X X— Xo g(x)

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que f(x) st g(x).
— X0

A\ ATTENTION : ce n'est pas toujours possible. En effet f(x) = ¥ sin(x) . sin(x), mais
—+00
g(x) =sin(x) s’annule sur tout voisinage de +oo.

Sur cet exemple, la fonction g n’existe pas au voisinage de +oo.

Une fonction équivalente renseigne sur le signe.

Théoréme 28 Equivalent et signe

1. Si f(x) ~ g(x)etsignes’annule pas sur un voisinage de xy, alors f ne s'annule pas
X— X0

sur un voisinage de xp.

2. Si f(x) ~ g(x),alors f et g sont de méme signe au sens strict sur un voisinage de xy.
X— X0

Une fonction équivalente permet de calculer une limite.
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Théoréme 29 Equivalent et limite

ex1ste

1. Si f(x) s g(x) et )}er;og(x) ¢ € R, alors hm fx) /.

2. On a une réciproque dans le cas particulier £ € R* : si %H&l f(x)=/¢alors f(x) o /.
— X0 — X0

On peut effectuer les opérations suivantes sur les fonctions équivalentes.

Proposition 30 Regles de calcul pour la relation ~
On se donne des fonctions fi, g1, f> et g» définies sur I.

1. Valeur absolue. fl(x) gl(x) donne | fl(x)l ~ Igl(x)l.

2. Produit. fi (x) g1 (x) et fz(X) gg(x) donnent f1(x) x fz()C) ~ g1 (x) x g2(x).

3. Puissance. Pour tout peN, fi(x) ~ g;(x)donne fi(x)P ~ g (x)”.
X— X0 X— X0
Plus généralement, pour tout a R : f1(x)* ~ g1(x)* (a condition que ces fonctions
X— X0
soient définies au voisinage de xj).

4. Inverse. Si fi(x) ~ gi(x) etsig; ne s’annule pas au voisinage de x, (sauf éventuelle-
X— X0

1
ment en xp), alors ~ —
’ f1 (2) x=x0 g1 (x)
5. Quotient. Si f; (x) gl (x), f> (x) gg(x) et si g1 ne s'annule pas au voisinage de xp

HhW e
fi(x) x=x0 g1 (%)

(sauf éventuellement en x;), alors

/\ ATTENTION : par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.
e Somme
h o 81 et () ~ o S2(%) ne donnent pas fi(x) + f2(x) -~ o 8100+ 82(%).

On peut con31derer le contre exemple suivant : fi(x) = x3 + x et g1 (x) = —x3 + x? lorsque

X — +o0.

» Composition par une fonction

Si h est une fonction, f; (x) o 81 (x) ne donne pas ho f; (x) ~ h 0 g1(x).

En particulier fi(x) o 81 (x) ne donne pas e/1¥) ooes @ et f1 (x) ~ 8i(x)ne donne pas
—X0

In(fi(x) s In(g (x)).

On peut considérer les contre-exemples suivantes : f;(x) = x> + x, g1 (x) = x?, h(x) = e puis
1

filx)=1+ > g1(x) =1, h(x) =In(x), dans les deux cas lorsque x — +o0.

Par contre on peut composer la fonction x — x%, c’est le seul cas possible!
p p p
« Puissance dépendante de x
fi (x) ~ L8 (x) ne donne pas fj (x)%) T 4 () *)
—T+00

A partirde lim

1\* o 1
1+—| =e, onpeutdéduire le contre-exemple fi(x) =1+ — et a(x) =
X—+00 X X

Le résultat suivant permet de passer de deux fonctions équivalentes a deux suites équiva-
lentes.
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Théoréeme 31 Substitution dans un équivalent
On suppose que f(x) o g(x).

X0

1. Par une fonction. On suppose qu’'on a une fonction x : t — x(t) telle que }Hrtl x(t) = xp.
—lo
Alors :

fx(®) ~ g(x(1)
t—1
2. Par une suite. On suppose qu'on dispose d'une suite réelle (u,),en de limite xp :

lim wu, = xq. Alors:
n—+oo

f(un) n—>~+oo g(un)

/\ ATTENTION'! Il ne faut pas confondre substitution et composition (qui n’est pas autori-
sée avec les équivalents).

On donne des exemples dans le paragraphe suivant.

3.2 Equivalents usuels

Pour les polyndmes on a le résultat intuitif vu au lycée.

Théoréme 32 Equivalent et polyndmes

Si P est une fonction polynéme de la forme P(x) = aqxq + aq+1x‘7+1 +eot apxp, ou(p,q) € N2
avec p =, ag#0eta,#0.Alors:

cen+oo:P(x) ~ a,xP (plus haut degré)

een0:P(x) ~ % x7 (plus bas degré).
x—>

Les limites apprises pour les fonctions usuelles donnent les équivalents suivants.

Théoréme 33 Equivalents usuels en 0

1. InQl+x) ~ x

x—0
2. tan(x) ~ x
x—0
3. sin(x) ~ x
x—0
+2
4. cos(x) ~ letl—cos(x) ~ —
x—0 x—0 2

5.e¥ ~ lete¥-1 ~ x
x—0 x—0

6. PouraeR:(1+x)% ~ let(1+x)%-1 ~ ax

x—0 x—0

Ces résultats sont a connaitre par coeur!
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1 1
Exemple: Ona: sin(x)+sin(x)® ~ x et In (1 + —2) ~ =
x—0 n n—+oo n

X
Exemple: On est maintenant en mesure de démontrer que liIP (1 + —) =e.
X—+00 X

3.3 Notations de Landau

Définition 34 Fonction négligeable
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x, lorsqu’il existe un voisinage V de

Xp et une fonction € : V— R telle que :

VxeV, f(x)=¢e(x)xg(x) et lim £(x) =0

X— X0

On le note f(x) it 0 (g(x)), et on le lit « f(x) est un petit o de g(x) lorsque x — xg ».
— X0

On peut aussi définir f(x) = o(g)etf(x) = o(gn).

—Xy x—X;

Définition 35 Fonction dominée
On dit que f est dominée par g au voisinage de xy, lorsqu’il existe un voisinage V de xj et

une fonction b: V — R telle que :

VxeV, f(x)=b(x)xg(x) et la fonction b est bornée sur V

Onlenote f(x) = 0 (g(x)), etonlelit« f(x) est un grand O de g(x) lorsque x — xq ».

— X0

On peut aussi définir f(x) = _0 (gw)etflx) = 0(g).
X

—»xa —>x0

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage V de x , sauf éventuellement en x
(ie Vx € V\{xp}, g(x) #0), on a un critere plus simple.

Théoréme 36 Critere de négligeabilité et critere de domination

1. Si g ne s'annule pas sur un voisinage V de xy, sauf éventuellement en xp, on a:

. fX)
) x=v0 (g0) o g(x)

2. Si g ne s’'annule pas sur un voisinage V' de x, sauf éventuellement en xp, on a:

fx) = 0 (g(x)) < lafonction ! est bornée sur un voisinage de xg
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Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que f(x) e 0 (g(x)) ouque f(x) . 0 (g(x).

En particulier, on peut retenir que :

f(x) = o)< lim f(x)=0
X 0 X— X0

— X

et que:

f(x) it O (1) < lafonction f est bornée sur un voisinage de xy
— X0

Théoréeme 37 Lien entre la relation ~ et «le petit o »
Ona:
@ ~ 8= fX-g = o (g(0) = gx) - f®) =0 (f(0)

On en déduit une méthode simple pour trouver une fonction équivalente a une somme.

Corollaire 38 Equivalent d'une somme
Ona:
fo = o (g(x) = fx)+gWx) . 8()

— X0 X0

Le résultat suivant relie le « petit o » et le « grand O ».

Proposition 39 Lien entre «le petit o » et «le grand o »
Sif(x) =, ° (g(x)) alors f(x) 0 (g(0).

— —

Proposition 40 Regles de calcul pour «le petit o »
On se donne des fonctions f1, g1, h, f> et g.

1. Transitivité. fi(x) = o(gi(x)etgi(x) = o(hi(x)) donnent fi(x) = o(h(x).
- X X—Xo X—Xo

— X0 — — X
2. Produit. fi(x) T 0(g1(0) et folx) . 0(g2(x)) donnent fi(x) x f2(x) T
0(g1(x) x g2(1).
3. Somme. fi(x) = ; 0(hy(x)) et g1(x) = ) 0 (h1(x)) donnent fi (x) + g1 (x) = ) o (h; (x)).

— X — X — X

4. Multiplication par une constante. fi(x) = 0(g1(x)) donne VA € R, A x fi(x) =
—X0

— X0

o(g1(x)).
5. Multiplication par une fonction. fi(x) = 0(gi1(x)) donne fi(x) x hi(x) =
— X0 —X0
0(g1(x) x hy (x)).
6. Composition par une fonction équivalente. f;(x) e o(gl(x)) et g1(x) e hi(x)
— X0 — X0

donnent f;(x) = . o (h;(x)).

— X

On a des regles de calcul similaires pour le « grand O ».

Exemple: Trouver un équivalent en 0 de sin(x) + 1 — cos(x).
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3.4 Croissances comparées

Théoréeme 41 Croissances comparées
On se donne trois réels a, et y.

1
1. Poura>0:(nx)’ = o(x*) et |Inx/f = 0(—).
X—+00 x—0t X%

—

. _ YXx _ —-Yx
2. Poury>0:x* = o(e") et |xI* = ofe™)

—+00

3. Poury>0:(lnx)ﬁx = ofe™).

—+00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance < exp

4 Développements limités

Onnotera f(x) = g(x)+o(h(x))lorsque f(x)-gx) = o(h(x).
X X—Xo

— X0 — X

4.1 Développement limité d’ordre n en un point x, € R

Définition 42 Développement limité d’ordre n en un point x, € R

Soient n €N, xp € R et f une fonction définie sur un voisinage de xy, sauf éventuellement en
X0

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en xy (en abrégé DL, (xo)), lorsqu’il
existe des réels ay ,a, ..., a, tels que :

[ = a0+ ai(x—Xo) +ap(x = x%0)° + -+ + ap(x = x0)" + 0 (x — x0)")

n

= Y ap(x—x0)*+o((x—x0)")
X— X0 k=0

On peut définir de la méme maniére un DL, (x;) de f ouun DL, (x;) de f.

On utilisera principalement des DL (0) :

n
fO) = ag+ax+ax®+-+apx"+o(x") = Y apx’+o(x")
x—0 x—0 k=0

Définition 43 Développement limité d’ordre 7 en +oo

Soient n € N, f une fonction définie sur un voisinage de +oo.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en +oco (en abrégé DL, (+00)),
lorsqu'’il existe des réels ag ,ay, ..., a, tels que :
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a a a ( 1 ) B
n| x—a
X X—+00 k=0 X

fX) = a+—+—5+-+—+0
X—+00 X X xn

On peut définir de la méme maniere un DL, (—oo) de f.

Grace au théoréme suivant, on pourra toujours se ramener a des DL, (0).

Théoréme 44 On peut toujours se ramener aun DL, (0)

1. Soient n € N, xp € R et f une fonction définie sur un voisinage de xy, sauf éventuelle-
ment en xp.
On pose g(h) = f(xo+ h), ie f(x) = g(x— xop).
Alors f admetun DL, (xp) si et seulementsi g admetun DL,(0), et les coefficients sont
les mémes dans les deux développements. Autrement dit :

f(X) = ap+a;(x—xp)+ a(x—x0)* + -+ an(x—x0)" + o((x - x0)")
X— Xo

— X

—

= g =, d0F arh+ayh®+---+a,h" + o(h")

2. Soient n € N, f une fonction définie sur un voisinage de +oo (resp. de —o0).
Onpose g(h) = f(3),ie f(x) = g (1).
Alors f admetun DL, (+o0) (resp.un DL,(—o0)) si et seulement si g admetun DL, (0")
(resp. un DL,(07)), et les coefficients sont les mémes dans les deux développements.
Autrement dit :
_ a as an 1
f(x)x_:rooag+7+§+---+ﬁ+o(ﬁ)
— g(h) S, ot arh+ayh® +---+ay,h" +o(h")

4.2 Développements limités usuels en 0

Il faut connaitre les formules suivantes au voisinage de 0.

» Exponentielle. Pour tout n € N, onale DL,(0) dee*:

. 2 X3 x" "
e* = l+x+—+=—+-+=+o0(x"
x—0 2 3! n!
n .k
x
= ) 5 +o(x")
x—0 k=0k'

x e e
Exemple: e* = 1+x+?+0(x2) et e* :1e+e(x—1)+E(x—1)2+g(x—1)3+0((x—1)3).

x—0 xX—
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e Logarithme. Pour tout n € N*, on ale DL, (0) de In(1 + x) :

2 3 n
Inl+x) = x—x—+x—+-~-+(—1)”_1x—+0(x")

x—0 2 3 n
n

= DFTZ 4 o(x”

x—0 ;é%( ) k O(X )

etal’ordre 0:In(1 + x) :00+0(1): = o(1).
x— x—
? X3 3 (x-1)° 2
Exemple.ln(1+x)X:Ox—7+?+0(x) et In(x) = (x=1)- 5 +o((x-1)7).

e Puissance. Pour tout n € N*, onale DL,(0)de (1+x)*:

_1 _1 _2
1+x% = lraxs 28D o ala-D@-2) 5,
x—0 2 31
+oc(oc—l)(a—z)><...><(06_n+1)
n!

n —_— —_— oo —_—
oy 1y R R D ()

x"+o0(x™

etalordre0: (1 +x)% = 1+o0(1).
x—>

2

X X 1 x 3

Exemple: V1+x = 1+———+0 x° et = 1-=+=x*+o0(x?).
p x—>028() Vitxx=0 2 8 ()

Il faut connaitre le cas particulier suivant, pour a = —1:

1
— = 1-x+x -+ (D" A" +o(x")
1+x x-0
Z( DFx* +o(x")
Exemple: —— = 1—x+x’—x 1+ o(x%).
P 1+x x—0

e Sinus. Pour tout n€ N, on ale DL,,,2(0) de sin(x) :

3 5 x2n+l

sin(x = x—t+ 4. 4(=]D" + o 2n+2
WS 3t 3 Y 2 )

2k+1

Z(— )

2n+2
= 2k +1)! +of )

3
. X 4
E. : = x—-—+ .
xemple: sin(x) o X 5 o(x )
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e Cosinus. Pour tout n €N, onale DLy, (0) de cos(x) :

x2 x4 2n
cos(x) = 1—-—+—+--+(=-D" +0(x2n+1)
- 2 4l 2n)!
n x2k

4.3 Opérations sur les développements limités

A partir des développements limités précédents, et des régles de calcul suivantes, on peut
trouver des développements limités de la plupart des fonctions.

Définition 45 Troncature d’'une fonction polynémiale

n
Soit f: x — Z apx’ = ag + a1 x + a,x* + -+ + a,x" une fonction polyndémiale de degré n.
k=0
Pour tout p €N, on appelle troncature de f al'ordre p la fonction notée T),(f) :

p
Y akxk:ao+a1x+a2x2+-~-+apx” sipsn
Tp(f):x— 1 i=o

fX)sip=zn+1

Théoréeme 46 Regles de calcul sur les développements limités
On suppose que f et g toutes deuxun DL, (0) :

n n
f) = > apx® + o(x") et gx) = > brx* + o(x")
=010 0o
1. Troncature. Pour tout p € [0,n], f admet un DL,(0) obtenu en tronquant son
DL,0)alordre p:
p
fx) = > apx® + o(xP)

x—0 =0

2. Combinaison linéaire. Pour tout («, 8) € R?, A.f + u.g admet un DL, (0) :

a.f(x)+B.g(x) = Z(a.ak+ﬁ.bk)xk+o(x")
=Y k=0

3. Produit. f x g admetun DL,(0) :

fx)xgx) = Tn[(z akxk) x (Z bkxk)
=0 \k=0 k=0 )

a dévejiopper

+o(x")

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 187



CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

4. Multiplication/division par une puissance de x.Si p€ Z :

n
) = ) apx*P + o(x"*P)
x—0 k=0

ce qui peut donner un DL, (0) (A\ l'ordre a changé!).
5. Substitution. Si x : t — x(#) est une fonction telle que letl x(t) =0, on a le déve-
—lo

loppement asymptotique :

fxm) - ];)akx(t)k +o(x(n)")

et donc pour x(t) =t avecpe Z:

F(P) = 3 apt? + o)

t—0 k=0

ce qui peut donner un DLy, (0) (A\ 'ordre a changé!).

/\Les opérations de composition et de division sont possibles mais ne sont pas au pro-
gramme.

Exemple: Combinaison linéaire.

2 .3
1-cos(x)—sin(x) = —x+ i 0(x3)
x—0 2 6
Exemple: Produit.
e~ @2 8
= 1+=—-"+o0(x)
1+ x x—0 2 3

Exemple : Multiplication/division par une puissance de x.

. 3
sinx X

L T TS
X x—0 3

Exemple : Substitution.

In2(2)

L. 1-x*+x°+0(x) 2" = 1+xIn@)+x* +0(x?)

1+x3 x—0 x—0

On voit déja se dégager un premier intérét des développements limités par rapport aux équi-
valents : la somme de deux développements limités sont autorisés!
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4.4 Développements limités et recherche de fonction équivalente

Théoréme 47 Fonction équivalente et développements limités
Si fadmetun DL, (0):

n
f = Y apx® +o(x") = apxP + ap xP + o+ @y X+ apx + o(x")
— k:p —

avec ay, # 0, alors :
fx) ~ apxP
x—0

—

ie que f est équivalente au premier terme non nul du développement limité.

Un développement limité sera donc utilisé pour trouver I’équivalent d'une somme de fonc-
tions.

Pour un quotient de fonctions, on cherche un développement limité du numérateur et du
dénominateur, et on en déduit pour chacun un équivalent, ce qui donne ensuite un équi-
valent du quotient.

. V1t x—-vV1—x
Exemple: lim > =1
x—0 ex _ ex

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 189



CHAPITRE 8 : Limites et comparaison des fonctions numériques

5 Exercices

Exercice 1

1. Opérations sur les limites. Déterminer les limites suivantes. Si la limite n’existe pas,
envisager la limite a droite ou la limite a gauche.

. X=X
(@ lim
x—+ooInx+ x

(b) lim InxIn(nx)
x—1%

(¢ lim (In(sinx) —Inx)
x—0t

(d) lim xle V¥
X—+00

(e) lim x*
x—0%

) lim;
x—0x(x+1)

. In(+eM
(g lim ———
X—+00 X
2. Quantité conjuguée. Déterminer les limites suivantes :

2
(@) lim

X
=0yV14+x2-1
o 2=-Vx%2+4
(b) lim ———
=0 xyv1+x—x
3. Limites par encadrement. Déterminer les limites suivantes :

. xcose*
(@ lim
x—+oo x2+1

(b) lim e*sin¥

X—+00
. 1
(¢) lim E (—)
x—0% X

Exercice 2 Utilisation des équivalents. Déterminer les limites suivantes.
1. Logarithme et exponentielle.
(@ lim x(In(1+x)—-1lnx)
X—+00

X
-1
b) lim =
x—0% X
 In(l+x+x%
© lim ————
x—0 X

2x
X

(x2 —2x+1 )x
X2 —4x+2
2. Puissances réelles.

oxVxi+1
(@) lim

=0 Vxt+x
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(b) xl_i)r+noo\/x+\/x+ Vx—vx

X X
(¢ lim -
X=t0o V/x+1 Vx+2

3. Fonctions trigonométriques.

. .
(@ lim xsin—
X—+00 X

sin(3x)

(b) lim —————
x—% 1—=2cos(x)

A
© lim — 82(2 %)

y/4
—Z X -3

x—=1 72X —¢
Exercice 3 Passer au logarithme dans un équivalent (22 ?)

1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x, € R et a valeurs strictement
positives. L
On suppose que f(x) oy g(x) et que xhrgcl g(x) =1leR*\{1}.
—X0

— Xp

Etablir que In f(x) o Ing(x).

—Xp

2. En déduire un équivalent en +oo de f(x) = In (x? +2%).

Exercice 4 Le théoréeme des gendarmes permet de trouver des équivalents.
Soit f une fonction telle qu'au voisinage de +oo, on ait :

1
x2+—§f(x)sx2+x.
X

Déterminer un équivalent de f en +oo.

Exercice 5 Calculer les développements limités suivants :

1. DL, (0) de Y1vI-x 3. DLy(2)ded
. 2
2. DL3(0) de SnW=xcosy) 4 pry(r/4) de L2

Exercice 6 Plus difficile. A I'aide de développements limités, calculer les limites suivants :

1. lim(l— L ) et lim( 1+_cos(t))

—~0\ ¢ sin(f) —o 2 sin?(p)
1
2. lim (ex - sin(x)) sin(x)
x—0
. Vx-In(1+x)+In@2) -1
3. lim
x—1 e’ —ex

Exercice 7 Utiliser des développements limités pour calculer les limites suivantes :

x(2 + cos(x)) —3sin(x 1 1
1. lim ( ( )) (x) 3. li (_ -
x—0 x° x—0\x 11’11(1 + Xx)
1 1 1+x)x —
2 lim( - _) 4 pimIFYe
x—0 | sin? (x) x2 x—0 X
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