Chapitre 9

Polynomes

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1 Polyndme
Une fonction P : K — K est une fonction polynéme (ou plus simplement un polynome) a
coefficients dans K lorsqu’il existe n € N et (ay, ..., a,) € K™ tels que:

n
VxeK, P@)=ap+ax+ax’+--+ax"=)Y apx"
k=0

Notations :

» Lensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X]. Il est clair que R[X] < C[X],
conséquence immédiate du fait que R< C.
« Si k € N*, on note X* la fonction polynome x — x*.

n
e Le polynbme P: x— ap+a; x+ WX*++a,x" = Z akxk se note donc plus simplement
k=0

n
P=PX)=ay+am X+aX>+--+a,X"= Y arX*, avecla convention apX° = ay.
k=0

Quelques polynémes particuliers :

e Le polynome nul : P(X) = 0k [x), défini par Vx € K, P(x) = 0.

* Les polyndmes constants : P(X) = a €K, définie par Vx € K, P(x) = a.

» Un polyndme n’ayant qu'un seul (resp. deux, resp. trois) coefficient(s) non nul(s) est appelé
monome (resp. bindme, resp. trindbme).

Exemple: P(X) = /2 est constant; Q(X) = 2X? + X° est un binéme; R(X) = —X? est un mo-
néme.
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CHAPITRE 9 : Polynémes

Théoréme 2 Unicité des coefficients
Les coefficients d’'un polynéme sont uniques, ie que si on a n € N, (ao,...,a,) € K™ et
(bo,...,by) e K" tels que:

n n
PX)=) axX* =Y bpx*
k=0 k=0

alors:
VkEHO,I’l]], ak:bk

n
Démonstration : On se rameéne a : P(X) = Z aX ke~ Ok [x]- On procede par récurrence sur
k=0
n et, pour '’hérédité, on calcule P(2x) — 2P (x), pour tout x € K.

CQFD [

Corollaire 3 Unicité de 'écriture d’'un polynéme non nul

n
Tout P € K[X], tel que P # Ok x], s'écrit de maniere unique P(X) = Z aka avec n € N,

k=0
(ao,...,a,) e K" et .

Définition 4 Degré d’'un polynéme

Soit P € K[X] tel que P # Ok (x]. On dit que P est de degré n lorsqu'il existe (ay, ..., a,) € K1
n

telque P(X) =ap+ ay X + a2X2 +ota, X" = Z aka et.

k=0
n est alors unique, on le note deg(P) ou d°P.

On adopte parfois la convention deg(0kx;) = —oo. Cela permet de simplifier certains résul-
tats sur le degré.

Par exemple : P est un polynéme constant <= P = Ok [x] ou ( P # 0k x) etdeg(P) =0 )
devient : P est un polynéme constant <= deg(P) <0

Notations :
» L'ensemble des polyndmes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est noté
KnlX]:

K,[X]={PeK[X]/ deg(P) < n}

e Il est clair que K,[X] € K[X], que K,[X] € K,+1[X] et plus généralement que, si n < m,
KnlX] € KplX].
* De plus on peut remarquer que [Ko[X] désigne 'ensemble des polyndmes constants.

Vocabulaire : Soit P € K[X] tel que P # Ok x].

e Terme dominant de P : c’est le mondme de plus haut degré, de la forme a, X" avec n =
deg(P) et a, # Ok.

o Coefficient dominant de P : c’est le coefficient du terme dominant, de la forme a,, avec
n =deg(P) et a, # O.
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1 Généralités

» Terme constant de P : c’est le coefficient de degré 0, noté a,. Remarquer que c’est la valeur
de Pen0: P(0) = ayp.

Définition 5 Polynéme unitaire
Soit P € K[X] tel que P # Okx). On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant
est égalal.

Exemple: P(X) = X > _2X + 3 est unitaire, de degré 5, de terme dominant X 5 de coefficient
dominant 1 et de terme constant 3.

Définition 6 FEgalité de deux polynémes
Soit (PQ) € K[X]?. Alors :

PX)=QX) = Vxelk, Px)=0Q(x)

Théoréme 7 Egalité de deux polynomes
Soit (PQ) € K[X]?. Alors :

P(X) = Q(X) < P et Q ont méme degré et méme coefficients

1.2 Opérations sur les polynémes

Si P et Q sont deux polyndomes de K[X] et A € K, on définit les fonctions suivantes P+Q, A.P,
PxQetQoPpar:

Viek, (P+Q)(x) = Px)+Q(x)
A.P)(x) = AxP(x)
(QoP)(x) = Q(PW)
(PxQ)(x) = P(x)xQ(x)

On a donc au total quatre opérations : addition, multiplication par un scalaire, composition
et produit. Nous admettrons qu’elles donnent toutes un élément de K[ X] et que les regles de
calculs sont les mémes que pour les fonction numériques.

En particulier, on a la propriété d’intégrité :
V(PQ) eKIX]?, (PxQ)(X) =0k < P(X)=0xkx ouQ(X) = Okx]

et la formule du bin6me :

V(BQ eK[X]*,¥neN, (PX)+QX)"=Y) Z x P(X0)* x Qx)"*
k=0

Un premier théoréme donne une formule de calcul des coefficients d'un produit.
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CHAPITRE 9 : Polynémes

Théoreme 8 Coefficients d'un produit de polynémes

n 14
SiPX) =Y arXFeK(XletQ(X) =) brX*eK[X]alors:

k=0 k=0
n+p
PQX)= Y cxX* avec cr= Y ab;
k=0 0<i<n
O<j=p
i+j=k

Un second théoreme donne les regles de calcul du degré.

Théoréme 9 Regles de calcul du degré
Soient (P,Q) € K[ X]? tels que P(X) # Ok x) et Q(X) # Ok (x].

1. SiAeK*:deg(A.P) =deg(P).

2. Engénéral : deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
et si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q)).

3. deg(P x Q) =deg(P)+deg(Q).
4. si P #0kx) et Q # Ok x) : deg(Qo P) = deg(Q) x deg(P).

Si deg(P) = deg(Q), on peut avoir deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) lorsque les termes do-
minants s’annulent.

1.3 Parité

Définition 10 Polyndme pair/impair
Soit P € K[X].

1. On dit que P est pair lorsque P(—X) = P(X), ie Vx €K, P(—x) = P(x).
2. Ondit que P estimpairlorsque P(—X) = —-P(X),ie Vx e K, P(-x) = —P(x).

Théoréeme 11 Caractérisation de polyndmes pairs/impairs
Soit P € K[X].

1. P est pair si, et seulement si, tous ses coefficients d'indice impair sont nuls.

2. P estimpair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice pair sont nuls.

Exemple : X° + X est impair et X® + 4X* +3X? est pair. Par contre, X® + X? n’est ni pair, ni
impair.
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2 Racines d'un polynéme
2 Racines d’'un polynéme

2.1 Arithmétique dans K[X]

Définition 12 Divisibilité dans K[X]

Soient (A, B) € K[X]? tels que B(X) # 0k [x). On dit que B divise Alorsqu’il existe Q € K[X] tel
que A(X) = B(X) x Q(X). Dans ce cas on le note B | A; on dit que B est un diviseur de A, que
A est divisible par B ou encore que A est un multiple de B.

Proposition 13 Propriétés de la relation de divisibilité
Soient (A, B, C) € K[X]?3 tels que B(X) # Ok x] et C(X) # Ok x-

1. Transitivité. Si C | Bet B| A alors C| A.

2. Réflexivité. Ona B | B.

3. Antisymétrie. Si B|C et C | B alors il existe 1 € K* tel que B = 1.C.
4. Si B| C, alors deg(B) < deg(C)

Théoréeme 14 Division euclidienne des polynomes

Soient (A, B) € [K.[X]2 tels que B(X) # Ok [x;-

Alors il existe un unique couple (Q, R) € K[ X]? tel que A(X) = B(X) x Q(X) +R(X) et deg(R) <
deg(B).

Q est appelé quotient et R est appelé reste de la division euclidienne de A par B.

Exemple : Effectuer la division euclidienne de 2X3 + X? - 2X — 1 par X?>+ X — 1.

Proposition 15 Division par X — a
Si PelK[X] et aclK alors le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a).

Définition 16 Polynomes irréductibles
Un polyndme P € K[X] est dit irréductible lorsqu’il est non constant et lorsque ses seuls
diviseurs sont les AP avec A € K*, ainsi que les polyndmes constants non nuls.

Proposition 17 Caractérisation des polyndmes irréductibles de K[ X]
Un polyndéme P € K[X] est irréductible lorsqu’il est non constant et ses diviseurs sont de
degré O ou de dégré égal a deg(P).
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CHAPITRE 9 : Polynémes

2.2 Racines d’'un polynéme

Définition 18 Racine d’un polynéme
Soient P € K[X] et a € K. On dit que «a est racine de P lorsque P(a) = 0.

Le théoréme suivant est primordial dans la suite.

Théoréme 19 Racine et divisibilité
Soient P e K[X] et a € K. Alors :

a estracinede P<— X—-a| P

Autrement dit : P(a) = 0 < 3Q e K[X] tel que P(X) = (X — a) x Q(X).

On peut noter que deg(Q) = deg(P) — 1.

Corollaire 20 Cas de racines deux a deux distinctes
Soient P € K[X] et (aq,...,a,) € K" deux a deux distincts. Alors :

n
ay,...,0; sont racines de P <— H(X—ak) | P
k=1

Corollaire 21 Relation entre degré et nombre de racines

Tout polynéme P de K[X] non nul a un nombre de racines au plus égal a son degré.

Par contraposée, s'il existe n € N tel que deg(P) < n et P a au moins n + 1 racines, alors P est
le polynéme nul.

Exemple: La fonction x € R — e’* n’est pas polynomiale.

Définition 22 Racines multiples

Soient Pe K[X] et a € K.

Lordre de multiplicité de a pour Pest le plus grand entier r € Ntel que (X—a)" | P, ie'unique
entier r e Ntelque (X—a)" | Pet (X —a)" ™! JP.

On dit alors que « est racine d’ordre r de P.

Remarquez que a racine d’ordre 0 signifie en fait que a n’est pas racine de P.

Vocabulaire :

e Sir =1, ondit que « est racine simple de P.

« Si r =2, on dit que « est racine douple de P.

« Sir =3, on dit que « est racine multiple de P.
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2 Racines d'un polynéme

Proposition 23 Autre définition de I'ordre de multiplicité
Pour a e K, r e N et P € K[X] : a est racine d’ordre r € N de P si et seulement si il existe
QeK[X]telque P(X) = (X —a)" x Q(X) et Q(a) #0.

2.3 Théoreme de d’Alembert-Gauss

Nous admettrons le théoréme suivant.

Théoreme 24 Théoréeme de d’Alembert-Gauss
Tout polyndme de C[X] non constant a au moins une racine complexe.
Par conséquent : tout polynome de R[X] non constant a au moins une racine complexe.

Corollaire 25 Polynomes irréductibles de C[X]
Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de la forme A(X —a) avec L€ C* et
acC.

Corollaire 26 Décomposition d’'un polynéme de C[X] en facteurs irréductibles
Tout P € C[X] s’écrit :

0
PX)=Ax[](X-a))"
i=1

ouAeC, ¢eN* (ay,...,ar) € C! sont deux a deux distincts, et (r1,...,7¢) € (N*)g sont tels
¢

que Y r; = deg(P).
i=1

De plus, cette écriture est unique a I’ordre des facteurs pres dans le produit.

Exemple: X* —1=(X-1)(X+1)(X —i)(X + i) dans C[X].

On va maintenant étudier le cas d'un polyndéme a coefficients réels.

Proposition 27 Condition suffisante d’existence d’une racine réelle
Soit P € R[X] de degré impair. Alors P a au moins une racine réelle.

Proposition 28 Racines complexes et polynomes de R[X]
Soient P e R[X] et @ € C. Alors :

a estracine de P < «a estracine de P
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CHAPITRE 9 : Polynémes

Le calcul suivant sera fondamental dans la suite. Sia € C :

(X—a)x (X-&) = X?-2Re(a) X +|a|? € R[X]

Corollaire 29 Polynomes irréductibles de R[X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont :

e les polynomes de la forme A(X — a) avec L e R* et a € R;

¢ les polynomes de la forme A(X? + X +7) avec (A, B,7) R, A #Z0 et A = 2 —4y <.

Corollaire 30 Décomposition d’'un polynéme de R[X] en facteurs irréductibles
Tout P € R[X] s’écrit :

4 h
PX)=Ax[[(X—ap) < [J(X*+B; X +y))"I
i=1 j=1
o AeC, (L,h)EN, (A1,...,a0 B, B Y- YR) ERI2 et (1,...,10,v1,...,vp) € (I\I*)”h,
avec Vje[1,h], Aj = ﬁ§—4yj <0.
De plus, cette écriture est unique a I'ordre des facteurs pres dans le produit.

Exemple: X3 —1= (X -1)(X%+ X +1) dans R[X].

3 Formule de Taylor

3.1 Dérivée d’'un polyné6me

Définition 31 Dérivée d’'un polyndme
Soit P € K[X]. On définit le polynéme dérivé de P, noté P’ par :
« Si P est constant alors on pose P’ = 0.

n
e Sideg(P) =1 alorsona P(X) = Z aka avec n =deg(P) et a, # 0.
k=0

n n-1
On pose alors P'(X) = Y kap X* ™' = Y (k+ a1 X*.
k=1 k=0

5 3 / 4
Exemple: P(X) =4X°+9X + > donne P'(X) =20X"+9.

Proposition 32 Degré du polyndéme dérivé
Si P € K[X] est un polyndme non constant, ie si deg(P) = 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
Si P € K[X] est un polynéme constant, ie si deg(P) <0, alors P’ = 0k x]-
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3 Formule de Taylor

Théoréeme 33 Propriétés de la dérivation
Si(RQ)eK[X]? ona:

(PxQ)(X)=P'(X)x QX)+ P(X) x Q"(X)

et:
(QoP)(X)=P'(X)x Q' o P(X)

Exemple: (X* x P(X)) =2X x P(X) + X? x P'(X) et (P(2X))' =2 x P'(2X).

Définition 34 Dérivée d’ordres supérieurs
Soit P € IK[X]. On définit par récurrence le polynome dérivé d’ordre k de P, note P*®, par :

pO=p
{ VkeN, pk+D = (p®)’

Pour k € N, le polynome PX) désigne le polyndome P dérivé k fois.

3
Exemple: P(X) =4X° +9X + > P'(X)=20X*+9, P"(X) =80X3, P®(X) = 240X2, PW(X) =
480X, P® (X) = 480 et pour k = 6, PP (X) = 0k x].

Proposition 35 Propriétés de polynome P
Soient P e K[X] et k € N.

1. Si k> deg(P), alors PF = 0.

deg(P) )
2. Sik<deg(P)etsi P(X) = a; X/, alors:
j=0
. deg(P) - deg(P) j! K
PR (x) = >, JG=Dxex (kD xXITF= Y (__k)!ajxf
j=k j=k J
deg(P)—k P+ ) .
j=0 T
P(k)(o)

On a donc deg (P™M) = deg(P) - k et on remarque que ay = 0
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3.2 Formule de Leibnitz

Théoréme 36 Formule de Leibnitz
Si(PQ)eK[X]?etneN,alors:

n

PxQMX)=Y L

k=0

x PR x QP (x) =Y (Z) x QR (x) x PR (X)
k=0

Exemple: (PxQ)® (X) = P(X)x Q¥ (X)+3xP'(X)xQ"(X)+3xP"(X)x Q"(X)+P® (X)x Q(X).
Exemple: Calculer la dérivée n-ieme de X?Q(X).
Exemple : Pour n € N, on pose P, = (X+1)"(X-1)"et L, = p (Polynomes de Legendre).

2
n
Vérifier que Pp(X) =n! }_ (Z) X+ DFx -1k
k=0

3.3 Formule de Taylor et application

Théoréme 37 Formule de Taylor pour les polynémes
SineN,Pelk,[X] etaclk, alors:

n p(k)
P(X) = Z k‘(a)
k=0 :

X-a)f

On arrive au résultat principal de ce paragraphe, qui permet de déterminer simplement
I'ordre de multiplicité d'une racine.

Lemme 38 Dérivé et ordre de multiplicité
Soient a € K, P1IK[X] et r € N*. Alors :

a est racine d’ordre r de P = a est racine d’ordre 7 — 1 de P’

Théoreme 39 Calcul de 'ordre de multiplicité

Soient a € K, P1IK[X] et r € N*. Alors on a équivalence de :
(i) a estracine d’ordre r de P;

(ii) P(a) = P'(a) = P"(@) = --- = P* V(@) =0 et PP (a) #0.

Exemple: Factoriser le polynome P(X) = X° -3X*+2X3 +2X% -3X +1 dans C[X], puis dans
R[X] (réponse : P(X) = (X +1)(X — 1%).

Exemple: Pour n € N*, on pose P, = (X+1)"(X—-1)". Alors Vk € [0, n—1], PP (1) = PP (-1) =
0 et de plus PY” (1) #0 et P (1) #0.
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4 Exercices

4 Exercices

Exercice 1 Déterminer les degrés et coefficients dominants des polyndmes suivants :

n
1 X3-X(X-2+i) 2. (X-2"-(X+5"avecneN* 3. [[@X-k)
n n 5 k=0
4. [Jx-6)* 5. []kx-2)*
k=0 k=0

Exercice 2 Montrer qu'un polyndme de R[X] bornée sur R est nécessairement le polynéme
constant.

Exercice 3 Factoriser les polynémes suivants :

L X*=X%+1, X8+ X*+1 et X* +1 dans R[X] et dans C[X]
2. X*+3X3-14X?+22X - 12 dans R[X] sachant que i + 1 est racine dans C

Exercice 4 On désire prouver le résultat suivant :

« Si a, b et ¢ sont trois complexes de module 1 vérifiant a + b + ¢ = 1, alors un des ces trois
complexes vaut 1 ».

Supposons que a, b et ¢ soient trois nombres complexes de module 1 tels que a+b+c = 1.

. ) 2 A | 1
1. Justifier I'égalité: - +

2. On considere le polynéme P définipar: P = (X — a)(X - b)(X —¢).

Justifier I'existence d’une constante complexe @ non nulle telle que : P = X3 — X? +
aX-—a.

1 _
+Z_1'

3. Conclure.

Exercice 5
1. Déterminer '’ensemble des polynémes P de K[X] tels que : P(X + 1) = P(X).
2. Déterminer 'ensemble des polyndmes P de K[X] tels que : P(X 2y = (X? +1)P(X).

3. Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique polynéme P, € K[X] tel que : P, — P;, = X"
Exercice 6 Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B lorsque :

1. A=X?"4+2X"+1etB=X%+1 2. A=X?"42X"+1etB=(X—-1i)?
3. A=X"+2X-2etB=(X-2)*? 4, A=X"+2X-2etB=(X-3)?

Exercice 7 (Calcul de puissances d’'une matrice avec un polynéme annulateur)
1 00

Onpose A=|1 0 0].
1 11

1. Donner une relation entre A3, A% et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu’il existe deux suites (ay) nen €t (D) nen @ valeurs réelles telles
que:VneN, A" = a, A+ b, A%. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X® —2X? + X. En
déduire I'expression de A”, pour tout n € N.
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Exercice 8 (Formule de Vandermonde)
Soient V; et N, deux éléments de N* et n € [0, N7 + N>].

[N N-
En considérant le coefficient de X" dans le polynéme (1+X) Ny (14 X)N2, calculer Z ( 1) ( 2

k
k=0
Proposer une autre démonstration de cette formule en dénombrant des tirages simultanés
dans une urne.

Exercice 9 (Polyndmes d'interpolation de Lagrange)

Soit n € N. On se donne n + 1 réels xy, xi, ..., X, deux a deux distincts, et n+ 1 réels yy, y1, ...,
Yn-
1. Soit k € [0, n]. Déterminer I'unique polynéme Lj € R,[X] tel que :
. Li(xj))=0 sij#k
Yjelo,nl, J
J€10.ml { Li(xi) =1

n
2. En déduire que P = )_ yxLy est I'unique polynome P € R,[X] tel que : Vj € [0, 7],
k=0
P(x]-) = yj'
Exercice 10 Soitn=2.0npose P =(X+1)"—1.
1. Déterminer toutes les racines de P dans C et en déduire la factorisation de P dans C[X].

2. On note Q le polynome de C[X] tel que P = XQ. En calculant Q(0) de deux maniéres
différentes, déterminer la valeur de :

n—1
A= H sin (E) .
k=1 n

Exercice 11 (Polynédmes de Tchebychev)

P() =1let pl =X

VneN, Pyyo =2XPui — Py

1. Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de
p,.

Déterminer le terme constant de P, et étudier la parité de P,,.

On considere la suite de polynomes (P),) ,eny définie par : {

Etablir que, pour tout n € N et pour tout x € R : P,,(cos x) = cos(nx).
En déduire les racines de P;,.

Donner alors une expression factorisée de P, (X).

S T

Alaide des formule d’Euler et de De Moivre donner une autre expression de P, (X).

- 2k

)6MES de I'unité : z; = e’ n+l.

Exercice 12 Soit n € N. On note zg, z1, ..., 2, lesracines (n + 1

n
On définit P = Z aka € C[X], avec a,, #0, et on pose M = max |P(zk)|.
k=0 kel0,n]

1. Vérifier que : M > 0.

n
2. Soit p € N fixé. Calculer )_ (zx)” en fonction de p.
k=0

Y P(zk)
k=0

3. (a) Montrer que, pour toutneN*,ona: <(n+1)M.

(b) En déduire que : |ay| < M.
4. Montrer que : Vk € [0, n], |ax| < M.
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