1
ANALYSE

Exercice 1.01.
(3
Int d
—55 dt.
1+ 222
1. Montrer que ¢ est ainsi bien définie sur R, a valeurs strictement positives
et paire.

Pour tout réel x, on pose ¢(z) = /
1

2. a) Prouver que pour tout (zg,x) € R?,
|g0(ac) — gp(xo)‘ < a:0|/ t2Intdt
b) En déduire la continuité de ¢ sur R

3. a) Prouver que ¢ est dérivable en 0 et calculer ¢’(0).

b) Démontrer que ¢ est dérivable sur R*.

4. Etudier la monotonie de ¢ sur RT.

5. a) Calculer / lntdt

b) Déterminer lim x2¢p(x).

Tr—+00
Solution
1. La fonction t 1fl—t2tz est continue et positive sur [1,e] pour tout z
T

réel. Ainsi ¢ est-elle définie sur R et positive sur R puisque 1 < e. Elle est de
maniere évidente paire.

2. a) Pour tout z( et tout =, on a :
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(@)~ plao) = [ 000 (oo — o e

| x0t2 +1
¢ In(t)(xf — 2?)t?
- — dt
(p(x) QO(LC()) /1 (l'2t2 + 1)(1‘3152 + 1)
Comme t € [1,e] et (z?t? + 1)(z3t* + 1) > 1, on déduit :

5’30 — 22 In(t)e? . e ‘a:g —:z:z‘ln(t)t2
|o(z) — p(z0)| = ’ Ty dt‘ S 2,2 2.2 dt
ZIJOt 1) 1 (x7tt + 1) (xft” 4+ 1)
< x2 —a;g)/ In(t)t? dt
1
Dol : V (20, %) € R? : |p(x) — p(m0)| < |2? —x%‘/ 2. Intdt (1)
1

b) Par encadrement on déduit que pour tout z¢ : lim ¢(z) — ¢(xg) = 0,
Tr—Xo

ce qui prouve que ¢ est continue en tout zg de R donc sur R.

3. a) D’apres I'inégalité (1), avec o = 0, on a pour tout = € R* :
() — ¢(0)] < |x2‘/ 2. Intdt = ‘M‘ < \$|/ t2 Intdt
1 1
p(x) — ¢(0)
x

On en déduit par encadrement que lim
T—X0

¢ est dérivable en 0, et que ¢’(0) = 0.

= 0, ce qui prouve que

b) Pour tout réel x strictement positif, effectuons le changement de variable
affine uw = tx dans l'intégrale définissant (), on a alors :

° Int “ In(u/z)
[ It g [ o g
#(x) /1 22 + 1 /m (u? + 1)z “
1 exr 1 1 exr 1
e =1 [ gl [l g )

u®+1 u” 41
Sous cette forme ¢ est clairement dérivable sur R% et étant dérivable en 0 et
paire elle est dérivable sur R.

4. VreRy,Vye R, Vte(l,e:
r<y = 22+ 1<y+1 = —nt it
Y Y y2t2+1 2% + 1

¢ Int ¢ Int
— | Mt g [ At g
/1 y2t2+1 /1 22t +1

Dot ¢(y) < ¢(z). Ce qui montre que ¢ est une fonction décroissante sur
R,.

5. Pour tout z > 0, on a :

Int Int Int
/ 2 dt‘_‘/ 2 tg+1_a:gt2)dt‘
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© Int 1 [“Int
- dt’ <L [ ot g
‘/1 22222 1+ 1) :c4/1 Iz
D’ou : ‘562(,0(1’)—/1 I?—Qtdt‘ /lntdt

On déduit par encadrement et limite que : lim x2p(x)— / Int 3 — 0 (3)
1

r—400 t2

) - 1 lnt
La relation (3) entraine o(x) ~ ==<dt.
3 o) o b [

e—2

Une intégration par parties donne : / 1?—215 dt = et on conclut :
1

e—2_ 1
90(33)(+OO) e 1.2

Exercice 1.02.
Soit r un réel positif. On s’intéresse aux suites réelles (uy, )nen vérifiant, pour
tout n € N, la relation de récurrence : uyp19 = Upt1 + 7" Up.

1. Que dire de la suite (uy,)neny quand 7 =07

2. Dans cette question, on suppose r = 1.
a) Expliciter wu,, pour tout n € N.
b) On suppose ug = 0 et u; = 1. Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-
c¢) Existe-t-il des valeurs de ug et uy telles que la suite (uy,)nen converge ?

3. Dans cette question, on suppose r > 1 et ug > 0, u; > 0. Etudier la
convergence de la suite (U, )nen-

4. Dans cette question, on suppose 0 < r < 1 et ug > 0, u; > 0. On considere
la suite (vy,)nen+ définie par : v1 =uy et Vn € N* v, 11 = (1 + r”_l) Up,-

a) Etudier la convergence de la suite (U ) nens-

b) Comparer u, et v, pour n € N* et en déduire la nature de la suite
(Un)nen-

5. Dans cette question, on fait varier r dans lintervalle [0,1] et on note
(un ) y la suite définie par :

uo( ) = 1,1,[/1(7") p— 1, et Vn 6 N, un—f—Z(r) — un—I—l(T) +rn un(/r.)

On note L(r) la limite de la suite (un(r))neN.

a) Montrer que, pour tout n € N, la fonction 7 — wu,,(r) est croissante sur
[0, 1].

b) En déduire que la fonction L est croissante sur [0, 1].
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c) Pour r € [0,1], justifier la convergence de la série de terme général

r*uy(r), et exprimer sa somme en fonction de L(r).

d) Déterminer la limite de L(r) quand r tend vers 1.

Solution

1. Sir =0 alors (upn)n>1 est constante.

2. a) L’équation caractéristique de cette relation de récurrence est 2 —x—1 =
1+5
5

0 dont les racines sont x =
Donc u,, est de la forme :

w :A<1 +2\/S)”+M(1 —\/5)”

ug = A+ p

o

u

—_

Les conditions initiales donnent : {

\ — (\/5—1)u0+2u1
2v/5
(\/g—l— 1) ug — 2uUq
2v/5
b) Pour ug =0 et u; = 1, il vient :
m= e (Hp)" - L (105)" e

Car 1_|'\/5>1et|%g|<1.

c¢) La suite (u,) converge si et seulement si A = 0, donc si et seulement si
(V5 —1)ug + 2u; = 0; et alors (u,) converge vers 0.

3. Par récurrence u,, > 0 et u,, > (n — 1)ug pour n > 1, donc u,, tend vers
—+00.

n
4. a) Par récurrence, v,42 = v1 ] (1 + rk) pour n > 2.
k=0
Comme 0 < r < 1, on a 7* — 0, donc In(1 + r¥) ~ r¥ > 0, et la série
3" In(1 + r*) converge de somme notée L. Alors :
k>0

v, — vel =V
n—oo

b) u, > 0 est clair, donc (u,)nen est croissante. Puis :
n
Unyo = Ung1 +7"Un < (L+ 7" uppr <up [[(1+77) =040 <V
k=0

car (vn)nen est croissante. La suite (uy)nen est bornée croissante, donc
convergente.
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5. a) Par récurrence on montre que la fonction w,, est positive croissante :
c’est clair pour uy et u; et si on suppose le résultat acquis aux rangs n et
n+1, on en déduit que u, o est positive croissante comme somme et produit
de fonctions positives croissantes.

b) Ainsi la fonction L est croissante par passage a la limite.

¢) On utilise une somme «télescopique» :

Ungo(r) —ur(r) = 3 (o (r) — us1 (1)) = ; rEug(r), d'o -

- o
L(r)—1= Y r*ug(r)
k=0
(la série écrite est bien convergente puisque (u,(r))nen converge donc est
bornée.)

d) On a Vn,u,(r) > 1 par croissance de (un(r))neN ; donc

L(T):l‘f’Z’I“kuk(T‘)El—erk:l{_L — s 400
k=0 k=0 L—r -

Exercice 1.03.

On note E l’ensemble des suites réelles (uy),>1 telles que la série de terme

général n?u? converge et on note F' le sous-ensemble de E formé des suites

oo
(tn)n>1 pour lesquelles on a Y n?u? < 1.

n=1
1. Montrer que la suite (uy),>1 définie par u, = % appartient a FE.
= n
Appartient-elle a F'?
1

2. Montrer que la suite (uy,)n>1 définie par w,, = n\/ﬁ appartient a

FEetalF.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre 1/2.
a) Rappeler les valeurs de E(X) et V(X).
b) Soit v = (v,,)n>1 la suite définie par v,, =

devaFEetalF.

c¢) Construire, a partir de la suite v précédente, une suite w appartenant a
F.

1
2n/2 :

Etudier I’appartenance

4. a) Montrer que, si u et v sont deux suites de F, alors la série de terme
général nu,v, est absolument convergente.

b) En déduire que E est un R-espace vectoriel.

5. F' est-il un sous-espace vectoriel de E'?
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6. Montrer que F' est convexe, c’est-a-dire que si u,v € F et A € [0, 1], alors
A+ (1 —ANveF.

Solution

1. On a n?u?2 = %, ce qui prouve que (u,) appartient & E. En revanche, on
n

N R R
n=1M

2. On a n?u2 = m et, pour tout entier naturel N supérieur ou égal a
1, on a aussi :

Yoo ul 1 1

géaﬂ,uniz E: Erﬁf;jjizjl—'ﬁqui — 1

n=1 N—o0

Ceci prouve que la suite (u,) appartient & F et a F.
3. a) D’apres le cours, on a F(X) = V(X) = 2.

2
b) On a n?v2 = ;—n, ce qui permet de constater que la série de terme
général n?v2 converge (c’est le moment d’ordre 2 de la variable X) et sa

somme vaut F(X?) = 6. La suite v appartient & E et pas a F.
c¢) En posant w = Y=, la suite w appartient & F.
V6
ufl + 1)721

2
aisément que la série de terme général n?|u,v,| est convergente.

4. a) Par identité remarquable, on a : |uyv,| < et on en déduit

b) * E est une partie non vide de I'espace des suites réelles.
* Soit u et v deux suites de E et A réel. On a :
n?(un + Mvp)? = n2u2 + X2n202 + 2\n2u,v,
On termine avec la question précédente.
Conclusion : E est un R-espace vectoriel.

5. En reprenant la suite w de la question 3. ¢) qui est dans F, la suite 2w
n’appartient pas a F', donc F' n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

6. Soit A € [0, 1] et u et v deux suites de F. Il faut montrer que Au+(1—\)v €
F.

Apres avoir remarqué la convergence des séries en jeu, il vient :

ST n2Aut+(1-XN)v)?2 = A2 3 n2u2+(1-X1)2 3 n202+2X(1-2) > nu,v,
n=1 n=1 n=1 n=1

et :

n2Au+ (1=Nv)2 < A2+ (1 =22 +201-)) =1

n=1
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D’ou la conclusion.

Exercice 1.04.

Soit (up)n>0 une suite réelle. On définit la suite (s, )n>0 en posant :

n+1 '
1. On suppose dans cette question que la suite (uy),>0 est décroissante et
tend vers £ € R.

VneN,s, =

a) Si z € R, on note |x| la partie entiere de z. Vérifier que la suite

(n — [Vn] )
n+1 /n>0
b) Montrer que

converge vers 1 lorsque n tend vers I'infini.

ln]+1  n—|Vn
{ <s, < e uo + | (UNE

c) Montrer que la suite (sy,),>0 converge vers /.

d) Réciproquement, on suppose que la suite (s,),>0 converge vers ¢ € R.
Montrer alors que la suite (uy,),>0 converge aussi vers ¢ (on pourra raisonner
par l'absurde).

2. Dans cette question, on suppose que la suite (uy,),>0 converge vers 0.

a) Vérifier que v,, = sup {|ug|; k = n} est bien défini.

b) Montrer que la suite (v,)n>0 est décroissante de limite nulle.

c) En déduire que la suite (s,,),>0 converge vers 0.

3. On suppose maintenant que la suite (u,,)n>0 converge vers ¢ € R. Montrer
que la suite des moyennes (s, )n>0 converge aussi vers ¢. Donner un exemple
simple prouvant que la réciproque est fausse.
4. On considere la suite (wy,),>0 définie par récurrence en posant :
wo =1 et wyy1 =w, +e Y.
a) Etudier la suite (wy)n>0.

b) Prouver que : lim (e¥n+! —e%n) = 1.
n— oo

¢) En déduire un équivalent de w,, lorsque n tend vers l'infini.

Solution
1. a) Comme /n < |v/n] < +/n+ 1,1l vient
n—vn—1_n—|vn] _n—+yn
< <
n+1 n+1 n—+1
Les membres de gauche et de droite de cette inégalité tendant vers 1, on
aboutit donc bien au résultat demandé.
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b) En utilisant la décroissance vers £ de la suite (uy)n>0, on obtient :

n+1 n+1
n|+1 n—|vn
S L{ﬁ oty L{J vl
¢) En revenant a la définition, on vérifie facilement que la suite (u| /) )n>0
converge aussi vers /.
Il suffit alors de passer a la limite dans I'inégalité précédente en utilisant la
question 1. a) pour voir que la suite (sy,),>0 converge vers /.

(< s, =

d) Réciproquement supposons que la suite (s, )n>0 converge vers ¢ € R.
Si la suite (uy)n>0 ne converge pas vers une limite finie, alors elle tend vers
—o0 (puisqu’elle est décroissante). Il en est de méme de la suite (u| /z|)n>o0-
L’inégalité de droite qui a été établie en 1. b) reste valable et le membre
de droite tend vers —oo. On en déduit alors que la suite (sp)n,>0 tend
nécessairement vers —oo et on aboutit a une contradiction.

La suite (up)n>0 converge donc vers une limite finie ¢’ et en appliquant 1. c)
on trouve que ¢ = /.

2. a) Comme la suite (u,)n>0 converge, elle est bornée et par suite I'ensemble
{|uk|; & = n} est non vide et majoré. D’apres le cours, il admet donc une borne
supérieure et v,, est bien défini.

b) Comme {|ug|;k = n+ 1} C {|Jug|; & > n}, on a bien v, 11 < v,.
Si I = ]—a,a| est un intervalle ouvert contenant 0, il n’y a qu’'un nombre
fini de w,, qui ne sont pas contenus dans Uintervalle |—a/2,a/2[, car la suite
(un)n>0 converge vers 0, et par suite il n’y a qu'un nombre fini de termes
de la suite (vp,)n>0 en dehors de I. Avec la définition donnée en cours, on
constate donc que v,, converge vers 0.

c) Par construction, on a de maniere évidente |u,| < v,. Il suffit alors
d’utiliser les inégalités :

‘u0|++’un‘ <v0+...+vn
n+1 = n—+1

|sn| <

et les questions 2. b) et 1. ¢).
3. 11 suffit d’appliquer 2. ¢) a la suite (u, — £),>0.

4. a) Comme w41 —w, = e ¥ > 0, on voit que la suite (wy),>0 est
croissante.

Si elle convergeait vers une limite finie ¢, on aurait £ = ¢ + e, ce qui est
absurde, elle tend donc vers +oc.

b) On a e¥n+1 —eWn = eWne® " —Wn = €
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D’ou : lim (e“"*! —e“") = lim
n—oo x—0 x

c¢) On utilise la question 3. en posant u, = e*“»+! — e®" et on obtient :
Wn,
lim &— =1
n—oo

Par suite, lim (w, —Inn) =0 et par conséquent w,, ~ Inn.
n—00 (o0)

Exercice 1.05.

On considere une fonction f continue, décroissante et strictement positive
sur lintervalle [1, 4o00[. On pose pour tout entier n > 1 :

Uy = /1nf(t) dt et v, = kzijlf(k).

1. Montrer que la suite (wy,)n>1, définie par w, = v,, — u,, est décroissante
et a termes positifs.

—+o0

2. On suppose que l'intégrale f(t) dt est divergente. Justifier I'inégalité
1
u, > 0 pour tout entier n > 2.

Déterminer la limite de la suite (v—”) oo
Uy, / N22
+oo
3. Dans cette question, on suppose que l'intégrale f(t) dt converge.
1

a) Que peut-on dire de la série de terme général f(k)?

+oo
b) Donner, a ’aide d’une intégrale, un équivalent du reste R,, = > f(k)

k=n+1
lorsque
4. Applications :
n
a) Donner un équivalent de ) % lorsque n tend vers 'infini.
k=1
oo
b) Donner un équivalent de 5 lorsque n tend vers I'infini.
k:n+1]>+'k

Solution

1. Comme f est décroissante, on a pour tout k € N*
k+1
fk+1) < f@)dt < f(k).
k
Soit n > 2, en sommant de 1 a n — 1, on obtient :
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On a donc w,, > 0.
On en déduit également que :

n+1
Wpt1 — Wy = Upt1 — Up — (Upa1 — Up) :f(n+1)—/ fdt <0
n
La suite (wy),,>, est donc bien décroissante.

2. Soit n > 2, la continuité et la stricte positivité de f assurent que u,, > 0.

Avec les inégalités trouvées en 1, on voit que
400

1< Z—" <1+ % Comme l'intégrale f(t)dt est divergente, la suite
n n 1
(up) tend vers 400 et par suite :
lim 2 =1
n—oo Un,

3. a) La série de terme général f(k) est de méme nature que l'intégrale
+oo
f(t) dt, elle est donc convergente.
1

o0
b) Le reste R, = ». f(k) est bien défini puisque la série converge.
k=n+1

Comme f est positive et f(k+ 1) < f(t) < f(k) pour = € [k, k + 1], on en

déduit que :
400 0o 400
fydi< > f(k) =Ry < f(t)dt
1 k=n+1 n

n+
n+1
Or / f(t)dt < f(n), il s’ensuit que
" +

o) 0o 400
f@ydt—fn) < S (k) = R, < / £(t) dt

n k=n+1
—+ 00
Il résulte alors de I’hypothese que R,, (N f(t)dt.
x) Jn
400
4. Comme l'intégrale / % est divergente, en utilisant 2. on voit que dans
1

ce cas

unw/ﬂzlnn
(00) Jy ¥

—+ o0
L’intégrale / 1 i 2 dt converge, on sait d’apres 3. b) que le reste R,, est
1

équivalent a

o 1 1
/ t 5 = T _ arctan(n) = arctan = ~ =
n l+t? 2 M (00) M
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Exercice 1.06.

1. Soit > a, une série a termes strictement positifs telle que la suite (%)
n>0 n
converge vers un réel ¢ tel que £ < 1.

Montrer que la série ) a, converge.
n>0

n

On considere la suite (f,,) définie par : fo = 1,f1 = 1 et Vn € N, fri0 =
fh'+'fn+1-
2. Montrer que la suite (f,,) est a valeurs strictement positives.

3. Pour tout n de N*, on pose u,, = %
mn

a) Expliciter une fonction rationnelle ¢ telle que pour tout n de N*, u,, 41 =
p(un).
b) Déterminer le sens de variation de ¢ sur R.

4. a) Montrer que (usgy,) et (u2,41) sont monotones et convergentes. Déterminer
leurs limites respectives.

b) En déduire que (u,,) converge vers ® = 1+2—\/5

5. Pour tout réel x, pour lequel la série de terme général f,x™ converge, on

pose A(x) = > fnz™. On pose R = %
n=0

a) Montrer que pour tout x de |—R, R[, la série définissant A(x) est
absolument convergente.

b) On pose, pour tout x de |—R, R| :
AO('I‘) = Z fn$n+2,A1(I‘) — Z fn_|_1$n+2,A2(£C) - Z fn—|—2xn+2-
n=0 n=0 n=0

Exprimer Ag(z), A1(z) et Az(z) en fonction de A(x) pour tout x de |—R, R|.
c¢) En déduire A(z) en fonction de x pour tout = de |—R, R|.

Solution

1. Soit & > 0 tel que £+ < 1. Comme lim Gntl — ¢, il existe ng tel que

n—oo Ap

pour n > ng, GZH <Il+6=a.

n

Soit n > ng. On écrit :

a a a _
a, = —nxLx---xanno < Can—"o
Ap—-1 Aap—2 Qn
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La série de terme général o est géométrique de raison 0 < a < 1 et donc
convergente. On termine grace au théoreme de comparaison pour les séries a
termes positifs.

2. La suite (f,), est manifestement positive pour n > 1 car croissante par
récurrence.

1
Up
décroissante sur RT* car de dérivée négative.

3.a) On a uppy; = 1+

Sl

La fonction ¢ est définie par ¢(z) = 1 +

b) La fonction ¢ est décroissante et p? = ¢ o ¢ est croissante. Ainsi, par
récurrence immédiate uy > uy4 entraine que la suite (us,) est décroissante et
us < uy entraine que la suite (u2,41) est croissante.

4. a) On montre ensuite par récurrence et par croissance de goz, que pour tout
n:
0 <ugp—1 < Ugnt1 < Ugpt2 < Uzp

b) Ainsi la suite (usg,) est décroissante et minorée par uy, alors que la suite
(u2,11) est croissante et majorée par us. Ces deux suites convergent vers un

point fixe sur R7 de ©?, soit p?(x) =z ouz?+x—1=0quin’a que %

comme racine positive.
Les deux sous-suites (ug, ) et (ua,+1) étant convergentes vers la méme limite,

par exhaustion la suite (u,,) converge également vers cette limite ® = %

: . fn+1xn+1 _ Sty
5. a) Soit  #0 : | — | = |z| = up || — |z
n n—0o0

T f

Par le préliminaire, la série Y f,z
|-R, R].

b) Pour tout = € |—R, R|, les séries définissant Ay, A; et Ay sont ab-
solument convergentes. On a Ag(x) = 2?A(x), Ai(z) = zA(x) — z et
As(z) = A(z) — 1 — .

c¢) Soit || < R. On a :
AQ(x) = Z (fn + fn+1)xn+2 - Z fn$n+2 + Z fn+1l'n+2. Ainsi :
n=0 n=0

n=0

™ converge absolument pour tout x €

Alz) =1 -2 = Ao(z) + Ai(z) et A(z) = —m

Exercice 1.07.

On note F 'ensemble des applications u continues sur R et a valeurs dans R
+ o0

telles que l'intégrale / u*(z)e™ dx converge.

— o0
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1. a) Montrer que pour a et b réels, on a |ab| < %(a2 +b?).

b) Montrer que F est un R-espace vectoriel et que I'application ( , ) définie
sur £ X E par :

(u,v) — #/_Oou(x)v(x)e_mzdx
est un produit scalaire sur F.
On notera ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
On pose, pour tout réel a et tout réel x, @, (z) = e**.
+o00
2. Montrer que ¢, € E et calculer / wi(m)e_“Qdaz.
— o0

(a+b)?
3. Montrer que V (a,b) € R, (g, pp) =€ 4

4. Déterminer, selon les valeurs du parametre réel «, la nature de la série de
terme général v,, = ||90\/—||°‘ pour n > 1.
In(n)'t 7 =

5. Déterminer, selon les valeurs du parametre réel 3, la nature de la série de
terme général wy, = || sz ||”, pour n > 1 et calculer sa somme Sg lorsqu’elle
existe.

6. Dans le cas de la convergence de la série de la question précédente, on
considere une variable aléatoire X3 a valeurs dans N* dont la loi est définie
par :

VneN* P(Xg=n)="2n
Sp

a) Montrer que 1’on définit ainsi une loi de probabilité.
b) Calculer 'espérance Ej3 et la variance V3 de Xg.

c¢) Déterminer les limites respectives de Eg et Vj lorsque 5 tend vers —oo.

Solution

1. L’application ¢, est continue de R dans R comme composée de telles
fonctions, et :

Va eR, (¢a($))2e_x2 — g2aw—a" _ ga’g—(v—a)®
Or:

+o00 +o00 2 +oo 2
_(m_a)Qd _ L/ _%dt: \ 2 1 / —tjdt:
e T e e T
/. Vil . V2 Vo) VT

—+ o0
Donc ¢, est bien un élément de E, et / gog(x)e_x2 dr = ﬁe“Z.
Lo _ (ab) (@) _ (SN2 o
2. On écrit Vo € R, pq(z)pp(z) =€ =(e 2 "), dou:
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(Pa, ) = #/_o;@aﬂ(x)e_ﬁdm = #/_0; (goaTer(sc))Qe_w dr = e

d’apres le résultat de la question précédente.

a a+b o
3. v, = (gox/m’ 90\/@)7 = (6(7)2) 2 pour a =b=+Inn, dou:

agb:m

Soit finalement v,, = n2. La série de terme général v, est une série de

o]

Riemann et converge si et seulement si § < —1 soit a < —2.

B atby2 B
4. De méme, wy, = (¢ /m, 0. m)2 = (e(T) )2,

8
pour a = b = /n, d’out GT—H) = /n. Soit finalement w,, = (e")

=Z\Nn
= (e2)".
(w,) est une suite géométrique de raison e2 positive, donc la série de terme

B
général w,, converge si et seulement si e2 <1, i.e. 8 < O.
8
Sa somme est alors Sp = —22—.

1—e2

5. Dans cette question, on suppose que la série de terme général w,, converge,
donc on suppose 3 < 0.

8
2

a) Pourn>1, P(X =n)=>5(1—e ).
2

B
b) On reconnait une loi géométrique de parametre p = e2 € |0, 1] et donc :

1_ -5 1—p 5o
E = = =8 j’v = = 1—676
5= p=—7 = )

c) L’espérance Ejg et la variance Vj tendent tous les deux vers +o0o lorsque
£ tend vers —oo.

Exercice 1.08.

Dans cet exercice, on s’intéresse aux fonctions f appartenant a ’ensemble A
suivant :

A est I'ensemble des fonctions continues de R dans R qui vérifient les
conditions suivantes :

oV(z,y) R f(z+y)+ flz—y) =2f(2)-fly) (1)
e f n’est pas la fonction nulle.

e f s’annule au moins une fois sur R.

1. a) Montrer que A n’est pas vide et que toute fonction f de A vérifie
f(0) =1 et est paire.
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2. On note B={z > 0, f(x) = 0}.

a) Montrer que B admet une borne inférieure notée a vérifiant f(a) =0 et
a > 0.

b) En déduire que : Vx € [0,al, f(x) > 0.

T
3. Dans cette question, on pose pour r € R, \(r) = / f(u) du.
0

a) Montrer successivement que :
i) il existe un réel r > 0 tel que A(r) > 0

i) Ve eR, f(x)= ﬁ(r){ :Hf(u)dujL/x:f(v)dv}.

b) En déduire que f est de classe C*° sur R.

Prouver 'existence d’une constante réelle ¢ telle que : Va € R, f"(x) =

c)
cf(x).

Solution

1. x L’ensemble A n’est pas vide puisque la fonction cos appartient a A.

* Pour x = y = 0 on obtient f(0) € {0,1}. L’hypothese f(0) = 0 entraine
pour y = 0 dans (1) : Vo € R, 2f(x) = 2f(x).f(0) = 0 soit f identiquement
nulle, ce qui est exclu. Donc nécessairement f(0) = 1.

* Pour z = 0 on obtient : Vy € R, f(y) + f(—y) = 2f(y) donc f est paire.

2. a) La fonction f s’annule sur R* et f est paire donc B est non vide. Ainsi
B est une partie non vide de R minorée par 0, elle admet donc une borne
inférieure a > 0. Comme f(0) =1 on n’a pas a =0 et a > 0.

Par définition de la borne inférieure : Vn > 0,3u, € B,a < u, < a + %

On a lim u, = a et f étant continue : f(a) = lim f(u,) = 0.
n— o0 n— 00

b) Par I'absurde : s’il existe b dans |0;a[ avec f(b) < 0, alors le théoreme
des valeurs intermédiaires (f est continue) nous dit qu’il existe ¢ dans |0, a]
avec f(c) = 0. Alors ¢ serait un élément de B tel que ¢ < a, en contradiction
avec la définition de la borne inférieure.

3. a) Comme f est continue, et que f(0) = 1, il existe r > 0 tel que, pour
z € [0,r], f(z) > % Alors :

/Tf(u)du>%>0 — A(r) >0
0

Les fonctions étant continues sur R, on peut intégrer (1) entre 0 et r, par
rapport a la variable y :
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21 [ = [ farwdy+ [ 1)y

avec les changements de variable : u = x 4+ y et v = & — y, on obtient :

V:L’ER,f(:L’):#m{/gfﬁf(u)du—l—/mirf(v)dv} (2)

x+r x
b) Les fonctions x +— / f(u)du et z +— / f(v)dv étant de classe C?

sur R, il en est de méme pour f.
Si on suppose que f est de classe C™, la formule (2) montre alors que f est
de classe C"*1, donc par récurrence : f est de classe O sur R.

c¢) On dérive (2) : f'(z) = 1 (flx+71)— f(z—r)).

20 (r)
On dérive a nouveau : f"(x) = 2)\1(7’) (f'(x+7)+ f'(x —7)), et on remplace :
fle+7) = gy e+ 20) = (@)
f'le =) = gy @) = fl —20)
Donc :
(@) = st @+ 2r) + flz—2r) = 2f(2)] = 34— [2f (@) f(2r) = 2 ()]

AN (r)
ce qui entraine :

Vo R, f(z) = % f(z) = .f(x)

4X2(r)

Exercice 1.09.
n
1. Montrer que la série > %5 converge pour tout « € [—1, 1]. On note alors :
n>1 T

400 2"
flz) =3 5
n=1"N

u

+oo
2. a) Montrer que pour tout x < 1, 'intégrale / Y __ du est convergente.
0 e — X

+oo
On note alors K(z) = / U du,
0 e —x

o0
b) Montrer que pour |z| < letu>0,o0na: ul = 3 ghe(kt+Du,
e —T k=0

c¢) En déduire que pour tout z € |—1,1[, on a zK(x) = f(x).
3. a) Montrer que la fonction K est continue en 0.
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?
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Solution
x"| 1 . , .
1. Pour |z| < 1, on a = < =5, ce qui donne la convergence de la série
n n
proposée.
2. a) Pour z < 1, ¢ : u — —%— est continue et positive sur |0, +oo].
e —

e pour x < 1, liéngp = 0.
e pour x = 1, 11(1)’11 ¢ = 1. Ainsi ¢ admet un prolongement par continuité en 0.

e au voisinage de +oo, ¢(u) ~ ue™® et lim wu?p(u) = 0, ce qui montre
u——+o00

I’existence de 'intégrale proposée.

b) O 0 1 e = k,—(k+1)u
n écrit, pour u > 0 : = = re” .
) P e—xr 1—xe ™ kz::()
car |re~"| < 1 pour tout u > 0.
¢) En écrivant plutot une somme partielle :
—u N-1 N _ —(N+1l)u
* 1 _ e _ ko—(k+u 4, X €
VN e N* = = xe 4L e
e —x 1—axe™ kgo 1—ze™™
D’ou :
400
K(z) = / - du
0 e — X
+oo N—1 +oo _
_ / ( D Ikue—(lﬂ—l)u)du +/ 2N ye—(N+1Du s
0 k=0 0 1—xe™
N-1 400 400
=5 xk/ ue_(k+1)“du—|—/ Ry (u)du
k=0 0 0
N-1 k t+oo N, o—(N+1u
x x ue
= ——— + Ry (u)du, avec Ry(u) =
kz::o (k+1)° /o w(w) w () 1—ze™
Or: |[Ry(u)| = |z[Ne M| t—]| < emNu| Y|
e —x e —

et comme la fonction ¢ est continue sur R™, de limite nulle en 400 elle est
bornée et il existe C' tel que :

+o0 +o00 +o0
‘/ RN(u>du} < / |Ry(u)]|du < C’/ e Nugy = % —5 0
0 0 0 N — o0

En passant a la limite lorsque N tend vers l'infini, il vient :

o0 l‘k B
K (x) = xkgom = f(z)

3.a)Pourm#0,K(m):M: 3 x”;1:1+§i.
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Si|z| < 1, al oz o —.0.
i|z| aors|n;(n+ )2| |\n§n —

Ce qui montre que lin% K(z) = 1. Comme un calcul banal donne K(0) = 1,
x—>

la fonction K est bien continue en 0.

b) Ainsi : lim w = 1 et f est dérivable en 0 avec f'(0) = 1.

x—0

Exercice 1.10.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

+o0 2
1. Pour tout réel x > 0, établir la convergence de I'intégrale : / t%e” 2 dt.
x

On note f,(x) sa valeur, et on pose p(a) = f,(0) et gq(x) = / toe~ T dt.
0

2. a) Démontrer que p(a+2) = (a + 1)p(a).

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer ¢(a + 2n) en fonction de
¢(a). Calculer ¢(0) et ¢(1). En déduire la valeur de ¢(n) pour tout nombre
entier naturel n.

3. Pour tout nombre entier naturel n et pour tout réel ¢t > 0, on pose :

n 2k+a
Su(t) = > (—1)kL
0 =3 (1"

a) Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction v +— e

—Uu

2
sur 'intervalle [0, %} a l'ordre n € N.
2

En déduire le signe de tre=T Sp(t) selon les valeurs de n.

En déduire que, pour tout réel ¢ > 0 et tout couple (p,q) de nombres

entiers naturels :
2

t
Sopr1(t) <t%e™ 2 < Syy(t).

b) Montrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

2 t2n+a
t%e” 2 —S,(t)| < :
| © ( )| 2"n!
¢) En déduire que, pour tout entier naturel n et tout réel = > 0 :
n 2k+a—|—1 2n+a—|—1
a - -1 & S
[9a () P 2kk'(2k+a+1 < 2nn'(2n+a+1)
too 2k+a+1
Justifier ’écriture : g,(z) = —1)k L .
ustifier I’écriture : g4 () kZ::O( ) Rkt atl)

Solution
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1. La fonction a intégrer est continue sur [0, +o0].

De plus pour tout a > 0, hgrn tat2e™ 2 = 0, ce qui assure la convergence
t——+o0

des intégrales considérées.

2

2 400
a)Onapla+2)=|— ta+1e_t7}0_>+oo + (a+ 1)/ t%¢~ 2 dt. D’ou :
0
pla+2) = (a+1)p(a)

b) On en déduit que ¢(a + 2n) = | f[l(a + 2i — 1)]¢(a).
De plus ¢(0) = L ot (1) = - e_%}

D’ou :

3. a) Pour tout nombre entier n et pour tout réel ¢ > 0, on pose :

n 2k+a
S.(t) = S (—1)kt
On a, par Taylor :
P o B ()
- t 2 n u
¢ _kz_:()(_l)kak' +/0 (DT du

t2
Le signe de t%e~ 2 — S, (t) est positif si n est impair et négatif si n est pair,
d’ott 'on déduit que, pour tout réel ¢ > 0 et tout couple (p,q) de nombres

entiers naturels :
2

t
Sopra(t) < 17T < Sp,(1)
b) On a, pour tout nombre entier naturel non nul n :

2
‘tae 2 _S ta‘/ t /2—U ( )n—|—1 —udu‘

Donc :

2"n!
c¢) En intégrant entre 0 et =, on obtient que pour tout entier naturel n et
tout réel x > 0 :

o(x) — 3 —1)k <
[9a () g’o( ) 2kk:!(2k:+a+1)‘ ~2"nl(2n+a+1)
Le terme de droite a pour limite 0 quand n tend vers I'infini et ce pour toute

valeur de x > 0, on en déduit que :

t 2n+a too 2n+a
‘t“e 2 —S,(t ’ < t / e tdy = ¢
0 .

x2k+a+1 x2n—|—a+1
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S 2k+a+1
) = -1 k X
ga( ) kZ::O( ) 2k/€!(2k‘—|—a—|—1)
Exercice 1.11.
Pour tout réel x, on pose ¢(z) = e —e *
’ p ¥ - e® +e—w'

1. a) Etudier les variations de la fonction .

b) En déduire que ¢ réalise une bijection de R sur un intervalle & préciser.

Pour tout entier naturel n et pour toutt € R, on note u,(t) = @(t+n)—p(n).

n

Pour tout réel t, on note s,(t) = > ug(t).
k=0

2. a) Montrer que u,(t) ~ 2e7t727(e? —e7?), en déduire que la suite
(n—o0)

(sn(t))n converge. On note sa limite s(t).

b) Montrer que la fonction s ainsi définie est croissante.

)
)

3. a) Montrer que la série de terme général (1 — ¢(n)) converge.
b) Montrer que lim s(t) = > (1 — p(n)).
t——+o00 n=0

c) Montrer que pour tout réel ¢, on a s(t + 1) = s(t) + 1 — p(1).

Solution

1. a) La fonction ¢ est bien définie et impaire. De plus, pour tout réel z, la
fonction ¢ est dérivable en = et apres calculs :

(2)=—2 >0
‘;0( ) (ex+e—w)2 =
b) D’apres la question précédente, la fonction ¢ est continue et strictement
croissante sur R. De plus, lim ¢(z) = — lim ¢(—z)=1.
Tr—+00 xTr—>—00

Ainsi, ¢ réalise une bijection de R sur |—1, 1].
2. a) Soit (n,t) € N x R.
t+n __ —t—n n __ -
un(t) = QO(t + TL) _ QO(TL) = 2t~|—n + E—t—n _ :n + g—n
(et+n o e—t—n)(en + e—n) - (et+n + e—t—n)(en o e—n)
(et+n +e—t—n)(en +e—n)
QIT2n oot o=t _omt=2n _t2n oty ot o—t=2n
(et+n +e—t—n)(en +e—n)
2(e’ —e™ ) N 2(e’ —e™)
(e +e ) (" +e") (nooo) el Te™

n

U (t) =
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up(t) ~ 27t (el —e™?)
(n—o00)

Ainsi, la suite (u,(t))nen est de signe constant & partir d’un certain rang et,
d’apres les théoremes de comparaison des séries, la série de terme général
u, (t) converge, donc (s, (t))nen converge.

b) D’apres la question 1, pour tout entier naturel n, la fonction u,, est
croissante. Ainsi, la fonction s,, est croissante et, par passage a la limite dans
les inégalités, la fonction s est croissante.

3.a)PowrneN:1—pn)=1-S—€ - 20" 9520
) e () e"+e " e"4e " ()
Ainsi, Y (1 — p(n)) converge.
b) La fonction s étant croissante, elle admet une limite (finie ou infinie) en
~+00.

D’une part, comme u,, est croissante, pour tout réel ¢,
un(t) <1 —p(n) = s(t) <21 —¢(n)) = lim s(t) <3 (1—p(n))

t—4o00

D’autre part, pour tout N € N et n € [0,n], le réel u,(t) étant positif pour
tout réel positif ¢,

N N N
()2 T u®)> 3 (plt+m) —p(m) = Jim_s(t) > 5 (1~ o(n)
— T s(t) > 3 (1- ()

n=0

Finalement, lim s(t) = i (1 —p(n)).

4. Soit (n,t) € N x R.
salt41) = 3 (ol k1) = o) = 5 e+ k) = 3 (k)

k=0 k=1 k=0
_ kzijo(@(t +k) — (k) + @t +n+1) — o)

Ainsi, en passant a la limite lorsque n tend vers l'infini :
s(t+1)=s(t)+1—p(t)

Exercice 1.12.

Soit k un réel fixé. Soit f : R — R une fonction dérivable sur R vérifiant :
f(0)=1etVzeR,f(z)= f(kz)

1. a) Soit n € N*. Montrer que f est n fois dérivable sur R et qu’il existe

(an,by) € R? tel que pour tout = € R, f(™(x) = k% f(kbrzx).

b) Pour tout n € N*, exprimer a,, et b,, en fonction de n.
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¢) Calculer f(™(0).

2. Soit (uy,) une suite de réels tels que : Vn € Nju, # 0, et lim [Unt1] _

¢ eR.
Montrer que :

a) si £ < 1, la série de terme général u,, converge absolument.
b) si ¢ > 1, la série de terme général u,, diverge.

+o0 n

3. Soit gy, la fonction définie par : gp(x) = > k% x L.

n=0
a) Déterminer le domaine de définition de g;.

b) Déterminer, selon les valeurs de k, le domaine de définition de g.

4. On suppose désormais que |k| < 1. Soit a > 0 un réel fixé.
a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que :
Vo € [~a,a],¥neN,|f"(z)] <M
b) Soit N € N*. Pour tout = € [—a,a], on pose Ry(z) = f(z) —

N—-1
Z k% x ﬁ
n=0 n!

Déterminer lim |Ry(x)].
N—oc0

c) Montrer que g est dérivable sur R et montrer que pour tout z € R :
9, (@) = gr(kx)

Solution

1. a) On démontre la propriété par récurrence sur n. Pour n = 1, on pose
a1 = 0 et by = 1. Reste a établir I'hérédité. On suppose que f est n fois
dérivable sur R et qu’il existe (an,b,) € R? tel que pour tout z € R,
£ (@) = kon f (k).
Par dérivation d’une fonction composée, il s’ensuit que f(™ est dérivable sur
R avec pour tout x € R :

f(n+1)(x) — ]{:a"+b"f(/{:b”+1:c).
On pose donc a,11 = an + by, et by = by, + 1.

b) La suite (b,,) est arithmétique de raison 1 et de premier terme b; = 1.
Il s’ensuit que pour tout n € N, b,, = n.
En étudiant la suite télescopique (u,) définie par w,, = ap4+1 — a, = n, on

trouve que pour tout n € N, a,, = @
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¢) Pour tout n € N*, on a f(™(0) = k% £(0) = k% = k™»=1/2 formule
qui reste valable lorsque n = 0.
2. a) Pour tout n € N, on pose a,, = |u,|. Pour tout ¢ > 0, il existe un rang
no tel que pour tout n > ny, - < L 4+¢, Aol an < (£ + €)an_1.
n—1

On choisit € > 0 tel que K = ({+¢) € ]0,1].
Il s’ensuit que pour tout n > ng, on a 0 < a,, < K" "°a,,. On conclut grace
au théoreme de comparaison des séries a termes positifs.

b) De méme qu’a la question précédente, pour tout € > 0, il existe un rang

a T o
no tel que pour tout n > nyg, Z—H > {—e > 1. La série diverge grossierement

n
puisque son terme général ne tend pas vers 0.

3. a) On reconnait que g; est la fonction exponentielle laquelle est définie sur

R. o
b) Pour tout € R, on pose u, () = R

Siz =0, u,(0) =0sin>1, et u(0) = 0. Ainsi, g, est bien définie en 0

pour toutes les valeurs de k.

Six #0, (u,(z)) est une suite de réels tous non nuls & laquelle on applique

le résultat de la question 2.

: o ()] KM x| .
o Si|k| < 1, nh_)rxgo Tun@| nh_)ngo s il 0. Donc, la série Y u,(z)
converge et g est définie sur R.

: N ()] R ] -
o Si|k| > 1, nli)ngo Tun@)| nli)ngo nET = oo Donc, la série Y u,(z)

diverge et gi est seulement définie en x = 0.

4. a) Par hypothese, f est continue sur [—a, a] donc bornée sur ce segment.
Soit M > 0 un réel tel que pour tout x € [—a,al, |f(z)| < M. Ainsi, pour
tout entier n € N* et tout réel x :

[f (@)] = [k f(kPra)] < [k [M < M

o N-1 f(n)(o) .
b) Pour tout = € [—a,al, on réécrit Ry (x) = f(z) — > B
k=0 -
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction f a I'ordre N — 1
entre les points 0 et x, on trouve
|RN(.I’) < wM < M
N! = NI

On en déduit le résultat demandé par encadrement.

M

¢) On déduit des questions précédentes que si f est solution du probléme,
pour tout a > 0 et pour tout = € [—a,al,

f@) = 3 kL7 = gue).
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Ainsi, f = gx. Par suite, en reprenant les hypotheses faites sur f, on déduit
que gi est dérivable sur R avec, pour tout x € R :

9.(x) = f'(z) = f(kr) = gr(kr)

Exercice 1.13.

Pour tout n € N*, on considere la fonction f, définie sur RT par f,(z) =
1__1 |
n n+x

1. a) Montrer que pour tout réel > 0, la série >  f,(z) est convergente.
n>1
On note alors F'(x) sa somme.

b) Calculer F(0) et F(1).

¢) On note f/, la dérivée de la fonction f,, sur R*. Montrer que pour tout
réel x > 0, la série > f/(x) est convergente. On note alors G(z) sa somme.

n>1
2. Soit ¢ la fonction définie par Vit > 0, ¢(t) = %
a) Soit n € N*. Montrer que :
¥ (a,b) € [n, +oo% [p(b) = p(a) — (b~ a)¢'(a)| < =3

b) Soit € R™ un réel fixé. Soit h € R* tel que x + h € RT.
Pour tout n € N*, on pose u,, = |f,(x + h) — fr(x) — hf] (x)|.
Prouver la convergence de la série »_ u,.

n>1
3. a) Montrer qu'il existe un réel K tel que pour tout x € RT et tout h € R*
vérifiant  +h € Rt on a :
|F(x + h})b —F(z) G()| < K|il
b) En déduire que F' est dérivable sur RT avec F' = G.

a) Soit x € R*. Montrer que :
k41

VREN finl@) < [ (G- pd< i)
b) Soit # € R*. Montrer que :
n—l—l n n
x 1 1
vneN\{()l}/ Hx) Efk()\mﬂJr/l(;—H—x)dt
c¢) En déduire que Vx > 0,In(z + 1) < F(z) < f_l +In(x 4+ 1).

d) Déterminer un équivalent simple de F' au voisinage de +oc.
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Solution
1. a) Pour tout réel z > 0 et tout n € N*, on a : f,(v) = —L—.
n(n + x)

Sixz =0, f,(0) =0 et la série converge
Siz >0, folz) = m o) n_ et la série nz>:l fn(zx) converge.

b) F(0) = 0.

, s |

Par télescopage F'(1) = ngnoo ngl(ﬁ — 1) =1

c¢) Pour tout entier n > 1 et tout x > 0, f)(x) = —1 % et la

(z +n)? (o) n
série > f!(z) est convergente.
n>1

1 2
2 et p”(t) = el

En appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 a la fonction ¢ entre
a et b, on obtient :

o(0) = (@) — (0 - ) (@) < L5202

a) La fonction ¢ est de classe C? sur )0, +oo[ ave ¢/ (t) =

2 tefa
Comme t € [a,b] C [n,+o0[, on a : max | | < %
tela,b] n
On en déduit I'inégalité demandée.
b) On a :
_ ~ 1 1 1 1
Jol@ + 1) = ful2) = n ntaeth ntntaz
=p(n+zx)—@(x+h+n).
D’autre part, f!(z) = m = —¢'(z+n).

On en déduit que :
— [(a-+n) —p(+h-+n)+he! (@+n)] = [p(@+n-+h)—p(a-+n) —he! (z+n)].

On applique alors I'inégalité de la question 2. a) avec a = x+n, b = x+h+n >
n.
On obtient

h2

= |p(x +n+h) —p(z+n) —he'(z+n)| < 3 > u, converge
a) On écrit :
[F(w+h) = F@) = hG@)] = X (falz+h) = fulz) = hfa(@)] < 2 v

n=1

2
Comme u,, < h—g, on en déduit que :
n

Fa+b) = Fa) - hG(a)| € 3 up <12 55
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oo
En divisant par |h| > 0 et en posant K = Lg on obtient I'inégalité
n=1T

demandée.

b) Par comparaison, on trouve que hn% Flz+ hf)z — F(x) _ G(x).
h—

Ainsi, F' est dérivable en = avec F'(z) = G(z).

a) Soit x > 0 un réel fixé. La fonction g, : t — % 37 _’1_ - ost dérivable sur
0, +00] et sa dérivée est ¢’ (1) = —+ + —L <0,
10, +00] et sa dérivée est g, (t) ol P

Ainsi, g, est décroissante sur |0, +oo[. D’ou, pour tout ¢ € [k, k + 1],

ge(k+1) < g2(t) < gu(k)
1.€.
1
E+1 k+1+zxz St t+ax
ce qui donne fri1(z) < <3 - t—il—:c < fr(x).
On integre cette relation avec t variant de k a k+1. On trouve alors I'inégalité
demandée.

1
k+x’

==
N
|
|
)_l
/A
T [=

b) En sommant, pour k variant de 1 a n, 'inégalité de droite, on trouve :

n+1 1
/1 (z—ﬁ)dt Z fe(@)

En sommant, pour k£ variant de 1 an — 1, l’megahte de gauche, on obtient :

L Y11
Ea@s [ G-

d’ou :
n n 1 n 1
s [ G-dpasie =[G

En mettant bout a bout, on en déduit I'inégalité demandée.

c) Les inégalités de la question précédente donnent en calculant les
intégrales :

In () +In(@ + 1) < kam L+ (5

En faisant tendre n vers 400, on Conclut.

+n) +In(z +1).

d) On déduit de ce qui précede que, lorsque z tend vers +oo :
F(z) ~In(x 4+ 1) ~ In(x)

Exercice 1.14.

1. a) Déterminer 'ensemble D des réels x tels que 1 série de terme général

oo
e~ " converge. Pour z € D on note F(z) = ) e "".
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b) Déterminer un équivalent de F'(x) quand = tend vers la borne inférieure
a de D. Déterminer la limite de F'(z) quand x tend vers +o0.
400
c¢) Etudier la convergence de l'intégrale I = / F(x)dx.

a
Soit a un réel strictement positif fizé.

2. a) Déterminer I’ensemble D’ des réels x tels que la série de terme général
exp[—n®z] converge.

oo
Pour z € D’ on note G(z) = ) exp[—n®z]. On admet que G est continue
n=0

sur D’.

b) Etudier le sens de variation de G.
3. a) Montrer que, pour tout x € D', on a :
+oo +oo
/ exp[—t®z|dt < G(x) < 1 —I—/ exp[—t*x]|dt.
0 0

b) En déduire un équivalent de G(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs
supérieures, qu’on exprimera a l’aide de la fonction G.
On pourra justifier et utiliser le changement de variable t — xt* = w.

1
¢) Etudier la convergence de lintégrale J = / G(z)dx.
0

4. a) Déterminer la limite de G(z) lorsque x tend vers +oo.

b) Quelle est I'allure de la courbe représentative de G ?

Solution

1. a) C’est une série géométrique convergente si et seulement si z > 0, et :

vreD=R:,Fz)= (e*)" =1

n=0 1— e—m
b) OnaF(:c)Nlet F(x) — 1.
o+ T r——+00

c¢) Ainsi I diverge.

2.a) Siz <0, exp [ — n"‘x} ne tend pas vers 0 et la série diverge ;

siz > 0, nfexp| — n%| = exp| — n% + 2lnn] — 0, par croissances
n—oo

comparées, donc la série converge (absolument). D’ou :
D' =R%
b) x < 2’ = Vn,exp [ — no‘x] > exp [ — naa;"], d’ou la décroissance de
G sur R7.
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3. a) Par décroissance de t — exp [ — to‘x} ;

n+1
VnEN,/ exp[—to‘x}dtéexp[—no‘x} et
n
n
VnEN*,exp[—naaﬁ} </ exp[—to‘x}dt
n—1
et en sommant :

—+o00 —+o00
/ exp[—t*z|dt < G(z) < 1 +/ exp|[—t*x|dt
0 0
b) Pour z > 0, t — 2t® = u est de classe C! bijectif de R% sur R%, donc :

+o0 +oo
«a 1 —u, 1/a—1 F(l/Oé)
ex tx|dt = e “u du = — 400.
/0 P [ ] oza:l/o‘/o arl/* zoo+

D’ou I(1/0)
Q
Glz) or azl/®

c¢) Donc, par la regle de Riemann, J converge si et seulement si 1/a < 1,

i.e. > 1 (car a > 0).

4.2)Ona:1=e"?<Gx) <1+ F(ll//ci) — 1.
ox T—+00

b) On en déduit aisément l’allure de la courbe de G.

Exercice 1.15.

sint
On considere 'application f définie sur R™ par f(t) = { ;o St 70
1 sit=0

1
1. a) Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale / [f(t)]"dt converge. On
0

1
pose alors J,, = /0 [f()]"dt.

_1
b) Montrer que pour tout n > 1, J,, > P

+oo
2. Montrer que pour tout n > 1, l'intégrale / [f(t)]™dt converge.
0

+oo +0o0o
On pose I,, = /0 [f()]"dt et K,, = /1 [f(t)]"dt.

3. Montrer que l'intégrale I; n’est pas absolument convergente.

4. a) Montrer que pour tout entier p > 1, Ky, + Kopi1 > 0.

b) Montrer que la série de terme général I,, est divergente.
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Solution

1. a) Un développement limité de la fonction sinus montre que la fonction f
est continue en 0.

b) Montrons que sint > t — t2 sur ]0,1]. Pour cela on étudie ¢ : t —
sint — t + t? sur cet intervalle.
Comme ¢'(t) = cost — 1+ 2t, ¢"’'(t) = 2 —sint > 0, ¢’ croit et est telle que
©'(0) = 0, donc ¢ est bien positive, et :

1
nog_ 1
an/o(l—t) dt = =

2. * Pour n > 2, I'intégrale proposée est absolument convergente puisque :
<

1

‘Lﬂt‘n sur [1,+o0|
~X tn 9 .

* Pour n = 1, la fonction f est continue sur [1,+oo[ et une intégration par

A A
: . sint ;, 1 cost14 cost
parties donne : /1 v dt = [ 5 L + /1 en dt.

La seconde intégrale est absolument convergente et lim cosA _ 0, d’ou la
A—+o0 A

convergence de l'intégrale de f.

3. La fonction f n est pas d’intégrale absolument convergente. En effet :

nw . (k+1)m
/ |Sl?t{dt Z |Smt‘dt Z/ |Slii‘;k7)|dt
0
sin( ) n—1 1 /7r ) n—1 9
= dt > —_— sintdt = —_—
kzzjo o Tk z=:0 (k+1)m Jq kzzjo (k+1)m

qui est la somme partielle d’une série divergente.
Seconde solution : On remarque que |sint| > sin®t = %(1 — cos 2t). Donc

1  cos2t
F(t) 2 97 — =57

400 —+o00o
L’intégrale / CQZ:; diverge, alors que l'intégrale / %‘?tdt converge (par
1 1

intégration par parties). On conclut alors.

4. a) Pour tout n > 1, K,, existe puisque I,, et J, existent. On a :
400
_ sin ¢ 2p sint
Kop + Kopia _/1 ()7 (1 + 3 )dt > 0
puisque 1+ f(¢) > 0 pour tout ¢t > 0.

b) Par les questions précédentes :

N

N-+2
Sont1= > (Izp + Izpp1) =
p=1 p=3

=
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ce qui montre que la série ) I,, diverge.

Exercice 1.16.

Soit f : Ry — R, une fonction deux fois dérivable et a un réel strictement
positif. On suppose que f est majorée et que pour tout t € Ry, f"(t) >

a?f(t).
1. Montrer que f est convexe.

2. Montrer que f’ est a valeurs dans R_.

3. a) Montrer que f admet une limite finie en 4.
b) Montrer que f tend vers 0 en +oc0.

¢) Montrer que f’ tend vers 0 en +oo0.

4. a) Montrer que la fonction o f2 — f? est croissante.
b) En déduire le signe de af + f’.

—at

5. Montrer que pour tout réel positif ¢, on a : f(t) < f(0)e

Solution

1. Comme f est a valeurs positives et « est réel, pour tout réel ¢, f”(t) > 0.
Ainsi, f’ est croissante sur R, .

2. Supposons qu’il existe g € Ry tel que f/(xg) > 0. Alors, comme f” > 0, f
est convexe donc la représentation graphique est au-dessus de ses tangentes
et pour tout x € R :

f(@) = f(@o)(x — x0) + f(20)
Ainsi, lir+n f(x) = 400. Comme nous avons supposé que f est majorée, on
T—r1+00

obtient une contradiction. Finalement, pour tout x > 0, f'(z) < 0.

3. a) D’apres la question précédente, f est une fonction décroissante. Ainsi,
comme f est minorée par 0, d’apres le théoreme de la limite monotone, f
admet une limite £ en 4o0.

b) Comme f est & valeurs dans R, ¢ > 0. Supposons par 1’absurde que
¢ > 0. Alors, d’apres le théoréme des accroissements finis appliqués a f’ sur
0, z], il existe £ € ]0, x| tel que :

[(@) = f/(0) = 2f"(€) > wa2f(€) > wa2t
Ainsi, lir}rrl f'(xz) = 4+00. Or, comme f’ est majorée par 0, on obtient une
T—r+00

contradiction et ¢ = 0.



Analyse 35

c) Comme f’ est croissante et majorée par 0, elle admet une limite finie {en
0. Supposons que ¢ # 0. Alors, en appliquant le théoreme des accroissements
finis & f sur [0, z], il existe £ € |0, z] tel que :

(@) = f(0) =2 f'(€) <l

Ainsi, lim f(x) = —o0, ce qui est impossible et donc ¢ =0.
T——00

4. a) On remarque que o f2 — f'? est dérivable et sa dérivée vaut 2f/(a?f —
f"). Ainsi, ce produit étant positif, la fonction a?f? — f’? est croissante sur

R,.
b) D’aprés les questions précédentes, Em(oz2 f2 — f?) = 0. Ainsi cette
0
fonction est négative, et :
?fP<f? = olf|<|f'] = af <—f = af+ [ <O

5. Soit g : t — f(t)e*'. D’apres la question précédente, ¢’ est a valeurs
négatives. Ainsi, g est décroissante et pour tout t € Ry, f(t) < f(0)e™“%.

Exercice 1.17.

A tout couple (a, b) de réels positifs ou nuls, on associe les suites (a,) et (by)
définies par :

ag = a,bgp =b,Vn € N,anr1 = Vapb, et by,11 = %(an + b,)
1. a) Montrer que ces suites sont ainsi bien définies et telles que pour tout
neN* 0<a, <b,.
b) Etudier la monotonie des suites (an)nen- €t (bn)nen-.
c¢) Montrer que les suites (a,,) et (b,) convergent vers une limite commune

que I'on ne cherchera pas a expliciter mais que 1’on notera L(a,b).

2. Montrer les propriétés suivantes :
a) Pour tout a > 0 et b >0, L(a,b) = L(b,a).
b) Pour tout a > 0, b >0 et A > 0, L(Aa, \b) = A\L(a,b).
=

c¢) Pour tout a > 0 et b > 0, Vab < L(a,b) < %(a+b).

3. Soit F' la fonction définie sur R par Va > 0, F(z) = L(1, z).
a) Calculer F(0) et F(1).
b) Montrer que F' est une fonction positive et croissante sur R*.

c¢) Montrer les propriétés suivantes :

i) Pour tout = > 0, v/z < F(x) <
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iii) Pour tout = > 0, F(z) = \/EF(E_&E“T)

4. a) Déterminer la limite de F'(x) lorsque x tend vers +oo.
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de F en 1.

Solution

1. a) On commence par montrer par récurrence la propriété : «a, et b,
existent avec a,, > 0 et b,, > 0.
Puis en remarquant que, pour tout n € N* :

b — g = =l bt fo T,y = st D)

on obtient les inégalités demandées.
b) Pour tout n € N* :

Upt1 — Anp = /an(Vby — \/ar) = 0 et bn+1—bn:@ <0
Ainsi, la suite (a,)nen+ est croissante et la suite (by,),en+ est décroissante.

c¢) x» La suite (a,)nen+ est croissante et majorée par b;. Donc, la suite (a,,)
converge. Notons ¢, sa limite
*x De méme, la suite (b, ),en+ est décroissante et minorée par a;. Donc, la
suite (b, ) converge. Notons £, sa limite.
* En passant a la limite dans les égalités définissant (a,,) et (b, ), on trouve :

Oy = 2 (to + 1)

d’ou £, = .

2. a) Considérons les deux nouvelles suites (al,) et (b)) définies par af, = b,
L = a et les mémes relations de récurrence (**). D’apres ce qui précede, les
suites (a,) et (b)) convergent vers une méme limite appelée £(b, a).

Or, on montre par récurrence que pour tout n > 1, al, = a,, et b/, = b,,. Donc,
(al)) et (b)) convergent aussi vers L(a,b).
Par unicité de la limite, on en déduit que L(a,b) = L(b, a).

b) On considere de méme les deux nouvelles suites (a;,) et (b)) définies par
ai = Aa, by = A\b et les relations de récurrence (*x*). D’apres ce qui précede,
les suites (al’) et (b)) convergent vers une méme limite appelée L(Aa, \b).
Or, on montre par récurrence que pour tout n > 0, al, = Aa,, et bl = \b,.
Donc, (a!’) et (b!!) convergent aussi vers AL(a,b).

Par unicité de la limite, on en déduit que L(Aa, Ab) = \L(a,b).

c¢) Pour tout n > 1, a1 < ap < L(a,b) < b, < by.
Or, a1 = Vab et by = (a + b). On obtient ainsi les inégalités souhaitées.
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3. a) x F'(0) est la limite commune £(1,0) aux suites (a,) et (b,) lorsque

a =1et b =0. On montre dans ce cas que pour tout n > 1, a, = 0 et
1)n—1

bni1 = %bn. Comme by = %, on en déduit que pour tout n > 1, b,, = (§

Les deux suites convergent donc vers 0 et F'(0) = 0.

* F'(1) est la limite £(1,1) commune aux suites (a,) et (b,) lorsque a =1
et b = 1. L’encadrement vab < L(a,b) < %(a + b) donne alors directement
F(1)=£(1,1) = 1.

b) F(z) est la limite £(1, z) commune aux suites (a,) et (by,) lorsque a =1
et b=ux.
L’encadrement vab < L(a,b) <
Donc, F est positive sur RT.
Reste a prouver sa croissance.
Soit 0 < y < x deux réels.
Soient, d’une part, (a,) et (b,) les deux suites définies par ag = 1, bg = = et
les relations de récurrence (kx).
Soient, d’autre part, (c,) et (d,) les deux suites définies par co = 1, dg = y
et les relations de récurrence (k).
On montre par récurrence que pour tout n € N, ¢,, < a,, et d,, < b,.
En passant a la limite, on trouve que lim ¢, < lim a,, dou F(y) =

n—oo n—oo
L(1,y) < L(1,x) = F(z).
¢) 1) On utilise la relation «vab < L(a,b) < %(a—lrb) »avec a =1 et b= .
Cela donne exactement la série d’inégalités souhaitée.

ii) On utilise cette fois la relation «L(Aa, Ab) = AL(a,b)» avec a = 1,
b=xet \=/x.
On obtient F(z) = L(1,z) = xﬁ(%, 1) =xL(1, %) = xF(%)

(a +b) donne F(x) = L(1,2) > /x > 0.

NO|—

iii) On utilise encore la relation «L(Aa, Ab) = AL(a,b)» avec a = 1,

_ 14z _
b==-—"T=¢et A= .
2\/56 \/E

On trouve : \/EF(12+—\/_§) = VzL(1, 12\4;533) = £(V/7, 1%2—50)

On considere alors, d’une part, les suites (ay) et (b,) définies par ag = 1
bp = x et la relation de récurrence (xx) et, d’autre part, les suites (a’,) et (b))

définies par aj, = \/x, b = HTQC et la relation de récurrence ().

Une récurrence montre que pour tout entier n € N, a,,41 = a/, et b,11 = b,.

, : N s : N
Par conséquent, nh_)rrgo (a),) = nh_{lgo (an) et nh—>Holo (b)) = nh—>Holo (bn).

Dot £L(v/a, LHL) = £(1,2) = F(x).

On en déduit la relation demandée.
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4. a) Comme F(x) > \/z pour tout z € RT, par minoration lim F(z) =

T—+00
~+00.
b) Soit T} (z) = w
Avec les relations obtenues ci-dessus, on trouve :
VE-1<F(a)-1< 2]
e Si x > 1, on obtient en divisant par x —1 > 0 : \/51+ . < T (z) < %
e Si x < 1, on obtient en divisant par x —1 < 0 : \/El—k . >T(z) > %
Ainsi, par encadrement, lim Tj(z) = lim Ti(z) = L. La fonction F est
r—1t r—1— 2
donc dérivable (et par suite continue) en 1 avec F'(1) = %

Exercice 1.18.

1. Déterminer les valeurs de = réel pour lesquelles I'intégrale

v t
—=dt

est convergente.

v t
On note alors G(x) = / ——dt.
W=/ ya=

2. Montrer que GG admet un prolongement par continuité en 1.

3. Montrer que G, ainsi prolongée, est continue sur R*. Montrer que G est
dérivable sur R\{0, 1} et calculer G’(x).

4. La fonction G, prolongée par continuité en 1, est-elle dérivable en 17

5. a) Etudier les variations de G.
b) Etudier les limites de G aux bornes de son domaine de définition.

c¢) Montrer qu’au voisinage de 400, la représentation graphique de G admet
une asymptote d’équation de la forme y = x + 5 et exprimer f3.

d) Montrer qu’au voisinage de —oo, la représentation graphique de G admet
une asymptote d’équation de la forme y = x + « et exprimer «.

Solution
1. G n’est pas définie en 0.
L’application ¢ : t W est continue sur lintervalle |1/z, x| a

condition que z # 0 et 1 ¢ |1/z,x[. Ainsi G est-elle déja définie sur
D = ]—00,0].
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Pour z > 0 et x # 1, le réel 1 appartient toujours a lintervalle (ouvert)

d’intégration |1/x, x[ mais, au voisinage de 1, ¢(t) ~ ¢ (t) = W, dont

I'intégrale est convergente sur |1,3/2] et sur [1/2,1[. L’intégrale définissant
G(x) est donc deux fois convergente et G(x) existe

Ainsi f est-elle définie sur R* \ {1}.

a
2. On vient d’expliquer que / Wdt est convergente, tant pour a > 1
1 (t—

ue pour a < 1 (Riemann). Donc lim / dt =0 et hm G
que p ( ) \/— (z) =

a—1

3. Notons H une primitive de ¢ sur chaque intervalle I de D.
Pour tout = € I,G(z) = H(x) — H(1/x). Ainsi la fonction G est continue sur
I. On vient de la prolonger par continuité en x = 1 : donc G est continue sur
R*.

(5133 - 1)2/3

On a également, pour = # 0,1, G'(x) = p(z) + %go(l/x) = 5
T T

4. Pour z = 1, il suffit d’utiliser le théoréeme des fonctions de classe C! : ici
G est continue en 1 et lim1 G'(z) = 0. Donc G est dérivable en z = 1 et
r—r

G'(1) = 0.
5. a) Au vu de l'expression de G’'(z), on a G'(z) > 0.

+oo
b) L’intégrale / @(t)dt diverge en +oo, car ¢(t) ~ 1 au voisinage de
a
+00.

Par croissance de G, il vient lim G(x) = +o00. Deméme lim G(z) = —o0c.
T— 400 T——00
De méme, lorsque z tend vers 0, 1/z tend vers 400 ou —oo et les limites sont
lim G(z) = —oc0, lim G(z) = —cc.
x—07+ x—0~

x
¢) On remarque que x — % = / dt. Donc
1/x

G(m)—x:%-l—/l;(m—l)dt

La fonction a intégrer est sans probleme pour la borne 0 et au voisinage de
400, on écrit :

(t3 _t1)1/3 -1=(01- t_) 173 1 (+f:0) #, ce qui donne la convergence de

I'intégrale associée pour la borne infinie.

+oo
En notant 8 = / (W — 1)dt, on a donc lim G(z)—x = f.
0 _

r——+00
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d) On procede de la méme maniére en —oo, en remarquant que l'on a
3
encore Vi3 =t.



