3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soient p; et py deux réels fixés appartenant a ]0,1[. On pose g1 = 1 — py et
g2 =1—pa.

On considere deux pieces de monnaie notées A; et As. Lorsqu’on lance la

piece Ay, la probabilité d’obtenir Face est p;. Lorsqu’on lance la piece As, la
probabilité d’obtenir Face est ps.

On effectue a I’aide de ces deux pieces une succession de lancers selon la regle
suivante :

e pour la premiere partie, on choisit une piece au hasard, chaque piece ayant
la méme probabilité d’étre choisie. On lance alors la piece.

e Si le résultat de ce premier lancer est Face, on joue la deuxieme partie avec
la piece A; ; sinon, on joue la deuxieme partie avec la piece As.

e De méme, pour tout entier n € N*, si on obtient Face lors de la n-ieme

partie, on joue la partie suivante avec la piece A ; sinon, on joue la partie
suivante avec la piece As.

Pour tout entier n € N*, on note u,, la probabilité d’obtenir Face lors de la
n-ieme partie.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé
(Q, A, P).

1. a) Exprimer u; puis us en fonction de p; et de po.

b) Déterminer deux réels a et b (a exprimer en fonction de p; et py) tels
que :
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Vn e N u,11 = au, + 0.

Donner 'expression générale de u,, en fonction de n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et po pour que
1
5

f) On modifie les hypotheéses et on suppose dans cette question seulement
que p1 =0 et po = 1.
Etudier alors la suite (uy,).

c)
d) Déterminer la limite u de la suite (uy,).
)

u =

2. Pour tout entier n € N*, on note X,, la variable aléatoire qui prend la
valeur 1 si le résultat de la n-ieme partie est Face et O si le résultat est Pile.

a) Déterminer la loi de probabilité de X,.

b) Déterminer l'espérance de X,,.

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et p pour que les
événements (X1 = 1) et (Xy = 1) soient indépendants.

d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et ps pour que les
événements (X1 = 0) et (Xy = 0) soient indépendants.

Solution

On note F,, I'événement : «le résultat de la n-ieme partie est face», A
I’événement : «on joue avec la piece Ay » et Ay I'événement : «on joue avec
la piece A .

1. a) On considere le systeme complet d’événements { A1, A5}, ou ni Ay ni Ag
ne sont de probabilité nulle. La formule des probabilités totales donne alors :

up = P(Fy) = P(A1)Pa, (F) + P(A3) Pa, (F1) = 5p1 + 5ps = L ~2|—p2_

De méme, en appliquant la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements {F}, F}}, on trouve :

uy = P(Fy) = P(F1)Pr, (Fs) + P(?l)PF—l(FQ) =u1p1 + (1 — up)p2
2 .2
=ui(p1 —p2) +p2 = w + p2.
b) En appliquant cette fois la formule des probabilités totales avec le
systeme complet d’événements {F,,, F}, }, on trouve de méme :

Un+1 = P(Fpt1) = P(Fp) P, (Fut1) + P(Fy) Pr(Fot)
= Upp1 + (1 — un)p2 = (p1 — P2)un + p2.
On a donc a = p; — ps et b = ps.
c) D’apres la question précédente, la suite (u, ), est une suite arithmético-

éométrique de point fixe z = P2 — _P2
& d P 1—p1+p2  qi+p2




Probabilités 83

On a ensuite : Vn € N* u,11 —x = (p1 — p2)(up, — ), €t :
Vn €N u, = (p1 —p2)" 1(uy — ) + 2
D’ou : 1
_ _ n_1—P1 — P2 P2
tn = (P1 = p2) 2(1 —p1 +p2) 1 —p1+ D2

d) Comme p; — py € |—1,1[. 1l vient : nh_)rrgo(un) =10 T —127912“‘172'
1 1

. 3 b2 _ 1 _
e)u_2<:>1_p1+p2_2<:>p1+p2—1.

f) Si py = 0 et po = 1, la suite (uy,), vérifie la relation Vn € N* u, 1 =

—u, + 1, avec uq = 5 On a alors par récurrence banale : pour tout entier
1

5"

2. a) Pour tout n € N*, X,, suit la loi de Bernoulli de parametre wu,, i.e.
Xn(Q)={0,1} avec P(X,, =1) =uy, et P(X,, =0) =1 —u,,.

b) L’espérance de X, est donc u,,.

n € N* u, =

¢) On a d’une part :

2 2

D’autre part :
P((X1=1)N(Xz =1)) = P(X1 = 1)Px,=1)([X2 = 1]) = uip1
_ pi(p1 +p2)
5 )
Ainsi, P(X;=1)N (X2 =1)) =P(X; =1)P(X2=1)
2 .2
. Dip1+p2) _ p1+po (P1 D2 + po)

2 2 2
ce qui est vrai si et seulement si p; + pa = 0 ou 2(p; — p2) = p? — p3, ce qui

équivaut a p; +p2 =0 ou p; —ps = 0 ou p1 + p2 = 2.
Comme p; € ]0,1] et po € ]0, 1], seul survit le cas p; = ps.

d) On sait que les événements A et B sont indépendants si et seulement si
les événements A et B le sont. Ainsi, les événements (X; = 0) et (Xo = 0)
sont indépendants si et seulement si les événements (X; = 1) et (Xo =1) le
sont, 7.e. si et seulement si p; = po.

Exercice 3.02.

0. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P)
admettant un moment d’ordre 2.

Déterminer la valeur qui minimise ’application définie sur R par z +—
E((X — x)?), out E désigne I'opérateur espérance.

Dans la suite de I’exercice, on considére un ensemble fini Q = {z1,x3,...,2,}
et (2, P(2), P) un espace probabilisé de support €.
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Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace. Pour tout réel ¢, on définit
I’application P; : 2 — R par :

pour tout A € P(Q), P,(A) =

ou 14 est la fonction indicatrice de ’ensemble A.

E(14 xetX)
E(etX)

1. Montrer que I’on définit ainsi une probabilité sur €2 et que pour tout w € €2 :
P(w)etX @)
E(eX)
2. a) Soit Y une variable aléatoire définie sur (£2, P(2), P;). Calculer E;(Y).
b) Que peut-on dire de F:(Y) si X et Y sont indépendantes 7

Pt((.U) =

c) Dans cette question Q = {0,1,...,n} et X suit la loi binomiale de
parametres n et p. On pose Y = 2%, Calculer E;(Y).

3. On revient au cas général. A 'aide de la question préliminaire, montrer
que :

E/((X — E(X))?) < L (sup X(w) — inf X(w))”

weN we

AN

Solution

0. La fonction  — E((X — z)? = 2% — 22F(X) + E(X?) est une fonction
polynome.

Cette fonction est minimale pour x = E(X) et son minimum vaut V(X).

1. On a de maniere évidente P; valeurs positives et P;(€2) = 1. L’ensemble
Q) étant fini, il suffit de montrer I’additivité pour démontrer la o-addivité.
Soit A, B tels que AN B = (). Alors 14,8 = 14 + 15 et on conclut par la
linéarité de 1’espérance.

Pour répondre la derniere partie de la question, il suffit de prendre A = {w}.

2. a) Par définition, ou par le théoreme de transfert, valable ici car € est fini :

X
_ _ 1 tX (w) E(Yet )
E(Y) = Y(Ww)Pi(w) = —~— Y(w)e =
(V)= 5 V)R = gy £ Y B
b) Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, il vient :
E(Y)E(e™)
E(Y)= —="~1——~—~ =EY
(V) = e = BY)
c) Ici :
E((2 t\ X 2 t n
Bi(v) = EBe) _ Beptay
E(e™) (pe” +q)

3. On note osc(X) = sup X — inf X.
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On pose x = inf(X + lOS(:(X)). On remarque que

2
X —z< %OSC(X)

et en appliquant la question 0 avec ce x et Ej, il vient :

Fu(X = B(X))*) < J(sup X(w) = inf X (w))’

Exercice 3.03.

Les variables aléatoires de cet exercice sont toutes définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
Soit X une variable aléatoire & densité, ayant une densité f de classe C! sur

+o0
R et telle que / |f/(t)| dt converge.

Pour tout réel x, on note | x| la partie entiere de z. Soit Y = X — [ X .

1. Montrer que pour tout ¢ € [0,1[, P(Y <t) —t = > gi(t), avec :
keZ
k4t k+1
VkeZ,gi(t) = (u)du —t f(u)du
k k
2. a) Montrer que, pour tout k € Z, g est dérivable sur [0, 1] et exprimer

g;.(t) en fonction de f(t).
b) Montrer qu’il existe ay € [0, 1] tel que g} (ax) = 0.

k41
c¢) En déduire que pour tout ¢ € [0,1], on a |g;.(t)| < / |/ (u)|du.
k

3. a) Montrer que pour tous k € Z et t € [0, 1],
k+1

k+1
ge(®)] <t /k /()| du, puis que |gx(6)] < (1 1) / ()

k

2

400
b) En déduire que sup [P(Y <) —# < L / ()| du.
te[0,1] —00

4. On suppose dans cette question que X,, suit la loi gamma de parametre
n € N*.
On pose Y,, = X, — | X, |. Montrer que

lim sup |P(Y, <t)—t|=0

o0 tel0,1]
(on admet que n! ) V21 x (ﬂ)n )

oo

@

Solution
1. Pour tout ¢ € [0, 1] :
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PY<t)—t=S Ph<X<k+t)—t=3 gult)—t

k€L kEZ
k41 k41
= > f(u) du—/ tdu
keZJk k
k41 k41
PY <t)—t=> ( (u) du —t f(u) du)
kez Jk k

2. a) Au vu de la définition de gy et grace au théoreme fondamental du calcul

intégral, la fonction gj est de classe C! et pour tout ¢ € [0, 1] :
k-+1

9,(t) = f(k+1t) - f(u) du
k
On remarque également que g;, est de classe C2.

b) On remarque que gx(0) = gx(1) = 0. On utilise ensuite le théoreme de
Rolle.

¢) On écrit alors, pour tout ¢ € [0,1] :
k+t

t t
gh(t) = / () = / Uk ) = / RACIE
Donc :

k+t k+1
G0 [ If@lde< [ 170

k+k k

3. a) On utilise de nouveau le fait que g;(0) = gx(1) = 0. Ainsi par le résultat
2.¢):

t k41
a(®) = [ ghlw)du = |gu(t) < Ctavec C = [ |7/(u)|du
0 k

et : . b1
au(®) = [ ghwydu — gu()] < CL—0), avec O = [ |u)| du
1 k
b) En faisant la somme des deux dernieres expressions, il vient :
k+1
00 < 5[ 17wl du

Il reste a sommer ces inégalités pour obtenir 'inégalité demandée.

e .
4. Une densité de X est définie par f,(z) = { ol sizx >0
0 sinon

On a alors f](z) = fo_1(x) — fu(z).

Une simple différence montre que la fonction f, est positive pour z < n et

“+o0
positive pour x > n. On a alors en remarquant que / fa(t)dt =1":
0
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400 n —+o00o
/ ()] dt = / (Faca(6) — Ful)) di + / (Fult) = Foor () dt
0 0 +oo too n +oo
=2( [ fatydt— [ foawdt) =2 fid
+OO " n f7’L "
soit : /o |fL ()| dt = fn(n) = 2%

En utilisant 1’équivalent de Stirling, on obtient :

sup |P(Y <t)—t] < e~ 1
t€[0,1] n: 2mn

ce qui termine la question.

Exercice 3.04.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire réelle a densité dont f est une densité continue.
On note F'x sa fonction de répartition. Pour tout x réel, on suppose ’existence
d’une variable aléatoire Y, dont la loi est donnée par :

pour tout t € R, P(Y, <t) = Pix>q)(X <1).

1. Montrer que Y, est une variable aléatoire a densité, dont une densité g est
définie par :

0 sit<zx
g(t): —f(t) i
1—FX(33) sit>x

2. On suppose qu'il existe b > 0,a > 1 tels que X (Q) = [b, +00[ et qu'une
densité f de X est donnée par :

ab® :
flz) = { gort SLr2h
0 sinon
Montrer qu’il existe 3 réel tel que E(Y,) = fz. Vérifier que § > 1.

3. Réciproquement, on suppose que Y, vérifie I'équation E(Y,) = Sz, avec (3
réel.

a) Montrer que 5 > 1.

b) Déterminer la loi de X.

Solution

1. Par définition de la variable aléatoire Y,., pour tout réel ¢ :

POy, <) = SN2 )
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Ainsi :
0 sit<x
Fr(t)={ Ex()=Fx(@) o, ,
1-— FX (ZU)
0 sit<zx
Une densité g de Y, est donnée par : g(t) = f) ft) Sit>a

1—Fx(x) [ f(e)dt

jjo"tf(t)dt: o,
L fwyae et

2. On a a l'aide d’une simple intégration : E(Y,) =
a

—1
3. a) L’équation E(Y,) = [x s’écrit en utilisant une densité f de X :

+o0 “+o0o
[ twa=pa[ o o
o0 y o0 v
Or / tf(t)dt > x f(t) dt entraine que 5 > 1.

x

> 1.

De plus o

+oo
Si on avait § = 1 on aurait 1’égalité / (t —ax)f(t)dt = 0. Ce qui est

impossible par continuité et positivité de la fonction t — (¢ — x)f(t) sur
[z, +00].

Donc g > 1.
b) Les fonctions en jeu dans I’équation (x) étant dérivables, il vient, apres
+oo
dérivation : f(t)dt = (B+1)xf(x), puis une seconde dérivation donne :

L Bt Daf@) - (B2 f@) =0

Cette équation différentielle linéaire homogene du premier ordre admet

comme solution générale f(x) = ¢ —-
14+ 1o
xr @ B+l
On remarque que 1 + ﬁ > 1; la fonction f étant une densité, il existe

un réel A > 0 tel que f(t) = 0 pour t < A (sinon l'intégrale de f serait
divergente cause de la borne 0). Enfin :

+oo +oo
1= swa= | f(t)dt:% — o=

On trouve ainsi une loi de Paréto.

1
(B + 1)A1/(B+1)

Exercice 3.05.

Soit f : R — R vérifiant : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
(r,y) € R? on a:
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[f(z) = f(y)] < Clz -y

On note L ’ensemble de ces fonctions. Si f € L, on pose :
Ifll= sup |f(z) = fy)l
z,yER/x#y |'CIj - yl

Soit M T’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur un espace
probabilisé (2, .4, P) possédant une densité continue sur R et admettant une
espérance.

1. Soit X € M. Montrer que pour tout h € L, E(h(X)) existe.

2. Soit X et Y deux éléments de M de densités respectives f et g. On pose :

d(X,Y) = sup [E(h(X)) = E(h(Y))|
heLl/|[h]|<1

a) Montrer que d vérifie :
i) d(X,X)=0;
i) d(X,Y) = d(Y, X) ;
i) d(X, Z) < d(X,Y) +d(Y, Z).
b) Montrer que d(X,Y) < E(|X —Y).

3. On suppose que X suit la loi normale N(a, 0?) et Y la loi normale N (b, 02).
Montrer que d(X,Y) = |b — al.

4. On suppose que X suit la loi normale N'(0,02) et Y la loi normale N/(0, 1).

Montrer que
_ /2
d(X,Y) = ﬂ/ﬁll o|

Solution

1. Comme h € L, elle vérifie, pour tout ¢ réel :

|F(&) = FO) <[t = [f@O)] < |fO0)] + [¢]
Comme X admet une espérance, le théoreme de transfert nous assure
'existence de I'espérance de h(X).

2. a) Ces relations se démontrent aisément en utilisant pour la troisieme
I'inégalité triangulaire. Ainsi :

h(t) fx (t) = h(t) fz(t) = (h(t) fx () = h(t) fy () + (h(E) fy (1) — h(E)fz(t))

ce qui entraine que :

+oo
[ 000~ o a0y
o0 +o00
<I[ oo - mof ] | [ 50 - hofz)d]
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On passe alors au sup droite, puis au sup gauche.
b) Soit h € L, avec ||h|| < 1. Alors :
[E(h(X) = h(Y))] < E(Jn(X) — h(Y)]) < E(X -Y])
3. Soit h € L, avec ||h|| < 1.

On a:
0 = |E(h(X)) — E(h(Y))]

+o0 Foo
1 e N2 2 1 N2 2
_ h(le—(t—a)?/(20%) gy _ / h(t)e—(t—0)2/(20%) g1
|\/2m/_oo ®) ozl BRRLUL |
1 oo t2/2 1 +ooh ble—t>/2
§=|- [ hottra)e /2oL / t+b)e~
= / hot+a)e L[ ot +net

400 —+oco
1 . —t2/2 - 1 / —t2/2
< — h(ot + a h(ot + b)|e dt < |la — b|l—= e dt

L[ ihot+a) = hiot+) b=
Soit : 0 < |a — b|. Donc d(X,Y) < |a — b|.
Or pour la fonction k : x — x qui convient, il vient :

|E(k(X)) — E(k(Y))| = |[E(X) — E(Y)| = |a —b]

ce qui entraine que d(X,Y) > |a — b| et 1’égalité.

4. Soit h € L telle que ||h|| < 1. En effectuant le changement de variable ot =
u dans la premiere intégrale, il vient en renotant ¢ la variable d’intégration :

B ) - ) = A [ e [ e e
1 o —£2/2 R
-1 /_ [hlte) = (o) Pt

Donc :

N 2
B(X) = BRI < 7= [ htto) = hie)ie/2ae

< |1—o| 4 /+Oo|t]e_t2/2dt 21 — U|/+Oote—t2/2dt
—0|— —
= V2T — 00 V2T 0

<y/21-ol
7r
Ainsi d(X,Y) < /2[1- 0.
Supposons ¢ > 1. Pour la fonction & : ¢ +— |t|, on obtient :

“+00 +00
E(k(X)) — E(k(Y)) = ﬁ/ et/ o) gy — %ﬂ/ ety

[ 2
- L / to] — eljet/2dt
TJ—00
400
= — L _t2/2 = 2 —
(o 1)\/%/_00 tle="*/2dt = /2]1 - o],
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Le résultat est le méme pour o < 1, ce qui donne l'inégalité d(X,Y) >
,/%]1 — 0| et finalement ’égalité.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit N € N*.

Le programme d’un examen est constitué de N questions dont n (différentes)
sont tirées au hasard pour constituer 1’épreuve. Chacune de ces n questions
fait 'objet d’un questionnaire a choix multiples (QCM) ; chaque question
comporte 4 réponses dont une seule est juste; donner une réponse juste
rapporte 1 point et une réponse fausse rapporte 0 point.

Un candidat donné connait une proportion p des réponses aux questions du
programme ; on note X le nombre de questions de ’examen dont le candidat
connait la réponse et auxquelles il répondra donc correctement ; pour les
autres questions, le candidat «tentera sa chance» en donnant une réponse au
hasard a la question posée. On note Y la note de ce candidat.

1. a) Déterminer la loi de X et donner son espérance.

b) Pour n et p fixés, par quelle loi peut-on approcher celle de X lorsque N
tend vers I'infini ?

Donner la variance de cette loi approchée. Dans la suite, on utilisera cette
approximation pour évaluer V(X).

2. Pour tout k € [0,n], déterminer la loi conditionnelle de Y — X sachant que
(X = k) est réalisé, préciser son espérance E(Y — X|X = k) et sa variance

V(Y — X|X =k).
3. Déterminer ’espérance de Y.

4. a) Pour tout k € [0, n], montrer que :
E(Y -EY)?X =k) =
E(Y -EY|X =KX=k +(EYIX =k - E(Y))?

b) En déduire que la variance de Y vaut : V(Y) = n(ll—gp)(?) + 9p).

Solution

1. a) Les n questions de I'examen sont tirées au hasard sans remise parmi les
N questions du programme, dont le candidat connait une proportion p, donc
X suit la loi hypergéométrique H (N, n,p), d’espérance E(X) = np.
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b) D’apres le cours, la loi de X est approchée (au sens de la convergence
en loi en fait) par une loi binomiale de parametres n et p. Dans la suite on
prend donc V(X) = np(1 — p).

2. La variable Y — X est le nombre de questions auxquelles le candidat répond
correctement par hasard. Sachant que (X = k) est réalisé, il y a n—k questions

posées dont le candidat ne connait pas la réponse, avec probabilité de succes

1 pour chacune, indépendamment les unes des autres. Donc la loi de Y — X

4
sachant que (X = k) est réalisé est la loi binomiale de parametres n — k et

1 )

1 donc :

3(n — k)
16

BE(Y - X|X =k)=2E et V(Y — X|X =) =

E(Y)=EX)+ E(Y — X) (linéarité de I’espérance)

= FEX)+ Y. E(Y — X|X = k)P(X = k) (formule de l'espérance

k=0
totale)
=EX)+ > (n— k)%P(X = k) (d’apres la question 2)
k=0
=E(X)+in Y P(X =k) -+ > kP(X = k)
k=0 k=0
Soit : E(Y) = n(éll - %) (d’apres la question 1. a)

4. a) On écrit :
Y —EY)?-[Y - EY|X =k))
=([FY|X=k)-EY)Y -EY)+Y —-EY|X =k))

d’ou le résultat voulu en prenant ’espérance conditionnelle sachant que (X =
k) est réalisé, par linéarité de 'espérance (noter que E(Y|X = k) — E(Y) est
une constante).

b) Par linéarité de 'espérance conditionnelle, d’apres la question 2., on a :
EY|X=k—-EY)=EY -X|X=k+EX|X=k—-EY)

n—=~k

= +k‘—%(1+3p):%(k—np).

Par ailleurs, comme Y et Y — k£ ont la méme variance, d’apres la question 2,
on a:

3(n —k)

E((Y — B(Y|X = k)2|X = k) = 20

Donc

V(Y) = E((Y - E(Y))*)
=Y E(Y—-E(Y))?X = k)P(X = k) (formule de I'espérance totale)
k=0
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= kZZ: (E(Y —EY|X=k)>X =k +(EY|X =k)— EY))?)P(X =k)

’ § (question 4. a)
= 3 (UG + Gk —nn)?) PX = k)
= E(g(nl_G X) + %(X — np)?) (théoreme de transfert)

V({Y)= 1%”(1 —p)+ %np(l —p) = ”(ﬂ—gp)(?» + 9p)

Exercice 3.07.

On considere une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
entier naturel non nul n, on désigne par R,, I’événement : « Pile apparait au
n-eme lancer» et par 5,, I’événement : «Face apparait au n-eme lancer ».

Soit Y la variable aléatoire désignant le rang du lancer ou, pour la premiere
fois, apparait un Face précédé d’au moins deux Pile si cette configuration
apparait, et prenant la valeur O si cette configuration n’apparait jamais.

On suppose que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

On pose ¢1 = ¢o = 0 et pour tout n > 3, ¢, = P([Y = n]). On note également
Vn } 3,Bn = Rn_g ﬂRn_l ﬂSn et Un = U Bl
i=3

On pose enfin u; = ug = 0 et pour tout n > 3, u,, = P(Up).
1. Montrer que la suite (un)nzl est monotone et convergente.

2. a) Pour tout n > 3, calculer P(B,,).

b) Montrer que, pour tout n > 3, les événements B,,, By,+1 et B, 1o sont
deux a deux incompatibles.

c) Calculer les valeurs de ug, uq et us.

3. Dans cette question, on suppose n > 5.

a) Comparer les événements U, N Byy1 et U,_o N By41. Préciser leurs
probabilités respectives.

b) Montrer que pour tout n = 3, tu,411 = Uy, + %(1 — Up—2).

c) Déterminer la limite de la suite (uy,).
d) Calculer P(Y = 0).

4. Pour tout n € N*, on pose v, =1 — u,,.

a) Trouver (3,7) € R? tel que pour tout n € N*, v, = Bv,12 + YUnys.
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b) Montrer que la série de terme général v,, est convergente et calculer

oo
> vy,
n=0

Solution

1. On remarque que (U,,) constitue une suite croissante d’événements. Ainsi,
la suite (u,,) est croissante et majorée par 1. Donc, elle converge.

2. a) Par indépendance des résultats des différents lancers effectués :

P(B,) = P(R,_2)P(R,_1)P(S,) = %

b) Pour tout n > 3, B, est inclus dans S,, et B,1 est inclus dans R,.
Donc

.BanE%HJVC.RanSH3:
De méme, B, N B, 12 = B,11 N B2 = 0.
c¢) On en déduit que :
us = P(By) = §;us = P(Us) = P(Bs) + P(By) =

us = P(Us) = P(B3) + P(Bs) + P(B5) = %

3. a) Pour tout n > 5, ona U, =U, 2UDB,_1UBDB,.
Puisque B,,+1, B), et B,,—1 sont deux a deux incompatibles :
U, N Bn_|_1 = (Un_g N Bn+1) U (Bn—l N Bn+1) U (Bn N Bn+1)

=Up—2N Bn+1-

Y

=

Les événements U,,_o et B, 1 étant indépendants, on trouve :
P(U, 1 But1) = P(Un—2 0 Buy1) = P(Un2) P(Bns1) = gn o
b) Pour tout n > 5, on a Uy,+1 = U, U B, 41. 1l s’ensuit que
tni1 = P(Un) + P(Bny1) = P(Un 0 Bug1) = i + % — Stn >
On vérifie, grace aux valeurs numériques trouvées plus haut, que cette relation
reste valable pour n = 3 et n = 4.

¢) On sait que la suite (u,,), converge et on note ¢ sa limite. En passant a

la limite dans I’égalité de la question précédente, on trouve £ = £ + %(1 — 7).

On en déduit que ¢ = 1.
d) De plus, I’événement (Y = 0) a pour complémentaire |J B, = |J U,.
n>3 n>3
Comme (U,,), est une suite croissante d’événements :

P(Y =0)=1=P(J Up) =1— lim (up)=1-1=0

n>3
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4. a) On déduit de la question 3. b) que pour tout n > 3, v,+1 = v, — %Un_g.
Il s’ensuit que
Vn e N* v, =8(vpt2 — Upi3)

N
b) On somme ces égalités pour n variant de 1 & N. On a alors > v, =
n=1
7 —8unys. Comme la suite (vy,) tend vers 0, en faisant tendre IV vers l'infini,
on trouve :

+oo
v, =T
n=1

Exercice 3.08.
_t .
Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = te o1 £20
0 sit <0
1. Montrer que f est une densité de probabilité.
On admet qu’il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une variable aléatoire
X réelle de densité f définie sur cet espace.
2. Soit I la restriction & R* de la fonction de répartition de X. Montrer que
F est une bijection de RT sur [0,1[. On note F'~! sa bijection réciproque.

Soit U une variable aléatoire définie sur (£2,.4, P) de loi uniforme sur [0, 1[.
On pose Z = F~1(U). Prouver que Z est une variable aléatoire réelle sur
(Q, A, P) admettant f pour densité.

3. Montrer que X admet un moment d’ordre n, noté M, (X) = E(X™), pour
tout n > 1 et le calculer.

4. Pour u réel, on pose sous réserve d’existence, L(u) = E(e%X), espérance
de la variable aléatoire e“*.
Déterminer l’ensemble D de définition de L et calculer L(u) pour tout u € D.

5. a) Justifier que L est de classe C*® sur D et calculer L™ (0) pour tout
entier n. Comparer M, (X) et L™ (0).

b) Montrer que pour tout u € |—1,1[, E(e*X) = Y %u”
n=0 :

Solution
1. On sait (cours) que la fonction f est une densité (loi ).
Soit X réelle de densité f sur I’espace probabilisé (Q, A, P) et F'x sa fonction

de répartition. (Il est facile mais inutile d’expliciter Fx)

2. Soit F' la restriction de F'x a R;.
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F est dérivable sur R, et Vo € Ry, F'(x) = ze~®. On en déduit que F est

strictement croissante sur R, comme de plus F' est continue sur R, et que

F(0) =0 et lirf F(z) = 1, on en déduit que F' est bijective de R} sur
Tr—r+00

[0, 1].
On note F~! sa bijection réciproque. On a ’équivalence :

Ve e R ,Vuel0,1],F(x) =u<+=z=F1(u)
Z est bien définie et pour tout réel y € R, on a :
osiy<0,(Z<y) =(F1(U)<y) =0, car F~! est & valeurs dans R, .
esiy>0, (Z<y = (FYU)<xz)= (U < F(x)) € A, car U est une
variable aléatoire.

En conséquence : Vy € R, (Z < y) € A, ce qui prouve que Z est une variable
aléatoire.

Pour tout réel y € R, on a :

esiy<0,P(Z<y)=P0)=0=Fx(y)
esiy>0,P(Z<y)=PFU)<y) =PU<F@y) =Fy) = Fx(y),
car U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

Les deux variables aléatoires X et Z ayant méme fonction de répartition, ont
méme loi.

3. Pour tout entier n, sous réserve d’absolue convergence, le moment d’ordre
n de X est donné par :

+0o0o +oo
M, (X) = / t"te~tdt = / ttle=tdt =T (n+2) = (n+1)!
0 0

4. La fonction t + t.e“’e™! admet une intégrale convergente en -+oo pour
u < 1 et la formule du transfert donne :
+0o0o +0o0
L(u) = E(e*X) = / t.e¥e tdt = / te~t—w) gy
0

0
Donc L(u) existe si et seulement si v < 1, et par une intégration par parties

ou par un changement de variable affine :

M=

ﬁ est de classe C°° sur son domaine
—u

de définition et pour tout entier n :

n n+1)! o m
L0 () = W d'ott LI (0) = (n+ 1)!
On en déduit que pour tout entier n, M, (X) = L(™(0).
b) Ona > M'X)u” = > (n+1u"

n>0 n. n>0

5. a) La fonction rationnelle u —
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Or pour tout u € |—1, 1], on sait que la série géométrique dérivée > koak—1
n>1
1
d — .
converge de somme =)
On en déduit que pour tout u € |—1,1[, > (n+ 1)u™ = ﬁ
n=0 — U
On conclut : -
Vue]— 1,1 L) = BeX) = 3> MnlX)

n=0 n!

Exercice 3.09.

On considére une succession (éventuellement infinie) de lancers d’une piece.
On suppose que la probabilité d’obtenir Pile lors d’un lancer est 1 — x et que
la probabilité d’obtenir Face est x. Les résultats des différents lancers sont
supposés indépendants.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé
(Q, A, P).

Pour n € N*, on note 5,, le nombre de fois ou ’on a obtenu Pile au cours
des n premiers lancers et T}, le numéro du lancer ou ’on obtient Pile pour la
n-ieme fois.

1. Préciser la loi de S,,, son espérance et sa variance.

2. a) Pour tout entier k et tout entier non nul n, montrer que :

P(T, =n+k)= ("”:le)u—x)%k.

b) Montrer que »_ P(T, = n+ k) = 1. Quelle est la signification de ce
k=0
résultat ?

¢) Montrer que T}, admet une espérance et calculer E(T5,).
d) Calculer de méme E(T,, (T, + 1)) ; en déduire la variance de T,.

3. Soient a un réel strictement positif et A\ un réel strictement supérieur a 1.
Un joueur joue de la maniere suivante : lors du k-ieme lancer il joue la somme
a1 euros.

e Si Pile sort, il recoit la somme de Aa*~! euros et il perd sa mise.

e Si Face sort, il perd sa mise.

Puis on passe au lancer suivant ...

On note G, la somme des gains (positifs ou négatifs) du joueur apres son
n-ieme succes. On suppose a > 1.

a) Exprimer G en fonction de a™*

b) Apres avoir justifié son existence, calculer E(Gy).
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c¢) Exprimer Go en fonction de a’* et a’2.

Solution

1. La variable aléatoire S,, suit une loi binomiale B(n,1 — ), son espérance
vaut n(l — x), sa variance nz(1 — x).

2. a) Obtenir I'événement (7, = k + ), c’est avoir obtenu exactement r — 1

pile durant les £ + r — 1 premiers lancers, et pile au lancer de rang k + r. On

obtient donc, pour tout entier £ et tout entier non nul r :

Pt =k+r)=("TI T a o -a = (FTT T - ayat
b) Ainsi, en utilisant les formules de référence du cours :

E(T,) = kio(k: + n)(k7 —};ﬁz 1)(1 —x)"zF =n(l - 2)" kio (k _7'; n)xk
1 ﬁx

¢) On trouve :

E(T(T, + 1)) = ki(k emen+1)(FET T et
_ nin _xnoo k+n+1 xk:n(n—i—l
=n(n+ (- (T 0]t =
D’ot on déduit, V(T,) = E(T2) — E2(T,,) = ﬁ

[Notons que I'on peut obtenir ces résultats sans calculs, en remarquant que
T,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi
géométrique de parametre 1 — x (temps d’attente pour obtenir un premier
pile ou un nouveau pile aprés en avoir obtenu un)]

3. On note G, la somme des gains (positifs ou négatifs) du joueur apres son
n-ieme succes. On suppose a > 1.

ko k
a) SiTy =k Gy =—> ai~ '+ Aab1 = L= | \¢k~1 Dot 'on déduit

= a—1
que :
_1-a" Ty -1
G = a—1 + A\a
b) Comme T3 suit la loi G(1 — z), on a :
E(a") = ¥ a"P(T1 =n) = - a"a" (1 —2) = W=
n=1 n=1 —ar
. =14+ 21 —2)
DOE(Gl)— 1 — ax .
1—a”

+ )\(aT2_1 + aTl_l).

c) On montre de méme que Gy = —— I
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(A1 —2)—1)(a+ 1 — 2ax)
(1 — ax)?

On en déduirait : E(Gy) =

Exercice 3.10.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Un rat se trouve dans une boite. Sur les cloisons de cette boite sont dessinées
n — 1 fausses portes et cette boite comporte également une vraie porte lui
permettant de sortir de la boite (on suppose n > 2).

Lorsque le rat s’apercoit qu’il a choisi une fausse porte, il revient au centre
de la boite pour un nouvel essai.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre d’essais faits par
I’animal pour trouver la porte qui lui permet de sortir.

1. On suppose que le rat ne possede pas de mémoire. Déterminer la loi de X.

2. Dans cette question, le rat ne possede toujours pas de mémoire, et a chaque
erreur, on dessine une nouvelle fausse porte. Au départ, la cage possede une
fausse porte et la vraie porte.

Déterminer, dans ce cas, la loi de X. Cette variable aléatoire admet-elle une
espérance ?

3. On suppose, dans cette question, le rat sans mémoire pendant les ¢ premiers
essais (avec £ € N*), puis possédant une mémoire immédiate ensuite : & partir
du (¢ 4 1)-ieme essai, et tant qu’il n’est pas sorti, il évite alors la derniere
porte essayée pour 1’essai suivant.

a) On pose X' =Y x1jy<g+ ({4 Z)x1jysg, o0 Y et Z sont deux variables

aléatoires, telles que Y suit une loi géométrique de parametre % et Z une loi

1
n—1°

géométrique de parametre

Déterminer la loi de X’ et vérifier que Y P(X'=k) = 1.
k=1

b) Montrer que X suit la méme loi que X”’.

c¢) Proposer un algorithme de simulation de la variable aléatoire X.

Solution
1. La variable aléatoire X représente le nombre d’essais pour obtenir le
premier succes. Ainsi X < G(1/n)

2. On regarde ce qui se passe pour des petites valeurs :
—OnaP(X=1)=1/2.
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=

ar la

s
o

formule des probabilités composées :
P(X - ]{7) - PEk_lﬂ"‘ﬂE1 (Sk)XPEk_2m...mE1 (Ek_l)x c XPE1 (EQ)XP(El)
1 k—1_ 1 1

:—k?-l—lx—k X x5 k(k—l—l)'
De maniére évidente F(X) n’existe pas.
Y =k sik </t

e , ;N
3. Par définition de X', on a (X _k)_{Z:k‘—E Gk (c

/ L1y sik </
( n) x—n_l(l —n—l) sik=/0+7

On vérifie que 'on définit ainsi une loi de probabilité. En effet :

Srer-p-tya-Hea-bids a7y

n

=1-(-L'+a-1) =1

b) Il est évident que X suit la loi de X’.
c¢) Simulation de la loi géométrique de parametre p :

Function geom(p :real) : integer ;

Var a : integer ; x := real
Begin
a :=1; x := random ;
while x>p
Begin a := a+l; x := random end ;
geom := a end ;

Il reste a utiliser cette idée.

Function simul(l,n :integer) : integer ;
Var a : integer ; x := real
Begin
a :=1; x := random ;
while x>1/n and a<=l
Begin
a := a+tl; x := random end ;
b :=0;
If a>1
Begin
b := b+l ;
random

X
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end ;
simul := a+l+b
end ;

Exercice 3.11.

On considere une variable aléatoire réelle discrete X définie sur un espace
probabilisé (€2, A, P) telle que

k

oll a > 0 est fixé.
1. Vérifier que 'on a bien défini une loi de probabilité.

Dans toute la suite, on désigne par Y une variable aléatoire indépendante de
X, définie sur le méme espace probabilisé, et suivant la méme loi que X.

2. On consideére la variable aléatoire Z = X +Y.

a) Déterminer la loi de Z.

b) Trouver 'espérance de la variable aléatoire S = T4 7

c¢) Déterminer E(HLZ)

3. On consideére maintenant la variable aléatoire 7' = inf(X,Y"), définie par :
pour tout w € Q,T(w) = min(X (w), Y (w)).
a) Déterminer P(X < n) pour tout n € N.
b) Prouver que la loi de T' est donnée par T'(2) = N et :

_ _ 14+ 2a a_ \2m
VmeN,P(T =m) = (1+a)2(1+a)
Solution
1. On a:
= 1 X a \k 1 1
Y. P(X =k)= > 1.
k=0 1+ak:0(1+“) T+a”1- Tra

Ceci prouve que 'on a bien affaire a une loi de de probabilité, puisque la
positivité est évidente.

a) Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, il vient :
P(Z=n)=PX+Y=n=P(UX=kNnY =n—-k))
k=0
i ok vk _ (n+1)a”
= (1 +a>kz+1 (1 +a)n—k+1 (1 +a)n+2
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b) En utilisant le théoreme de transfert, on trouve :
B(S)= Y AP@=n =3y —Lo(;4)"
n:0n+1 n:0(1+a) I+a
1 X 1 — 1 .
(14+a)* 1- e 1+a
c) Comme X et Y suivent la méme loi, il vient par symétrie :

X\ _ X _ Y _ Y
Eﬁ:7)_EQ+X+Y)_EH+X+Y)_EH+Z)
d) Avec les questions b) et ¢) on voit que : 2E(—>— X )+ E(S) =1, dot :

1+2
Eﬁfé) %G—E@D=2ui®

3. On considére maintenant la variable 7' = inf(X,Y').

a) La formule sur la somme des m + 1 premiers termes d’une suite
géométrique donne P(X <n)=1-— (1 —OiL- a)nH.

b) On a :
PT<m)=1—-P(T>m)=1-—P(X >m)P(Y >m)=1—-P(X >m)?

:1_< a )2(m—|—1)
1+a

Sim > 1, on en déduit que :

a 2m a 2m—|—2_ 1_|_2a a 2m
P(T_m)_(1+a) ( + ) _(1+a)2<1+a) )
0

1+a
Comme P(T = 0) = P(T < 0), on voit que la formule reste valable pour
m = 0.

Exercice 3.12.

On effectue une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
n € N*, on désigne par p,, la probabilité qu’au cours des n premiers lancers
le résultat «Pile» n’ait pas été obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1,p2 et p3. Dans la suite on pose py = 1.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on a :
DPn = %pn—l + %pn—2 + %pn—i’) (*)
2. a) Montrer que pour tout x € [0, 1], la série > p,z™ est convergente.

b) Pour z € [0, 1], calculer la somme de la série Y p,z"
n=0

3. a) Montrer que 1’équation (E) : 823 — 422 — 22 — 1 = 0 admet une unique
racine réelle ; on la note r. Montrer que 0 < r < 1.
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b) Montrer que I’équation (F) admet deux racines complexes conjuguées,
w et W, de module strictement inférieur a r.

c) Montrer que la suite (p,,) est une combinaison linéaire des trois suites
(r™), (w™) et (@™). (On pourra montrer que le C—espace vectoriel des suites
complexes vérifiant la relation (x) est de dimension 3).

d) En déduire la convergence et la limite de la suite (py, ).

Solution
1. a) On trouve p; = py = 1 et p3 = %, puisque I’événement contraire
«obtenir trois Pile consécutifs» se réalise avec la probabilité %

b) Si n > 4, on n’a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F; ou Py F5 ou Py P> F3. A lissue de chacune de ces séquences on
est alors revenu au point de départ.

Ainsi, notons A I’événement «ne pas obtenir 3 Pile consécutifs au cours des
n premiers lancers ) :

Pn = Pr (A)P(F1) + Ppinr,) (A)P(PLN F2) + P p npniy) (A) P(PL N P N Fy)
soit : Pn = %pn—l + ipn—Z + %pn—S

2. a) Comme 0 < p, < 1, pour tout n € N, on a pour 0 < z < 1,
0 < ppa™ < z”. On en déduit la convergence de la série Y p,x™.

b) Par convergence des séries en question, on peut écrire :

00 00 2, 3, X
> paa” = (3 puaa™ ) + (3 puoas”) + 5 (3 paoa™ ),
Soit, en notant S(x) = i Pnz™

n=0

2 3
. S(x)—l—x—x2:%(S(m)—l—x)+%(S(:E)—1)+%S(x)
Soit : ,
_ _ 22" +4x +8
Se) = 8 —4x — 22% — 2°
3. a) Soit P(z) =823 —42? —2r — 1. On a:

P'(z) =242 — 82— 2 = 24(z — 3)(z + §).

Ceci permet d’étudier les variations de P sur R et d’en déduire que P(z) < 0
pour x < 1/2, puis que P est strictement croissante sur [1/2, 4+00[.

Comme P(0)P(1) < 0, I'équation (E) admet une unique racine réelle r
appartenant a |0, 1[.

b) On remarque d’abord que P étant un polynéme réel de degré 3, ayant
une racine réelle, il admet deux racines complexes conjuguées w et w.
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Soit donc w tel que P(w) = 0.
Alors 8w? = 4w? + 2w + 1 entraine que
8lw|? < 4|w]? + 2lw| + 1
donc P(Jw|) < 0, ce qui d’apres les variations de P entraine que |w| < 7.

c) Le C—espace vectoriel S des suites complexes vérifiant la relation (x) est
de dimension 3.
* On montre en effet facilement que c¢’est un sous-espace vectoriel de ’espace
des suites sur C.
x l'application qui & (x,y, z) associe LA suite de S dont les trois premiers
termes sont z,y et z est un isomorphisme de C3 sur C.

Montrons que les trois suites ("), (w™),, (@W"), forment un systéme libre :
si pour tout n > 0, on a :

A" 4+ pw™ + v =0
on divise par r™, puis on fait tendre n vers l'infini pour obtenir A = 0. En
faisant alors n = 0, puis n = 1, comme w # w, il vient = v = 0.

d) On a donc pour tout n € N, p,, = A\r"™ 4+ pw™ + vo™.

Comme les racines sont toutes de module < 1, il vient : lim p, =0
n—oo

Exercice 3.13.

Soit (A;,), une suite d’événements d’un espace probabilisé (€2, .4, P).

On note B I'événement (| | Ax.
n>1k>n
On rappelle que cet événement est en fait :
B = {w € Q| w appartient & une infinité des A, }.

1. On suppose que la série > P(Aj) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

2. Soit (X,) une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées admettant un

moment d’ordre 4. On pose S,, = > X.
k=1

a) Montrer que E(S%) = nE(X{) + 3n(n — 1)(E(X3?))2.
b) Soit € > 0. Donner une majoration de la probabilité P(|S,| > en). En

déduire la limite en probabilité de la suite (%)n

c¢) En utilisant la question 1, montrer que sur un ensemble de probabilité

1, onalimS—:
n

Solution
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m oo
1. Pour tout entier m, on a : (| |J Arx = U Ai. La série > P(A,,) est
n=1k>n k=m

convergente. Donc lim > P(Ag) =0.

m— o0 k=m
Or P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
récurrence simple P(A,,UA,,+1U...UA,) <
et par passage a la limite par o-additivité :

P(kzj Ap) < Ej P(A)

ce qui montre que P(B) = lim P( (| U 4x) =0.

m—oo n=1k>n

< P(A) + P(B), donne par une
P(Am)+P(Am+1)+"'+P(An)

2. a) Par linéarité de ’espérance

E(S,)=>3 Zk: Zé: E(X: X; Xk Xe)

Les variables (X;) étant identiquement distribuées indépendantes et d’espérance
nulle, on ne prend en compte dans ce produit que les termes ne contenant
aucun facteur a la puissance 1, donc que les termes en X' et en X7 X7, avec

1< J.

— Pour 1 ién,ilyauntermeenX?;

<
<

—Pourl <i1<j<n,ilya (;l) = 6 termes en XZ-ZXJZ, car dans I’expression :

(X4 4+ X)X+ -+ X)) Xg+ -+ X)X+ -+ X))
on doit choisir les deux facteurs dans lesquels on choisit X; et dans les deux
autres on choisit donc Xj.
Ainsi :
B(S}) = 3 B(X{) + T 6xE(X?X3)
i= i<j
La premiere somme comporte n termes et la seconde en comporte (g’) =

—n(nQ— 1), de plus X2 et X J2 sont indépendantes et toutes les variables ont

meéme loi. Par conséquent :
E(Sy) = nE(X{) + 3n(n — 1)(B(X{))?
b) Comme V(X?) >0, on a :
(E(X?))? < E(X{), et B(S;) < (3n? — 2n)E(X{).
Par I'inégalité de Markov :
E(S,) 3

P(|S,,| > en) = P(S* > £*n?*) < ~ > 0
(‘ ’ n) (n ”) T (o) 4027 ko

Ainsi, (%)n tend en probabilité vers 0.
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c¢) Montrons que (%)n tend p.s. vers 0.

Soit € > 0 et A, I'événement {w € Q/M > e}. La série ) P(A,) est
convergente. "

Par la question précédente une infinité dévénements A, se produisent avec
la probabilité 0, c’est-a-dire qu’ils se produisent un nombre fini de fois avec
la probabilité 1.

. . .y S :
Donc, a partir d’'un moment N, les événements (% < 5) se produisent avec

une probabilité de 1. Ce qui signifie que la suite (%)n tend vers 0 p.s.

Exercice 3.14.

1. a) Montrer que la fonction ]0, Z[ — ]0,1[, ¢ + sin(¢) réalise une bijection
de classe C*°. On note h sa bijection réciproque.

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 1] et exprimer h/(x) en fonction de
T.

On définit la fonction f: R — R par :
1 .
—— € 10,1
pour tout x réel : f(x) = { Va(l —x) st e 0.1
0 sinon

2. a) Soient deux réels a et b tels que : 0 < a < b < 1. Montrer que :
b
/ f(t)dt = 2(h(vb) — h(z/a))
1
b) Montrer I'existence et calculer la valeur de / f(t)dt.
0

3. a) Déterminer la constante k de telle sorte que la fonction g = kf soit une
densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle.

Désormais on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), de densité g.

b) Déterminer la fonction de répartition G de X.
c) Pour x € R, exprimer G(1 — z) en fonction de G(z). En déduire
P(X < 3).

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire h(v/X).

Solution
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1. La fonction est continue et strictement croissante : elle réalise une bijection
de |0, 7/2[ sur son image |0, 1[. Elle est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas
d’ot1 :
Va €0, 1 b (¢) = —A— = L
10,1, (z) cos(h(z)) /1 — a2

2. a) Le changement de variable : u = v/t donne :

’ \/Edu
LHWMﬂL?zf?:%%ﬁ%Mﬂm

b) la fonction f est continue sur |0, 1.
1
— EnO0: f(t) ~ =
Vit
—~Enl:f(t)~—2—,
Vv1—-1

Donc l'intégrale proposée est convergente et :

| f0de= tim 20 - 1) = =

a—0,b—1

, donc h est de classe C*

3. a) Pour tout réel k, kf est continue sur R\ {0, 1}.
1
La fonction kf est positive, / kf(t)dt = km. Donc kf est une densité de
0

probabilité si et seulement si k = %
0 sizx <0
b) Un calcul élémentaire donne G(z) = /Oxg(t)dt = %h(\/i) si x €[0,1]
stz >1
c¢) Pour tout =z € R, g(x) = g(1 — z) entraine :

1—x +oo x
G(l—x):/ g(t)cl?le—/1 g(t)dtzl—/ g(u)du =1— G(x)

— o0 —x — o0

(on a effectué le changement de variable t = 1 — u)

Dot : G(0.5) = 1—G(0.5) = G(0.5) = P(X < 1) =

1

2

4.8it<0: Ph(vVX)<t]=0,

Si0<t< T P(W(VX) <t) = P(X <sin’(t)) = Gsin’(t)) = %h(sin(t))

soit :

Sit>%:P(h(\/Y)<t):1.

Ainsi h(v/X) suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 7/2].

Exercice 3.15.
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Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et suivant la
loi exponentielle de parametre A > 0.

n
Pour tout entier n > 1, on pose S,, = > Xy et U, = inf Xj.

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) Déterminer la loi de U,.

b) Reconnaitre la loi de S,,, puis en donner une densité. Montrer que pour
tout x > 0

k, k
P(S, >x)—e_/\wz >‘

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (2,4, P), indépendante des
variables (X;) et qui suit la loi géométrique de parametre p, avec 0 < p < 1.
On définit S et U par :

pour tout w € 2, S(w) = Sy)(w) et U(w)=Upw)(w).

On admet que S et U sont deux variables aléatoires.

a) Montrer que U est une variable aléatoire a densité et déterminer une
densité de U.

b) Déterminer la loi de S (on admettra que I'on peut permuter 'ordre des
sommations rencontrées).

Solution
a) Siz <0,ona P(U, <z)=0.
Sl x > 0, alors, par mdependance

PU, >z)= H P(X; > x) = (e ") = e~
Ainsi U, suit la loi exponentzi:eile de parametre nA.
b) On sait que S, suit la loi F( e ) Une densité de S, est donnée par :
. 0 sit<O0
fa(t) = { ﬁt"—le—kt sit >0

On remarque que pour tout n > 1 et t >0, f/ 1 (t) = Afn(t) = Afnsi(2).

Si I'on note F;, la fonction de répartition de S,,, alors, en intégrant 1’égalité
ci-dessus sur [0, z], il vient :

Mn1(@) = Fu(z) = Foga ()
On termine par télescopage.
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2. a) On utilise le systeme complet d’événements (N = n),>;. Ainsi, pour
x > 0 et par indépendance :

PU > z) = ip((U >2)N (N =n)) = i; P(U, > 2)P(N = n)

00 -z
_ no—nNAT __ pe
— e e
et )
0 six <0
F (.CU) o pe—>\$ .
U o 1— PEE— v six >0
1 —gqe

Cette fonction est continue de classe C! sauf en 0, monotone croissante, et telle
que lim Fy(x) =0et lim Fy(x) =1, donc U est une variable densité.
r—r — 00 xr—r 00

b) On agit de la méme fagon avec S.

P(S > ) = f P(S>a)N(N=n) = P(S,>z)P(N = k)

k N 00 k o)
Dz - Az Ax n—
_peAzz() 1:]?6)‘2(,) S gt
n=1 k= k=0 : n=k+1
_pe—)\:t: Z ( )k _k _ e—)x(l—q):(:
= k! 1—gq

Ainsi S suit la loi exponentielle de parametre Ap.

Exercice 3.16.

Soit Y et Z deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), admettant chacune un moment d’ordre 2. On admet alors que
Pespérance E(Y Z) existe.

1. Montrer que (E(Y 2))? < E(Y?)E(Z?).

2. Soit X une variable aléatoire ayant un moment d’ordre 2. Soit € > 0 et
U=¢—- X+ E(X). Soit B = 1y la variable aléatoire indicatrice de
I’événement (U > 0).

a) Justifier que 'on a U < UB.

b) A laide du résultat de la premiere question appliqué aux variables
aléatoires U et B, montrer I'inégalité :

P(X — E(X) > )<
V(X)
V(X)+e*

d) Donner un majorant de P(|X —E(X)| > ¢) et comparer avec le majorant
fourni par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

)
¢) Montrer de méme que : P(X — E(X) < —¢)
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Solution

1. La quantité E((X + \Y)?) est positive pour tout A. De plus, par linéarité
de ’espérance, on a :

E((X +XY)?) = 2E(Y?) + 20AE(XY) + E(X?)
Ce trinome du second degré reste positif sur R : son discriminant est donc
négatif ou nul ce qui se traduit par 'inégalité demandée.

2. a) Pour tout w tel que U(w) > 0, on a U(w)B(w) = U(w).
Pour tout w tel que U(w) < 0,0n a: U(w)B(w) =0 2= U(w).
b) En appliquant I'inégalité de la premiere question aux variables U et B,
on obtient :
E2(U) < EX(UB) < E(U*)E(B?)
Or E(U) = ¢ donc 2 < E(U?)E(B?).
Enfin :
e BE(U?) =2+ V(X).
e E(B?)=E(B)=PU >0)=P(X - E(X)<e).
Ainsi €2 < (2 + V(X))P(X — E(X) < ¢).
On termine en prenant la probabilité de I’événement contraire.

¢) On recommence ce qui précede en remplacant la variable X par — X, et
on trouve :

V(=X)
P(—X —FE(-X)2e) < 5———~+—
( ( ) 5) 82 n V(—X)
soit : V(X)
PX-—FEX)<—¢) ———~+—
(X~ B(X) € =) < s
En ajoutant les inégalités précédentes membre a membre, on trouve :
P(X ~ E(X)| > ) < oK)
V(X)+e

d) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit P(|X —E(X)| > ¢) < V(‘QX)

WX) |, V(X) )
V(X) + & g2
Il suffit de faire la différence :
2V(X) V(X)) _ VX)(? - V(X))
V(X)+e* &2 2(V(X)+¢eY)
Le majorant obtenu par la nouvelle inégalité est meilleur (plus petit) que celui
fourni par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev si et seulement si €2 < V(X).

et on doit donc comparer

Exercice 3.17.
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Les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). On rappelle que pour tout entier naturel a, il existe un unique

entier naturel m et un unique m-uplet (ag,...,am—1) € [0,9]™ tels que
m—1

a= Z a; 10% et ap,_1 =# 0. Cette écriture est I’écriture en base 10 de a.
i=0

On dispose d’une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher et
numérotées de 0 a 9. Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non
nul et [0,n] ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n. L’objectif
de cet exercice est de proposer une méthode de simulation d’une loi uniforme
sur [0,n] a laide de cette urne.

1. Montrer qu’il existe un unique entier naturel k tel que 10*~1 < n < 10% —1.

On effectue k tirages successifs, au hasard et avec remise a chaque fois de la
boule obtenue avant le tirage sutvant, d’une boule de ['urne.
On note Xy, ..., Xk_1 les variables aléatoires donnant les résultats successifs

k
des tirages. Enfin, on note N(w) = > X;(w)10%.
i=0

2. a) Déterminer N (£2).

b) Déterminer la loi de N.

c¢) Calculer E[N].
Soit (N;);en une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement,
distribuées de méme loi que V.
Pour tout w € €2, on note T'(w) = inf{i € N*/N;(w) € [0,n]} lorsque
’ensemble précédent est non vide (si cet ensemble est vide on pose T'(w) = 0).
Enfin, pour tout w € 2, on note X (w) = Np(,)(w).
3. a) Déterminer la loi de 7.

b) Déterminer la loi de X.

Solution
1. La famille ([10*=1,10% — 1[,k > 1) est une partition de [1, +-o0[. Ainsi, il
existe un unique entier naturel k tel que 10*~1 < n < 10F — 1.

2. a) Pour tout i € [0, k], X;(w) € [0,9]. Ainsi,

10—-1
Ainsi, d’apres les rappels sur ’écriture décimale des entiers :
N(Q2) = [0,10% — 1]

k—1 ) k—1 ) 10k 1
0< Y X;(w)10t < > 9-100<9- —= <108 —1
=0 1=0
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b) Soit a € [0,10% — 1]. Notons a = kil a;10°. D’aprés I'unicité de la
décomposition décimale et I'indépendance éiz(s) lancers,
P(N =a)=P((Xo=ao) NN (Xp_1 = ax_1)) = ZE[;P(X,L- — a;) = #
Ainsi, N suit la loi uniforme sur [0, 10* — 1].

c¢) N suivant la loi uniforme sur [0,10* — 1], on a :

10F — 1
BE(N) = 105

3. a) La loi de T est la loi du temps d’attente d’'un premier succes dans
une succession d’épreuves indépendantes. Ainsi, T' suit la loi géométrique de

parametre p = P(N € [0,n]) = an_|'k1

b) Soit a € [0,n]. Notons p = 1 — ¢ = an'i'kl En utilisant le systeme

complet d’événements (T = i);en+ :

oo 1—1
P(X =a) = P(Ny =a) = Zl ( lp(Nj ¢ [0,n]))P(N; = a)
1= 1=
1< n41yi-1_ 1 1 1
J— 1_ — —
oF 2 ) 10F "Bkl — n+1

Ainsi, X suit la loi uniforme sur [0, n].

Exercice 3.18.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Une urne U; contient des boules rouges et blanches en proportions respectives
p €]0,1[ et ¢ =1 — p. Une urne U, contient dix jetons numérotés de 0 a 9.

On effectue des tirages avec remise d’une boule de I'urne U; jusqu’a obtenir
une boule rouge. On note N la variable aléatoire correspondant au nombre
de tirages effectués.

On effectue alors N tirages avec remise d'un jeton de I'urne Us,. L’entier
compris entre 0 et 9 issu du k-ieme tirage sera noté Y (w). On forme ainsi un
nombre réel de [0, 1] défini par :

N(w)
K= 2 gl

(le résultat du k-ieme tirage donne donc la k-ieme décimale de X (w))

1. Déterminer la loi de N.
Un nombre décimal de [0, 1] est un réel d de [0, 1] vérifiant : il existe m € N*
tel que 10™d € N. On note D I’ensemble des nombres décimaux.
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2. Montrer que D C QN [0, 1] et que cette inclusion est stricte.

3. Soit n € N* et D,, I’ensemble des décimaux qui s’écrivent sous la forme
0,a1as . ..a, ou a, # 0. Déterminer le cardinal de D,,.
4. a) Calculer P(X = 0).

b) En remarquant que 0,375 = 0,3750 = 0,37500 = - - -, montrer

que
2

pq-
10%(10 — q)
c) Soient n € N et d = 0,a; - - - a,, un nombre décimal tel que a, # 0.

Calculer P(X = d).

d) Vérifier que I'on définit bien ainsi une loi de probabilité sur D.

P(X =0,375) =

Solution

1. La variable aléatoire N suit la loi géométrique de parametre p.

2. Soit d € D. 1l existe m € N tel que 10™d = r € N. Ainsi, p = 10Lm e Q.
On remarque que 1/3 = 0,333 - - - n’appartient pas a D.

3. Comme (ai,...,a,) € [0,9]""! x [1,9], alors card D,, = 9.10" L.
4. a) La famille (N = m),,>; étant un systeme complet d’événements :

_ — 1 m—1 p
PX=0)= Y Py_ (X =0)P(N=m)= 5 —L_ _

b) Pour obtenir 0,375, alors N doit étre au moins égal a 3. Ainsi, en utilisant
la remarque et les evénements (N = m),;,>3 :

P(X =0,375) = 3 Py—m) (X = 0,375)P(N = m)
m=3

P(X=0375)= > P(Y1=3Y,=7Y3=5Y,=0,...,Y, =0)pg" !
m=3
(si m = 3, la liste s’arréte Y3)
00 2
— — 1 m—1 _ Pq
P(X=0375)= Y —L_ ___pr
( )= 2 qmP 10%(10 — q)
c) En reprenant le systeme complet d’événement (N = m),,>1, on obtient
plus généralement :

P(X = d) = mil Pix—my(X = d)P(N = m)

[ee) n—1
— 1 m—1 — pq
PRI 107110 — ¢)

d) En utilisant les notations précédentes :
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> )= > L D (R
P(X =d)= Y card(D,)x—1 =3 910" 1u—1L
d£0 ( n=1 () 10" 110 —q) a1 10"71(10 — q)
_ 9p - n—1 _ 9
10 — q ngl 1 9— D
et Y P(X =d)=1.
deh

Exercice 3.19.

Soit (Up)nen et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (€2, A, P) et toutes de méme loi uniforme sur [0, 1].

On suppose que toutes les variables U, et V,, (pour n € N*) sont
indépendantes.

1. Pour tout réel x € |0, 1], calculer l'intégrale : J(x) = / S S
10,1] g (z) ; m

[On pourra justifier et utiliser le changement de variable (& x fixé) :
p:]-m/2,1/2[>R,0—t= % sin 0 + % ]

2. a) Déterminer la loi de U2.

b) Justifier que la variable U2 + V> posséde une densité h, que l'on
exprimera sous forme d’une intégrale.

¢) Déterminer h(x) pour z € [0, 1].

772 2
3.Onpose:‘v’n€N*,Xn:{1 STUn_'"Vngl
0 sinon.

Déterminer la loi de X,,.

n
4. a) Prouver que la suite (Z,,)nen< définie par Vn € N* Z,, = % > Xk,
k=1
converge en probabilité vers la constante .

Soit @ € 10,1 et § > 0.

b) Montrer qu’il existe un entier ng, qu’on exprimera en fonction de « et
0, tel que

Vn > ng, P(|Z, — 7| >0) < a.

Solution

1. Si z € ]0,1] et ¢t € ]0,z[, alors z — ¢t € ]0,1[; l'intégrale est convergente
(regle de Riemann).

Effectuons le changement de variable de classe C! bijectif ¢ : |—7/2, 7/2[—
10, | défini dans ’énoncé. Comme cosf > 0, il vient :
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z dt /2 T 0)do /2

J(:c)z/ :/ 2 os(9) :/ dt = .
z2 x — x? ; —
0 = -tz e e sinth) o
2. a) Pour z € ]0,1], P(U2 < 2) = y/z; donc une densité de U2 est :
fz(z) = ﬁ si z € ]0,1], et 0 sinon.
b) (Us + Vi2)(Q) = [0,2];

Les variables aléatoires U2 et V,? sont indépendantes de méme loi & densité
(nulle en dehors de [0, 1]) donc, par convolution :
— h(z)=0si[z<0o0uz>2|

— h(z) = /0 fz(t)fz(z —t)dt sinon.

c)0<z2

NS

<1 = h(z) = / _dt
( ) o 4/ t(Z — t)
3. X,, suit une loi de Bernoulli de parametre :

1
p(xnzl):p(vg+v3g1):/
0

4. a) Les variables aléatoires 4X,, sont indépendantes, équidistribuées et
d’espérance finie, donc d’apres la loi faible des grands nombres,(Z, ), tend
en probabilité vers E(4X;) = 7.

b) Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff
P(|Zn —7T| > 5) < Vggn) — 7T(4 —7T)’ d’ou ne = ’77'['(4 — 7T)-‘

no? b’
o [z] désigne le plus petit entier au moins égal .

Exercice 3.20.

Dans cet exercice, N désigne un entier naturel non nul et k£ un entier naturel
fixé supérieur strictement a 2.

On considere une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, indiscern-
ables au toucher.

On pratique dans cette urne des tirages successifs d’'une boule avec remise
et on arréte les tirages des qu’on a obtenu k boules consécutives portant le
meme Nnumeéro.

On suppose que l'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir l'arrét des tirages (on admet que 7" est bien une variable aléatoire).

1. a) Donner T'(£2).
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b) Déterminer les valeurs de P(T = k) et P(T' =k +1).

c¢) Donner la valeur de P(T = k + 2).
2. a) Montrer que pour tout m € N, (T'=m + k) C (T > m).
b) En déduire que pour tout m € N, P(T'=m + k) = NN_k 1P(T >m).
c¢) A laide de la formule précédente, montrer que, pour tout entier naturel
ntelquen>k+1:

P(T:n+1):P(T=n)—NN;lp(T:n—k+1)

3. Compléter le programme suivant pour qu’il simule les tirages décrits
précédemment et qu’il calcule et affiche la valeur prise par T'.

Program escp2014 ;

Var x, y, k, ¢, N, t : integer;

Begin

Randomize ; Readln(k, N) ;

c:=1;1t :=1; x : = random(N) + 1;

While (c < k) do begin

y : = random(N) + 1;

If (y = x) then ¢ : —————- else If (¢ > 1) then ¢ : = —————- ;
X =75;

t: = -—- 5

end ;

Writeln(t) ; end.

Solution

1. a) Le premier tirage donnant une boule quelconque (probabilité égale a
11), réaliser (T = k) c’est tirer k — 1 fois consécutivement la méme boule que
celle tirée en premier.

On a donc, par indépendance : P(T = k) = #
b) Réaliser (T' = k + 1), c’est tirer une premiere boule (probabilité égale a

1), puis une boule différente (probabilité égale a N N 1) et tirer ensuite k — 1

fois de suite la méme boule que la deuxieme (a chaque fois ceci se produit
avec la probabilité 1/N).

On a donc, par indépendance : P(T'=k+ 1) = NN_k; 1
2 —_—
c) Comme k >2 ona P(T=k+2)= N ](\TJXH D _ NN_k 1 (on choisit la

boule qui permet de gagner de NV facons, cette boule est obtenue du tirage de
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rang 3 au tirage de rang k+2, le tirage de rang 2 a dii amener une autre boule
(sinon on s’arréte trop tot) et le résultat du tirage de rang 1 est quelconque).

2. a) Comme k est strictement positif, on a l'inclusion : (T'=m+k) C (T >
m).
b) On en déduit que (T'=m+k)N(T > m) = (T = m+ k). Par conséquent,
on obtient :

P(T'=m+k) = Prsm)(T =m+k)P(T >m)
Or, par indépendance, on a Pips.,) (T =m+k) = P(T' = k+1). En effet, la
(m+ 1)-eéme boule doit étre distincte de la m-eéme, puis ensuite, on doit tirer
k — 1 fois la méme boule que la (m + 1)-eéme.

Finalement : P(T =m + k) = NN_'C 1P(T >m).

c¢) Pour m = n — k (qui est bien supérieur ou égal a 1), on trouve :

P(T =n) = NN;lp(T>n—k)

Pour m =n+ 1 — k (qui est bien supérieur ou égal a 1), on trouve :
P(T=n+1)= NN_,€1P(T>n+1—k:)

En soustrayant membre a membre, on a :

P(T:n+1)—P(T:n):NN_kl(P(T>n+1—l<:)—P(T>n+1—k:))

Comme T est a valeurs entieres, on obtient :
P(T=n+1)—P(T =n) :—NN_lP(T:n+1—k)
t

: integer ;

k
3. Program escp2014; Var x, y, k, c, N,
Begin
Randomize ; Readln(k, N) ;
c:=1;t :=1; x : = random(N) + 1;
While (c < k) do
begin
y : = random(N) + 1;
If (y = x) then c : = c + 1 else If (c > 1) then c :
X =79;
t: =1t
end ;
Writeln(t) ;
end.

Il
—-

+ 1;

Exercice 3.21.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace
probabilisé (2, A, P).
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Soit (X, )n>1 et (Yy,)n>1 deux suites de variables aléatoires. On suppose que
la suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire X et que la suite
(Y,,) converge en probabilité vers une constante 6.

Partie A. On veut montrer dans cette partie que la suite (X,, +Y,,) converge
en loi vers X + 6.

1. Montrer que ’on peut supposer que 6 = 0.
On suppose donc désormais que (Yy,) converge en probabilité vers 0.

Soit € > 0 et  un point de continuité de la fonction de répartition de X.

2. a) En utilisant le systéeme complet d’événements {(|Y,| > ), (|Y,| < )},
montrer que :

PX,+Y,<2)<P(X,<zxz+¢e)+ P(|Y.] >¢)
b) Montrer de méme que P(X,, <z—¢) < P(X,,+Y, <)+ P(|Y,]| > ¢).
¢) En déduire que P(X,, < z—e)—P(|Y,| > ¢) < P(X, < z+e)+P(|Y,| >
£).
3. Montrer que (X,, +Y,,) converge en loi vers X.
Partie B. On veut montrer dans cette partie que la suite (X, Y;,) converge
en probabilité vers 6.X.

1. Montrer que ’on peut supposer que 6 = 0.
On suppose donc désormais que (Y,) converge en probabilité vers 0.

2. Soit M un réel strictement positif et € > 0. En utilisant le systeme complet
d’événements {(|Y,,| > 1/M), (|Y,| < 1/M)}, montrer que :

P(IX,Yo| > €) < P(|Xn| > eM) + P(|Y,| > 1/M)

3. En utilisant le fait que (Y;,) tend en probabilité vers 0, montrer que (X,,Y,,)
converge en probabilité vers 0.

Solution
Partie A.
1. On peut supposer § = 0 en écrivant X,, + Y, = (X,, +6) + (Y, — 0) et
(Y,, — 0),, tend en probabilité vers 0.
2. a) En utilisant le systéme complet proposé, il vient :
PX,+Y,<2z)=
P((X + Yo < 2) N (Y] < 2)) £ P((Xn + Yo < 2) 0 (Yl > 2)
P(X,+Y,<z)<P(X,<z+¢e)+ P(|Ys] >¢)
En effet :
(Xn+Y, <z)N(|Yn] >¢) C (|Ya] >¢)
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et
(Xn+Y,<2)N([Yo|<e)=(Xn<2-Y,)N(—e <Y, <e) C (X, <z+¢)
b) Avec le méme raisonnement, il vient :
P(X, <2—5) = P((Xy < 2—)N(|Ya] <)+ P(Xn < 2—2)N(|Ya] > €))
P(X,<z—¢)< P(X,+Y,<x)+ P(|Y,] >¢)
c¢) Ainsi, par les deux inégalités précédentes :
P(X, <z—e)—P(|Y,] >¢) < P(X,,+Y, < z) < P(X,, < z+¢)—P(|Y,| > ¢)

3. Pour € petit, avec x £ ¢ point de continuité de F'x, on sait que :
lim P(X,, <zte)=PX <xte)et lim P(|Yn|>¢)=0
n—oo

n—oo

Donc par les inégalités vues en 2. ¢), (X,, + Y;,), converge en loi vers X.

Partie B.

1. On peut supposer § = 0 en écrivant X,Y, = X, (Y, — 0) + 0X,,
car lim 60X, = 6X. Il suffit donc de montrer que X,(Y,, — 0) converge

n— 00
en probabilité vers 0 et par la partie précédente que (X,Y;) converge en

probabilité vers 0.
2. On écrit :
P(|X,Y,|>¢) =
P((|XnYn| > &) N ([Yn| > 1/M)) + P((| X5 Yy| > €)
P(|XnYn| > 6) P((|XnYn| > ) N (|Yn| > 1/M)) + P(|Yn|
P(| X, >eM)+ P(|Y,| <1/M)

3. Or pour tout M,
lim P(|Y,| <1/M)=0et lim P(|X,|>ecM)=P(|X|>cecM),
n—oo

n—oo

cette derniere quantité étant aussi petite que 'on veut si M est grand.

(IYa] < 1/M))

On conclut alors comme dans la partie A.

Exercice 3.22.

On pose, pour tout = réel :
o(r) = \/%e_ﬁﬂ, O(x) = / e(t)dt, ¥(x)=1-—d(x)

1. Montrer que, pour tout z > 0 :
a) U(r) < @

U () 2 /+°o e
b =e” /2 PRa < )T
Vo =) %
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2. Résoudre ’équation différentielle f/(z) —zf(x) = 0, d’inconnue f € C}(R).

3. Soit h une fonction définie sur R vérifiant : il existe une constante C' > 0
telle que pour tous x,y réels : |h(x) — h(y)| < Clxr — y| (on dit que h est
lipschitzienne).

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

a) Montrer que E(h(Z)) existe.
b) Montrer que pour tout y réel : |h(y) — E(h(Z))| < C (|y| + \/g)

4. La fonction h étant donnée comme dans la question précédente, on cherche
A résoudre 1'équation différentielle, d’inconnue f € C'(R) :

Yz R, () — 2f(x) = B(h(Z)) — h(z) (%)
+oo
On pose fp, : ex2/2/ e~ 12((t) — E(h(Z)))dt.

a) Montrer que f;, est bien définie sur R.
b) Montrer que f;, vérifie 'équation (x) et qu’elle est bornée sur R¥.

c¢) Montrer que sup |fx(x)| < 2C.
x>0

Solution
1. a) On a, pour z > 0 :

+oo 1 +o0
\If(as)—/x o(t)dt = \/%/ Ik
_ L[ﬂr“ _ L/“"&dt
S WVerl —tle Vo), o
_ 1 e /+°°e‘t2/2dt< p(z)
CVorow Vor /. 2 T @

—+ o0
b) On étudie la fonction g : z — ex2/2/ e~t"/24d¢. Sa dérivée ¢ vérifie,
X

pour = >0 :

x(M ~Ly<o
p(x) T

ce qui entraine la décroissance de g sur R* et :

—+ 00
glr) < g0 :/ e 24y = T
(2) <90) = | v

2. C’est une équation différentielle liné%ire homogene du premier ordre dont
les solutions sont de la forme z — C.e* /2.

g'(z) =
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3. a) Si h est lipchitzienne, on a |h(z) — h(0)] < Clz| = |h(z)] <
Cl|z| 4+ |h(0)|. Cela entraine l'existence de E(h(X)), puisque X admet une
espérance.

b) Utilisons le théoreme de transfert :

L[ 2
(o) ~ B2 = =| [ (o)~ o2
too o—t7/2
<C/_OO ly — t| \/—dt

o+ [ ) = ol + /)

o0

4. a) La fonction f; est bien définie par la question précédente et le fait que
Z admette une espérance.

b) La fonction f;, est le produit de fonctions dérivables, et :

fn(@) = xfn(z) = (h(z) = E(h(2)))
La fonction fj, vérifie donc ’équation différentielle (x).
De plus, par la question 3.

+0o0
@l <o [t +y R

+00o
Or, par la question 1. b), ,/%eﬁ/z/ e /2 L1,
et pour x > 0 : ’

2 +oo 2 2 +OO 2 2 2
e /2/ t|le™t /2dt = e® /2/ te /2t L e /2 e /2 = 1
X X

Donc fp est bornée sur R, .

c) Cette question est évidente, par les deux majorations obtenues ci-dessus.



