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Le probléme du collectionneur de vignettes

par Gérard LAVAU ! et Arnaud BEGYN 2

On souhaite collectionner des vignettes des héros de I'espace, vendues avec des tablettes
de chocolat. Chaque tablette contient une vignette, et la collection compléte comporte n
vignettes. La probabilité de tirer une vignette donnée dans un tablette est supposée uni-
forme sur {1,---,n}. Quand il s’agit de confectionner une unique collection complete de
vignettes, 'espérance du nombre de tablettes a acheter est bien connue. Si on note X; la
variable aléatoire égale au nombre de tablettes pour acquérir une premiere vignette (de
sorte que X) est la variable certaine égale a 1), X, la variable aléatoire égale au nombre de
tablettes supplémentaires pour acquérir une deuxieme vignette différente de la premiere,
..., Xi la variable aléatoire égale au nombre de tablettes supplémentaires pour acquérir
une k-eme vignette différente des k — 1 premieres vignettes distinctes déja acquises, etc.,
alors le nombre total de tablettes a acquérir pour confectionner une collection compléte

n

de toutes les vignettes est Z Xk. Pour tout k, Xj suit une loi géométrique de parametre
k=1

n—-k+1

et son espérance est . Lespérance du nombre de tablettes a acheter est

n
n—-k+1
kg’lm—kglk—nn(n)'F (n)

En 1960, Donald J. Newman, Lawrence Shepp ont donné 'espérance du nombre de ta-
blettes a acheter pour confectionner un nombre m quelconque de collections completes
(The Double Dixie Cup Problem, Am. Math. Monthly, Vol. 67, n° 1, Jan. 1960, pp. 58-61), ainsi
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qu'un développement asymptotique du nombre de tablettes a acheter lorsque n tend vers
I'infini, a savoir
n(n(n) + (m-1)In(n(n)) + O(1)).

On se borne ci-dessous a adapter leur article dans le cas ou m = 2, situation éventuellement
adaptable en probléeme aupres de nos étudiants.

Deux enfants souhaitent donc confectionner deux collections completes. On note Z; le

nombre de tablettes a acheter pour y parvenir. Pour tout entier k = 0, on note pj la probabi-

lité d’acheter k tablettes et de ne pas obtenir avec ces k tablettes deux collections complétes.
o0 (e

o0
On a donc pi = P(Z, > k) et E(Z,) = Y | P(Z, 2 k) = ) P(Z, > k) = )_ pi (la conver-
k=1 k=0 k=0
gence de la série est prouvée dans la démonstration de la proposition 1 ci-dessous). On

a par ailleurs py = Ni./n¥, ott Nj est le nombre de fagons de ne pas avoir deux collections
completes de n vignettes apres 'achat de k tablettes. Ny se dénombre en considérant qu’on
a k vignettes au total et au moins une des n images de la collection n'est qu’en quantité 0
ou 1, de sorte que

Ni=) =

l1'12

ol1la somme porte sur les indices iy, ..., i, tels que i} +---+ i, = k et au moins un des indices
i; est strictement inférieur a 2 (i; est égal au nombre de représentants de la j-iéme vignette
k!

de la collection). En complément, la somme Z portant sur les indices iy, ..., i,

ilig!e--i,
tous supérieurs ou égaux a2 et tels que iy +---+ i, = k Vaut nk - Ny.

On dispose du premier résultat suivant.

Proposition 1. Soit F la fonction définie par F(t) = e"! — (e’ —1—1)". Lespérance du nombre
Z, de tablettes a acheter pour confectionner deux collections complétes de n vignettes est :

E(Z,) = nfooF(t)e*”fdt. (1)
0

S5} .
En effet, e’ —1— = Z t'/i! de sorte que, en effectuant le produit de Cauchy 7 fois de cette

) i=2
série :
tk
(e' - )
Z‘le'zg Z’Zzl'lg i 7K
k! . .
la somme intérieure Z 5 portant sur les iy, ..., iy tous supérieurs ou égaux a 2 et

iligl--ip!
telsque iy +---+ i, =k. Onadonc

0o ,Hk
¢ _ n _Nk k
(e —l—t)n—ZTt (3)
k=0
et
Fi=Y N yi. 4)
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1 oo tk
Or,pourtoutk=0ettoutn=1, — =n —e " dt, donc
nk o k!
[e.e] N (0]
Y —]’C‘:nf F(r)e ™ dr.
k=0 1 0

On peut appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme et permuter série et intégrale
N,

car, la série définissant F(t) étant a termes positifs, il suffit de vérifier que la série Z —]]j
I/

converge et, pour cela, il suffit de vérifier que ses sommes partielles sont majorées, or elles

(o]

le sont précisément par n f F(t)e™""dt dont on pourra vérifier qu’il s’agit d’une intégrale

0
o]

convergente. Comme on a vu que Z % n’était autre que E(Z,), on a montré le résultat
annoncé. =0
Montrons maintenant que :
Proposition 2. Quand n tend vers l'infini, on a:
E(Z,) = nIn(n) + nin(n(n)) + O(n).

Autrement dit, le nombre de tablettes a acheter pour confectionner une deuxiéme collec-
tion est négligeable devant le nombre de tablettes pour confectionner la premiére collec-
tion, ce qui satisfera les parents de plusieurs enfants.

Pour tout entier n = 1, posons
(0]
Inzf 1-(-(1+0ne Hds, (5)
0
de sorte que E(Z,) = nl,. Le but est de montrer que

I, =In(n) +In(n(n)) + O(1)

quand n tend vers +oco. On obtient ce résultat par une suite d’'inégalités conduisant a un
encadrement adéquat.

(o0)
Remarquons d’abord que I, I,,_ = f A-1+0e H" 11+ e ! dt. Considérons la fonc-
0

tion f:r€[0,+oo[— 1—(1+ e ’: f estde classe € 1 strictement croissante et bijective de
[0, +oo[ sur [0, 1[. Si on effectue le changement de variable x = f(#), on obtient dx = te~'dr¢

et )
— -1 1
In—1In —j(; x" (1 + f_l(x)) dx. (6)

Lemme 1. Pour tout x élément de [0,1], f‘l(x) =-In(1-x).

En effet :

fl=2-n-x) = x=f-In0-x)=1-1-In(1 - x))(1 - x)
— x=21-1-x-1-x)In(1-x) < 0=(1-x)In(1-x),

qui est vrai car x est compris entre 0 et 1.

On en déduit également que :
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Lemme 2. Pour tout entierr =1 et tout x dans [0,1], f’1 xX)=x"In(r+1).

En effet :
oo xk r xk rq
flwz-ml-0=Y ==Y =>x"Y —=x"In(r+D. @)
- ko =k sk
On en déduit que :
Lemme 3. Pour toutentierr =1, avecr <n :
f dx< ! ®)
X< .
o f(x) (n-nlnr+1)

1 x 1 xn 1 1
En effet,f —dxsf dx= .
o fl(x) 0o x'In(r+1) (n-nnr+1)
D’autre part :

Lemme4. Sionprendunréelu=1eta= f(u), alors:

1 x 1 [ 1 (I+we ™ _ 1
f —dx?—f xn_ldxz——Lz——Ze_u. 9
o [l uJo nu u nu
En effet, comme a appartient a [0, 1] et qu’on integre des fonctions positives, on a:
1 xn—l a xn—l
f TdJC?f de (10)
o M) o f7x)
Or, sur [0,al, f(x) < f'(a) = u, donc
1 xn—l 1 a a
f de;—f A Vdx= & ()
o f[71) u Jo nu
a” 1 1+u)e ™ 1-a”
11 suffit donc ensuite de montrer que P = P %, ce qui équivaut a <

n

Q+we*=1-f(uy=1-a,oua 1 <n,ouencoreal+a+..+a" l<n,ce qui est vrai

a
1 1+ u)e 4 1

1+u
cara<1.Enfin — - ———— > — —2¢ % équivaut a < 2 qui est vrai car, comme
nu u nu
1+u 1
u=zl, =1+—x<2
u u

Lemme 5. Pour n = 3, posons maintenant r = {%J (out | | désigne la partie entiere) et
n(n
u =1n(n) + 2In(In(n)). Alors il existe une constante C telle que, pour toutn =3 :
1 Cln(In(n))

1
— —2e7 %> — 12
nu ¢ >nln(n) nln(n)? (12)

et
1 1 Cln(n(n))
<

(n-nIn(r+1)  nlnn) nln(n)?

(13)
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Ona:
o 1 2
wu 2% T hinon +2inn(m)  nln(n?
1 ( 21n(1n(n)))—1 2
= 1+ —
nln(n) In(n) nln(n)?
_ 1 (1 B 2In(In(n)) In(In(n)) ) B 2
nln(n) In(n) In(n) nln(n)?
1 2In(In(n)) In(In(n)) 2
- nin(n)  nln(n)? * ( nln(n)? )_ nln(n)?
1 2In(In(n)) In(In(n))
" nln(n)  nln(n)? * ( nln(n)2 )
ar 2 = (ln(ln(n)) ) La constante C cherchée doit étre telle que :
nln(n)? nln(n)?
1 2In(In(n)) (ln(ln(n)) )2 o ClIn(In(n)) (14)
nin(n)  nln(n)? nln(n)? nln(n)  nlnm)? ’

ce qui équivaut a 2+ 0(1) < C, ce qui est possible car o(1) est une quantité bornée.

En ce qui concerne 'inégalité (13), comme r +1 = n etn—-r=n- L, ona:
In(n) In(n)
1 1
<
(n-r)In(r+1) (n— n )l n
In(n) ln(n)
- )-1 ( ln(ln(n)))
h nln(n) ln(n) In(n)

N

1
ln(n) (ln(n)))( " In(n)

A

,_n

In(In(7n)) (ln(ln(n))
In(n)

-
nln(n (
1

nln(n In(n)
ln(ln(n)) (ln(ln(n)) ))
< 1+
nln(n) In(n) In(n)
1 In(In(n)) (ln(ln(n)))
< + +0
nin(n) nln(n)? nln(n)?

On prendra également C tel que C = 1+o0(1).
En regroupant (8), (9), (12) et (13), on obtient, pour tout n=3:

Cln(In(n))
nln(n)? -

1 Cln(In(n)) f n-1 1
- < dx < +
nln(n) nln(n)? o () nln(n)
On en déduit :

Lemme 6. Il existe une constante D telle que, pour toutn =3 :

n n 1 xk—l n
D<
X_: ln(k) kgéfo f‘l(x) X_: ln(k)

(ln(ln(n)) )) ( In(In(n)) (ln(ln(n))
1+ +0
In(n) In(n)

)

(15)

(16)
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In(In(n))

nin(n)? nin(n)?
sur une série de Bertrand dont la convergence se prouve par une comparaison série-inté-
grale). Il suffit donc de sommer I'encadrement (15) et de prendre D égal a C fois la somme
de la dite série pour conclure.

En effet, la série ) converge (son terme général estun O ( ), et!’'on tombe

On en tire ensuite :

Lemme 7. Il existe une constante E telle que, pour toutn=3:

In(n(n))-E < kz;fol f)i]i_(x) dx <In(n(n)) +E. a7
Pour cela, on encadre kZé KIn(o au moyen d'une comparaison série intégrale :
n n n
_[3 xli(x) dx+ nhi(n) < kg’g kli(k) s[g xhi(x) dx, (18)
ou encore
In(In(n)) —In(In(3)) + ! < i ! < In(In(n)) - In(n(2)). (19)
nin(n) = kin(k)
1l suffit alors de prendre E = In(In(3)) + D.
Enfin, on conclut la démonstration de la proposition 2 au moyen de :
Lemme 8. Il existe une constante F telle que, pour toutn=3:
In(n) +In(In(n)) — F < I, <In(n) + In(In(n)) + F. (20)

Comme [ — Ij_ :f e 1(1+ )d = f dx,ona,ensommantde3én
T 1 k' Jo i

et en utilisant I’encadrement (17) :

n n
> % +In(In(n) —E<I,—L <), % +In(In(n)) + E. 1)
k=3 k=3

1 1
Mais, comme ci-dessus, In(n) —1n(3) +o < Z % <In(n)-In(2). On prend F = E+In(3) + L.



