1
ANALYSE

Exercice 1.01.

Soit f la fonction numérique définie sur R™ par
n

f(a:l,...,:z:n):exp(n—i—l— Zxk)+ > etk
k=1 k=1

1. Montrer que f est de classe C? sur R”.

2. Déterminer le gradient V f de f. En déduire que f admet un unique point
critique noté .

3. a) Calculer la hessienne V2 f(Z) de f en ce point critique.

b) Montrer que VX € M, 1(R) \ {0},*XV?f(Z)X > 0.

4. a) En déduire f admet en  un minimum local.

b) Ce minimum est-il un minimum global sur R" ?

Solution :

1. La fonction f est de classe C? comme somme et composée de fonctions de
classe C2.

2. Un calcul élémentaire donne pour tout i € [1,n]
gf (T1,...,an) = —exp(n+1— Y xg) + ¥
Li k=1
donc : . .
VS = (eﬂﬁ1 — exp(n—|— 1-> xk), T exp(n—l— 1-> azk))

k=1 k=1
Un point critique x est déterminé par V f,, = 0, soit pour tout i € [1,n] :
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g:;i(xl,...,a:n):—exp(n+1—k§1xk)+efﬂi:()
Ainsi, e"1 = ... = & = exp(n—l—l— ixk), donc z; = ... = =z, et
:L’l:n—l—l—nxl,doncacl:...:xnzl.k:1
r=(1,...,1)

3. a) La matrice hessienne est égale a

e +exp(n+1— > @) sii=j

V2fw = (CLZ"j), avec az-’j = n k=1
exp(n+1— 3 xi) sii# 7
k=1
etenz =(1,...1),
2 1 ... 1
1 2 ... 1
V2f;:e o
1 ... 1 2

b) Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses
valeurs propres sont strictement positives. Ici la matrice V2 f,, vaut e(I +.J),
ou J est la matrice composée uniquement de 1. La matrice J est de rang 1
et la somme de chacune de ses lignes est égale a n. Ainsi ses valeurs propres
sont 0 et n ; les valeurs propres de I + J sont 1 et n+ 1 et les valeurs propres
de e(I + J) sont e et e(n+ 1) qui sont strictement positives. D’ou le résultat.
4. a) On sait alors qu’en le point critique ¥ f admet un minimum local. La
valeur de ce minimum est (n + 1)e.

b) C’est un minimum global. En effet lim f(x) = +o0o, car f(z) >

||z]| =400

n

> ek, Ainsi, il existe A > 0 tel que si ||z|| > A, f(z) > (n+1)e+ 1. Sur le
k=1
disque fermé et borné, centré en 0, de rayon A, la fonction f est continue et

atteint son minimum. Celui-ci ne peut étre atteint au bord car pour ||z|| > A,
f(z) > (n+1)e. Il est donc atteint en un point de l'intérieur qui est un ouvert,
donc au point critique déterminé précédemment.

Exercice 1.02.

Pour n € N* et € R, on pose u,(z) = %

n+nz
1. Discuter, selon les valeurs réelles de z, la convergence de la série de terme
général uy, (x).
400
Lorsque cette série converge, on note f(x) sa somme, soit : f(x) = > u,(x).
n=1
Dans la suite, on considere un réel a > 0.
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2. a) Déterminer la limite de f(x) quand z — +o00.

b) On admet que la fonction f est continue sur [a,+oo]. Justifier la
400
convergence de U'intégrale J = f(x)dx
a
400
3. a) Justifier que, pour tout n € N*, 'intégrale J,, = / un () dx converge

et la calculer. ¢

b) Montrer que, pour tout n € N*, on a :

n —+o0
[T=S al<il X 5]
k=1 k:n—l—lk

¢) En déduire 'expression de J comme la somme d’une série.

a) Justifier que, pour tout entier n > 2, on a :

n+1 n
/ dt 1 / dt
n t+t22% T n+nZz? n_lt—l—t2$2

b) Déterminer deux réels b et ¢ (indépendants de ¢, mais pouvant dépendre
de ) tels que

* 1 b C
VteR:, —5—5 =2+ ——
Tt 1+ ta?
c¢) En déduire un encadrement de f(x), puis un équivalent de f(z) quand
r— 0T,
400

d) En déduire la nature de 'intégrale I = f(x)dz
0

Solution :

1. On a u,(0) = 1/n, qui est le terme général d’une série divergente ; pour
x #0, up(x) ~ %, qui est le terme général d’'une série convergente.
n-x

1 )
0< < = - = = 0.
a)Ona:0< f(x) < - n§:1 - R O 0, donc Erolgf 0

2
b) f € C%a,+oo[) et 0 < f(z) < g—Q d’intégrale convergente en +o0,
T

donc par la regle de Riemann J converge.

3. a) u, € C%a,+o0|) et u,(z) ~ %, donc J,, converge encore par
n°w

application de la regle de Riemann.

Par le changement de variable aﬂine x — x\/ﬁ =t,ona:

dx 1 [arctan(t)]

[T oo
Jp = =
”/a 1 4 na? n\/_ \fl—l—t n\/ﬁ

ay/n
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=1 (% — arctan(ay/n).
nyv/n

b) Pour tout n € N*, on a :

n +o0 00 +oo o)
}J—kz::ljk}:/ [ +Z: uy(z)]dx / [ JFZ 1 |dx

N

k=n+1 pon1 ko
400 +0o0 400
1 dr _ 1 1
= Z —= / el — 2 Z —
[k:n—i—l kQ] a il?2 a k=n+1 kz
c) Comme > % converge, son reste tend vers 0, donc Y Ji converge
k>1 k k=1
vers J, soit :
=% =3 (av/m)]
J = Jn = ——= (5 — arctan(ay/n
n=1 " n=1 ’I’L\/ﬁ 2

4. a) L’encadrement demandé est une conséquence banale de la décroissance
1 *
de t — —21'2 sur R+.

t+t
b) Par identification : — 21— = 1 — z®
t+t*2®  t 1+ta’
c) La convergence de > u,(x) garantit celle des intégrales, d’ou en
n>1

sommant pour n > 2 :

U a 1 U a
—at < f(x) — < S 1
/2 t+ t22? /(@) 1+ 22 /1 t + t2a?

Soit : N N
*1 RN 1 /°° 1 2
z — t < — < T dt
/2 G-EZpe<i@-o< [ G-E)
Oou encore : o g
_ 1—|—tx] o 1 [_ 1—|—tx} >
[ In =7 2 < f@) 1+9E2< In =5 1

C’est-a-dire :
2
(1227 —In(2?) < f(z) — —L— <In(1 + 22) — In(2?)
2 1+
En regardant les termes prépondérants, on obtient par encadrement d’équivalents
: f(x) ~ —2Inzx.
0

1
d) La convergence de 'intégrale / In(x)dz donne, par la regle d’équivalence

0
pour les intégrales de fonctions de signe fixe, la convergence de l'intégrale
définissant 1.

Exercice 1.03.

2x
Soit f la fonction définie par f(z) = / z +dstin .
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1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.

2. Montrer que f est de classe C'* sur Dy.

3. Déterminer lim f(x). En déduire lim f(z).
T—>—+00 T—>—00

4. Montrer que I'on peut prolonger f par continuité en z = 0.
On note f la fonction ainsi prolongée.

5. Montrer que f est dérivable sur R. Calculer f/(0).

6. La fonction fest-elle de classe C! sur R?

Solution :

1. On étudie ¢ : t — t +sint. On a ¢'(t) = 1 4+ cost > 0, nul seulement en
des points isolés, et lim ¢ = —o0, Ermp = 400, ce qui montre que ¢ est une
— 00 oo

bijection croissante de R sur R s’annulant en 0, donc seulement en 0.

. 1 . s

Ainsi pour tout x # 0, TTsnt est continue sur [z, 2z] et Dy = R*.

2.Notons F' une primitive de t — D S R*% ou R*. Par le théoreme
t+sint

fondamental du calcul intégral, comme f(x) = F(2z) — F(x), f est de classe
Cl sur R* et :

/ _ 2 1
fi(@) = 2x +sin(2z)  x + sin(x)

1 1 1 .
. < - < . :
3Pourt0utt>1,t+1 Tremi SToT Ainsi

2x 2x
x>1:>/m tfll_—tlgf(x)é/x dt , d’out :

z>1 = 1nM<f(x)<1 2e )

z+1 —
En faisant tendre z vers 400, il vient lim f(x) = ln 2.
Tr—+00
La fonction ¢ est impaire, le changement de variable £ = —u donne donc :

—2x 2z
_ dt du
f(—a:)—/_x t~|—sint_/w u+s1nu_f<)
Donc f est paire et lim f(x) =1n2.
r—r — 00

2x d 2x t "
— sin
4. On écrit : /x T sl / / t+smt

Or un développement limité au voisinage de 0 et a l'ordre 3 donne :
t—sint t—sint

_t—smt _, t
t(t +sint) 127 H T sing) 2dmet

qui tend vers 0. Ainsi la fonction ¢ +—
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un prolongement par continuité en 0 et est donc continue sur [—2, 2] et ainsi
majorée par une constante C.
11 vient donc pour |z| <1 :

2x 2x
dt [T dt
‘/w t+sint /mthCm
In2

ce qui montre que | f(z) — 11172| < Clz|. Ainsi lin% fx) = 5
T—

5. Le calcul de f a été fait précédemment. Apres réduction, il vient :

oy 2sinz(1 — cosx)
f'(x) (22 + sin(2z)) (z + sin(x))

Effectuant un développement limité au voisinage de 0, il vient f’(x) (N) %
0

Ainsi la fonction f est-elle dérivable en 0 (théoreme des fonctions de classe

CY) et f/(0) =0.

6. On a déja vu que la fonction fest de classe C! sur R, car elle I’est en O et
I’est banalement ailleurs.

Exercice 1.04.

1. Soit Y wu, une série a termes réels strictement positifs, telle que :

n>0
lim (M) -0
n——+o0o Unp,

(T

DO

a) Montrer qu’il existe ng € Ntel que : Vn € Nyn > ng = up41 <

b) En déduire que la série ) u,, converge.
n>0

Soit un réel ¢ € |—1, 1[. Pour € R et n € N*, on pose

fal@)=(1—qx)(1 —q¢*x)--- (1 —q"z) = k]f[l (1 — qk:c)

2. a) Montrer que, pour tout = € R, la suite (fn (az)) converge. On note

f(x) sa limite.
b) Vérifier que Vz € R, f(z) = (1 — qx) f(qz) (1).

neN*

3. On suppose que f admet un développement limité a tout ordre N en 0,
noteé :

N
f(@) =3 ana™+o(z?) N e N.
n=0
n
a) Montrer que Vn € N* a,, = nq an—1 et en déduire 'expression de
q —_

an pour tout n € N.
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b) Justifier que la série de terme général a,, ™ converge pour tout = réel.
On note g(x) sa somme.

¢) On admet que g est continue sur R. Montrer que g = f.

Solution :

1. a) Le résultat demandé n’est autre que la définition quantifiée de la limite
avec € = 1/2, et u,, > 0.

b) Par récurrence, n > ng — 0 < u, < (%)n_no Up,, d’ol la convergence

par comparaison a une série géométrique convergente.

2. a) e S’il existe ng, x = 1/¢"™, alors Vn > ng, fn(x) =0 et la suite (f,(x))
est constante a partir d’un certain rang, donc convergente ;

e sinon, Vn, f,,(z) # 0 et In|f.(z)] = > In|1 — ¢*z| converge absolument
k=1

car & partir d’un certain rang |¢*z| < 1 puis lim ¢*xr =0et |In|1—q*x|| )
oo

|¢*x| > 0, qui est le terme général d’une série geometrlque convergente.
D’autre part lim (1 — ¢"x) = 1 implique que f,(z) est de signe constant a
n—oo

partir d’un certain rang, donc ( fn(x)) converge.

neN*

b) Pour tout = € R, la relation s’obtient par passage a la limite dans la

relation
n

fa(z) = (1 —qz) [T(1—¢""gqz) = (1 —qz) fu-1(qz)
k=2
3. a) Par substitution dans la relation précédente et identification par unicité

N N
du développement limité, on a : > a,z" +o(z™) = (1 —qz)[ > an(qz)" +
n=0 n=0

o(z™)], donc :
Vn e N* a, =anq" — an—1q" et ap = f(0) =1

qn qn (n+1)/2
d’ou par récurrence a, = — [On—1= T
q p—
[« -1
k=1

o |4 Mz
| ’I’L—|—1 1

b) Pour tout = € R*, \CL7~|L+1CU
Qp T

convergence absolue de la série.

L > 0, ce qui assure la
n— 00

4. g vérifie la relation (1) (cf. 3.a) et g(0) = f(0) = 1, d’ol1, par récurrence et
continuité de g en 0, on écrit pour tout n :
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n

g(z) =TI 1 = ¢"x)] g(¢"z) = fulz) 9(¢"2)

k=1
puis on fait tendre n vers I'infini et a la limite :

g9(x) = f(x) g(0) = f(z)

Exercice 1.05.
Soit (n,p) € N* x N* avec n > p, et posons ¢ = n — p. Pour tout z € R, on
considere 1’équation d’inconnue réelle y :

(E):y" +ay? —1=0.
1. Démontrer que Vz € R, ’équation (E) admet une racine unique y, dans
R .

2. Soit f la fonction de R dans R? définie par :  — f(x) = y, ou y, est
défini dans la premiere question.

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et donner I'expression de f(x)
en fonction de z et f(z).

3. Calculer le développement limité a 'ordre 2 de f en 0.

4. Montrer que f admet une limite, que 1’on calculera, lorsque x tend vers
+00.

1
5. Démontrer que f(x) ~ x~ P lorsque z tend vers +ooc.

Solution :

L. Pour tout = € R, posons ¥, (y) = y™ + xy? — 1, fonction définie sur R*.
On a ¥ (y) = ny" ' +pay?~! =y~ (ny? + pz).
— Si x est positif ou nul, ¥, croit.

— Si x est strictement négatif ¥, commence par décroitre avant de croitre.
Comme li(lgn U,(y) = —1 et que Em U, (y) = +oo, on en déduit que ¥, ne
oo

prend qu'une fois la valeur 0 sur R .

n

2. L’équation (£) montre que pour tout y € R} ona x = 1 ;py = O(y).

_ n __ _ _ q __
On a ® qui est C™ sur R et ®'(y) = ny yp(+11 y')p _ —ny? —px

)
On a & < 0 et @ est strictement décroissante sur |0, +oo[ et définit une
bijection de R* sur R. Elle admet une fonction réciproque qui n’est autre
que la fonction f qui est aussi C"*°. On a :
f’(l’) _ Yy — f(il?)

ny! +pr  nf(x)!+px
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3. On a, f(z) = a+ bx + cx® + o(z?).
On obtient immédiatement a = f(0) = 1,b = f'(0) = —%, puis on utilise :

(1-— %x + cx? + o(x?))" + z(1 — %x +cz? 4+ o(z?))? — 1 = 0.
Ce qui conduit & : ncx? + n2—_n1:c2 — Py
n—1-2p  q—p—1
22 T 22
4. L’examen de la fonction ¢ montre que lim f(z) = 0.
r—> 400

1

xr P.

= 0 puis

CcC =

5. On a donc, zy? o~ 1, d’ou f(x)

~Y
—+ o0

Exercice 1.06.

t
1+xe
On note f I'application définie sur R par : pour tout x > 0,

+0o0o
t
= dt
f(ac) /0 1+ zet

2. Montrer que f est strictement décroissante sur RT*.

+o0
1. Montrer que pour tout = > 0, I'intégrale / dt converge.
0

3. a) Déterminer lir}rq f(x), puis un équivalent de f(x) pour x au voisinage
r—r1+00
de +o0.

b) Déterminer ili% f(x).

4. a) En utilisant le changement de variable u = x.e’ que l'on justifiera,

montrer que :
400

f(x) zlnx(lnx—ln(1+x))+/ %du

b) En déduire que f est dérivable sur R* et calculer f'(x). Retrouver ainsi
le sens de variations de f.

Solution :

t
1+ ze

—+o0
Au voisinage de +00, ¢(t) ~ %e’t et / t.e”tdt converge. Ainsi f est-elle
1

1. Soit « > 0. La fonction ¢ : t — - est continue sur RT et positive.

bien définie sur Ri.

t ot

2. 510 < x <y, alors, pour t > 0, >
Y P 1+ xet 1+ ye

7 ce qui entraine la

décroissance de f.



14 ESCP-Europe 2013 - Oral

+oo
a) Comme 1+ ze! > ze, il vient : 0 < f(z) < %/ te"tdt = = (calcul
0

8|~

simple ou référence probabiliste) ce qui montre que :

lim f(z) =

Tr—+00

Montrons que % est équivalent a f(x) au voisinage de +oo. En effet :

“+00 +o0 o0
‘f(:v) - l/ tetdt’ :/ dt < lz/ te2tdt = &
L Jo o (1+= 0

)(xe) x x
b) Soit A > 0. On peut écrire :

e 1 : A?
= dt > tdt = —————
/(@) /0 1+ et 1 +aceA/ 2(1 + ze)

[CHISS
~~

2 2
Or lim A—A A” ot comme ceci est vérifié pour tout A, il s’ensuit
2—02(1 +zet) 27
que
lim f(x) = 400
z—0

4. a) Le changement de variable proposé est de classe C! et bijectif. Il vient
+00 +o00 +o0
f(z) :/ In(u/z) . :/ _n(w) o 1n(x)/ _ 1
 u(ltu)  u(l4u) + u(l+u)
Or, pour A >0 :

/gcA 1+u /du /1+u_ (33)—|—1n(1+x)_1n(1+%)

et, en prenant la limite lorsque A tend vers +oo :

+oo
1
————du =In(1 -1
/x a4 10 u=1In(1+z)—In(z)
—+ o0
Finalement f(z) =Ilnz(lnz —In(1+ z)) + / —Inu g,
» u(l+u)

+
b) La fonction z — / du est dérivable (intégrale fonction de
X

Inu
u(l+ u)
sa borne inférieure), et :

fl(x) = % (Inz —In(1+2)) +1Inz (% - 1—|1-x) - x(infx)

= % (Inz —In(1+2)) < 0.

On retrouve bien la décroissance de f.

Exercice 1.07.
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Dans tout ’exercice, E désigne I’ensemble des fonctions continues sur R et
2m—périodiques, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions f vérifiant :
fEC'R) et Vz €R, f(x+2m) = f(z)
2m
1

Pour toute fonction f de E, on pose : ¢(f) = Py f(t)dt.
TJo

1. a) Montrer que toute fonction de E est bornée.

b) En déduire que, pour toute fonction f de E et tout réel « strictement

T f)

plus grand que 1, l'intégrale / o dt est convergente.

1
2. a) Montrer, pour toute fonction f de F, ’égalité suivante :

r+27 2m
| swa= [ e

0
b) En déduire que pour toute fonction f de F, les primitives de f sont
2w —périodiques si et seulement si ¢(f) = 0.

3. On considere une fonction f appartenant a F et on note g la fonction
définie par :

Vi e R, g(t) = £(t) — e(f).
a) Montrer que g appartient a F et que ¢(g) = 0.

g ()
b) Montrer que l'intégrale : / = dt est convergente.
1

¢) On suppose dans cette question que ¢(f) # 0. Déterminer un équivalent
x
simple de / @ dt quand z est au voisinage de —+o0.
1
4. On considere dans cette question la fonction f définie, pour tout réel t,

par : f(t) = |sin(¢)].
a) Vérifier que f est un élément de F.

b) En déduire que : / Hliﬂ dt  ~ %ln (x).
1

(x—400)

+o00 .
¢) Quelle est la nature de 'intégrale / @ dt?
0

+oo |
d) Quelle est la nature de I'intégrale / 51Tnt dt?
0

Solution :

1. a) Soit f une fonction de E. Comme f est continue, elle est bornée sur
I'intervalle fermé borné [0, 2], il existe donc un réel M positif, tel que :
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Vy €027, [f(y)| < M
Soit  un réel donné. Il existe alors un entier relatif k tel que x + 2kn
appartienne a [0,27]. Comme f est 2r—périodique, f(z) = f(x + 2km) et,
x + 2km étant dans [0, 27], on a bien f(z) < M.

b) D’apres ce qui précede, on a |%| < tMO‘ La fonction ¢ — M est, a

(0%
un scalaire pres, une fonction de Riemann et pour a > 1 son intégrale en
400 est convergente. Le critere de comparaison des intégrales de fonctions

TG

positives permet de conclure a la convergence de /
1

Enfin, comme la convergence absolue entraine la convergence, on peut bien

0}
conclure a la convergence de l'intégrale / o dt.

w+2ﬂ 27 x+27
. a) On écrit : / t)dt = / / /

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable t = u + 27
et par périodicité de f la premiere et la derniere intégrale se détruisent. On
obtient ainsi le résultat escompté.

b) Soit F' une primitive d’une fonction f de E. On a alors, pour tout réel x,

r+27 27
F(z+2m) — F(z) = / f(t)dt = ft)dt =2me(f).
T 0
On en déduit : F est 2mr—périodique si, et seulement si, V x, F'(z+27)—F(z) =

0, soit si et seulement si ¢(f) = 0.

3. a) La fonction g est continue comme somme de fonctions continues.

Ensuite, g(z + 27) = f(:L’—i—??T)—C(f) —c(f) = g(z).

27 2#
Enfin, —/ :%0 f dt——/ c(f) = e(f) = 0.

On a donc ¢(g

A
b) Soit A un réel plus grand que 1 et considérons : / @dt.
1

Notons G une primitive de g. On a alors, en intégrant par parties :

/f@dt: [@}ﬁ/ﬁ%dt

x Comme ¢ appartient a E et que c¢(g) = 0, la primitive G de g est
2w —périodique (question 2.b)) et évidemment continue. G' est donc dans E.

On en déduit qu’elle est bornée. Alors, comme G est bornée : lim Gt) =0.
A—+oo t
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400
* L’intégrale / %dt converge.
1

Conclusion, le second membre de 1’égalité possede une limite finie en +o00 et
I'intégrale est convergente.

c) Ona:/m@dt:/x—f(t)zc(f)dt—k/lm@dt.

smt/f dt = / 90 gt 4 () In (a).

C li <)dt L et li 1 =+ 0
omme lim 1 et que x_l)I_{looc(f) n(z) 00, (¢(f) # 0) on
en déduit :
/ ft) dt ~ c(f)In(x)
(+00)
27
a) f est évidemment continue et 2r—périodique, ¢(f) = % / | sin(t)|dt =
0

4
2
p

b) En utilisant le résultat obtenu a la fin de la question 3, on a bien le
résultat demandé.

: T2 | sin¢| : : T2 | sin¢| :
c) L’intégrale / Tdt diverge, donc l'intégrale / Tdt di-
verge. ! 0

d) Une intégration par parties de renforcement de convergence prouve

+oo |
la convergence de l’intégrale / Sltﬂdt, donc aussi celle de l'intégrale
+oo | !
/ sint dt.
0 t
Exercice 1.08.
400
Pour toutes fonctions f, g continues sur R telles que / lf()g(x —t)|dt
+o0 -
converge, on pose (f x g)(x) = f(t)g(x —t)dt.

+o00
1. On suppose dans cette question que / |f(t)|dt converge et que g est
—0o0
bornée sur R. Montrer que f * g est définie et bornée sur R.

—+ o0 400
2. On suppose dans cette question que / |f(t)]2dt et / lg()|? dt

— o0 — o0
convergent. Montrer que f x g est définie et bornée sur R.
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1
3. Pour tout n > 1, on pose \,, = / (1 —t2)"dt et
—1
1—tH"
ho(t) = { (Gl X ) site[-1,1]
0 sité¢[—1,1]

a) Montrer, a I’aide du changement de variable ¢t = cosf, que
/2
Ap = 2/ (sin )21 dg.
0

On admet que Ay, \ / lorsque n tend vers +oo.

n—>+oo

b) Montrer que h,, est une densité de probabilité.
c¢) Montrer que pour tout & > 0,

—€ +o0o
: _ _
nEI—lr—loo _Oohn(t) dt Jm i hn(t)dt =0
d) Déterminer pour tout réel z, lirf (f*hy)(z) pour f continue et bornée
n——+0oo

sur R.

Solution :

1. Pour tout (z,t) € R?, |f(t)g(xz—1t)| < K|f(t)]. Comme/ | f(t)|dt converge,

R
les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure a l'existence de (f * g)(z) pour tout réel z et au fait

que (f *g)(x /If )|dt.

2. Pour tout (x,t) € R% |f(t)g(x — t)] < %(\f(t)]2+]g(x—t)\2). Or

/ | f(t)|?dt converge ainsi que / |g(x —t)|dt par un changement de variable
R R

évident.
Les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure comme dans la question précédente.

3. Le changement de variable t = cosf de classe C! donne

1 T /2
/ (1 —t2)"dt = / (sin §)2"+1dh = 2/ (sin §)2"T1dH
0 0

—1
Montrons le résultat admis dans I’énoncé :

7/ 2
Posons W, / (sin)™df. Alors, une intégration par parties donne

w/2
W, = [— (sin6)" ! cos 9} /2 (n— 1)/ (sin#)"~2 cos? Hdf
0
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soit ; W,, = ; 1Wn_2.
La suite (W,,) est décroissante ( car sur [0,7/2], 0 < sinf < 1) et la relation
précédente donne nW,W,,_1 = (n — 1)W,,_1W,,_o, donc :

anWn—l = W1WO = %

Finalement W,, < W,,_1 < W,,_9 = #Wn Ceci entraine que % tend
n
vers 1, donc W,, ~ W,,_1 et nW,W,,_; = 7/2 entraine que W2 ~ = et

2n
—7-‘- 1 1 Il —7-[- Y E
W, ’/2n Ainsi A ~ 2 /2(2n+1) ’/n'

b) La fonction h,, est continue et positive sur R et son intégrale est égale
a 1 de par sa définition.

400 1 2\n
n 1—¢
c) On a /6 hy(t)dt = )\Ln i (1 — )" < % < %, donc
+o0 —€
lirf hy(t)dt = 0. Méme démonstration pour / hy (t)dt.
n——+0oo e — 0o

d) La fonction f est continue sur R et bornée par K. Soit € > 0.
Il existe 0 > 0 tel que |t| < § entraine |f(z —t) — f(z)| < £/3. On peut alors
écrire :

(F *ha@) = F(a)] = | [ £l = Ohatrde - /f ()l

/|fos—t ()
+o0
\/ +/ +/ coo=0 + I+ I3
—00 —9 )

— Or, par la continuité de f en x et la positivité de h,,, Io < %/hn(t)dt =
R

WM

—+ o0
— comme |f| < K 2K/ t)dt et I3 < 2K/ ho (t)dt
5

Par la question c, il existe N tel que sin > N, [} < 3 I3 <

c.olm

Finalement, pour tout ¢ > 0, il existe N tel que pour n > |(f *x hy)(z) —
f@)] <e.
Donc Vz € R, lim (f * h,)(x) = f(x).

n—oo

Exercice 1.09.

Pour tout entier naturel n, on note C,,[X] 'espace vectoriel des polynémes a
coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n. On définit par récurrence
la suite de polynomes (75,), par :
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TO = ]., Tl = X, Tn+2(X) = QXTn+1(X) - Tn(X),Vn 2 0.
Dans cet exercice, on identifiera polynome et fonction polynomiale associée.

On rappelle que pour tout (a, b) € R?, cos a+cosb = 2 cos (QT_H)) cosS (QT_b)

1. Expliciter T, T3 et Ty.
2. Soit n € N.
a) Montrer que, pour tout t € R, T},(cost) = cos(nt).

13
b) Montrer que Tp(X) = > (ﬂ)xn—zk(x2 1)k,
k=0

3. Montrer que pour tout n € N*, T}, possede exactement n racines distinctes.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On note x1,...,x,

les racines de T,,.

Pour f:[0,1] — R, continue sur [0, 1], on note ||f|lcc = sup |f(x)|.
z€[—1,1]

4. Calculer ||T},||co-

5. On pose S,, = Qn—l—lTn et P,, I'ensemble des polyndémes unitaires de degré
n qui possedent n racines distinctes sur [—1, 1]. On souhaite montrer que
VP € Pu.[Sulloe < [Plloo-
a) Calculer ||S,|co-

b) Montrer le résultat annoncé en raisonnant par I’absurde.

Solution :

1. D’apres les définitions :

Ty =2XT, — Ty =2X? —1,T3 = 2XTp, — T} = 4X3 — 3X,

Ty =2XT3 —Th =8X* —8X2%2 +1

2. a) On montre cette propriété par récurrence sur n.

e Pourn=0etn=1,on a bien Ty(cost) =1 = cos(0.t) et T} (cost) = cost.

e Soit n € N. On suppose que T,(cost) = cos(nt) et T,,4+1(cost) =
cos((n + 1)t). Alors, pour tout t € R :

Thi2(cost) = 2cos(t)Tyr1(cost) — Ty, (cost) = 2cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt)
= cos((n + 2)t) + cos(nt) — cos(nt) = cos((n + 2)t).
Ainsi, pour tout n € N et pour tout ¢t € R, T;,(cost) = cos(nt).
b) Soit x € [—1,1]. On note x = cost. Alors :
T, (z) = Ty, (cost) = cos(nt) = Ré(e™) = Ré[(e™)"]
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n L5
=Ré ) (Z)iksﬂnktcos”_kt:: 3 (52)i2ksﬂgktcosn—2kt
k=0 =
3! n L5] n
= <2k)(—1y%1—{DSQﬂkc0§*th:: 3 (2k>(—1y%1—ﬂ?)kx”_2k
k=0 =
l5] n , . o
= xré — 1 xn_
kZO(Qk)( )

Ainsi, les polynomes T, et (27}{:) (X2 — 1)k X2k coincident sur [—1,1].
k=0
Ces polynomes sont égaux

3. Comme T, est un polynome de degré n, il possede au plus n racines
distinctes.

. Alors, xp € [—1,1], les

nombres x sont tous distincts car la fonction cosinus est injective sur [0, 7]
(2]{:2—17—11)7) cos (2k —|2— Dm _ 0

Nous avons donc identifié tous les zéros du polynome T, et T, possede
exactement n racines distinctes toutes dans [—1, 1].

Pour tout k£ € [0,n — 1], notons =} = cos (%Qﬂ

et Ty, (xx) = cos(n

4. Pour tout x € [—1,1], il existe t € [0,7] tel que x = cost. Alors,
T, (x) = cos(nt). Ainsi, ||T, || < 1. De plus, T,,(0) = 1. Donc ||T,||cc = 1.

5. a) On remarque que .S, est un polynéme unitaire de degré n et que, d’apres

la question précédente : ||Sy||co = 2n1_1.

b) Soit P € P, tel que || Pl|oo < ||Sn||co- On pose D = S,, — P.
Comme P et S, sont dans P, ils sont tous deux unitaires et le degré de D
est strictement inférieur a n.

_1\k
De plus, pour tout k& € [0,n], D(cos ]%T) = P(cos I%r) - (2n1_)1 . Ainsi, D
change n + 1 fois de signe sur [—1,1]. D’apres le théoreme de Rolle, D
s’annule donc au moins en n points distincts. Ainsi, D = 0 et on obtient

une contradiction. Finalement,

Exercice 1.10.
Soit f l'application définie par :

1 r+y
: — |

1. Quel est I’ensemble de définition D de f 7
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2. Montrer que f est de classe C! sur D.

3. Montrer que pour tout (z,y) € D :

20f () + (1= 2) 52 .0) = (1= )5 (0,) =0

4. Montrer que pour tout x > 0 et pour tout y tel que 0 <y < 1:

ln<x+y)‘<|lny|
14+ 2y

1
En déduire que pour tout x > 0, I'intégrale / f(x,y) dy est convergente.
0

Solution :

1. Pour définir f(x,y), il faut avoir y # 1, y # —1 et % > 0, donc = +y

et 1 4+ ry de méeme signe et non nuls.
2. La fonction f est de classe C! sur D, car composée, produit, quotient
de fonctions de classe C!, les fonctions apparaissant en dénominateur ne
s’annulant pas et la fonction placée dans le logarithme étant strictement
positive.
of 1
3.0na: =(x,y) =
850( v) (x +y)(1+ xy)
af( x2 —1 2y
L (x,y) = + In
dy (+y)(I+ay)(y*—1)  (y*—1)° (152
On vérifie alors facilement la formule demandée.

4. Fixons y dans ]0, 1] et étudions la fonction A : z — In (

—_
+
&

La fonction h est définie et dérivable sur R*, avec h/(z) =

0.
Par conséquent h est strictement croissante.
De plus h(0) =1ny et lirf h(z) = —Iny. Donc |h(x)| < |Iny|, ce qui est le
T—>1+00
résultat demandé.
Pour zx fixé, la fonction, de la variable y, a intégrer est continue sur |0, 1].
Au voisinage de y = 0, |f(x,y)| < |Iny| = —Iny, et la convergence de
1/2 1/2
lintégrale / Iny dy donne la convergence de 'intégrale f(x,y)dy.
0 0
1 —Iny
1+y 11—y
prolonge par continuité en 1, donc est intégrable sur [1/2,1].
1

La convergence de f(x,y) dy en résulte.
1/2

Au voisinage de y = 1, | f(z,y)| < et la fonction majorante se
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1
Par disjonction des problemes, on en déduit que / f(x,y) dy est convergente.
0

Exercice 1.11.

Soit un réel z et un entier naturel n > 0; on note :

Su(r) = 5 LY

p=0

1. Montrer que les relations u,, = So2,(1) et v,, = So,41(1) pour n € N
définissent deux suites réelles adjacentes. En déduire la convergence de la
suite (5,(1))nen vers un réel /.

Les questions suivantes sont indépendantes ; elles permettent toutes le calcul

de ¢.

2. Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = In(1 + z). Pour x € [0, 1] et k € N*,
exprimer f(®)(z) puis déterminer sup |f* (z)].

z€[0,1]
En déduire la valeur de ¢ par application de I'inégalité de Taylor-Lagrange a
f sur [0,1].

et pour tout entier n > 0 :

0
f(z) < S2nt1(2)

3. Etablir que, pour tout réel x

Sén(x)
et en déduire la valeur de /.

Y R\

2n
4. Montrer que pour tout entier n > 0 : Sy, (1) = > %
k=n+1
En déduire la valeur de ¢ en faisant apparaitre une somme de Riemann.

5. Montrer que pour tout entier n > 0 :
1
_ [ 1=(=)"
s = [ A

et en déduire la valeur de /.

Solution :

1. On a: vy — up = Sopt1(1) — S2n(1) = 2n1—|— 1 n:; 0,
D’autre part : u,411 — up = Sopt2(1) — San(l) = in_i_ 1~ 2n1+ 5 20

et Uny1 = 0 = Sanss(1) + Sonia(1) = — gy + gy <O

Les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes ; elles convergent vers un méme
réel (. Les deux suites extraites S, (1) et Sa,+1(1) convergent vers la méme
limite ¢. Par exhaustion la suite (S5, (1))nen converge vers /.
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2. Pour z € [0,1] et k € N*, f'(z) = 1ix.

: (=D (k= 1)!
On montre facilement par récurrence sur k € N*, %) (z) = A5 2)f -,
x

d’ou sup{|f* (z)|,z € [0,1]} = (k — 1)\.
La fonction f est de classe C*° sur [0,1]; on applique I'inégalité de Taylor-
Lagrange a f a ’ordre n :

n (k)
70 = % Ef < e (7040 @) € 0.1} = gy
< 1
“n+1

. 1 : —
soit | In(2) — S, (1)] < T et ngg—loo Sn(1) = In(2)

3. Soit un réel x > 0 et un entier n > 0 :

2n (_1)]6—11,]6
Soit la fonction : f1(z) =In(l +z) — Sop(z) =In(1 + ) — >, ———

k
k=1
Cette fonction est dérivable sur RT et )
2n n
/ _ 1 Cvk—1k—1 _ 1 1—=(=x)™" g2
fl(x)_lth kz:%( DI T l+x 1+ _1—|—x>o

La fonction f; est donc croissante sur R™ et comme f1(0) = 0, elle est positive
sur RT. Ce qui prouve la premiere inégalité.

On montre, de méme, I'inégalité de droite en étudiant la fonction fy définie
sur Rt par : fo(z) = Sopp1(x) —In(1 + ), et on obtient : So,(z) < f(z) <
52n+1(33)-

En particulier pour = 1 et en passant a la limite : £ = In(2).

4. On montre le résultat par récurrence :
— L’initialisation est banale.
2n
— On suppose la propriété vraie au rang n : % = So,(1). Alors
k=n-+1

2n+2 2n 1 1 1 1 1

1_ 1 _ — _
lc:Zn:-I-Zk _k:§+1k+2n+1+2n+2 n+1 _52"(1)+2n+1 2n + 2

= Sont2(1)

ce qui prouve 1’hérédité et donne la conclusion.

On reconnait une somme de Riemann :

Sl ® o 11
hem BogSintk o onz 14k

1
: . 1 B
et ngrfoo Son(l) = /0 T —dr = In(2)
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5. Soit » > 0. On a : L—(=t)" nil(—t)p donc :
. . . 1 _I_t p:O b .
1 1 gl _ _
1— (—t)n n—1 n—1 (_1)p 1
. W) My —t)Pdt = > ~——=35,(1
/0 1 +1 pgo 0 ( ) pgo p ( )
1 1 1
—t)" (=1)"
et;sna):/i—/( dt:m@)—/ dt
CT+E ) Te ) T

Or, pour tout ¢ € [0, 1], |(1_—|t—)t | = 1t—|—t

et
1 1 1 1
(=1)" (=t)" £ 0 1
0<|/0 TS | Pppldt < | gl < ) b oo
1

, . . (=), : _
ce qui entraine que nll)g_loo It dt =0 et nllgloo Sn(1) = In(2).

<tn

Exercice 1.12.

Soit r un réel strictement positif. On considere un réel strictement positif ug
et on définit la suite (uy,)n>0 en posant :

VneNu =
y Un+41 T—f—’UJ%

1. Etudier la fonction x +— 23 4+ rz — 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul

point £. En déduire que la fonction f définie par : f(z) = —|—1:c2 admet un
seul point fixe (i.e. il existe un unique xg tel que f(xg) = xg).
2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = f(f(x)).

a) Que vaut g(x)?

b) Montrer qu’il existe trois réels a,b et ¢ que 'on déterminera, tels que
pour tout x réel on a :

(1—rx)(r+22)?2 -2 = (2® +7rz —1)(az?® + bz + ¢)
c¢) Déterminer la fonction z — h(z) = g(z) — x.
3. On prend pour r la valeur 1.
a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (uy,)n>0 7
4. On prend pour r la valeur 1/2.

a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera « et (3 les deux points
fixes qui sont différents de ¢ avec a < 3.

b) On pose F = {a, ,¢}. Montrer que f laisse I’ensemble F invariant (i.e
que 'on a f(FE) = E).
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En déduire que a < £ < £3.
c¢) Etudier le signe de la fonction h définie par h(z) = g(z) — =.

d) Etudier la convergence des suites (u2, )n>0 €t (U2n+1)n>0 en fonction de
la valeur initiale ug.

Solution :

1. Une étude immédiate montre que l'application x ~— 23 4+ rz — 1 est
strictement croissante sur R. L’étude de ses limites en oo montre qu’elle
s’annule en un unique point /4.

Il en résulte que la fonction f admet un unique point fixe /.

2. a) Un calcul immédiat donne, pour tout x réel :
(r + 22)?
r4+a2)?2+1
b) En effectuant le produit du membre de droite et par identification, il
vient :

9(x) = i

(1—rx)(r+a22)?2 -z = (2% +rz—1)(—rz? + 2 —r?)
c¢) La fonction h est définie par :
h() = (1—rz)(r+a22)?% -2 _ (23 +rx — 1) (—ra? + 2 —r?)
r(r+ax2)2+1 r(r+x2)2+1

Remarquons que le discriminant A du trinome —rz?+x—7r2 est égal & 1—4r3.

3. a) Lorsque = 1, A est négatif. La fonction A n’admet qu’'un seul zéro qui
est £. La fonction g admet donc ¢ comme unique point fixe.

b) La suite (u,,) est bornée par construction. La fonction g étant croissante,
les deux suites (usgy,) et (ug,11) sont monotones (et bornées). Elles convergent
donc chacune vers I'unique point fixe de g.

La suite (u,) converge donc vers .

4. a) Lorsque 7 = 1/2, A est strictement positif. La fonction h a trois zéros
et la fonction g admet trois points fixes «a, 3, . Un calcul immédiat donne :

1 1
a=1——.,=1+——

b) Posons F = {a, §,¢}. On remarque que :
fla) = fg(e) = g(fa)), F(B) = f(9(B)) = g(f(B))-

L’application f étant injective, les points f(«), f(B), ¢ sont trois points
distincts, invariants par g. Comme f admet un unique point fixe, il vient :

fla) =8, f(B)=a
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On considere alors les différentes possibilités pour ordonner «, 3 et £, et en
appliquant f, on a nécessairement o < £ < f3.

c) Le signe de h est immédiat :

[+l sixze]—oo,alUll S
sgn(h(x)) - {_1 sire ]oz,ﬁ[ ]57_'_00[
d) 11 faut distinguer plusieurs cas :

* 0 < ug < . On a alors h(ug) > 0 et donc ug > ug. La fonction g étant
croissante, la suite (us,) est croissante et majorée par a.

Elle converge vers un point fixe de g qui ne peut étre que a.

Comme f est décroissante, la suite (ug,+1) est décroissante (car ug,i1 =
f(uz2y)) et minorée par 8 = f(«). Elle converge donc vers f.

* ug = «. Les suites (ugy,) et (uz,+1) sont constantes égales respectivement
aaet (.

* o < ug < £. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique a celui

du premier cas montrent que la suite (uay,) est décroissante et converge vers
a, alors que la suite (ug,41) est croissante et converge vers 3.

* ug = £. La suite (u,,) est constante égale a /.

* { < ug < B. La suite (ug,) est croissante et converge vers (3, alors que la
suite (u2n+1) est décroissante et converge vers a.

* ug = [. Les suites (ugy,) et (u2,4+1) sont constantes égales respectivement
a g et a.

* ug > (. La suite (ug,) est décroissante et converge vers 3, alors que la suite
(u2n41) est croissante et converge vers a.

Exercice 1.13.

Soient a > 0 et b > 0. Soit la suite (u,,) définie par récurrence par :
1
ug € 10, +00[,Vn € Nyuy,41 = (au, +b)2.

1. On suppose b = 0.

a) Montrer que : Vn € N, u,, = a(%)rn.

b) Etudier la convergence de la suite (uy,).
c¢) Déterminer la nature de la série Y 2" (u,, — a).
1
a+ (a® +4b)2
5 :
a) Montrer que si (u,) converge, alors elle converge vers a*.

2. On suppose b > 0 et on note a* =

b) Montrer que (u,) converge vers a*.



28 ESCP-Europe 2013 - Oral

c) Montrer que : Vn € N, |up41 — a*| < — [, — a*|.
2min(a™, Upy1)
d) En déduire la nature de la série > 2" (u,, — a*).
Solution :
1. a) Récurrence facile.
b) On a: u, = aexp (2% In %) ; 'exposant tend vers 0 donc I’exponentielle
tend vers 1.
¢) Comme lim 1y % 0, on a:
n——+oo 2™ a
L In Uo u
2"(upy, —a) =2"a(e2” M@ —1 ~ aln =0,
( " ) ( ) (n—400) a

Si ug # a la série diverge grossierement ; si ug = a la série (nulle) converge.

2. a) Comme la fonction f : x — vax + b est continue la limite éventuelle ¢
de (u,) vérifie :

>0
(>0 2 > — (a® +4b)?
(= a£+b<:>{€2:a€+b<:> €:a+(a2+4b)§ o (a2+ )
(car a? + 4b > 0)
a—(a2+4b)%
Soit £ = a* (car 5 < 0).

b) La fonction f est croissante, sa représentation graphique coupe la droite
y = x en a*, est au-dessus avant a* et au-dessous apres a*. Par conséquent :

e siug < a*, alors u; > ug puis par récurrence évidente, u, < u,41 pour

tout n. La suite est croissante et majorée, donc converge.
e siwug = a*, alors u; < ug puis par récurrence évidente, u, > u,41 pour
tout n. La suite est décroissante et minorée, donc converge.

c) D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a :
unt1 — a*| = [f(un) = fla)| < Sup, '] % fup — a”].
Up,a*
Or f'(x) = —=%——: ainsi f’ est décroissante positive ; donc :
f( ) 2\/m / ) ) p

= siup, < a*
" o_ 2\/aun b 2Upyr "
[Sup]|f|— a = _a siu, = a
Unp 4™ — * n =
" 2Vaa* +b 2a
Dans tous les cas, on a donc bien : |u,+1 — a*| < —a Uy, — a*|
2min(a*, up41)

d) e Siwug=a", alors ) 2"(u, —a)* est la série nulle (convergente).
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e Siug > a*, alors u,, > a* pour tout n et par récurrence évidente, on a :
12" (uy, — a*)| < ( a )n|u0 —a*|.
a

2a*

< %, par comparaison avec une série géométrique conver-

Comme 0 < 54"
gente, la série > 2" (u,, —a)* est absolument convergente, donc convergente.

e Siwuy < a*, alors u, < a* pour tout n et la suite (u,) converge vers a*,
donc :

lim a _ a 1
n——+oo 2Up+1 2a* 2
Donc 2ua < % a partir d’'un certain rang et on peut raisonner comme dans
n+1

3

le cas précédent (comparaison a une série géométrique de raison Z)

Ainsi, dans tous les cas, la série converge.

Exercice 1.14.
1

1+

n
Pour tout = € [0,1] et n € N*, on pose f,(z) = []
k=1

8

1
On pose également I :/ fn(z)dz.
0

dx

1
Pour toute suite (h ositive, on définit J,, = —_—
( n)nZl P ’ n /0 1 T hn.'L'

1. On suppose que lim h, = +oo. Déterminer lim .J,.
n—s+4o0 n—++00

2. Trouver une suite (hy),>1 pour laquelle Vn > 1,1, < J,. En déduire

lim I,,.
n——+oo

3. Déterminer deux suites (uy ), et (v,), toutes deux équivalentes a (Inn),,
telles que pour tout x € [0, 1]

e—:cun < fn(x) < e—:]:vn
(on pourra utiliser In(f,(x))).

4. a) Montrer que I,, est équivalent a ﬁ lorsque n tend vers +oo.

b) Déterminer la nature de la série ) I,,.

Solution :

In(1+ hy,)
by,

1
1. Avec h,, > 0, on a : J, = hL[ln(l + mhn)] = , et par
0

négligeabilité classique : nh_)n;() Jn = 0.

2.0na: Ay =(1+2)1+L) - 1+L)>1+2 3 1.
n =k
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n n+1
Or, par comparaison série-intégrale, »_ % > / % = In(n 4+ 1). Ainsi, il
k=1 1

suffit de choisir h,, = In(n + 1). Il vient également lim I, =0.

n——+oo

3. Comme f,(x) > 0 sur [0,1], on a :
infulz) =~ S In(1+§) = A (Info(z) = - > o

En intégrant : / (—In f,.(t))dt _dt
0

1
Comme t € [0,1] , ZngLg Z%,done:

11 suffit de poser u,, = z_: % et v, = kz_:l k‘L—H’ puis de composer les inégalités

par la fonction croissante exponentielle.

1
4. a) On integre la derniere inégalité. Il vient : / e Tundr < I, <
0

1
/ e "ndx,
0

—Un AT Un
Soit l—e " <I, < 1$.
u?’L UTL
Comme lim v, = lim wu, = +00, on obtient :
n——+o00 n——+o00
l—e™ 1  1—e"

et par encadrement d’équivalents : I,, ~ 1 o1
(00) Un (co) INT

- . 1 1
b) La série Y _ I, diverge, car n > 2 —> Ton = s B 0. On conclut

par la regle de comparaison des séries a termes positifs.

Exercice 1.15.

—t%z

5dt converge pour tout > 0. On pose

400
1. Montrer que l'intégrale / €
o 1+t

alors :
—t2x

+00 o
h = dt
(v) /0 112

Calculer h(0).

2
2. a) Montrer que pour tout u > 0, e™" — 1+ u| < %

b) Montrer que h est dérivable sur R™* et que pour tout x > 0,
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too 2 —t2¢
W(z)=— / e
0

1+ ¢2

(on pourra revenir a la définition de la dérivée de h en z).

On admet que h est continue sur RT.

3. Montrer qu'il existe une constante A telle que pour tout = > 0, h(x) —

W(z) = %

4. On pose pour tout = > 0, g(x) = e~ "h(x).
a) Montrer que : g(z) =T — A [ €=dt.
) q g(z) = 2 ) Vi
)-

b) Déterminer lim g(x
Tr—+00

+oo
¢) En déduire la valeur de / e~ dt.
0

Solution :

—tx

1. La fonction ¢ : t — 1e+ 2 est continue sur R? et pour tout z > 0, on a :
1
0<t) L ——=
o(t) 1+ 42
+0o0o
dont I'intégrale converge sur RT. De plus h(0) = / dt s = Z.
o 1+t 2
a) On utilise l’inégalité de Taylor a l'ordre 2, soit :
u? 2
— —u) — U_
le™ — 14+ u| < 2 sup(e™™) = 5

u>0
oo 2 —t%g

b) On remarque que l'intégrale / t1e+ 2 dt converge pour tout z > 0.
0

Soit a réel tel que z £a >0 :

+oo 2 —t2x too —t2 r+a —t2 rx+a 2 —t°x
h(x—l—a)—h(m)—l—a/ t°e dtI/ e ( )—e ( )ate

0 0

1+ ¢ 1+ ¢
Ainsi : N N , ,
X 9 24 oo —t m(e—t @ _ 14 atQ)
h —h e g/ © dt

a? too 4 —2 a: B CLQC;L»
< 1+ﬂ -2
Ceci répond a la question, en prenant la hmlte lorsque a tend vers 0.

3. Par la question précédente, en posant u = ty/x, changement de variable
linéaire :
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2

—+o00o
b) Comme 0 < g(x) < / et T =
0
c¢) En réunissant les questions précédentes, il vient

- +oo —+o0 ) )
T—4 et = A/ e " du=A
27" VA

Comme A > 0, on conclut / e~ du = %
0

Exercice 1.16.

Pour toutes suites numériques u = (uy,)p>0 €t v = (v, )n>0, on définit la suite
w = (wp)n>o par : Vn € Nyw,, = i UV — e -

On note alors w = u % v.

1. Dans cette question, la suite (u,) est définie par : u,, = (%)n, et (vy,) est
une suite de réels positifs, décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle.

a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n,m) tels que n < m,

m
Iinégalité : > wup < Up.
k=n-+1

b) Soit n un entier strictement supérieur a 1. Montrer que :
Wapn < VoU2p + 2Un + Uity

c¢) Montrer que la suite (w,,) converge vers une limite & déterminer.

d) Soit b la suite définie par : b, = (—%)n Montrer que la suite b x v est

convergente de limite nulle.

2. Dans cette question, A désigne ’ensemble des suites a = (ay,)n>0 de réels
positifs vérifiant : Vn € N*, a,, 41 < %(an + ap_1)

b = (b,) est la suite de la question 1.d, et ¢ = (¢,) la suite définie par :

Co = Qg
{cn:an+ a"2_1 sin>1
a) Montrer que la suite (¢,,) est convergente . On note ¢ sa limite.

b) Montrer que a = b * c.
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c¢) Soit d la suite définie par : pour tout n € N, d,, = ¢, — ¢. Montrer que
la suite b x d tend vers 0.

3. Dans cette question, les suites u et v sont définies par : pour tout n € N,

1
n—+1

Ecrire un programme en Pascal qui calcule et rend, pour tout n, le réel w,.

up, =In(n+1), v, =

Solution :

1.a) On a:
m [o@)
1\k 1\% 1\n+1 1 1\»
Z — < Z — = = X = — = U
k:n+1(2) k:n+1(2) (3) =i =() =u
b) Il vient :
2n 2n—1
Wop = Y, UpU2p—k = VoU2n + D, UkV2n—k
k=0 k=0
n 2n—1
Wap = VoU2n + Y UkV2pn—k + D, UkU2p—k
k=0 k=n-+1
n 2n—1
Wap, < VU +Vn D, Uk U1 Y, Uk < VoUzp + 20, + V1Uy,
k=0 k=n+1

c) Les suites (u,) et (v,) tendent vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ainsi

lim wsy, = 0.
n— oo

On montre comme dans la question précédente que
Want1 S VU241 + 2Un41 + V1Un,
ce qui montre que lim wsg,41 = 0. Par exhaustion (w,,),, converge de limite
n—-+oo

nulle.

, n n
d) Ecrivons [(bx v),| < Y |bgl|vn—k| = > ugvn—x = wy, ce qui donne le
k=0 k=0
résultat demandé.

2. a) La suite (¢, ) est positive. Comme a € A :

a ap + Qn— a Ay
cria = o + G < B G s, O =,

La suite (c,,) est décroissante minorée et converge donc vers une limite /.

b) On montre par récurrence que a, = (bxc),.
e c’est vérifié pour n = 0.
e supposons cette relation vérifiée pour n. Alors

)k+1 n+1

Cn—k = Cp+1 + Z <_ ) Cnt+1—k
k=1

DO|—

n
An+1 = Cp4+1 + &771 = Cp4+1 t+ Z (—%
k=0

n+1 1

Unt1 = ), (__)kcnﬂ—k
k=0

[}



34 ESCP-Europe 2013 - Oral

ce qui prouve 'hérédité. On conclut par le principe de récurrence.
c¢) La suite d tend vers 0. Il faut montrer qu’alors b * d tend vers 0.

Pour tout € > 0, il existe IV tel que n > N entraine |d,| <

On a: N
ni s 2 21’L 2n—k
k=0 k=0 k::N+1
JXV: i 1
< ( max |dg —
(OSk i) k=0 2 k:N—H 2n—F
1 Cy
< = < —N
< (Og}gN |d|) kZEﬂ_I voE T 26 S grongT T26

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

3. Une proposition de fonction :
Function escp2013(n : integer) : real;
Var i,k : integer ;
w : real;
Begin
For £ := 0 to n do
begin
w :=0;
for i := 0 to k do w := w+ln(i+1)/(k-i+1)
end ;
escp2013 := w
end ;

Exercice 1.17.

On considere I'ensemble U = {(z,y) € R%;x > 0 et y > 0} et la fonction f

définie sur U par :

f(x,y)=x2+wy+y2+%+i

1. Justifier que U est un ouvert de R2.

2. Déterminer le gradient de f en un point quelconque de U.

3. a) Montrer que les coordonnées = et y d’un point critique sont solutions
du systeme d’équations

b) Vérifier que la fonction g définie sur R par g(t) = t — tlz est une

bijection de R* sur R. En déduire qu’il n’y a qu'un seul point critique M
dans I'ouvert U. Déterminer ce point critique.
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¢) Quelle est la nature de ce point critique ?

4. Déterminer les valeurs propres de la hessienne de f en tout point de U.
Ecrire I’égalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 en M. Que peut-on en déduire ?

5. On veut étudier les extremums de f sur U sous la contrainte C donnée par
rx—y=—1.
a) Montrer que les coordonnées des points critiques de f sous la contrainte

C vérifient un systeme d’équations que ’on déterminera.

b) A l’aide de I’étude d’une fonction, prouver qu’il y a un seul point critique
sous la contrainte C (que 'on ne cherchera pas a déterminer). Quelle est sa
nature ?

Solution :

1. Si (a,b) € U, il est clair que la boule ouverte B = B((a,b), % min(a, b)) est

contenue dans U. En effet, si (x,y) € Bon a |z —al?>+|y—b|* < imin(a, b)?,

d’ou |x —a| < %min(a, b) < %a et par conséquent x > a — %a % > 0 (de

la méme maniere y > 0). L’ensemble U est donc bien ouvert.
1 1
2.5 M = (z,y) €eU,onaVfy=Q2r+y— 5,2y +z— —).
x Y

3. a) D’apres le cours, un point M = (z,y) € U est donc critique si et
seulement si :
20 +y — % =0
x
2y +x — % =0
Y

En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on obtient le
systeme souhaité.

b) Comme ¢'(t) =1+ t%” on voit que g est strictement croissante sur R .

De plus, comme lim ¢(t) = —oco et lim g¢(t) = +o0, la fonction g réalise
t—0+ t——4o00
une bijection de R* sur R. La deuxiéme équation du systeme obtenu en a)
peut s’écrire g(x) = g(y) pour x et y dans R* | on a donc nécessairement
T =1.
En reportant cette égalité dans la premiere équation, on obtient z = y = 3%@
c) Avec les notations de Monge, on a rt—s2? = 4x(14+3)(14+3)—1 = 63 > 0,
) . . 1 1
ar conséquent f admet un minimum local au point M = (—, =—=).
p quent f p ( 73 3/3)



36 ESCP-Europe 2013 - Oral

4. Si M = (x,y) € U, on voit que la hessienne de f au point M est donnée

par
1
21+ =) 1
V2 fu = v 1., | = (a 1)
1 2(1+y7) 1 b

avec a,b > 1. On voit facilement que les valeurs propres sont

—_ h)2 _ _ h)2
A1:a+b+\/1§+(a b) >Oet)\2:a+b é—i—(a b)

> (0 puisque
a,b>1.

L’égalité de Taylor-Lagrange a ’ordre 1 en M nous dit que

F(M + H) = f(M) + (Y far, H) + Lansron (H) = f(M) + Lanron (H) oi
6 € [0,1].

Comme les valeurs propres de la hessienne sont strictement positives en tout
point de U, on a qpr49m(H) > 0 pour tout H # 0. Par conséquent, f admet

un minimum global en M qui vaut 33.

5.a) Si H ={(z,y);z —y =0}, un point A = (z,y) € U est critique sous la
contrainte C si V f4 est orthogonal a H. On obtient donc le systeme

{3(x+y)$—12+y—12

y=x+1
On voit immédiatement que ceci est équivalent a I’équation h(x) = 0 ou
1 1
h(t)=6t+3 — 5 — ——.
(t) o (1+1)°
2 2 « . .
Or b/ (t) = 6+t_3+m > 0 sur R7 et tli%l+ h(t) = —o0, tlgnoo h(t) = +oo.

La fonction A est donc une bijection de R* sur R. Par conséquent, il existe un
unique point critique A = (xg, zo+1) olt g est I'unique solution de I’équation
h(z) = 0.

b) Comme V f4 est orthogonal & H et que la hessienne a des valeurs propres
strictement positives en tout point de U, on sait avec ’égalité de Taylor-
Lagrange a 'ordre 1 en A que le point A est un minimum global de f sous
la contrainte C.



