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Probabilités associées aux runs

par Arnaud BEGYN, Bruno JAFFUEL et Edouard LUCAS

Contexte et notations

On s'intéresse ici aux runs (séries, séquences, salves, jets, courses - --) dans un lancer de pile
ou face. On fixe un réel p €]0, 1[.

On se donne un espace de probabilité (Q, %, P) sur lequel est définie une suite (X;) ,en+ de
variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la méme loi de Bernoulli
A(p) de parametre p. Pour simplifier les notations, on supposera que Q = {0, N et que,
pour tout u € Q et tout n € N*, X, (1) = uy,. Ainsi, pour u € Q, la suite (X,, (1)) sen= est égale a
u.

On note P, la probabilité conditionnellement a {X; = 1} et Py la probabilité conditionnel-

lement a {X1 = 0}. Sous ces probabilités, X; est déterministe mais les X, pour n = 2 sont

toujours des %8(p) indépendantes.

— Pour k € N*, X;. correspond au k—iéme tirage.

— Pour u € Q, on appelle run toute sous-suite constante de u qui ne peut étre prolongée en
une sous-suite constante.

Pour n € N*, on définit L, la variable aléatoire qui donne la longueur du n-ieme run s'il
existe, et qui vaut par exemple 0 s’il n’y en a pas.
Par exemple, pour 2 =1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,...,les quatre premiers runs sont (1,1,1),
0,0), (1,1) et (0,0,0,0,0). Ainsi L; (1) =3, Lo (u) = 2, Lg(u) = 2, Ly (1) = 5.

— Enfin, pour n € N*, on définit N, la variable aléatoire qui compte le nombre de runs au

bout de n tirages. Pour u € Q, N, (1) est le nombre de runs de la sous-suite (¢x)1<k<n-
n-1

On peut remarquer que N,, =1+ Z Xg+1 — Xl
k=1

En reprenant, 'exemple précédent on a: N3(u) = 1; Ny (1) =2 et Ng(u) = 3.
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Objectifs

Nous cherchons a établir les résultats suivants.

Lemme 1. Presque stirement, il y a une infinité de runs. En dehors d'un ensemble négli-
geable, les L, sont donc a valeurs dans N* et la suite (N) ,en+ diverge vers +oo.

+00 +00
Cela équivaut a dire que 'ensemble | J (7] {X; =X} des suites stationnaires (les seules
m=1j=m
qui posent probleme) est négligeable pour la probabilité P (et donc aussi pour P; et Py).
Résultat 1. Pour net ke N*, ona
oy p(l—p)k+(1—p)]9’C si n impair,
P(Ln=k) = { P -p) ¥t + (1 -p)2pkt  sinpair

rd . 1 . . .
Résultat 2. Si p = > alors, pour n € N*, N,, — 1 suit la binomiale %(n - 1, %).
Cela équivaut a dire que la fonction génératrice Gy,, de N, est donnée par

1+s)"!
VseR, Gn,(8)=s > .

Lemme 2. Soit n et k € N* et « € {0, 1}. On a I'égalité intuitive

P(X; =a)-Pe(Lp=k si n est impair;

_ )
Po(L,=k+1) —{ P(X;=1-a)-Pa(L,=k) sinestpair

Les preuves

Démonstration du lemme 1.

+00
SoitmeN*.Ona (] {X; =X} =

8- 1})U

ﬁ{xj=o}).

j=m j=m
+00 m+i +00 .
Soiti e N; () {Xj=1} ¢ [ {Xj=1}, donc 0 <P| ) {X; = l}) < p'*1. En passant a la
j=m j=m j=m

limite, comme p €]0, 1], on obtient P

f];{xj = 1}) =0.

+o00o
De méme, P| () {X; = 0}) =0,car1-pel0,1[.
Jj=m
+00 +00 +00 +o0o
Comme () {X;=Xn}=|[){X;= 1})U N {X; :0}), onaP| ) {X;=Xn}| =0, dou
j=m j=m j=m j=m
+00 +00
P( U N {Xj =Xn}| =0 (réunion dénombrable d’ensembles négligeables), quod erat de-
m=1 j=m

monstrandum.
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Démonstration du lemme 2.

Si n est impair [respectivement pair] la valeur du n-iéme run est égale a la valeur a de X;
[respectivement 1 —X;].
Sans perte de généralité, nous supposerons que z est impair et que « = 1. Il s’agit de prouver
que Py (L, = k+1) = p-P; (L, = k) avec 'hypothese n impair.
n-1
On consideére la variable aléatoire G, = Z L; qui donne le nombre de tirages qui précedent
i=1
le n-ieme runde u. Alors {L, = k+1} = ({Gn =m}n{L,=k+ 1})
meN
On remarque qu’il s’agit d'une réunion dénombrable disjointe. Par conséquent,
+00
Pi(Lp=k+1)= ) Pi(Gy=mL,=k+1).
m=0
Soit meN; {G, =m}n{L, = k+1} ={G, = m}n{L, = k} N {X;n+r+1 = X1} car n est impair.
Or {G, = m} = {Z [Xjs1=Xj| = 1, |Xme1 = Xom| = 1}, avec la convention Xy = 1 —Xj, et
]_

+k-1

{Gp=m}n{L, =k {Z [Xjs1 =Xj| = n, |Xpme1 =Xm| = 1, Z IXj1-Xj| = 0}. De plus,
Jj=0 j=m+1

{Gh=m}n{L,= k} ne dépend que de (X;)1<j<m+x et est donc indépendant de X4 jes1.

On en déduit que

P1(Gy=m,L,=k+1)=P(Xpik+1=1)-P1(Gp=m, L, = k) = p-P1(G, =m,L, = k).

+00
Apres mise en facteur, on obtient Py (L, = k+1) = p- Y P1(G, = m,L, = k), ce qui donne
m=0
le résultat souhaité :
Pi(L,=k+1)=p-Pi(L, = k).

Démonstration du résultat 1.
Placons nous d’abord dans le cas n impair et k € N*.

De P;(L, = 1) = 1 et de la relation de récurrence P;(L, = k+1) = p-P;(L, = k), on tire
Pi(L,=k)= p*~1 (suite géométrique). Donc

Pi(Ly=k)=P1(Lp=k)-P1(Lp=k+1)=(1-p)p*!
De maniere analogue, Py (Ln =k)=p1- p)k_l, donc
P(Ly = k) = pPi(Ly = k) + (1= p)Po(Ln = k) = (1 — p)p* + p(1 - p)¥.

Dans le cas n pair, de fagon analogue, Py (L, = 1) =1etP;(L, = k+1) = (1 - p)-P1(L, = k).
On en déduit Py (L, = k) = (1 - p)*~! et ainsi Py (L, = k) = p(1 — p)*¥~ 1.

De maniére analogue, Py(L,, = k) = (1 - p)p*~!. D’'ott
P(Ln= k)= p*-p)* '+ 1= p)?p*T,

quod erat demonstrandum.
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Démonstration du résultat 2.

On rappelle qu'ici p = §

Meéthode 1 (d’aprés Arnaud Bégyn).

Soit k, n € N*. Soit s € R.
(e8]

Comme P(N; =1)=1,Gy, () = Y P(N; = k)s* =s.
k=0

D’autre part, on dispose de la relation de récurrence

1 1
P(Np1=k)= EP(N,, =k)+ EP(Nn =k-1).

Pour I'obtenir, on utilise le fait que {N,+1 = k} est égal a la réunion disjointe de {N, = k} n
{X =0} {Xp+1 =0}, {Ny, = kX, = 130 {Xp1 =1} {Np = k= 1} n{X,, =0} n{Xpe1 =1} et
{N,, = k-1}n{X;, = 1}n{X;+1 = 0}. Comme les variables aléatoires X, - - - , X+1 sont mutuel-
lement indépendantes et que N, ne dépend que de Xy,---,X,, alors, pour tous a, b et ¢, on
aP(N, = a,Xp = bXp+1 =¢) =P(N, = a,X;, = b)-P(X41 = ¢) (d’apres la propriété du pro-
gramme : « SiXp,Xo,...,X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes alors,
pour tout m compris entre 1 et n—1, et toutes fonctions f et g, les variables f(X,...,X;) et
gXm+1,...,Xp) sont indépendantes. »). De plus, P(X,+1 =1) = P(Xp41 =0) = % On obtient

P(Nyysp = k) = % g (P({Nn = K} 0 {0 = 1) + P({Nw = k= 1} 0 X, = 1})).

Comme Q est la réunion disjointe de {X, = 0} et de {X,, = 1}, par regroupements conve-
nables, on conclut que la relation de récurrence est vérifiée.

Ensuite, compte tenu des relations P(N, = n+1) =0 et P(N,, = 0) =0,

n+1 k
Gy 9= Y. P(Nus1 = K)s

k=1
1 n+1 n+1 1 s
- + = N =k- 1 =-G + -G .
=3 z:: s Z n ) 5 N, () > N, ()

S
On obtient ainsi la relation de récurrence Gy,,,, (s) = TGN” (s). Le résultat attendu s’en

déduit alors par récurrence immédiate.

Meéthode 2.

Soit n et k € N*. On considere I'application ¢ de Q vers 2([2, n]) qui a u associe 'ensemble
d’entiers {i € [2,n]|u; # u;j_1}. Ainsi, pour k € N*, {N,, = k} = {u € Q| card¢p(w) = k- 1},
donc {N,, = k} estla réunion disjointe des {u € Q| ¢(u) = A} lorsque A parcourt I'ensemble
des parties de [2, n] ayant exactement k — 1 éléments;ilyena (}_}).

Maintenant, pour une partie A de [2, n] a exactement k — 1 éléments, on peut écrire :
P(p=AXi=a1)=P(X;=a1,X2 = az,.... Xp =),

ouaj,dy,...,a, ne dépendent que du choix de a; € {0, 1} et de celui de A. Donc, pour tout
a €4{0,1},

Plp=AXi=a1)=p"=—.
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1
= ST Ceci permet de

Ainsi, on obtient P(¢ = A) = P(¢p = A, X; = 0) +P(¢p = A X; = 1)

1
conclure que P(N, = k) = (”Z:DF Finalement,

nofp—1) sk 1481
GNn(”—,;(k_l)w——l—s(T) -

Meéthode 3 (d’apres Bruno Jaffuel).

SoitneNtel que n = 2.
Soit k € [2, n], on pose Y = |Xy —Xk-1l; Yk est une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1}.

OrP(Yr =1) =P(Xg = 0,Xg-1 = 1) +P(Xg = 1, X1 = 0) = % = %; ainsi, Yy suit une loi de

1
Bernoulli de parameétre >

n
Comme N, =1+ Z Y, pour établir que N, — 1 — %B(n—1,1/2), il reste a montrer que les
k=2
Y sont mutuellement indépendantes.

On prouve en fait 'indépendance de X;,Ya,...Y,. Soit (g1, €2,...,€5) € {0,1}"". On va montrer
n

P(Xi=¢1,Yo=¢€,...,.Yo=¢,) =P(Xi = &1) [ P(Yj =€), C'est-a-dire
j=2

1
P(Xl :gerZ :fz,...,Yn :En) = 2_}’1

On considere I'application y de {0, 1}2 dans {0, 1} définie par
v, v)=ull-v)+v(l-u;

ainsi, ¥(0,0) = 0,(1,0) = 1,y (1,1) = 0,(0,1) = 1.
On définit alors la fonction f : {0,1}" — {0,1}" par

f(/lerIZ;---rAVL—lr/ln) = (,ulleZr---len—l)“Vl))

olup =Aet,pourie[l,n—1], piy1 =W, Ai+1); f estbijective (il suffit d’établir 'injecti-
vité, qui utilise une récurrence).

Si on note (04,...,0,) = f(e1,€2,...,€y,), cette construction donne :
P(Xl = El,Yg = Eg,...,Yn = En) = P(Xl = 91,X2 = 92,...,Xn = 9,,)

« C’est étudié pour!», comme aurait dit Fernand Raynaud.

On peut conclure dans 'allégresse.



