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ALG�EBRE

Exercice 2-1

Soit E une base de C 2 , et u un endomorphisme de C 2 tel que la matrice
associ�ee �a u dans E soit

U =

�
a b

c d

�
1. En utilisant la m�ethode du pivot de Gauss, d�eterminer l'�equation du second
degr�e que doivent v�eri�er les valeurs propres de U .

2. En d�eduire que a + d et ad � bc ne d�ependent pas de la base E , mais
uniquement de l'endomorphisme u.

3. Calculer U2 � (a+ d)U + (ad� bc)I2, o�u I2 repr�esente la matrice identit�e
deM2(R).

4. On suppose que a+ d 6= 0. Montrer que si U2 est diagonalisable, alors U
l'est �egalement. Ce r�esultat est-il encore vrai si a+ d = 0 ?

Solution :

1. U � �I est non-inversible si et seulement si (a� �)(d � �)� bc = 0, c'est-
�a-dire si et seulement si : �2 � (a+ d)� + ad� bc = 0.

2. On sait que les valeurs propres de u sont les valeurs propres de n'importe
quelle matrice associ�ee, donc le choix d'une base est sans in
uence sur les
racines de l'�equation du second degr�e obtenue, donc sans in
uence sur ses
coe�cients. C'est le r�esultat demand�e.

3. On trouve sans di�cult�es : U2 � (a+ d)U + (ad� bc)I2 = 0, o�u 0 d�esigne
la matrice nulle, carr�ee d'ordre 2.
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4. Si a+ d 6= 0, on d�eduit du calcul pr�ec�edent : U = ad� bc

a+ d
I2 +

1
a+ d

U
2.

Si U2 est diagonalisable et si P est une matrice de passage diagonalisante
pour U2, la relation pr�ec�edente montre que P�1UP est aussi diagonale, donc
U est diagonalisable.

En revanche, si a + d = 0, on peut prendre U =

�
0 1
0 0

�
et U2 = 0 est

diagonalisable, tandis que U est non nulle et admet 0 pour unique valeur
propre, donc n'est pas diagonalisable.

Exercice 2-2

On d�esigne par � l'application d�e�nie sur R[X ] par

(8 P 2 R[X ]) �(P ) = (X2 � 1)P 00 + (2X + 1)P 0

Soit n un entier naturel non nul et En = Rn [X ] le sous-espace de R[X ] des
polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

1. a) V�eri�er que la restriction de � �a En est un endomorphisme de En,
not�e �n.

b) Exprimer la matrice de �n dans la base canonique
�
1; X;X2

; : : : ; X
n
�

de En.

c) D�eterminer les valeurs propres de �n. L'endomorphisme �n est-il
diagonalisable ?

d) Montrer que, pour tout entier k 2 [[0; n]], il existe un unique polynôme
Hk de degr�e k et de coe�cient dominant �egal �a 1, qui est vecteur propre
de �n.

2. a) Justi�er (bri�evement) que :

(P j Q) =
Z 1

�1

r
1� x

1 + x
P (x)Q(x)dx

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) En observant que :

(x2 � 1)P 00(x) + 2xP 0(x) =
d

dx

�
(x2 � 1)P 0(x)

�
montrer que, pour tous polynômes P et Q de R[X ], on a :

�
�(P ) j Q� = Z 1

�1

(1� x)3=2 (1 + x)1=2 P 0(x)Q0(x)dx

c) En d�eduire que la famille (Hk)0�k�n est une base orthogonale de En.

Solution :



Alg�ebre 63

1. a) La lin�earit�e de la d�erivation montre que � est une application lin�eaire.
Si P est un polynôme de degr�e p � n, on peut �ecrire P (X) = apX

p +Q(x)
et �(P )(X) = p(p+1)apX

p +R(X), ce qui montre que � restreint �a En est
un endomorphisme de En.

b) Le calcul donne, pour tout k 2 f0; : : : ; ng :
�n(X

k) = k(k + 1)Xk + kX
k�1 � k(k � 1)Xk�2

Ainsi :

An =

0
BBBBBB@

0 1 �2 : : : 0

0 2 2
. . .

...
... 0 6

. . . �n(n� 1)
...

. . .
. . . n

0 : : : : : : 0 n(n+ 1)

1
CCCCCCA

c) La matrice An est triangulaire sup�erieure, les valeurs propres de �n sont
ses �el�ements diagonaux, soit :

Spec(A) = fk(k + 1); 0 � k � ng
En�n �n est un endomorphisme de En, espace vectoriel de dimension (n+1)
qui admet (n+ 1) valeurs propres distinctes. Ainsi �n est diagonalisable.

d) Les sous-espaces propres sont de dimension 1.

Soit Hk l'unique vecteur propre de coe�cient dominant associ�e �a la valeur
propre �k = k(k+1). On a Hk(X) = X

p+Q(X) et �n(Hk) = p(p+1)Xp+
R(X).

Mais �n(Hk) = k(k + 1)Hk, d'o�u �n(Hk) = k(k + 1)Xp + R1(X), ce qui
entrâ�ne que p = k.

2. a) Montrons d�ej�a que l'int�egrale propos�ee est une int�egrale convergente :

La fonction h : x 7!
r

1� x

1 + x
P (x)Q(x) est continue sur ]�1; 1]. D�emontrons

la convergence en x = �1.
� si P (�1)Q(�1) 6= 0, alors, au voisinage de �1, h(x) � Cp

1 + x
qui est

int�egrable par le crit�ere de Riemann.

� si P (�1)Q(�1) = 0, on peut �ecrire P (X)Q(X) = (x+1)kR(X) et h admet
un prolongement par continuit�e en x = �1.
On v�eri�e ais�ement que ( ; ) est bilin�eaire, sym�etrique, positive.

En�n, si

Z 1

�1

r
1� x

1 + x
P
2(x) dx = 0, par continuit�e et positivit�e, on a, pour

tout x de ]�1; 1],
r

1� x

1 + x
P
2(x) = 0 et P admettant une in�nit�e de racines

sur ]� 1; 1[ est le polynôme nul.
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b) Une int�egration par parties sur [a; b] � ]�1; 1[ donne :Z
b

a

�
(x2�1)P 00(x)+2xP 0(x)

�q1� x

1 + x
Q(x) dx =

h
(x2�1)P 0(x)

q
1� x

1 + x
Q(x)

ib
a

�
Z b

a

(x2 � 1)P 0(x)
hq

1� x

1 + x
Q
0
x)� Q(x)

(1 + x)3=2(1� x)1=2

i
dx

d'o�u en faisant passer le dernier terme dans la partie gauche :Z b

a

q
1� x

1 + x
�(P )(x)Q(x) dx =

h
(x2 � 1)P 0(x)

q
1� x

1 + x
Q(x)

ib
a

+

Z
b

a

(1� x)3=2(1 + x)1=2P 0(x)Q0(x) dx

Il reste �a faire tendre a vers �1 et b vers 1 pour obtenir :

(�(P ) j Q) =
Z 1

�1

(1� x)3=2(1 + x)1=2P 0(x)Q0(x) dx

c) L'expression que l'on vient d'obtenir �etant sym�etrique, il s'ensuit :

(�(P ) j Q) = (P j �(Q))
Les valeurs propres �k �etant deux �a deux distinctes, on a pour k 6= j :

(�(Hj) j Hk) = (Hj j �(Hk))() �j(Hj j Hk) = �k(Hk j Hj)

=) (Hk j Hj) = 0

Exercice 2-3

On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2, �a coe�cients
r�eels.

Pour A 2 Mp(R), on note par t
A la matrice transpos�ee de A.

Si u =

0
@u1

...
up

1
A et v =

0
@ v1

...
vp

1
A sont deux vecteurs de Rp , on pose :

hu j vi = u1v1 + � � �+ upvp.

Si u 2 Rp , on note kuk la norme euclidienne du vecteur u .

1. a) Montrer que la matrice t
AA est sym�etrique et que ses valeurs propres

sont positives. On notera c sa plus grande valeur propre.

b) Montrer que kAxk2 6 c kxk2 pour tout x 2 Rp . En d�eduire que pour
tout couple de vecteurs x et y de Rp et pour tout entier k > 0, on a :

(�)
��hAk

x j yi
�� 6 c

k

2 kxk kyk
On dit qu'une suite (Un)n>0 de matrices deMp(R) converge vers une matrice
U 2Mp(R) si chaque coe�cient de Un converge, lorsque n tend vers l'in�ni,
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vers le coe�cient correspondant de la matrice U . On note "j le j-�eme vecteur
de la base canonique de Rp .

2. a) Soient (i; j) 2 f1; : : : ; pg2. En utilisant la relation (�), montrer que la

s�erie
X
k�0

hAk
"i j "ji
k!

est convergente.

b) Soit n 2 N. On d�e�nit la matrice Bn par :

Bn =

nX
k=0

A
k

k!

Montrer que la suite (Bn)n>1 converge vers une matrice que l'on notera
exp(A).

c) Montrer que si � est une valeur propre de A, alors e� est une valeur
propre de exp(A).

d) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonale.

Solution :

1. a) La matrice t
AA est sym�etrique puisque (tAA)t = t

AA. Elle est r�eelle,
donc diagonalisable dans une base orthonorm�ee.

Soit � une valeur propre de t
AA et X 6= 0 un vecteur propre associ�e. On peut

�ecrire :

t
AAX = �X ) t

X
t
AAX = �

t
XX , jjAX jj2 = �jjX jj2

ce qui entrâ�ne que � � 0.

b) Soit (e1; e2; : : : ; ep) une base orthonorm�ee de vecteurs propres de t
AA.

Tout vecteur x de E s'�ecrit sous la forme x =

pX
i=1

xiei et
t
AAx =

pX
i=1

xi�iei,

avec pour tout 1 � i � p; 0 � �i � c. Alors :

jjAxjj2 = t
X

t
AAX =

X
i

X
j

�ixixj
t
eiej =

pX
i=1

�ix
2
i

et

jjAxjj2 =
pX

i=1

�ix
2
i � c

pX
i=1

x
2
i = cjjxjj2

Une r�ecurrence �evidente montre que pour tout k 2 N; jjAk
xjj2 � c

kjjxjj2.
Soit alors x; y deux vecteurs de Rp . Il vient, par l'in�egalit�e de Cauchy-
Schwarz :

jhAk
x; yij2 � jjAk

xjj2jjyjj2 � c
kjjxjj2jjyjj2

2. Soit ("1; : : : ; "p) la base canonique de Rp .
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a) On a par la question pr�ec�edente :

���� hAk
"i j "ji
k!

���� � c
k=2

k!
jjxjj jjyjj, qui est le

terme g�en�eral d'une s�erie convergente. La s�erie propos�ee est donc absolument
convergente.

b) On d�e�nit Bn =

nX
k=0

A
k

k!
et pour tout 1 � i; j � n; bi;j =

1X
k=0

hAk
"i j "ji
k!

,

ainsi que bn;i;j =

nX
k=0

hAk
"i j "ji
k!

. La convergence des s�eries �ecrites montre

que, pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, lim
n!+1

bn;i;j = bi;j .

c) Si Ax = �x, alors pour tout n � 0 :

Bnx =

nX
k=0

A
k
x

k!
=

nX
k=0

�
k
x

k!
= x

nX
k=0

�
k

k!

Cette derni�ere somme converge vers e�, tandis que (Bn) converge vers e
A.

d) Si B est de la forme diag(�1; �2; : : : ; �n), la d�e�nition de exp(B) et un
calcul imm�ediat donnent :

exp(diag(�1; �2; : : : ; �n)) = diag(e�1 ; e�2 ; : : : ; e�n)

Exercice 2-4

On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients
r�eels. Soient A et B deux matrices deMp(R).

1. a) Montrer que l'on a : �
Ker(B) � Ker(AB)
Im(AB) � Im(A)

b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B
sont inversibles.

2. Soit � un r�eel non nul.

a) Montrer que la matrice (�I � AB) est inversible si et seulement si la
matrice (�I �BA) l'est.

b) On suppose dans cette question que � n'est pas valeur propre de la
matrice AB. Montrer que l'on a alors :

(�I �AB)�1 =
I

�
+
A

�
(�I �BA)�1B

c) Montrer que les matrices AB et BA ont les mêmes valeurs propres.

3. On consid�ere les matrices deMp(R) suivantes :

A =

0
BBB@
1 0 : : : 0

1
...

...
...

...
...

1 0 : : : 0

1
CCCA et B =

0
BB@
1 1 : : : 1
0 0 : : : 0
...

...
...

0 0 : : : 0

1
CCA
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a) D�eterminer les valeurs propres de la matrice BA.

b) Calculer, apr�es avoir justi��e son existence, l'inverse de la matrice I�AB.

Solution :

1. a) Si Bx = 0, alors ABx = 0. De même tout vecteur ABx s'�ecrit A(Bx).

b) Si la matrice AB est inversible, il vient KerB � Ker(AB) = f0g, ce qui
entrâ�ne que B est inversible. De même Rp = Im(AB) � Im(A) entrâ�ne que
A est inversible.

2. Supposons la matrice �I �AB inversible. Soit x 2 Ker(�I �BA).
Alors BAx = �x =) ABAx = �Ax, ce qui donne :
Ax 2 Ker(�I � AB) = f0g. Donc Ax = 0 et 0 = BAx = �x entrâ�ne que
�x = 0. En�n � 6= 0 entrâ�ne que x = 0.

Les matrices AB et BA jouant des rôles sym�etriques, on obtient la r�eciproque
demand�ee.

b) Posons X =
I

�
+
A

�
(�I �BA)�1B. Il vient :

(�I �AB)X =
�I �AB

�
+
�A�ABA

�
(�I �BA)

�1
B

=
�I �AB

�
+
A(�I �BA)

�
(�I �BA)

�1
B

=
�I �AB

�
+
AB

�
= I

c) La question 2.a) montre que AB et BA ont les mêmes valeurs propres
non nulles. La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et
seulement si 0 est valeur propre de BA.

3. a) En e�ectuant le produit BA, on trouve :

BA =

0
BB@
p 0 : : : 0
0 0 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : 0

1
CCA

On en d�eduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

b) Le r�eel 1 n'�etant pas valeur propre de BA, il n'est pas valeur propre de
AB, d'o�u l'existence de (I � AB)�1. Pour calculer cette matrice, on utilise
la question 2.b), qui donne :

(I �AB)�1 =
1

1� p

0
BBBB@
(2� p) 1 : : : 1

1 (2� p)
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 : : : 1 (2� p)

1
CCCCA
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Exercice 2-5

Soit n un entier naturel tel que n � 2 et H = (ai;j) la matrice de Mn(R)
d�e�nie par :

8(i; j) 2 f1; : : : ng2; ai;j = 1
i+ j � 1

1. Montrer que H est diagonalisable dansMn(R).

2. Soit X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R). On pose q(X) = t

XHX .

a) V�eri�er que q(X) =

Z 1

0

(x1 + x2t+ � � �+ xnt
n�1)2dt.

b) En d�eduire que les valeurs propres de H sont strictement positives et
que H est inversible.

c) Montrer que 8X 2 Mn;1(R);
t
XH

�1
X � 0, et que t

XH
�1
X = 0 si et

seulement si X = 0.

3. On note jjX jj =
p
x21 + � � �+ x2n, an la plus petite valeur propre de H et

bn la plus grande valeur propre de H .

a) Montrer que pour tout X 2Mn;1(R); anjjX jj2 � q(X) � bnjjX jj2.

b) On note diag(�1; : : : ; �n) une matrice diagonale semblable �a H et on

admet que

nX
k=1

�k =

nX
k=1

ak;k . Montrer que nan �
nX

k=1

ak;k.

c) On consid�ere la suite (hn) d�e�nie pour n � 1 par :

hn = 1 + 1
2
+ � � �+ 1

n

Montrer que la suite (hn� lnn) est convergente. En d�eduire que lim
n!1

an = 0:

Solution :

1. La commutativit�e de l'addition dans N donne que H est une matrice
sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base orthonorm�ee de Rn .
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2. a) On a :Z 1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!2

dt =

Z 1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!0
@ nX

j=1

xj t
j�1

1
A dt

=

Z 1

0

0
@ nX

i=1

nX
j=1

xixjt
i+j�2

1
A dt

=

nX
i=1

nX
j=1

xixj

Z 1

0

t
i+j�2

dt

=

nX
i=1

nX
j=1

xixj

i+ j � 1
=

nX
i=1

nX
j=1

ai;jxixj =
t
XHX

b) Soit � une valeur propre de H . Il existe un vecteur X non nul tel que
HX = �X . Ainsi :

q(X) = t
XHX = t

X(�X) = �jjX jj2
et q(X) � 0, pour tout X 2 Rn , entrâ�ne que � � 0.

Or si � = 0, il vient q(X) = 0. Mais q(X) =

Z 1

0

� nX
i=1

xit
i�1
�2
dt = 0 entrâ�ne

que le polynôme
� nX
i=1

xit
i�1
�2

est identiquement nul sur R et donc queX = 0.

Ainsi H ne poss�ede que des valeurs propres strictement positives ce qui

entrâ�ne qu'elle est inversible.

c) Posons Y = H
�1
X . Alors :

t
XH

�1
X = t

Y
t
HH

�1
HY = t

Y
t
HY = t

Y HY � 0

et si tY HY = 0, alors Y = 0 et donc X = 0.

3. On sait que H est diagonalisable dans une base orthonorm�ee (e1; e2; : : : en).

Pour tout vecteur X de Rn , on peut �ecrire X =

nX
i=1

xiei avec jjX jj2 =
nX
i=1

x
2
i ,

et HX =

nX
i=1

�ixiei.

On sait de plus que pour tout i 2 f1; : : : ; ng, 0 < an � �i � bn. Finalement

t
XHX =

nX
i=1

�ix
2
i et :

anjjX jj2 �
P

n

i=1
�ix

2
i
� bnjjX jj2

b) Si l'on note diag(�1; : : : ; �n) une matrice diagonale semblable �a H , on

admet que
nP
i=1

�i = 1+ 1
3
+ 1
5
+ � � �+ 1

2n� 1
= sn On a alors, par la question

pr�ec�edente nan � sn � nbn.
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c) Posons un = hn � lnn. Alors :

un+1 � un =
1

n+ 1
+ ln

� n

n+ 1

�
=

1

n+ 1
+ ln

�
1� 1

n+ 1

�
=

1

n+ 1
� 1

n+ 1
+

1

2(n+ 1)2
+O

� 1

2(n+ 1)2

�

=
1

2(n+ 1)2
+O

� 1

2(n+ 1)2

�
qui est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente. Ainsi, le s�erie de terme
g�en�eral un+1 � un est convergente ce qui sigini�e que

un � u1 =

n�1X
k=1

(uk+1 � uk)

admet une limite lorsque n tend vers l'in�ni, donc que la suite (un) converge.

On peut alors �ecrire :

sn = h2n �
�1
2
+

1

4
+ � � �+ 1

2n

�
= h2n � 1

2
hn

= u2n + ln(2n)� 1

2
(un + ln(n)) = u2n � 1

2
un + ln 2 +

1

2
lnn

Or 0 � an � sn

n
donne :

0 � an �
u2n � 1

2
un + ln 2 + 1

2
lnn

n

soit, par encadrement : lim
n!+1

an = 0.

Exercice 2-6

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et f; g; h trois endomor-
phismes de E tels que :

f � g = h; g � h = f; h � f = g

1.a) Comparer les images de ces trois endomorphismes ainsi que leurs noyaux.

b) Montrer que f
2 = g

2 = h
2 et, en calculant h2 � f � h2, montrer que

f
5 = f .

c) Montrer que les noyaux des puissances de f sont tous �egaux et en d�eduire
que Im f et Kerf sont suppl�ementaires.

2. On suppose maintenant que f; g; h sont de rang n.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f ?
Montrer que les sous-espaces propres de f (s'il y en a) sont stables par g et
par h.
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On suppose d�esormais que f est un endomorphisme sym�etrique.

b) Montrer que f
2 = IE (l'endomorphisme identit�e de E) et que f; g; h

commutent deux �a deux.

c) En d�eduire que f; g; h admettent une base commune de vecteurs propres.

Solution :

1. a) Comme f = g � h, pour tout x 2 E : f(x) = g(h(x)). Donc Im f � Im g

Comme h = f � g, pour tout x 2 E : h(x) = f(g(x)). Donc Imh � Im f

Comme g = h � f , pour tout x 2 E : g(x) = h(f(x)). Donc Im g � Imh

On obtient ainsi :
Im f = Im g = Imh

De même h = f � g ) Ker g � Kerh.
f = g � h) Kerh � Kerf et g = h � f ) Ker f � Ker g. Ce qui donne

Ker f = Kerg = Kerh

b) Il vient f2 = f � f = f � (g � h) = (f � g) � h = h � h = h
2, et

g
2 = g � g = g � (h � f) = (g � h) � f = f � f = f

2.
En�n

f
5 = h

2�f �h2 = h�(h�f)�h2 = h�g�h2 = h�(g�h)�h = h�f �h = g�h = f

c) On sait que :

Ker f � Ker f2 � : : : � Ker f5 = Ker f

Ainsi :
Ker f = Ker f2 = : : : = Ker f5

Mais f5 = f ) Ker f1+4p = Ker f , pour tout p 2 N. Ainsi la suite des noyaux
de f est constante.

Le th�eor�eme du rang dit qu'il su�t de montrer que Ker f \ Im f = f0g pour
montrer que ces deux sous{espaces sont suppl�ementaires.

Or si x 2 Ker f \ Im f , alors

�
f(x) = 0
x = f(y)

.

Mais alors f2(y) = 0 =) y 2 Ker f2 = Ker f =) x = f(y) = 0.

2. a) Les valeurs propres de f font partie de l'ensemble des racines du
polynôme X5�X , polynôme annulateur de f . Mais f �etant un isomorphisme
(rang de f �egal n), elles sont incluses dans les racines de X4 � 1, qui sont
f1;�1; i;�ig. Les seules valeurs propres r�eelles possibles sont donc 1 et �1.
Soit � 2 f�1; 1g et x 6= 0 tel que f(x) = �x. Alors

g(x) = h(f(x)) = �h(x) = �f(g(x))

Or comme
1

�
= �, il vient f(g(x)) = �g(x), ce qui signi�e que le sous-espace

propre def associ�e �a la valeur prope � est stable par g. La d�emonstration
pour h est identique.
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b) Si f est de plus sym�etrique, on sait qu'il est diagonalisable dans une
base orthonorm�ee et que ses valeurs popres sont r�eelles. Les valeurs propres
�etant incluses dans f�1; 1g, la matrice associ�ee �a f dans la base des vecteurs
propres est diagonale avec ces valeurs sur la diagonale. Donc f2 = I .

Par la question 1.b) on a I = f
2 = g

2 = h
2. Donc :

g � f = g � g � h = g
2 � h = h = f � g,

f � h = f � f � g = f
2 � g = g = h � f ,

h � g = h � h � f = h
2 � f = f = g � h.

c) Les endomorphismes g et h sont diagonalisables, car g2 = I = h
2.

Comme f est diagonalisable, On sait que E = E1(f) � E�1(f). Comme g
laisse stable E1 (resp. E�1), alors g1 (resp. g�1), restriction de g �a E1, (resp.
E�1) est un endomorphisme de E1 (resp. E�1) et g et g�1 sont eux même
diagonalisables (ils veri�ent la même �equation que g).

Si l'on note B1 une base de diagonalisation de g1 et B�1 une base de
diagonalisation de g�1, l'hhunion ii de ces deux bases est une base de E, form�ee
de vecteurs propres de g et de f par construction.

La d�emonstration pour h est identique.

Exercice 2-7

Soit a un r�eel strictement positif et E l'ensemble des fonctions r�eelles
continues sur [0; a]. On consid�ere les fonctions s et c de E d�e�nies pour tout
x 2 [0; a] par s(x) = sin(x) et c(x) = cos(x). On d�e�nit en outre l'application
� de E dans E par :

8(x; f) 2 [0; a]�E; �(f)(x) =

Z
a

0

f(t) sin(x+ t)dt

1. Montrer que � est un endomorphisme de E.

2. Montrer que (�(s);�(c)) est un syst�eme libre de E.

3. D�eterminer Im�.

4. On suppose d�esormais que a = �=2. D�eterminer les valeurs propres non
nulles de � ainsi que les sous-espaces propres associ�es.

5. On note F le sous-espace vectoriel de E engendr�e par s et c. Montrer que la
restriction de � �a F est un endomorphisme de F . Cet endomorphisme est-il
diagonalisable ?

Solution :

1. L'application (x; t) 7! f(t) sin(x + t) est continue sur [0; a]2. Par suite la
fonction �(f) est continue sur [0; a. La lin�earit�e est imm�ediate et provient de
la lin�earit�e de l'int�egrale.
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2. On a pour tout x 2 [0; a] :

�(f)(x) = sinx

Z a

0

f(t) cos t dt+ cosx

Z a

0

f(t) sin t dt = �(f)s+ �(f)c

Donc :

�(s) = s

Z
a

0

sin t cos t dt+c

Z
a

0

sin2 t dt;�(c)= s

Z
a

0

cos2 t dt+c

Z
a

0

sin t cos t dt

ce qui s'�ecrit matriciellement :

�
�(s)
�(c)

�
=

0
BB@
Z a

0

sin t cos t dt

Z a

0

sin2 t dtZ
a

0

cos2 t dt

Z
a

0

sin t cos t dt

1
CCA
�
s

c

�

Cette matrice est inversible car par l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz :�Z
a

0

sin t cos t dt

�2
�
�Z

a

0

sin2 t dt

��Z
a

0

cos2 t dt

�
< 0

ce qui entrâ�ne que (�(s);�(c)) est un syst�eme libre puisque (s; c) l'est.

3. On sait d�ej�a que Im� � Vect(s; c). D'apr�es la question pr�ec�edente, on peut
�ecrire que Vect(s; c) = Vect(�(s);�(c)). Donc

Im� = Vect(�(s);�(c)) = Vect(s; c)

4. Soit � une valeur propre non nulle de � et f un vecteur propre associ�e.

Comme f =
�(f)

�
, on a f 2 Vect(s; c), soit f(x) = a cosx+b sinx. On calcule

alors �(f) et on obtient :

(
a�

4
+
b

2
) sinx+ (

a

2
+
b�

4
) cosx = �(a cosx+ b sinx)

soit : �
a(1=2� �) + b�=4 = 0
a�=4 + b(1=2� �) = 0

)
�
�1 = 1=2 + �=4
�2 = 1=2� �=4

Chaque sous{espace propre associ�e est de dimension 1 et :

E�1 = Vect(c+ s); E�2 = Vect(c� s)

5. On a vu que �(s) et �(c) s'exprimaient en fonction de s et c et engendraient
le même sous{espace. On en d�eduit que �jF est un endomorphisme, même
un isomorphisme de F . Cet endomorphisme admet deux valeurs propres
distinctes (�1; �2) car les vecteurs propres associ�es sont dans F . Ainsi il est
diagonalisable.

Exercice 2-8

Soit E l'ensemble des matrices carr�ees r�eelles d'ordre n, (n � 2) form�e des
matrices A = (ai;j) v�eri�ant :
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il existe un r�eel unique not�e m(A) v�eri�ant la propri�et�e suivante :

8(i; j) 2 f1; : : : ; ng2;
nX

k=1

ai;k =

nX
k=1

ak;j = m(A)

On consid�ere en outre la matrice J = (jp;q) de E d�e�nie par :

pour tout (p; q) 2 f1; : : : ; ng2; jp;q = 1.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel deMn(R). Calculer A:J et J:A
pour A 2 E. En d�eduire que E est stable par la multiplication des matrices
et que l'application m : A 7! m(A) est une application lin�eaire de E sur R.

2. Soit G la droite vectorielle engendr�ee par J et soit H = Kerm le noyau de

m. Montrer que E = G�H . (on pourra consid�erer la matrice A�
�
m(A)

n

�
J ,

pour A 2 E).
3. Pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2, on consid�ere la matrice Hk;l dont
tous les �el�ements sont nuls except�es :

h
k;l

1;1 = h
k;l

k;l
= 1; et hk;l

1;l
= h

k;l

k;1
= �1

Montrer que pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2; Hk;l est �el�ement de H et
que l'ensemble des matrices (Hk;l) forme une base de H

(si A = (ai;j) 2 H , on pourra consid�erer la matrice A0 =
X

2�k;l�n

ak;lH
k;l).

En d�eduire la dimension de E.

Solution :

1. Montrons que :

E = fA 2Mn(R) j AJ = JA = m(A)Jg
Si A est �el�ement de E, les conditions impos�ees sur A et un calcul imm�ediat
montrent que AJ = JA = m(A)J .
R�eciproquement, soit A une matrice r�eelle v�eri�ant AJ = JA = �J , pour �
r�eel. La d�e�nition de J permet d'�ecrire :

8(i; j) 2 f1; : : : ; ng2;
nP

k=1

ai;k =
nP

k=1

ak;j = �

E est alors �evidemment un sous{espace vectoriel de Mn(R), stable par
multiplication, puisque si AJ = JA = m(A)J et BJ = JB = m(B)J ,
alors

ABJ = m(B)AJ = m(B)m(A)J = JAB

En�n, l'application A 7! m(A) est �evidemment lin�eaire.

2. Le sous-espace G est un sous{espace de E. L'application m est une forme
lin�eaire non nulle sur E. Le th�eor�eme du rang entrâ�ne que son noyau est de
dimension dim(E)� 1. Comme G est de dimension 1, il reste �a prouver que

G \Kerm = f0g
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Or :

A 2 G \Ker(m),
�

A = �J

m(A) = 0

Donc 0 = m(A) = �m(J) = n� =) A = 0.

3. L'ensemble des matrices Hk;l est de cardinal (n�1)2. Chaque matrice Hk;l

v�eri�e m(Hk;l) = 0.

? Montrons qu'elles forment une famille libre.

Si
P
k;l

�k;lH
k;l = 0, il su�t de regarder chaque terme (i; j) de cette somme

pour s'apercevoir que :

8(i; j) 2 (f2; : : : ; ng)2; 0 = �X
k;l

�k;lH
k;l
�
i;j

= �i;j

? Montrons que cette famille engendre Ker(m).

Soir A 2 Ker(m). Posons A = (ai;j) et A0 =
X

2�k;l�n

ak;lH
k;l, et montrons

que A = A
0.

� a
0

1;1 =
nP

s=2

nP
r=2

ar;s =
nP

s=2

(�a1;s) = �(�a1;1) = a1;1.

� si i � 2; j � 2, alors a0
i;j

= ai;j .

� si i = 1; j � 2, alors a01;j = �
nP

r=2

ar;j = a1;j

� si i � 2; j = 1, alors a0
i;1 = ai;1.

Ainsi la famille des matrices (Hk;l)2�k;l�n est un syst�eme libre et g�en�erateur
de H et forme une base de H . On en d�eduit que la dimension de E est �egale
�a (n� 1)2 + 1.

Exercice 2-9

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere Rn muni du
produit scalaire canonique h ; i. On identi�era Rn et Mn;1(R), l'ensemble
des matrices colonne �a coe�cients r�eels.

Soit A une matrice sym�etrique r�eelle d'ordre n v�eri�ant :

Pour tout X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R);

t
XAX � 0; et t

XAX = 0) X = 0.

1. Montrer que les valeurs propres de A sont des r�eels strictement positifs.

Soit C un �el�ement de Mn;1(R) �x�e. Soit f la fonction d�e�nie sur Rn par,
pour tout X 2 Mn;1(R) :

f(X) = hAX;Xi � 2hC;Xi
2. D�eterminer les points critiques de f .
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3. D�eterminer la nature de ces points.

Solution :

1. Soit � une valeur propre de A (on sait que � 2 R), et X une colonne propre
associ�ee. On a t

XX > 0 et :
t
XAX 6= 0 et t

XAX = �
t
XX � 0, donc �tXX > 0 et � > 0.

2. Avec des notations �evidentes et en d�eveloppant : f(X) =
P
i;j

ai;jxixj �
2
P
i

cixi. Soit, en simpli�ant par 2 :8>>><
>>>:

@f

@x1
(X) = 0

...
@f

@xn
(X) = 0

()
8<
:
a1;1x1 + � � � a1;nxn = c1

...
an;1x1 + � � � an;nxn = cn

() X = A
�1
C

En e�et, nous venons de d�emontrer que 0 n'est pas valeur propre de A, donc
A est inversible.

3. Soit H une matrice colonne quelconque. Dans le calcul de f(A�1C +H)

les termes du premier degr�e en H disparaissent, puisque A�1C est un point
critique, et il reste :

f(A�1C +H) = f(A�1C) + t
HAH

Pour H 6= 0, on a t
HAH > 0 et donc f pr�esente au point A�1C un minimum

absolu strict.

Exercice 2-10

Soit n un entier naturel tel que n � 2. Dans tout l'exercice, E d�esigne un
espace vectoriel de dimension n, et f est un endomorphisme de E.
Par convention f

0 = id (application identit�e) et on d�e�nit par r�ecurrence
pour k 2 N� , fk par fk = f � fk�1
On dira que f est cyclique s'il existe un vecteur x0 de E tel que :�

x0; f(x0); : : : ; f
n�1(x0)

�
soit une base de E.

1. Montrer que si f est cyclique, alors (id; f; : : : ; fn�1) est une famille libre
d'endomorphismes de E.

2. Indiquer �a quelles conditions un projecteur de E est cyclique.

3. Dans cette question, on suppose que E est l'espace vectoriel des polynômes
�a coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n�1, et on consid�ere l'endomor-
phisme d de E d�e�ni par : 8Q 2 E,

d(Q)(X) = Q(X + 1)�Q(X)
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a) Que peut-on dire du degr�e de d(Q) relativement �a celui de Q ?

b) D�eterminer le noyau, l'image, les valeurs propres et les vecteurs propres
de l'endomorphisme d. Est-il diagonalisable ?

c) L'endomorphisme d est-il cyclique ?

4. On suppose dans cette question que f admet n valeurs propres distinctes
�1; : : : ; �n et soient e1; : : : ; en des vecteurs propres respectivement associ�es.

Montrer �a l'aide du vecteur x0 =
nP

k=1

ek que f est cyclique.

5. On suppose dans cette question que f est diagonalisable et admet p valeurs
propres distinctes �1; : : : ; �p avec p < n. On pose

P (X) =

pY
k=1

(X � �k)

a) Calculer P (f)(x) lorsque x est un vecteur appartenant �a l'un des sous-
espaces propres de f .

b) En d�eduire que P (f) est l'endomorphisme nul.

c) f est-t-il cyclique ?

Solution :

1. Supposons f cyclique, et soient a0; : : : ; an�1 des scalaires tels que l'on ait
a0id+ a1f + � � �+ an�1f

n�1 = 0.
En particulier, on a : a0x0 + a1f(x0) + � � �+ an�1f

n�1(x0) = 0, o�u x0 est un
vecteur tel que (x0; : : : ; f

n�1(x0)) soit une base de E. On en d�eduit la nullit�e
de tous les scalaires et la famille (id; f; : : : ; fn�1) est libre dans L(E).
2. Si p est un projecteur, on a p2 = p, donc la famille (x0; p(x0); p

2(x0); : : :)
est toujours li�ee.
Ainsi, pour qu'un projecteur soit cyclique, il est n�ecessaire que la dimension
de E soit inf�erieure ou �egale �a 2, donc �egale �a 2.
R�eciproquement, si dimE = 2, on peut trouver un vecteur x0 tel que
(x0; p(x0)) soit une base de E, si et seulement si p n'est pas l'identit�e ou
l'application nulle.
Bref, un projecteur est cyclique si et seulement si dimE = 2 et p est la
projection sur une droite parall�element �a une autre droite.

3. a) ? Si Q est un polynôme constant, alors d(Q) est le polynôme nul.

? Sinon, �ecrivons Q = a0 + � � �+ aqX
q, avec q � 1 et aq 6= 0. On obtient :

d(Q) = qaqX
q�1+ � � �, ce qui prouve que d(Q) est de degr�e exactement q�1.

b) ? D'apr�es a), Ker d est l'ensemble des polynômes constants : Ker d =

R0 [X ].

? Toujours d'apr�es a) Im d � Rn�2 [X ]. Or par la formule du rang, on a :
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dim Im d = dimRn�1 [X ]� dimKer d = (n� 2)� 1 = dimRn�2 [X ]

Ce qui assure que l'on a : Im d = Rn�2 [X ].

? Si � �etait une valeur propre non nulle de d et Q un polynôme propre
associ�e, on aurait : degQ = deg(�Q) = deg d(Q) = degQ � 1, ce qui est
absurde. Ainsi la seule valeur propre possible de d est 0.

De plus 0 est e�ectivement valeur propre de d, le sous-espace propre associ�e
�etant le noyau de d.

? Si l'endomorphisme d �etait diagonalisable, comme 0 est son unique valeur
propre, d serait l'endomorphisme nul, ce qui est faux. Donc d n'est pas
diagonalisable.

c) Prenons par exemple Q = X
n�1. Alors la famille (Q; d(Q); : : : ; dn�1(Q))

est �echelonn�ee en degr�e, donc est libre dans E, et est de cardinal n = dimE.
Ainsi cette famille est une base de E, ce qui prouve que d est cyclique.

4. On a x0 =
nP

k=1

ek, d'o�u f(x0) =
nP

k=1

f(ek) =
nP

k=1

�kek, et par une r�ecurrence

simple :

f
p(x0) =

nP
k=1

�
p

k
ek

Donc, si (a0; : : : ; an�1) 2 Rn est tel que
n�1P
p=0

apf
p(x0) = 0, on a :

0 =
n�1P
p=0

apf
p(x0) =

nP
k=1

(
n�1P
p=0

ap�
p

k
)ek =

nP
k=1

P (�k)ek, avec P =
n�1P
p=0

apX
p

Or la famille (e1; : : : ; en) est libre, car form�ee de vecteurs propres associ�es �a
des valeurs propres di��erentes, et donc le polynôme P s'annule en �1; : : : ; �n.
Comme il est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� 1, il s'agit du polynôme nul et
tous les coe�cients ap sont nuls.

La famille (x0; : : : ; f
n�1(x0)) est donc libre de cardinal n et est une base de

E, ce qui prouve que f est cyclique.

5. a) Supposons x propre associ�e �a la valeur propre �k .

On a P (f) = (f � �1id) � � � � � (f � �pid) et les endomorphismes �ecrits

commutent entre eux. On peut donc �ecrire : P (f) = � � � � (f � �kid). Ainsi :
P (f)(x) = � � � � (f � �kid)(x) = 0.

b) Par hypoth�ese il existe une base de E form�ee de vecteurs propres de
f . D'apr�es a) l'endomorphisme P (f) s'annule en chaque vecteur d'une telle
base. Par cons�equent P (f) est nul sur une base, donc est l'endomorphisme
nul.

c) La question b) montre, en d�eveloppant P (f), que la famille (id; f; : : : ; fp)
est li�ee, avec p < n. Comme toute sur-famille d'une famille li�ee est li�ee, on
en d�eduit que la famille (id; f; : : : ; fn�1) est li�ee.

La question 1. montre alors que f n'est pas cyclique.
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Exercice 2-11

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2 et C d�esigne
l'ensemble des nombres complexes.

Si a = (a0; : : : ; an�1) 2 C n , on note Ma la matrice de Mn(C ) de terme
g�en�eral

mi;j =

(
1 si i = j + 1

ai�1 si j = n

0 dans tous les autres cas

On note Pa le polynôme d�e�ni par : Pa(X) = X
n �

n�1P
k=0

akX
k

1. Soit � une valeur propre deMa. D�eterminer le rang de la matriceMa��In.
En d�eduire la dimension du sous-espace propre associ�e.

2. Montrer que pour � 2 C , � est valeur propre de Ma si et seulement si
Pa(�) = 0.

3. En d�eduire une condition n�ecessaire et su�sante portant sur Pa pour que
Ma soit diagonalisable.

4. On pose Q(X) = (X + 1)n+1 � X
n+1 � 1. Montrer que Q poss�ede une

racine multiple si et seulement si n est multiple de 6.

5. On prend dans cette question a =

 
0;�C

1
n+1

n+ 1
; : : : ;�C

n�1

n+1

n+ 1

!
, o�u C

p
m

d�esigne le coe�cient binomial habituel. Pour quelles valeurs de n la matrice
Ma est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Comme � est une valeur propre de Ma, on sait d�ej�a que rg(Ma � �In) �
n� 1.

Par ailleurs Ma� �In =

0
BB@
�� : : : a0

1 �� a1

. . .
. . .

...
1 an � �

1
CCA est de rang � n� 1, car

les n�1 premi�eres colonnes sont �echelonn�ees, donc forment une famille libre.

Ainsi rg(Ma � �In) = n� 1.

Par le th�eor�eme du rang, on en d�eduit que les sous-espaces propres sont de
dimension exactement 1.

2. On e�ectue l'op�eration L1  L1+�L2+�
2
L3+� � �+�n�1Ln et la premi�ere

ligne de Ma � �In devient ( 0 0 : : : 0 Pa(�) ).

On e�ectue alors, dans cet ordre, les permutations L1 $ L2, L2 $ L3, : : : ,
Ln�1 $ Ln, de fa�con �a amener la ligne L1 en derni�ere position, sans perturber
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l'ordre des autres lignes. On obtient ainsi une matrice trigonale sup�erieure
de diagonale (1; 1; : : : ; 1; Pa(�)).

Par cons�equent les valeurs propres de Ma sont les racines du polynôme Pa.

3. Comme les sous-espaces propres sont de dimension 1,Ma est diagonalisable
si et seulement si Ma admet n valeurs propres, c'est-�a-dire si et seulement si
Pa admet n racines distinctes.

4. Le polynôme Q poss�ede une racine multiple si et seulement si il existe une
racine commune �a Q et Q0.
Or Q0 = (n+ 1)[(X + 1)n �X

n], d'o�u :

Q(�) = Q
0(�) = 0() (S) :

�
(�+ 1)n+1 � �

n+1 = 1

(�+ 1)n = �
n

(S)()
�
�
n(�+ 1)� �

n+1 = 1

(�+ 1)n = �
n

() �
n = (�+ 1)n = 1

Or : �n = (�+ 1)n = 1 =) j�+ 1j = j�j = 1 =) � 2 fj; j2g.
On a : jn = (j + 1)n = 1 () j

n = (�j2)n = 1() j
n = (�1)n = 1, ce qui

se produit si et seulement si n est pair et multiple de 3, donc multiple de 6.
Le calcul est le même pour j2 (et d'ailleurs ce calcul est inutile puisque j2

est le conjugu�e de j)

En conclusion Q poss�ede une racine multiple si et seulement si n est un
multiple de 6, Q ayant alors j et j2 pour racines au moins doubles.

5. Lorsque a est le n-uplet de l'�enonc�e, on a :

Pa(X) = X
n +

n�1P
k=1

C
k

n+1

n+ 1
X

k = 1
n+ 1

nP
k=1

C
k
n+1X

k = 1
n+ 1

Q(X)

Les questions 3. et 4. montrent alors queMa est diagonalisable si et seulement
si n n'est pas un multiple de 6.

Exercice 2-12

Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h�; �i, la norme
associ�ee �etant not�ee k � k.
Soient x1; : : : ; xn des vecteurs de E tels que :(

8 i 2 [[1; n]]; kxik = 1

8 i; j 2 [[1; n]]; i 6= j =) kxi � xjk = 1

1. Calculer, pour tout couple d'indices i et j, hxi; xji.
2. Soit A = (ai;j) la matrice carr�ee d'ordre n, de terme g�en�erique ai;j =
hxi; xji.
Montrer que A est inversible et en d�eduire que la famille (x1; : : : ; xn) est libre.
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Solution :

1. En d�eveloppant : kxi � xjk2 = kxik2 + kxjk2 � 2hxi; xji.
Ainsi, pour i 6= j, hxi; xji = 1

2
et bien sr hxi; xii = 1.

2. ? On a A =

0
BBBB@

1 1=2 : : : 1=2

1=2 1
. . .

...
...

. . .
. . . 1=2

1=2 : : : 1=2 1

1
CCCCA.

On a : A

0
@ x1

...
xn

1
A =

0
@ 0

...
0

1
A()

8>><
>>:

1
2
x1 +

1
2
(x1 + � � �+ xn) = 0

...
1
2
xn +

1
2
(x1 + � � �+ xn) = 0

On en d�eduit : x1 = � � � = xn et en reportant dans l'une quelconque des
�equations, il vient x1 = � � � = xn = 0, ce qui prouve que le noyau de A se
r�eduit �a f0g et donc que A est inversible.

(On peut aussi calculer A2 et exprimer A2 en fonction de In et A, ce qui donne

en plus une expression de l'inverse de A, ou remarquer que A = 1
2
(I +J), o�u

J est la matrice dont tous les coe�cients valent 1. Les valeurs propres de J
sont ais�ees �a calculer et on constate alors que 0 n'est pas valeur propre de A
: : : ).

? Si la famille (x1; : : : ; xn) �etait li�ee, il existerait des scalaires non tous nuls,

tels que
nP

j=1

�jxj = 0, d'o�u 8 i 2 [[1; n]];
nP

j=1

�jhxi; xji = 0.

En notant C1; : : : ; Cn les colonnes de la matrice A, on aurait donc
nP

j=1

�jCj =

0, et les colonnes de A seraient li�ees, ce qui nie l'inversibilit�e de A.

Ainsi la famille (x1; : : : ; xn) est libre.

Exercice 2-13

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a deux et E un espace vectoriel euclidien
de dimension n, dont le produit scalaire est not�e h�; �i.
Soit (e1; e2; : : : ; en) une base de E.

Pour tout x de E on pose : F (x) =
nP

k=1

hx; ekiek.

1. a) L'application F est-elle un endomorphisme de E ?

b) L'application F est-elle injective, surjective ?

c) L'application F est-elle un endomorphisme sym�etrique de E ?
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d) Caract�eriser les bases (e1; e2; : : : ; en) telles que F soit un projecteur.

2. a) Montrer que les valeurs propres de F sont strictement positives.

b) Montrer qu'il existe un automorphisme sym�etrique s de E �a valeurs
propres strictement positives tel que s = (s � F )�1.
c) Montrer que

�
s(e1); s(e2); : : : ; s(en)

�
est une base orthonorm�ee de E.

Solution :

1. a) La lin�earit�e de F r�esulte de la lin�earit�e �a gauche du produit scalaire
et des propri�et�es du calcul vectoriel. D'autre part F est clairement �a valeurs
dans E, donc F est un endomorphisme de E.

b) Si F (x) = 0, on a : 8 k; hx; eki = 0 (car (e1; : : : ; en) est une base de E),
ce qui prouve que x est orthogonal �a une base de E, donc �a tout vecteur de
E, et en particulier �a x. Ainsi kxk2 = 0 et x = 0.
Ceci prouve que F est injective, donc est bijective, puisque F est un
endomorphisme d'un espace de dimension �nie.

c) Pour tous vecteurs x et y, on a :

hF (x); yi =
nP

k=1

hx; ekihek; yi =
nP

k=1

hy; ekihek; xi = hF (y); xi
Ainsi, F est un automorphisme sym�etrique.

d) Comme F est un automorphisme, F est un projecteur si, et seulement
si, F = id.

? Si F = id, alors 8x 2 E; x =
nP

k=1

hx; ekiek.

En particulier, pour tout indice j, ej =
nP

k=1

hej ; ekiek et l'unicit�e de l'�ecriture

dans une base donne hej ; eki = �j;k, ce qui prouve que (e1; : : : ; en) est une
base orthonorm�ee.

? R�eciproquement si (e1; : : : ; en) est une base orthonorm�ee, alors :

8x 2 E; x =
nP

k=1

hx; ekiek et F = id.

F projecteur () (e1; : : : ; en) orthonorm�ee

2. a) Si � est une valeur propre de F et x un vecteur propre associ�e, on a :

�kxk2 = hF (x); xi = h
nP

k=1

hx; ekiek; xi =
nP

k=1

hx; eki2 > 0 (car x 6= 0)

Donc � > 0.

b) s = (s �F )�1 �equivaut �a s � s = F
�1. Puisque F est un endomorphisme

sym�etrique, soit B une base orthonorm�ee telle queMB(F ) = diag(�1; : : : ; �n).

On a :MB(F
�1) = diag(��11 ; : : : ; �

�1
n ) et on peut donc consid�erer l'endomor-

phisme s tel que MB(s) = diag(�
�1=2

1 ; : : : ; �
�1=2
n ).
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Par construction même, s � s = F
�1, s est un automorphisme et s est

sym�etrique, donc s convient.

c) Pour tout couple (i; j), on a : hs(ei); s(ej)i = hei; s � s(ej)i =
hei; F�1(ej)i.
Or : ej = F (F�1(ej)) =

nP
i=1

hF�1(ej); eiiei, d'o�u : hF�1(ej); eii = �i;j .

Ainsi hs(ei); s(ej)i = �i;j et donc
�
s(e1); s(e2); : : : ; s(en)

�
est une base ortho-

norm�ee de E.

Exercice 2-14

On consid�ere la matrice A =

�
a b

c d

�
2 M2(Z). On suppose qu'il existe un

entier n � 2 tel que An = I2, o�u I2 d�esigne la matrice identit�e deM2(R). Le
but de cet exercice est de montrer que A12 = I2.

On note � l'ensemble des valeurs propres (r�eelles ou complexes) de A.

1. Montrer que � 2 � si et seulement si �2 � (a + d)� + (ad � bc) = 0. En
d�eduire que � n'est pas vide.

On admettra que la matrice A v�eri�e la relation : A2�(a+d)A+(ad�bc)I2 =
0 (?) .

2. Montrer que � v�eri�e l'une, et l'une seulement, des deux propositions
suivantes :

a) � � f�1; 1g
b) il existe un entier p tel que 1 � p < n=2 et � = fe�2ip�=n; e2ip�=ng.

Que peut-on dire, dans ce cas, du nombre 2 cos(2p�=n) ?

3. On suppose que card(�) = 2. En �etudiant les di��erents cas, montrer que
A
12 = I2.

4. On suppose que � = f1g et que A 6= I2.

a) En utilisant la relation (?), montrer que Ker(A� I2) = Im(A� I2)

b) En d�eduire que A est semblable �a :

T =

�
1 1
0 1

�
c) Calculer T k, pour k � 1. En d�eduire une contradiction.

5. Montrer que si � = f�1g et A 6= �I2, on arrive �egalement �a une
contradiction.

Conclure.
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Solution :

1. � est valeur propre de A si et seulement si A � �I2 n'est pas inversible,
donc si et seulement si : (a� �)(d � �)� bc = 0.

Ce qui donne en d�eveloppant :

� 2 � () �
2 � (a+ d)�+ ad� bc = 0

Une �equation du second degr�e �a coe�cients r�eels ayant toujours au moins
une solution dans C , on en d�eduit que � est non vide.

La formule (�) se v�eri�erait facilement, il su�t de faire les calculs : : :

2. Si � est une valeur propre de A, alors �n est une valeur propre de An, donc
d'apr�es l'hypoth�ese faite sur A :

�
n = 1

Si le spectre de A est r�eel, on a donc � 2 f�1; 1g.
Sinon, il existe une valeur propre de A de la forme �1 = ei

2p�
n , avec 0 � p < n,

et donc �2 = �1 = e�i
2p�
n est aussi valeur propre de la matrice A.

Or les valeurs propres de A ne sont pas r�eelles, donc sont distinctes, et quitte
�a permuter les rôles de �1 et �2, on peut supposer que l'on a 0 < p <

n

2
(pour �eviter les nombres �1 et 1).

En conclusion, dans ce cas � = fe�2ip�=n; e2ip�=ng
On a alors �1 + �2 = 2 cos(

2p�
n

) = a+ d 2 Z.
3. Si A a deux valeurs propres distinctes.

? Si elles sont r�eelles, on a � = f�1; 1g, donc A est semblable �a diag(�1; 1)
et A2 est semblable �a I2, donc vaut I2, a fortiori A

12 = I2.

? Sinon, elles sont complexes conjugu�ees, donc de la forme vue en 2, avec

2 cos(
2p�
n

) 2 Z, donc 2 cos(
2p�
n

) 2 f�1; 0; 1g (les valeurs �2 et 2 ne corres-

pondent pas �a des valeurs propres complexes non r�eelles).

Si cos(
2p�
n

) = �1
2
, les valeurs propres sont j et j2, donc A est semblable

�a diag(j; j2) et A3 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori A
12 = I2.

Si cos(
2p�
n

) = 0, les valeurs propres sont i et �i, donc A est semblable

�a diag(i;�i) et A4 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori A
12 = I2.

Si cos(
2p�
n

) = 1
2
, les valeurs propres sont �j et �j2, donc A est

semblable �a diag(�j;�j2) et A6 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori

A
12 = I2.

4. a) Si 1 est l'unique valeur propre de A, alors l'�equation �
2 � (a + d)� +

ad� bc = 0 �equivaut �a l'�equation (�� 1)2 = 0, donc a+ d = 2; ad� bc = 1.

La relation (�) s'�ecrit donc : A2 � 2A+ I2 = 0,i.e. (A� I2)(A� I2) = 0



Alg�ebre 85

On a donc Im(A� I2) � Ker(A� I2).

Or : dim Im(A�I2)+dimKer(A�I2) = 2 et A�I2 n'est pas inversible et n'est
pas non plus la matrice nulle. Ainsi dim Im(A � I2) = dimKer(A � I2) = 1
et l'inclusion pr�ec�edente montre que :

Im(A� I2) = Ker(A� I2)

b) Soit e2 un vecteur n'appartenant pas �a Ker(A � I2), le vecteur e1 =
(A� I2)(e2) est tel que (A� I2)(e1) = (A� I2)

2(e2) = 0.

Donc A(e1) = e1, tandis que A(e2) = e1 + e2.

La famille (e1; e2) est une base de R2 (e1 est propre pour A et pas e2). Par
cons�equent A est semblable �a la matrice :

T =

�
1 1
0 1

�

c) Facilement 8 k � 1; T k =

�
1 k

0 1

�
. Or il existe n � 2 tel que An = I2,

donc, pour le même entier n, on a Tn = P
�1
A
n
P = I2. La contradiction est

claire.

5. On fait le même raisonnement qu'en 4., en utilisant A + I2 et on aboutit
�egalement �a une contradiction.

Dans tous les cas possibles, on a trouv�e A12 = I2 et donc le but est atteint.

Exercice 2-15

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions polynômes �a coe�cients r�eels. Pour
P et Q dans E, on pose :

hP;Qi =
Z +1

0

e�tP (t)Q(t) dt

1. V�eri�er que l'on d�e�nit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit f d�e�nie sur R3 par f(x; y; z) =

Z +1

0

e�t(t3 + xt
2 + yt+ z)2 dt

Montrer qu'il existe un unique triplet (x0; y0; z0) tel que f pr�esente en
(x0; y0; z0) un minimum absolu et d�eterminer ce triplet.

Solution :

1. Comme P et Q sont des polynômes, si n = deg(PQ), alors
lim

t!+1
t
n+2e�tP (t)Q(t) = 0 entrâ�ne l'existence de l'int�egrale propos�ee.

On v�eri�e que la forme propos�ee est bilin�eaire, sym�etrique et positive.

Si de plus

Z +1

0

e
�t
P
2(t)dt = 0, par positivit�e et continuit�e de t 7! e�tP 2(t)

sur tout segment de R, on a e�tP 2(t) = 0 pour tout t r�eel et P est le polynôme
nul : on a donc e�ectivement un produit scalaire.
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2. En fait f(x; y; z) repr�esente le carr�e de la distance du polynôme X
3 au

sous{espace R2 [X ].
On sait que cette distance est atteinte en un unique polynôme qui est la
projection orthogonale deX3 sur R2 [X ]. ce qui se traduit par :X3�(�x0X2�
y0X � z0) est orthogonal �a la base canonique 1; X;X2 de R2 [X ].
Soit, apr�es calculs :8<

:
24x0 + 6y0 + 2z0 = �120
6x0 + 2y0 + z0 = �24
2x0 + y0 + z0 = �6

() (x0; y0; z0) = (�9; 18;�6)

Exercice 2-16

D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante portant sur (�; �; n) 2
R2 � N� , pour que le polynôme P1 = X

8 + X
4 + 1 divise le polynôme

P2 = X
8n + �X

4n + �.

Solution :

On a : (X8 +X
4 + 1)(X4 � 1) = X

12 � 1.

Par cons�equent, les racines de X
8 + X

4 + 1 sont les racines douzi�emes de
l'unit�e, sauf celles qui sont racines quatri�emes de l'unit�e.

Les racines de P1 sont donc simples et sont les nombres ei
2k�
12 , avec 0 � k � 11

et k =2 f0; 3; 6; 9g.
P1 divise P2 si et seulement si ces nombres sont racines de P2, ce qui conduit
au syst�eme :

8 k 2 [[1; 11]] n f3; 6; 9g; ei4kn�3 + �ei
2kn�
3 + � = 0

Ce qui �equivaut �a :

8<
: cos(2kn�

3
)(�+ 1) + � = 0

sin(2kn�
3

)(� � 1) = 0
, pour tout k 2 [[1; 11]] n

f3; 6; 9g
Si n est un multiple de 3, il reste �+ � + 1 = 0 ;

si n n'est pas un multiple de 3, on obtient � = 1 et comme cos(2kn�
3

) = �1
2

(on �evite les valeurs de k multiples de 3), il vient � = 1.

Exercice 2-17

Soit A 2M2(R) une matrice carr�ee d'ordre 2 �a coe�cients r�eels, non scalaire

(c'est-�a-dire que A n'est pas de la forme

�
a 0
0 a

�
).

On dira qu'une suite (Bn) d'�el�ements de M2(R), avec Bn = (bi;j;n)1�i;j�2,
converge vers une matrice B = (bi;j)1�i;j�2 si pour tout (i; j) 2 f1; 2g2, la
suite de nombres r�eels (bi;j;n) converge vers le nombre r�eel bi;j .
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1. On suppose que A poss�ede deux valeurs propres r�eelles distinctes.

a) Montrer qu'il existe une matrice inversible P telle que P
�1
AP soit

diagonale.

b) Soit Sn =

nX
k=0

A
k

k!
. exprimer Sn ainsi que son �eventuelle limite, lorsque

n tend vers l'in�ni. On notera cette limite exp(A).

c) D�eterminer les valeurs propres de exp(A) en fonction de celles de A.

d) Montrer que exp(A) est une matrice inversible.

2. On suppose maintenant que A ne poss�ede qu'une seule valeur propre.

a) Montrer qu'il existe a 2 R et P 2 M2(R) inversible, telles que

P
�1
AP = J , avec J =

�
a 1
0 a

�
.

b) Pour tout n 2 N, calculer Jn.

c) Soit Sn =

nX
k=0

A
k

k!
. D�eterminer Sn ainsi que son �eventuelle limite, lorsque

n tend vers l'in�ni. On notera encore cette limite exp(A).

d) D�eterminer les valeurs propres de exp(A) en fonction de celle de A.
Montrer que exp(A) est une matrice inversible.

3. A t-on toujours exp(A+B) = exp(A)exp(B) ?

Solution :

1. a) La matrice A est carr�ee d'ordre 2 et admet deux valeurs propres, donc

A est diagonalisable. Ainsi, il existe une matrice diagonale D =

�
a 0
0 b

�
,

avec a 6= b et une matrice P 2 GL2(R) telles que A = PDP
�1.

b) On a alors Ak = PD
k
P
�1, d'o�u :

Sn = P�nP
�1, avec �n =

nP
k=0

1
k!
D

k

Or : �n = diag(
nP

k=0

a
k

k!
;

nP
k=0

b
k

k!
) �! diag(ea; eb), et, en revenant au calcul

e�ectif d'un produit de matrices, on voit ais�ement que la limite d'un produit
est le produit des limites, donc :

expA = P

�
ea 0
0 eb

�
P
�1

c) Le r�esultat pr�ec�edent montre que Spec(expA) = fea; ebg
d) Une exponentielle n'�etant jamais nulle, 0 n'est pas valeur propre de

expA, et cette matrice est bien inversible.
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2. Soit a l'unique valeur propre de A.

a) La matrice A n'est pas diagonalisable, sinon A serait semblable �a aI2,
donc serait �egale �a aI2, ce qui est exclu par l'�enonc�e.

Soit X =

�
x1

x2

�
une colonne propre associ�ee �a la valeur propre a et Q une

matrice inversible de premi�ere colonne X (possible, d'apr�es le th�eor�eme de la

base incompl�ete). La matrice Q�1AQ est de la forme T =

�
a �

0 �

�
.

Les matrices A et T �etant semblables, elles ont mêmes valeurs propres et
� = a, de plus on sait que � 6= 0 (puisque A n'est pas diagonalisable), donc

T =

�
a �

0 a

�
.

Or, si on prend R =

�
1 1
0 k

�
, avec k 6= 0, (on garde le premier vecteur de

base, qui est propre, et on change le second), un calcul simple donne :

RTR
�1 =

�
a

�

k
0 a

�
Ainsi, en prenant k = �, la matrice T , donc la matrice A, est semblable �a�
a 1
0 a

�
.

b) On obtient, par une r�ecurrence facile, ou par la formule du binôme :

8n 2 N; Jn =

�
a
n

na
n

0 a
n

�
c) Comme Ak = PJ

k
P
�1, il vient :

Sn = P

0
B@

nP
k=0

a
k

k!

nP
k=0

k:a
k

k!

0
nP

k=0

a
k

k!

1
CAP

�1

et donc, en simpli�ant la sommation du terme plac�e en premi�ere ligne et
deuxi�eme colonne :

expA = P

�
ea ea

0 ea

�
P
�1

d) expA admet donc ea pour unique valeur propre et cette valeur propre
�etant non nulle, expA est inversible.

3. La r�eponse est non. Il su�t de trouver un contre-exemple. En fait, tout
couple de matrices (A;B) tel que AB 6= BA convient.

On peut proposer : A =

�
0 1
0 0

�
et B =

�
0 0
1 0

�

On a AB =

�
1 0
0 0

�
et BA = 0 6= AB.
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Les calculs de expA; expB et exp(A+B) sont alors tr�es simples (on a A2 = 0,
B
2 = 0 et AB est diagonale) :

expA = I +A =

�
1 1
0 1

�
, expB =

�
1 0
1 1

�
, exp(A+B) =

�
e 0
0 1

�
Il est clair que exp(A+B) 6= expA: expB.

Exercice 2-18

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. On consid�ere
l'application � qui �a toute fonction f de E associe la fonction g = �(f)
d�e�nie par :

g : x 7!
8<
:
f(0) si x = 0
1

2x

Z x

�x

f(t) dt si x 6= 0

1. a) Soit f un �el�ement de E et F une primitive de f . Exprimer �(f) en
fonction de F pour x non nul. En d�eduire la continuit�e de �(f) en 0.

Montrer que � est un endomorphisme de E.

b) Soit f 2 Ker�. Etudier la parit�e de f . D�eterminer le noyau de �.
L'endomorphisme � est-il injectif ?

2. L'endomorphisme � est-il surjectif ?

3. On appelle valeur propre de � tout r�eel � tel qu'il existe f 2 E non nul tel
que �(f) = �f . Un tel �el�ement s'appelle vecteur propre associ�e �a la valeur
propre �.

Soit � une valeur propre non nulle de � et f un vecteur propre associ�e.

a) Montrer que f est une fonction paire.

b) Montrer que f est d�erivable sur R� et exprimer f 0 en fonction de f .

c) Pour quelles valeurs de � la fonction d�e�nie sur R� par x 7! jxj� est-elle
solution de l'�equation trouv�ee dans la question pr�ec�edente ?

d) Soit E� = ff j �(f) = �fg et h 2 E� non nul.

Pour tout x 6= 0, on d�e�nit k(x) par h(x) = k(x)jxj�. D�eterminer la fonction
k. En d�eduire le sous{espace E�.

e) Montrer que tout r�eel est valeur propre de �.

Solution :

1. a) Soit x 6= 0. On peut �ecrire :

g(x) =
F (x) � F (�x)

2x
=

1

2

�
F (x)� F (0)

x
� F (�x)� F (0)

x

�
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Par la d�e�nition de la d�eriv�ee, on a :

lim
x!0

F (x)� F (0)

x
= f(0); lim

x!0

F (�x)� F (0)

x
= �f(0)

Ainsi lim
x!0

g(x) = f(0), ce qui signi�e que g est prolongeable en 0.

Pour x0 6= 0, g est continue en x0 comme quotient de fonctions continues, le
d�enominateur ne s'annulant pas. Ainsi � est une application de E dans E
qui est lin�eaire par lin�earit�e de l'int�egrale.

b) Si f 2 Ker�, alors f(0) = 0 et pour tout x 6= 0; F (x) = F (�x). En
d�erivant, il vient, pour x 6= 0; f(x) = �f(�x), c'est-�a-dire f impaire.

R�eciproquement, si f est impaire, f(0) = 0 et, pour x 6= 0 :Z x

0

f(t) dt = �
Z 0

x

f(t) dt

ce qui entrâ�ne que g(x) = 0 pour x 6= 0, et que f 2 Ker�. Finalement :

Ker� = ff j f impaireg
2. La fonction g est d�erivable pour tout x 6= 0 comme quotient de fonctions
d�erivables, le d�enominateur ne s'annulant pas.

Par exemple, la fonction x 7! jx� 1=2j ne peut avoir d'ant�ec�edent par �, qui
n'est donc pas surjective.

3. a) Soit f un vecteur propre de � associ�e �a la valeur propre � 6= 0. On a
alors :

f(0) = �f(0); (x 6= 0) =)
Z

x

�x

f(t) dt = 2�xf(x)

Ainsi, pour x 6= 0 :

f(�x) = � 1

2�x

Z
�x

x

f(t) dt =
1

2�x

Z x

�x

f(t) dt = f(x)

Ainsi f est une fonction paire.

b) Sur R� , la fonction f est d�erivable et pour x 6= 0 :

f
0(x) =

1

2�

�
� 1

x2

Z x

�x

f(t) dt+
1

x
(f(x) + f(�x))

�
Or la fonction f est paire. Il vient donc :

(1� �)f(x) = �xf
0(x)

c) La fonction f : x 7! jxj� v�eri�e l'�equation pr�ec�edente si et seulement si :

� pour x > 0; (1� �)x� � ��x
� = 0

� pour x < 0; (1� �)(�x)� � ��x(�x)��1 = 0

c'est-�a-dire si et seulement si :

� =
1� �

�
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d) Soit h la fonction x 7! k(x)jxj�. Si la fonction h v�eri�e l'�equation
pr�ec�edente alors pour x > 0 :

(1� �)k(x)x� � �x(k0(x)x� + �x
��1

k(x)) = 0

avec :

� =
1� �

�

Donc k0(x) = 0 et k est une fonction constante sur R+ . La d�emonstration
pour x < 0 est identique.
Finalement :

E� = fC:f j C 2 Rg
avec

f : x 7! jxj 1���
e) On a vu que 0 est valeur propre de � ainsi que tout � 6= 0. Ainsi,

l'ensemble des valeurs propres de � est R.


