ALGEBRE

Exercice 2-1

Soit n un entier naturel, n > 2. On note E = R, [X], l’espace vectoriel des
fonctions polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n.

Soit ag, a1, - .. ,an, (n+1) réels distincts ou non. Pour tout j € N, PU) désigne
la dérivée d’ordre j du polynome P.

Montrer que "application :

(P,Q) — ijoP(j)(aj)Q(j)(aj)

définit un produit scalaire sur E.

Solution :

On montre facilement que (, ) est une forme bilinéaire, symétrique, grace a la

linéarité de la dérivation et la commutativité du produit. Elle est également
n

positive, puisque (P, P) = Z(P(j))2(aj).
7=0
Il reste a démontrer qu’elle est définie. Or :

(P,P)=0= Y (PY)*(a;) =0=PY(a;) =0, Vje€{0,...,n}
7j=0
Mais, P étant un polynéme de degré inférieur ou égal & n, P(")(z) est une

constante et P(™(a,) = 0 entraine que P est identiquement nul. Ainsi P
est un polynome de degré inférieur ou égal & (n —1). Mais alors P(" 1 (x) est
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une constante et P("~(a,_;) = 0 entraine que P("~1 est identiquement

nul. Ainsi P est un polynéme de degré inférieur ou égal & (n —2). On termine
aisément ce raisonnement.

Exercice 2-2

Soit d un nombre entier strictement positif et soient 71, 7o, . . ., 74, des nombres
réels deux a deux distincts, et différents de 1 et de —1.

d
On considere la fonction polynomiale L : z — [] (z — 1), et la fonction

k=1
; 1
rationnelle R : x — —5———5——.
(2* —1)L*(=)
On notera E, ensemble des nombres réels privé de {1, =1, 7, 7,...,74}.

On admet qu’il existe 2d + 2 nombres réels o, 3, Ay, ..., Agq, B1,..., By, tels
que :

pour tout z appartenant a F,

d d
R(z) = @ B Ap By,
() w—1+x+1+k§1(w—7'k)2+k2::1w—7'k ()

1. Calculer a et 3 en fonction de L(1) et de L(—1).

2. Exprimer Ay en fonction de 74, et de L'(7y).

2L () + (72 = DL ()
(mi = (L' (m4))?

4. On définit la fonction polynéme S par : S(z) = (2> — 1)L" (z) + 22L' (),
pour tout réel z.

3. On pourra admettre que B = —

Prouver I’équivalence :
Vke{l,2,...,d},By=0)<= FpeR/S=nul)
Exprimer u , quand il existe, en fonction de d.

5. Dans le cas ou d est égal a 2, déterminer le polynéme L tel que :
Vke{l,2},B, =0.

Solution :

1. On admet que :
d
A B
R@)= "+ 7 +3 oy d
-1 a+1 = (z—7) T Tk

d
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Multiplions cette expression par (z — 1). Il vient :
1
(x +1)L%(x)

ou ¢ est une fonction continue en z = 1. En remplacant x par 1, on obtient :
1

=a+(z—1)g(x)

202(1)
De méme, en multipliant ’expression par (z + 1), il vient :
1
—_— = 1)h
ou h est une fonction continue en x = —1. En remplagant = par —1, on
1
obtient : ————— = 4.

2L%(-1)
2. Reprenons la méme idée que précédemment. Multiplions I’expression de
R(z) par (z — 11,)2. On obtient :
1
(2% = 1) [T (& — 73)?
ou gy est une fonction continue en x = 7. En remplacant z par 7, on
obtient :

= A + (v — 7.)% gk (2)

A = 1 _ 1
T DLk — 1?2 (7 = DL2(m)

d

En effet, si L(z) = H(a: — 1), la formule de dérivation d’un produit de
i=1

fonctions donne :

d
L) =Y [[z-m)

k=1 ik

L'(m,) = H(Tk —7)
i#k
3. Obtenir By est un peu plus compliqué. Multiplions R(x) par (z — 11,)2,
puis dérivons I’xpression obtenue. Il vient :
(1‘ — Tk)ZR(l‘) = (:L‘ — Tk)zé(l’) + A + (:L‘ — Tk)Bk

ou { est une fonction continue et dérivable en x = 75,. En dérivant, il vient :

et :

1 ' ,
(m) = (z — ™) (2l(z) + (z — ) (x)) + By
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avec

L) = [ (@ —m)
ik
En posant dans cette derniere expression x = 7, il vient :

By = (m);:m

Enfin :
( 1 )’ __2zLj(x) + 2(2* — 1) Ly(2)Lj ()
(22 — 1) Li(2) (22 = 1)*Li(z)
Or:
L(l‘) = (1‘ — Tk)Lk(l‘) = LI(Tk) = Lk(Tk), L”(Tk) = QL;C(T]C)
Finalement :

By = (_ 1 ) _2nL'(m) + (12 = DL ()
(z2 = L(2) ) ,—,, (i = D(L'(7x))?
4. Supposons que pour tout k € {1,2,...,d}, By = 0. Il en résulte que le

numérateur de I’expression qui définit By, est nul, sans que le dénominateur
le soit, et que le polynéme S admet (73)1<k<q comme racines.

Ainsi S est de méme degré que L et admet les méme racines. Ces deux
polynomes sont, donc proportionnels.

Réciproquement, si S est proportionnel & L, il admet les (73) comme racines
et B, =0, pour tout k € {1,2,...,d}.

Pour déterminer p lorsque la condition est remplie, il suffit de regarder les
coefficients dominants de chacun des polynémes. Il vient u = d? + d, ou, bien
sr, = 0.

5. Dans le cas o d = 2, u € {0,6}.

e 1 = 0. Dans ce cas, L est un polyndéme normalisé de degré 2 vérifiant
(22 —1)L"(z) +2zL'(z) = 0. Or (2® — 1)L"(z) + 22L'(z) = ((® — 1)L (2))'.
Il existe donc une constante C' réelle telle que (22 — 1)L/(z) = C. Ceci n’est
pas possible, puisque L'(z) est un polynéme de degré 1.

e 1 = 6. Dans ce cas, L est un polyndéme normalisé de degré 2 vérifiant
(x? — 1)L"(x) + 2oL’ (z) = 6L(z). Appelons @ une primitive de L. Il vient
(2 - DI/ (x) = 6Q(x) ou (2 — 1)Q"(x) = 6Q(x).
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3 1’2

Si L(z) = 2% + ax + b, alors Q(z) = % + a + bz (par exemple) et notre
3 2

équation se traduit par (z2—1)(2z+a) = 6 % + a% + bm) , ce qui conduit,

par identification des coefficients & : @ = 0,b = —1/3. Le polynéme L ainsi

obtenu est L(z) = 2* —1/3.

Exercice 2-3

On définit une suite de fonctions sur R par :
To(x)=1, Ti(z)==z, etVn>2T,(z)=22T,_1(z)—Th_2(z)
1. Montrer que pour tout n € N*, T}, est un polynéme de degré n et de
coefficient dominant 27",
Etudier la parité de T), en fonction de n.

2. Montrer que pour tout n > 0,7}, (cosz) = cos(nz). En déduire que T}, ad-
met n racines réelles distinctes. Les déterminer. Calculer T),(0), T, (1), T, (—1).

3. Soit E = R[X] 'espace vectoriel des fonctions polynomiales. A tout P € E,
on associe la fonction u(P) définie pour tout z réel par :

1 rz+1
u(P)(z) = —/ P(t)dt
2 z—1
a) Montrer que v est un endomorphisme de E.
b) Déterminer un développement limité de u(T},) en 0 & l'ordre 2.

c) Déterminer un équivalent de u(7),,)(z) lorsque z tend vers ’infini.

4. Déterminer le noyau de uw. En déduire son image.

Solution :

1. Montrons les relations demandées par récurrence sur n. Pour n = 0,7} et
T, sont des polynomes de degrés respectifs 0 et 1 et le coefficient dominant
de Ty est 1 = 20,

Supposons que pour tout 1 < k < n — 1, T} soit un polyndéme de degré k
et de coefficient dominant 2¥~!. Comme T, (z) = 22T,_1(x) — Th_2(x), Ty
est un polynome de degré n (c’est 22T, (x) qui emporte) et de coefficient
dominant 2 x 272 = 2771,

Montrons par récurrence que si n est pair T, est pair, alors que si n est
impair, T, est impair.
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Ceci est vrai pour Ty et T7. Supposons que ce soit vérifié pour tout & < 2p—1.
Alors, comme T, (z) = 22Top—1(x) — Top—2(x), il vient :

Top(—2) = —22T2p—1(—2) — Top—2(—2) = 22T2p1(x) — Top—2(x) = T2p()
et :

Topy1(—2) = —22Tsp(—2) —Top—1(—x) = —22T2p(x) +T2p-1(2) = —Top41(2)
2. Procédons la encore par récurrence. To(cosz) = 1 = cos(0x), Ti(cosz) =
cosz. Supposons que pour tout k < n — 1,T(cosxz) = cos(kz). Alors,

a
en s’aidant de la formule trigonométrique 2cosacosb = cos (%)

COS a—b :
2 :

Tn(cosz) = 2coszT,,_1(cosz) — T, _2(cosz)

= 2coszcos((n — 1)z) — cos((n — 2)x) = cos(nx)

Or cos(nz) =0 = nx = g + km, k € Z, ce qui entraine que :

k
Tn(cosa:):0:>a:6{1+—F,O§k§n—l}

2n n

et : i
Tn(a:):0:>a:€{cos(l—f-—W),nggn—l}

2n n

P . . .. ™ ™
Nous avons ainsi déterminé n racines distinctes (car 0 < o + — < m, pour
n

ke {l,...,n—1}) de T), qui est un polynéme de degré n. Ce sont donc
toutes les racines de T),. Enfin :
7r) { 0 sin=2k+1

Ta(0) = cos(ng) =\ (Z1)k sin = 2k

3. a) La linéarité de w est évidente par linéarité de lintégrale. Le fait
que wu soit un endomorphisme de E provient du fait que toute primitive
d’un polynéme est un polynéme. Donc si @) est une primitive de P, alors
u(P)(z) = Q(x + 1) — Q(x — 1) est un polyndme.

b) On vient de voir que u(7T},) est un polynome. Il admet donc un développe-
ment limité en 0. On peut donc écrire, pour x au voisinage de O :

et To(1)=1,T,(~1) = (-1)"

2

u(To) (@) = u(Ty)(0) + =(u(Tn))'(0) + %(U(Tn))”(O) +o(z?)

- / Ty (2)dz + Z(To(1) = Tu(=1)) + - (T}(1) = TL(=1)) + o(2?)

2/, 2 4
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Or:
1 ™ ™
Tn(x)de = / T, (cost) sin tdt = / cos(nt) sin(t)dt
0 0

-1
et pourn > 2:
1

/07r cos(nt) sin(t)dt = e ((-1)"+1)

De plus —nsin(nz) = (T, (cosz))" = —sin(z)T),(cos(z)), entraine que :

sin nx .
T! (cosz) = { g 7 #0 [27]

n sinon

Donc :
T/ (1) =n, et T\ (=1) = (=1)""'n
Finalement, pour z au voisinage de O :

1 2

W) @) = ———= (=" + 1)+ 51— (~1)") + Tn(l = (=1)™") +o(a”)

c) On sait que T}, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant
27~ Or:
— 1 o — 2! n+1 n+1
w(Ty)(z) = 3 /ﬂhl T, (t)dt = s 1((3: + 1) —(z — 1)) + hy 1 (2)
=2""1g" + by ()
ot h,_; est un polynéme de degré inférieur ou égal & (n — 1). Ainsi un
équivalent de u(7},,) au voisinage de I’infini est 2"~ !z™.

4. On montre, comme dans la question précédente, que si P est un polynéme
de degré p, alors u(P) est également de degré p. Ainsi keru = {0}. Pour la
méme raison Imu = R[X]. En effet, la restriction de v a chaque R,[X] est
un endomorphisme injectif de R, [X], donc surjectif, ce qui entraine que v est
surjectif sur R[X].

Exercice 2-4

On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique. Soit A et
B les deux matrices définies par :

1 1 1 1 1 0O -1 0
1 1 1 1 0 1 0o -1
A=l1 1 11)®P=1 0 1 o
1 1 1 1 0 -1 0 1
1. Calculer A2 et B2. En déduire les valeurs propres de A et de B.
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2. Déterminer les sous-espaces propres des endomorphismes a et b canonique-
ment associés & A et B.

3. Montrer qu’il existe une base orthonormée de R*, dans laquelle les matrices
associées a a et b sont toutes deux diagonales.

Solution :

1. Un calcul immédiat donne A2 = 4A4 et B> = 2B. On sait alors que les
valeurs propres de A sont contenues dans I’ensemble {0,4} et celles de B dans
{0,2}. Or, ces deux matrices sont symétriques réelles, donc diagonalisables
sur R. Elles n’ont donc pas qu’une seule valeur propre (car autrement ce

seraient des matrices scalaires). Les valeurs propres de A sont donc {0,4} et
celles de B {0,2}.

2. On détermine les sous-espaces propres de a en résolvant le systeme
x

d’équations AX = A\X, avec X = . On obtient :

S~ N

e poura:
Fy ={(z,y,2,t) |t +y+ 2+t =0} de dimension 3.
Fy ={(z,y,2,t) | ® =y = z = t} de dimension 1.
e pour b:
Ey ={(z,y,2,t) | x = z,y = t} de dimension 2.
E> ={(z,y,2,t) | t = —z,y = —t} de dimension 2.
3.0n a Fy C Ey et E5 C Fy. On peut ainsi choisir comme base commune de
diagonalisation :

1 1 1 1
1 -1 1 -1

v = 1 €F4,’U2: 1 EF(),’U?,: -1 EF(),’U4: -1 EFO
1 -1 -1 1

Exercice 2-5

Soit (P,) une suite de fonctions définie par Py(z) = 1, Pi(z) = —x et pour
tout n >0 :
Pria(z) = —2Pry1(z) — P(2)

1. a) Montrer que P, est une fonction polynomiale. Déterminer son degré
ainsi que son coefficient dominant.
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b) Quelle est la parité de P, ?

2. On se propose de déterminer une expression de P, (z).
a) Soit z € [—2,2]. Montrer qu’il existe 8 € [0,7] tel que z = 2cos(f). En
déduire ’expression de P, (z) en fonction de 6.

b) Montrer que 1’on a déterminé ainsi complétement le polyndéme P,.
3. Déterminer ’ensemble des racines de P,.

4. a) Soit R[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Montrer
que l'application :

(P,Q) > % /_ 22 PHQ)VI— £ dt

définit un produit scalaire sur R[X].

b) La famille (P,)n>o est-elle une famille orthonormale pour ce produit
scalaire ?

Solution :

1. a) Effectuons une démonstration par récurrence. Pour n = 0,1: Py et P,
sont, deux fonctions polynomiales de degrés respectifs 0 et 1 et de coefficient
dominant (—1)". Supposons que pour tout k& < n + 1, Py soit un polynoéme
de degré k et de coefficient dominant (—1).

L’équation P,y2(x) = —zPy41(z) — P,(z) donne immédiatement que P,
est un polynome de degré n + 2 et de coefficient dominant (—1)"*2, (puisque
c’est —xP,y1(x) qui est prépondérant).

b) On voit que Py est un polynéme pair, alors que P; est un polynéme impair.
Supposons que pour tout k < n + 1, P, possede la parité de k.

e sin+ 2 est pair, —zP,41 est pair (produit de deux polynémes impairs),
tout comme P,,.

e sin+ 2 est impair, —xP,; est impair (produit de P,4; pair et de z
impair) tout comme P,.

et donc par récurrence, pour tout n, P, a la parité de n.

2. a) Siz € [-2,2], % € [-1,1], et il existe un unique 6 € [0, 7] tel que

x = 2cosf, puisque la fonction cos est une bijection de [0, 7] sur [-1,1]. On
a alors Py =1, P;(0) = —2cos @ et pour tout n > 0 :

P,i2(2cosf) = —2cos8P,+1(2cos) — P,(2cosb)
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Ceci est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, dont 1’équation carac-
téristique est :
X2 +2cosfX +1=0.

Ses racines sont (—e??, —e~%) et il existe deux constantes complexes \ et p
telles que pour tout n >0 :

P,(2cos0) = (—-1)" (/\eme + ,ue*ine)

Pour n =0, 1 il vient :

\ eif
Atp=1 o d 77 2ising
e + pe % = 2cosh B —e~ i
~ 2isinf

Ainsi, pour tout n >0 :

_ (D" e —itmanye _ R sin(n + 1)0
Pa(2eost) = 525 (e ¢ ) =D

b) Le polynéme P, est ainsi complétement déterminé sur [—2,2] donc sur
tout R puisque c’est un polynome.

3. Cherchons les racines de P, qui appartiennent a lintervalle [—2,2].

0= P,(2cos) = (—1) g n+1’

. km
1 =
L 8in(n + )0@{9 kelZ
0#£0 [n]

km
Ainsi P, admet sur [—2, 2], n racines distinctes qui sont (2 cos ( >> .
n+1/)/)1<k<n

Or P, est de degré n; ce sont la toutes ses racines.

4. a) La bilinéarité, la symétrie et la positivité de I’application sont évidentes.
De méme,

2
(P,P) = / P%(t)\/4 — t2dt = 0 entraine (car t — P?(t)v/4 — {2 est une
-2
fonction continue positive) que P est identiquement nul sur | — 2, 2[, donc est

le polynome identiquement nul.
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b) Calculons le produit scalaire (P,, Py,) et pour cela, effectuons le change-
ment de variable ¢ = 2 cosf dans l'intégrale. Il vient :

(Po, P = % /2 Po(t) P (t)V/4 — £2dt
1 0

= 5r P, (2cos0)P,,(2cosf)(—2sin #)2 sin Od
T ™

(—1)n+mg / sin(n + 1)@ sin(m + 1)6d0
™ Jo
_ { 0 sin#m

1 sin=m

Exercice 2-6

On note Mj3(R) l’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre 3 a
coefficients réels. On considere la matrice A définie par :

0 -1 -1
A=11 0 -1
1 1 0

1. Déterminer la matrice B = A2 4 2. La matrice B est-elle diagonalisable ?
2. Montrer que B2 = B + 2I.

3. Déterminer les valeurs propres de B. En déduire les sous-espaces propres
associés.

4. Vérifier que si A est une valeur propre de A, alors A2 + 2 est une valeur
propre de B. En déduire que A n’est pas diagonalisable dans M3 (R).

5. Montrer que B est inversible et exprimer B~! en fonction des matrices B
et I.

6. On s’intéresse maintenant aux puissances de B.

a) On pose, pour tout n > 2, X" = (X2 — X — 2)Q,(X) + R,(X) ou Q, et
R, sont deux polyndmes tels que deg(R,) < 2.

On note R, (X) = a, X + b,,. Déterminer le couple (a,, by).

b) En déduire I’expression de B™ en fonction de I, B et n, pour n > 0.

c) Montrer que ’expression de B" en fonction de I, de B et de n, qui a été
obtenue pour n > 0, est encore valable pour les entiers négatifs.
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Solution :

1. Un calcul élémentaire donne :

0o -1 1

B=|-1 0 -1

1 -1 0
qui est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable.
2. La encore, le calcul se fait immédiatement tout comme la vérification.
3. Le polynome X2 — X — 2 est annulateur de la matrice B. On sait alors
que les valeurs propres de B sont parmi les racines de ce polynome, soit
1,2. On vérifie que ces deux réels sont effectivement valeurs propres de B en
déterminant les sous-espaces propres correspondants. On obtient :
o E_i(B)={(z,y,2) |z —y+2=0}
e 5(B) ={(z,y,2) |z = —y =z}
4. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors :

AX =AX = BX = (M2 +2)X

et A2 + 2 est une valeur propre de B, puisque X # 0. Ainsi A € {0, +iv/3}.

La matrice A n’admet qu’une valeur propre réelle. Elle ne peut étre diago-
nalisable car elle serait alors une matrice scalaire, ce qu’elle n’est point.

5. On a immédiatement :

B-1
B2—B:2I:>B<—2 >:I

ce qui signifie que B est inversible et que B! = ——.

6. On pose pour tout n > 2, X" = (X2 — X — 2)Qn(X) + anX + b,. En
substituant les réels —1 et 2 & X, il vient :

1 n n
{(—1)n = —an + by n 215(2 - (="
2 At bn = 52" +2(=1)")

b) En substituant la matrice B & X, il vient B® = a,B + b,I, puisque

X? — X — 2 est annulateur de B, soit :
1 1
B" = 5(2" —(-1)™")B+ 5(2" +2(-1)™)I
résultat qui reste valable pour n = 0, 1.
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c) Pour montrer que cette expression reste valable pour n négatif, posons
pour n > 0,

Cph==-02""-(-1)""B+ %(2_" +2(-1)"™™)I

Wl =

On vérifie alors que le calcul de C,,B,, donne I (car B> = B + 2I). Donc
C,, = B™" et la forme obtenue précédemment vaut pour tout n € Z.

Exercice 2-7

1. Soit n > 2 un entier naturel et A une matrice carrée d’ordre n sur C telle
que, pour tout i € {1,...,n}:

laiil > lai]
J#i
Montrer que la matrice A est inversible (on pourra raisonner par l’absurde
et considérer une colonne X non nulle telle que AX = 0).

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n quelconque. Soit A une valeur propre

de A. Montrer que :
n
AE U D((J,i7i, Z |ai7]~|)
i=1 J#i
oupour @« € C,R >0, D(a,R) ={z € C / |z — a| < R}.

3. Soit n > 2 et A la matrice :

0 1 0 0
1 0 1
A=1|o0 ~ 0
D1 0 1
0 ... 0 1 0

a) Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors |A| < 2.
On pose alors A = 2cos(f),0 € [0, 7].

b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Solution :
T
1. Soit X # 0 vérifiant AX =0. Onpose X = | : | et |zx| = max |z;].

1<i<n
Tn



50 ESCP 99 - Oral

L’équation AX = 0 est équivalente au systéme d’équations :

a1r1 + apers + ... 4+ aiprn, = 0
a2121 +  a29T5 + ... 4+ apz, = 0
A1 T1 + QpoTy + ... + appTn = 0

Choisissons la k-ieme équation. On obtient :
—QppTr = Zakj:rj
ik
donc, de par le choix de zy :
lark] - |2kl <D laws] - |o5] < Jakl Y laxg]
i#k 7k
ce qui contredit ’hypothese |ay x| > Z |ak, ;|- Ceci entraine que z = 0, donc
7k
que X = 0.
Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de Hadamard.
2. Le scalaire A est une valeur propre de A si et seulement si la matrice A—AI

n’est pas inversible c’est-a-dire si et seulement si, par la question précédente,
il existe i € {1,...,n} tel que :

laii = Al <> |ai]

J#

n
ce qui signifie que \ € U D(ai, Z la; ;).
i=1 i
Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de Gerchgorin.

3. a) D’apres la question précédente, A est une valeur propre de A entraine que
A € D(0,1) U D(0,2), soit A € D(0,2). On peut donc poser A = 2cosf,0 <
f < 7, puisque la fonction cosinus est une bijection de [0, n] sur [—1,1].
T
b) L’équation AX = (2cosf)X, d’'inconnue X = : s’écrit sous la
In

forme :
—2cosfx; +x2 =0

x1 —2cosbfxs +x3 =0

Tp_1 — 2cosbz, =0



Algebre 51

On pose alors zg = 0 et z,41 = 0. On obtient ainsi n équations du méme
type
x; —2cosbziy1 + 2o =0, (0<i<n—-1)
Les scalaires (xo,%1,--.,Znt1) vérifient une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2 d’équation caractéristique X2 — 2cosfX + 1 = 0, dont les racines
sont e’ et e~ . On sait alors que pour tout 0 < k < n+ 1, x;, s’écrit sous la
forme :
2 = aeih® 4 Ge— ik
les complexes « et 3 et € étant ici déterminés par les conditions limites
Ty = Tpt+1 = 0. Soit :
{ a+p3=0 { a=-0

aelmt)f 4 ge=int1)8 — 0 <\ asin(n +1)8 = 0

Si a =0, alors 8 = 0 ce qui est sans intérét, et si a # 0, alors sin(n+1)§ =0

et :

km
0=——FkeZ
n+1
On obtient ainsi n valeurs propres distinctes données par 2cosf, =

km N
2 cos 1) avec 1 < k < n, et le sous-espace propre associé a chaque
n
sin(6y,)

sin(26;.)
valeur propre est de dimension 1, engendré par le vecteur .

sin(nfy,)

Exercice 2-8

1. Soit J la matrice :
0 01
100
0 1 0
a) Calculer J3. En déduire les valeurs propres complexes possibles de .J. La,
matrice J est-elle diagonalisable dans C?

J=

b) Soit (a,b,c) trois nombres complexes et A la matrice alz + bJ + cJ>.
Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable
dans C?

2. Un jeton est déplacé sur trois points A, B,C d’un cercle suivant les
modalités suivantes :
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une urne contient des boules rouges et blanches en proportions respectives
pet g =1—p. On tire une boule de 'urne. Si la boule tirée est de couleur
rouge, on avance le jeton d’un point dans le sens trigonométrique. Si la boule
tirée est de couleur blanche, on avance le jeton de deux points, toujours dans
le sens trigonométrique. On replace la boule dans I'urne avant d’effectuer le
tirage suivant.

Au départ le jeton se trouve en A.

Soit X, la variable aléatoire représentant la position du jeton a l'issue du
n-ieme tirage.
Déterminer la loi de X,, en fonction de n.

Solution :

1. a) Un calcul élémentaire donne J* = I. On peut le montrer également en
regardant ’endomorphisme associé & J (que 'on appellera J) qui vérifie dans
la base (e1, €2, e3) associée & la matrice J : J(e1) = ez, J(e2) = e3, J(e3) = e1.
Ainsi J est une permutation circulaire sur (eq, ez, e3) et vérifie J> = I.

Les valeurs propres possibles de J sont donc 1,7,52, ot j = ¢*7/3. Pour
vérifier si chacun de ces scalaires est effectivement valeur propre, il suffit de
déterminer le sous-espace propre asssocié. Apres calculs :

1
e | 1 | engendre le sous-espace propre associé a A = 1.
1
J
° engendre le sous-espace propre associé a A = j.
-2
J
2
J
. 1 dre 1 i6 & A = 52
engendre le sous-espace propre associé a A = j°.

J
Ainsi J est diagonalisable dans C.

b) La matrice A étant un polynéme en J, on sait que ses valeurs propres
sont :

a+b+4ec, a+bj+ci? a+bji®+cj
les vecteurs propres associés étant identiques a ceux trouvés ci-dessus. La
matrice A est donc diagonalisable dans C.

2. Déterminons la matrice de passage de ’état n & 1’état (n + 1). Notons
Ap, by, ¢y, les probabilités des événements « le jeton se trouve en A (respec-
tivement B, (') a l'issue du n-ieme tirage ».
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Les modalités du jeu et la formule des probabilités totales (les trois événe-
ments ci-dessus forment un systéme complet d’événements) donnent :

Gnt1 = qby, + pcp,

b1 = pan + qcp

Cnt1 = qan + pby
ou, sous forme matricielle :

Gn+1 Gn
b1 | = (pJ+qJ2) bn
Cn+1 Cn

Posons A = pJ + ¢J?. On sait que J est semblable & la matrice di-

1
agonale D = | 0
0
R
1 )

P =
On pourra ainsi écrire, pour tout n > 0, A® = P(pD + ¢D*)"P~!, ce qui
donne apres calculs :
L+ja™+ 528" 142%™ +j3"  1+a™+p"
avec o = pj + qj* et 8 = pj> +qj.
La loi de X, est alors donnée par :

q
0
J , avec comme matrice de passage la matrice
0

O O

J

1 1+a™+p"
X, =A"Xo =5 | 1+ %"+ 58"
1+]an _+_J2ﬁn

Exercice 2-9

Soient n et p des éléments de N*. On désigne par E,, , le nombre de solutions
(z1,22,...,2,) dans Z™ de ’équation :

(¥)  max(|z1], |22, .., |zal) = p.
1. Déterminer les nombres E; j, et Es .

2. a) Déterminer, en fonction de n et p, le nombre de solutions dans Z" de
I’inéquation :
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max(|zy],|z2], .-, |zn]) < p.

b) En déduire 'expression de E,, , en fonction de n et p.

3. a) Développer (a + b+ ¢)".
b) Déterminer en fonction des parameétres n, p et ¢ dans N*, le nombre de
solutions dans Z™ du systeme :
{ min(|zy|, |z2], ..., |zn]) = ¢
max(|z1], |22],...,|zn]) =p
(On pourra commencer par les cas n = 1,n = 2, et dans le cas général
raisonner sur le nombre de fois ou le min et le max sont atteints)

4. Déterminer une constante C' telle que la suite de terme général E,, ,, soit
équivalente a la suite de terme général C'(2n)".

Solution :

1. Manifestement E; , = 2, (|z1| = p). Pour déterminer E- ,, il faut déter-
miner le nombre d’éléments (z1,z2) € Z? tels que max(|z1|,|z2|) = p. Ces
deux entiers jouant un réle symétrique, on peut supposer max(|zy|,|z2|) =
|z1]. Dans ce cas, |z2]| < p, ce qui donne 2(2p + 1) possibilités (pour z; = p
et 1 = —p). On multiplie par 2 ce résultat (role symétrique de 1 et z2) et
on enleve 4 éléments qui ont été comptés 2 fois (les quatre couples (£p, £p)).
Finalement E, , = 8p.

2. a) On a max(|z1],|z2|,...,|zn]) < p si et seulement si pour chaque ¢
appartenant a {1,...,n},|z;] < p. Cela donne pour chaque z;, (2p + 1)
possibilités et si S, est le nombre de solutions dans Z" de I'inéquation
max(|z1],|z2],. .., |zn]) < p, alors S, = (2p+1)™.
b) On a bien évidemment :

Enp=Snp—Snp-1=02p+1)"—2p-1)"

3. a) Un calcul immédiat donne :

(a+b+e)"=((a+b)+0c)" = zn:CfL(a +b)" PP

p=0
n n—p
— (7 apn—P—q P
= E E CrCy_pa’b c
p=0 ¢=0

b) Pour n =1, il n’y a pas de solutions si p # ¢ et 1 solution si p = q.
Sin > 2, il n’y a pas de solutions si p < ¢, et 2" solutions lorsque p = q.
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Si p > ¢, on peut supposer que ’on atteint « fois le maximum parmi les (x;)
et (3 fois le minimum. On a alors :

§=) CiC 27 -q-1)" 7
a>1>1

et d’apres la question précédente :
S=2p-q+1)) —220‘325 pP=—g=1))""+Q2p-q-1)"

(la seconde somme correspond aux cas @ = 0,0 #0Oet @ #0,8 =0, et la
troisieme au cas o = § = 0).

Apres calculs, il vient :
S=02p-2¢+2)" -2 -9)"+20P-q¢-1)"
4. On sait que E, ,, = (2n +1)" — (2n — 1)". Donc :

N 2n —1\"
Bun = @+ 1" (1= {57
— enln(2n+1) (1 _ enln(l*ﬁ))

_ enln2nenln(l+%) (1 _enln(l—TZ_‘_l))

~@2n)"e'?(1—e7t) = (e'/? — e /?)(2n)"

Exercice 2-10

Soit E D’espace vectoriel des fonctions continues sur R, & valeurs réelles. Soit
a > 0 un réel donné. A tout f € E on associe la fonction Ti,(f) définie pour
tout z réel par :
1 z+a
T =52 [ o
1. Montrer que pour tout f € E, T,(f) est bien définie et est de classe C*
sur R.

2. Montrer que T, (f) est constante si et seulement si f est périodique de
période T = 2a.

3. Montrer que ’application T, est un endomorphisme de E. Déterminer son
noyau. T, est-il surjectif ?
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4. Soit n > 2 un entier naturel et R,[X] I’espace vectoriel des fonctions
polynomes de degré inférieur ou égal a n. Montrer que la restriction de T}, a
R, [X] est un endomorphisme de R, [X].

On notera encore T, cette restriction.

5. a) Montrer que la matrice associée & T, dans la base canonique de
R, [X] est triangulaire supérieure. En déduire les valeurs propres de T,. Cet
endomorphisme est-il diagonalisable ?

b) Soit f € R,[X]. Montrer que si le degré de f est égal a 2, f n’est pas
vecteur propre de T,.

c) Montrer que si f est vecteur propre de T,, sa dérivée f' l’est également.
En déduire les sous-espaces propres de T,.

Solution :

1. Comme f est une fonction continue sur R, F(z) = / f(t)dt est de classe
0

Ct sur R et T,(f)(z) = QL(F(:L“ +a) — F(xz — a)) est de classe C* sur R.
a

2. La question précédente permet d’écrire, pour tout x réel :
1
Ta(f) (@) = 5 (f(z +a) = f(z - a))
e si f est 2a—périodique, alors T, (f)'(x) = 0, pour tout x réel et T,(f) est
constante.
e réciproquement, si T, (f) est constante, pour tout z réel, f(x +a) — f(z —
a) =0, et pour tout x réel f(z + 2a) = f(x).
3. L’application T, est linéaire par linéarité de l'intégrale. Par la question 1,
T, est un endomorphisme de E qui n’est pas surjectif, puisque Im7,, C C*(R).
Déterminons le noyau ker 7.
e si f € kerT,, alors par la question 2, f est 2a—périodique et :
2a

0=Tu()0) = [ f(t)dt = ; ft)dt
Donc : ker T, C ES, = {f € E|f est 2a — périodique et f02a f(t)dt = 0}.

e réciproquement, soit f € EY,. Alors, par la question 2, T, (f) est constante
et T, (f)(0) = 0 entraine que f € ker T,. Finalement :

2a
kerT, = Ey, = {f € E|f est 2a — périodique et ft)dt = 0}

0
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4. Déterminons 'image du polynome X" par T,.

r+a
T.(X™)(z) = % /z t"dt = m (z+a)"™ —(z—a)"t) =2"+ -

qui est un polyndme de degré n. Ainsi T, (R, [X]) C R, [X].

5. a) On vient de montrer que pour tout k € N, T, (X*) € Vect(1, X, ..., X¥),
ce qui signifie que la matrice associée a T, est triangulaire supérieure, la
diagonale étant exclusivement composée de 1. L’unique valeur propre est
donc 1 et ’endomorphisme T}, n’est pas diagonalisable, car autrement il serait
scalaire.

—a

2
b) Supposons que f = X2 + aX + 3. Alors T,(f)(z) = 2° + azx + % + 0, et
Péquation T,(f) = f est impossible. Ainsi, un polynéome de degré 2 ne peut
étre vecteur propre de T,.
c) Si T.(f) = f, en dérivant (T,(f)) = f'. Or:

1
(Ta()' = 5 (flz+1) = f(z —a) = Tu(f)
Donc T,.(f") = f'.
Par une récurrence immédiate, il vient, pour tout k € N, T, (f*)) = ), Or
si f est un vecteur propre de degré n > 3, alors f("=2) sera un vecteur propre
de degré 2, ce qui est impossible.

Les seuls vecteurs propres possibles sont donc de degré 0 ou 1, et on vérifie
que T,(1) =1,T,(X) = X. Ainsi Ey(T,) = Vect(1, X) est de dimension 2.

Exercice 2-11

Soit E = Mj3(R) ’espace vectoriel des matrices carrées (3,3) & coefficients
réels.

On définit la trace d’une matrice carrée par la somme de ses termes diago-
naux. Si A € M3(R), on la notera tr(A).

1. On considére 'application ¢ de E x E dans R définie par :
©(A,B) = (A,B) = tr(A.!B).
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

11 1
2.a) Onpose J=| 1 1 1 |.Déterminer I'orthogonal de J.
111

b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par J, et F+ son orthogonal.
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Soit A = (a; ;) une matrice de E. On note A’ la projection orthogonale de A
sur F' et A" sa projection orthogonale sur F'+.
Déterminer A’ et A”.

c¢) Application. Déterminer les projections orthogonales sur F et F* de la
matrice identité I3.

Solution :
1. La trace étant une forme linéaire sur M3(R), 'application ¢ est bilinéaire.
Comme tr(A4) = tr(*A), on a :

$(A, B) = tr(B' A) = tr(A'B) = (B, A)

3

Enfin ¢(A4,4) = Z a?’j >0et p(4,A) =0 = A = 0. Donc ¢ est un
ij=1

produit scalaire.

2. a) La matrice J étant symétrique, un calcul immédiat montre que A =
(@i,j)1<i,j<3 est orthogonale & J si et seulement si tr(AJ) = 0, ce qui est
équivalent & :

3 3 3
E ay,; = 0, E az . = 0, E az,j = 0
Jj=1 j=1 j=1

3
L’orthogonal de J est donc ’hyperplan de M3(R) d’équation Z a;j =0.
i,j=1
b) A" est multiple de J. On écrit donc A = AJ + (A — A\J), le scalaire A étant
3

déterminé par la condition A — AJ € F* ou Z a;; —9A = 0. Ainsi :
i,j=1

1< 1[ <
AI = § Z Qj,j J, et A” =A-— 5 Z Qg J

i,j=1 i,j=1

1 1
c) Dans le cas de la matrice identité I, il vient I' = §J et I"=1-— §J.

Exercice 2-12

2 11
1 21

0 0 3
a la base canonique.

Soit A = et f 'endomorphisme de R® de matrice A relativement
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1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2. Montrer que les deux sous-espaces Ker(f — id) et Ker(f — 3id)? sont
supplémentaires dans R*. En déduire qu’il existe une base de R? dans laquelle

3 10
la matrice de fest A’=| 0 3 0 |.Calculer A, pour n € N*, en déduire
0 01

A",

Solution :

1. La réduction de A par la méthode du pivot de Gauss donne que 1,3 sont
les deux valeurs propres de A, les sous-espaces propres associés étant :

1 1
Ey =ker(A—1I)=Vect | -1 |, Es =ker(A —3I) = Vect | 1
0 0

Ainsi, la matrice A n’est pas diagonalisable, puisque R® n’est pas la somme
directe des sous-espaces propres de A.

2 -2 0
220na(A-3I)2=|-2 2 0
0 0 O
De méme F = ker(A — 3I)% est le plan d’équation z = y. Le vecteur
1
e; = | —1 | n’appartenant pas a ce plan. compte tenu des dimensions
0

de chacun de ces sous-espaces vectoriels, on en déduit que FE; et F sont
supplémentaires dans R3.

Notons f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
D’apres la forme de la matrice que 1’on souhaite obtenir, la base (vi,v2,v3)

1
recherchée vérifie f(v1) = 3vy, f(vs) = v3. On choisit donc v; = | 1 ] et
0
1
V3 = -1
0
Le vecteur vy doit vérifier (f — 3I)vs = vy donc (f — 31)2%(vy) = 0. Il suffit
0
donc de le choisir différent de v; et dans ker(A—31) ; par exemple vy = | 0

1
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D’apres la question précédente, on en déduit immédiatement que le systeme
(v1,v2,v3) est une base de R?.

On peut écrire :
3 00 0 1 0
A=10 3 0|]+[0 0 0|=D+J
0 0 1 0 0 1
avec DJ = JD et J> = 0. Le bindme de Newton donne alors, pour tout
neN*:

3" n3"»t 0
A" =D"4+nD"'J=10 3" 0
0 0 1
Le calcul de A™ se fait ensuite par changement de base en utilisant la matrice
1 0 1
P=11 0 -1
01 0

Exercice 2-13

Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et R,[X] l'espace vectoriel des
polynémes de degré inférieur ou égal a n, & coefficients réels.
On consideére application ¢ de R, [X] dans R, [X] définie par :

V PeR,[X], o(P)(X) = P(X+2)+ P(X)—-2P(X +1)

1. Pour tout réel a, exprimer P(X +a) en fonction de P(X) et des n premiéres
dérivées de P, P()(X), pour i € {1,...,n}.
2. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry, [X].
b) Que peut-on dire de p(P) — P"?
En déduire le degré de ¢(P) en fonction du degré de P puis le noyau et
I'image de ’endomorphisme ¢.
c) Soit Q € Im(y) et Py € R,[X] tel que o(Py) = Q.
Déterminer, en fonction de Py, tous les polynémes P de R,[X] tels que
p(P) = Q.
3.a) On considére une suite de polynémes Py, Pi,..., P, tels que :
PO(X) = ]., Pl(X) =Xet
Vke {27)”‘}7 @(Pk) :Pk*% Pk(o) :Pk(]') =0.
Montrer que si cette suite existe elle est unique.
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XX-1)---(X—-k+1)
k! '
c) Montrer que les polynémes Py, Py,..., P, forment une base de R, [X].

Ecrire la matrice de ¢ sur cette base. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalis-
able ?

b) Vérifier que pour tout k € {1,...,n}, P,(X) =

Solution :

1. La formule de Taylor pour les polynomes est une formule «exacte », c’est-
a-dire, pour tout polynéome P de degré n :

" PO (X)a?
P(¥ )= Y 20
i=0
2. a) De facon évidente ¢ est une application linéaire de R,, [X] dans lui-méme.

b) En utilisant la question précédente, on peut écrire :

" pl) (l)
op) =3 PO p 2ZP — P'(X) + R(X)

i=0

ou R(X) est un polynéme de degré strictement inférieur & (n — 2). Donc :
e sideg(P) < 2,onap(P)=0,
e si deg(P) > 2, on a deg(p(P))=deg(P) — 2. On a alors ker p = Ry [X], et
Imy = R, _»[X].
c) L’équation p(P) = @ est équivalente a (P — Py) = 0, ce qui est équivalent
a:
PX)=PFP(X)+aX +4
3. a) Supposons qu’il existe deux suites (Py) et (Ryg) qui vérifient les
conditions données.
Par la question précédente, il existe des réels (ay,B) tels que P, = Ry +
apX + B.
Les conditions P(0) = Py(1) = Ri(0) = Ri(1) = 0 entrainent que
=0k =0.
b) On a pour tout k& > 2,P;(0) = P(1) = 0. Soit T ’endomorphisme de
R,, [X] défini par T : P(X) — P(X +1)— P(X). On a alors ¢ = T?. De plus :
X+DX)---(X-k+2) XX -1)--(X-k+]1)
k! K!
_ XX -1 k'(X E+2D (X 41) = (X —k+1)) = Py
Ainsi (,O(Pk) = T2(Pk) = Pk,Q.

T(Py) =
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c¢) La famille (P, Py, ..., P,) est une famille de (n + 1) polynoémes de R, [X]
de degrés échelonnés ; c’est donc une base de R, [X].

L’endomorphisme ¢ n’est pas diagonalisable, puisque si P est un polynoéme
de degré k > 2, alors p(P) est de degré k — 2. L’équation ¢(P) = AP n’est
donc pas possible pour A # 0. Seul R; [X] (de dimension 2) est sous-espace
propre associé a la valeur propre 0.

Exercice 2-14

Soit n > 3 un entier naturel et A € M, (R) la matrice définie par :

11 ... 11
1 0 ... 01
A=|1 1 () ©
10 ... 01
11 ... 11

soit :

1 ,sij=1louj=n,1<i<n

1 ,sit=1ouit=n,1<j3<n
0 , autrement

Déterminer les éléments propres de A.

Solution :

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable. Elle est de rang 2
(toutes les colonnes sont liées aux deux premiéres colonnes qui sont libres).
On sait ainsi que 0 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé
est ker A de dimension n — 2.
T
Soit A # 0 une autre valeur propre et X = : un vecteur propre associé.
In
L’équation AX = AX s’écrit sous la forme :
T+ To+ ...+ 2, = A1
T+ To+ ...+ T, = AT,
T1 + Ty = Ao
1+ Tp = Ax3

T1 + Ty = AMlp—1
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Or, comme A # 0, ce systeme est équivalent au systeéme :
— . 1
T =Tp =y T
_ . _1
Ty=1x3 = =Tp_1 = 5(T1 +Tpn)

2
donc z1 # 0 et le couple (A, 1) vérifie 'équation 2z + (n — 2)% = \11
ou :
M —2X-2(n—-2)=0
Ainsi, A € {1++/2n — 3,1—+/2n — 3} et un vecteur propre associé & chacune
A
2

de ces valeurs de X est

Exercice 2-15

On munit M3(R) du produit scalaire ¢ défini par :

3 3
V A= (ay) et B=(b;) € M3(R),0(A,B) => > ayby

i=1 j=1

On note ||A|| la norme de A associée & ce produit scalaire.

1 11
Soit J la matrice |1 1 1
1 1 1

On considere Papplication f de M3(R) dans M3(R) qui & toute matrice M
de M3(R) associe la matrice JM.

1. Déterminer I'image de f, Im(f).

1 21
2.S0it B= |2 0 1|.Montrer que B n’est pas élément de Im(f).
0 1 1

Déterminer les matrices pour lesquelles la distance de B & Im(f) est atteinte.

Solution :

a al all
1.Soit M=|b b V" |.Lecalcul de JM donne :

c Cl C”
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a+b+c d+b+cd d+b"+"
JM =|a+b+c a +b+c d'+b"+"
a_+_b+c a/+bl+cl a/l+bl/+cll
Ainsi si ’'on pose :

1 0 0 0 1 0 0 0 1
Er=(10 0|, EB2={0 10|, Es=[0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
alors
JM =(a+b+c)Ey + (a +V + ' )Ey + (0" +b" + ") E;
et

Im(f) = Vect(El, EQ, E3)
2. Trivialement B ¢ Im(f). On sait que la distance de B & Im(f) est minimale
lorsque f(M) est la projection orthogonale de B sur Im(f). On sait alors que
f(M) — B est orthogonal & Im(f), donc a sa base, soit :

¢(Er, f(M) = B) = ¢(Es, f(M) = B) = (B3, f(M) = B) =0

ou
3(a+b+¢)—3=0
3d+b+)-3=0
3a" +0"+")-3=0
a a/ a/l
Toute matrice M = [ b b b | telequea+b+c=d +b +c =
c cl cll

a” +b" + ¢" =1 convient, la projection orthogonale f(M) étant la matrice
J.

Exercice 2-16

On considere 'application ¢ de R, [X] dans R qui & tout polynéme P de
1

Ry, [X] associe ¢(P) = / P(t)dt.
0

1. Quelles sont les dimensions respectives du noyau et de 'image de ¢ 7

2. Donner une base de Ker(y) (on pourra chercher la forme générale des
primitives qui s’annulent en 0 des polynomes P de Ker(p)).

Solution :
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1) L’application ¢ est linéaire et différente de ’application nulle, puisque
p(1) = 1.

L’image de ¢ est un sous-espace vectoriel de R, non réduit au vecteur nul.
Donc Im ¢ = R, qui est de dimension 1 et, par le théoreme du rang, Ker ¢
est de dimension (n +1) — 1 =n.

2) Si P =3 a,X*, notons @ la primitive de P nulle en 0.
(On adonc @ =3 ka—_(_chkH).

Alors o(P) = Q(1) — Q(0) = Q(1) et P € Kerp si et seulement si @ (qui
s’annule déja en 0) s’annule aussi en 1. Par conséquent si et seulement si @

est de la forme :
n

n

Q= (X —1) 3 bpXF = bp(XF — XF)
k=1 k=1

Par dérivation, on en déduit que ceci se produit si et seulement si P est de

la forme :

P=3 b[(k+1)X* — kX*1]
k=1

Les polynomes (k + 1)X* — kX*~! pour 1 < k < n forment une famille
échelonnée en degrés, donc une famille libre, de cardinal n dont tous les
éléments sont dans Ker¢. On a bien construit une base du noyau de ¢.

Exercice 2-17

Soit A une matrice carrée d’ordre 3. On suppose que A admet trois valeurs
propres distinctes A\, A2 et A3. Soient Uy,U; et Uz des vecteurs colonnes
propres de A respectivement associés a ces trois valeurs propres. On pose
V=U,+Us+Us.

1. Montrer que V, AV, A?V forment un systéme libre.

2. Soit M une matrice vérifiant AM = M A.

Vérifier que A2M = M A2,

Montrer qu’il existe trois scalaires o, 8 et v tels que MV = oV +BAV +~vA?V.
Exprimer M AV et M A%V.

En déduire que AM = M A si et seulement si M appartient au sous-espace
vectoriel engendré par I3, A, A2,

Solution :

1. Soit aV + BAV + vA2V = 0 une relation de dépendance entre ces trois
vecteurs. Cela s’écrit :
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(a+ BA +YADUL + (a + BAr +YA3)Uz + (a4 BAs + 7A3)Us = 0

Soit, par liberté de la famille (Uy,Us, Us) (vecteurs colonnes associés & des
valeurs propres deux & deux distinctes) :

a+fBA +9A7 =0

a+Br+9A3 =0

a+ A3 +7A3 =0
A1, A2, A3 sont trois racines du polynéme o + 3X + vX2, qui est donc le
polynoéme nul et a = 8 =y =0 : la famille est libre.
2. x AM = MA = A2M = AAM = AMA = MAA = MA?.
x (V, AV, A?V) est libre de cardinal 3 dans M3 ;(R), donc est une base de
cet espace et le vecteur colonne MV se décompose sur cette base.
x MV = aV + BAV + yA%V = (al3 + BA + vA?)V donne successivement :
MAV = AMV = A(aV + BAV +~yA2%V) = (alz + BA + yA2) AV
MA?V = A2MV = A%(aV + BAV +vA%V) = (alz + BA + yA%) A%V
Ainsi, si AM = MA, les endomorphismes canoniquement associés a M et
alz + BA + vA? (ol «, (3,7 sont définis par la décomposition du vecteur
colonne MV') concident sur une base. Donc ces endomorphismes sont égaux
et Pona: M = alz + A+ vyA>2.
Réciproquement, il est clair que als + BA + yA% commute avec A et le
commutant de A est Vect(I, A, A%).

Exercice 2-18

Soit n > 2 un entier naturel et E un espace vectoriel réel de dimension n.
Soit f un endomorphisme de E admettant n valeurs propres réelles distinctes.

1. Montrer que pour tout endomorphisme g de E, fog = go f si et seulement
si les vecteurs propres de f sont vecteurs propres de g. En déduire alors que
g est diagonalisable.

2. Montrer qu’il existe un endomorphisme h de E non nul tel que ho f = —foh
si et seulement si f possede deux valeurs propres opposées.

Solution :

1. x Si fog = go f, soit e; un vecteur propre de f et A; la valeur propre
associée. On a :

foglei) =go f(e:), soit f(g(e:)) = g(hies) = Aig(es)
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Mais f admettant n valeurs propres, les sous-espaces propres associés sont
des droites et g(e;) appartient a la droite engendrée par e; : le vecteur e; est
propre pour g, associée & une valeur propre y; (mais on peut avoir p; = i,
avec ij). La base B = (eq,...,e,) qui est propre pour f ’est aussi pour g et
f et g sont (co)-diagonalisables.

* Réciproquement, si les vecteurs propres de f sont propres pour g, alors
les matrices de f et g relativement & la base (e1,...,e,) sont toutes deux
diagonales et f et g commutent.

2. x Supposons qu’il existe h, non nul, tel que ho f = —f o h. Alors, il existe
au moins un vecteur e; de B tel que h(e;)0 et on a :
—h(f(e:)) = f(h(e:)), dou: f(h(ei)) = —Aih(e;)
Le vecteur h(e;) étant non nul, —\; est valeur propre de f.
* Supposons que f ait deux valeurs propres opposées.

S’il s’agit de la valeur propre 0, quitte a renuméroter les vecteurs de B,
on peut supposer que f(e;) = 0. On définit alors ’endomorphisme h par :
h(e1) = ey et pour i > 2, h(e;) = e; : on vérifie que h convient.

Sinon, quitte a renuméroter les vecteurs de B, on peut supposer que ’on a
f(er) = Xey et f(ez) = —Aez. On vérifie alors que I’endomorphisme h défini
par : h(e;) = es et pour i > 2, h(e;) =0, convient.

Exercice 2-19

On considére l'espace vectoriel euclidien £ = R?® muni de son produit
scalaire canonique, c’est-a-dire tel que la base canonique B = (i, j, k) soit
orthonormée.
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :

B 1 1 1 0

=— 1|1 -1 0
V2 o 0 2

1. Vérifier que tAA = I3.
2. On pose v = I — f, ou I désigne ’endomorphisme identité de E. Montrer
que Im v et Ker v sont deux sous-espaces orthogonaux de E. Donner une base
orthogonale de chacun d’eux.

3. On considere ’endomorphisme g de E dont la matrice dans la base B est :

1 V241 1 0
C=— 1 V2-1 0
2v2 0 0 2v2
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Montrer que g est une projection orthogonale dont on déterminera le noyau
et 'image.

4. Soit n € N* et f, =

S~

n
> ¥, ou f* désigne la composée de f avec elle-
k=0

méme k fois (on pose f0 =1).
Montrer que pour tout ¢ € E, lirf fn(x) = g(z) (la limite d’une suite de
n——+0o0

vecteurs s’entendant coordonnée par coordonnée).

Solution :

1. I1 suffit de faire le calcul.

vV2-1 -1 0
2. La matrice de v relativement a la base B est B = % -1 V241 0
0 0 0

Cette matrice est de rang 1, le noyau de v est le plan P d’équation
(1 —v2)z +y = 0 et 'image est la droite D engendrée par le vecteur
(V2 —1,-1,0).

Une base orthogonale du plan P est, par exemple : ((1,v/2 —1,0),(0,0,1))
3. On constate que C? = C, donc g est un projecteur. De plus l'image de
g est P et son noyau est D. Ces deux sous-espaces étant supplémentaires
orthogonaux, g est bien une projection orthogonale.

4. Dans la base ((1,v2-1,0),(0,0,1),(v2—1,-1,0)), la matrice de f est :

1 0 0
01 0
0 0 -1

(il suffit de déterminer, par exemple par un calcul direct, les images des
vecteurs de cette nouvelle base)
Par conséquent, la matrice dans cette méme base de f,, est :
1 0 0
F, = 0 1 L& 0
0 0 m S (=1)k

k=0

n
Comme Y~ (—1)* vaut 0 ou 1, selon la parité, on en déduit que la limite de
k=0

1 00
F,, est la matrice [ 0 1 0 |, qui est justement la matrice de g dans la
0 0 O

nouvelle base. Donc, en revenant aux matrices associées, lim f,(z) = g(x).
n—o0
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Exercice 2-20

Soit m un entier naturel, avec n > 2. On note E = O,(R) I’ensemble des
matrices orthogonales d’ordre n, c’est-a-dire I’ensemble des matrices A telles
que tAA = T,.
1. Soit A = (a;,;) un élément de O, (R). Soit X la matrice & n lignes et une
1
1

colonne définie par : X =
Calculer X AX.

n n
2. Déterminer la valeur de  sup > > a; ;.
(ai,]-)eE i=1j=1

Solution :
1.0n a tXAX = Eam'.
i,
2. Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A. Pour tout vecteur y,
on a en notant Y sa matrice colonne relativement & la base canonique :
IFWIIP = (F), f(y)) = "(AY))(AY) = 'YTAAY =YY = [jy|]*

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne donc, pour tout vecteur y :

(. ) < llyll-NF @I = 1lyll?
Et en appliquant ceci au vecteur y = (1,1,...,1) de matrice colonne X :

'XAX = (z, f(2)) < |l=]]> =n
Par conséquent, d’apres le résultat de la question 1) :

VA € On(]R),E a;; <n

0.
L’égalité ayant lieu pour la matrice I, (qui est bien dans O,(R)), le sup est
donc un max et vaut n.

Exercice 2-21

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n > 1.

Soit f1 et fy deux endomorphismes de E.

1. En considérant la restriction de f; au noyau de fs o fi, montrer que :
dim Ker(fs o f1) < dimKer f; + dim Ker fo
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2. Généraliser le résultat précédent a p endomorphismes de E, fi,..., fp, avec
p2>2
3. Soit f un endomorphisme de E tel que f* = id, ou id représente

I’endomorphisme identité. Montrer que f est diagonalisable.

Solution :

1. Notons g la restriction de f; a Ker(fs o f1).

* Kerg = {z € Ker(f2 0 f1) | fi(z) = 0} = Ker(fz o f1) N Ker fi = Ker fi,
car 'inclusion Ker f; C Ker(f2 o f1) est banale.

* Im g C Ker f», puisque pour tout z de Ker(fyo0 f1), g(x) = f1(z) est tel que
f2(fi(z)) = 0.

Le théoréeme du rang indique que dim Im g + dim Ker g = dim Ker(f; o f),
soit, :

dimKer(fs o f1) = dimKer f; + dimIm g < dim Ker f; + dim Ker f,
2. Par une récurrence évidente, on a donc :

P
dimKer(fp o fy—1 00 f1) < > dimKer fj
k=1

3. E étant un espace vactoriel complexe, f* — id = 0 s’écrit :
(f —id)o(f +id)o (f —i.id)o (f+i.id) =0

et, par application du résultat de la question 2) :

n =dim E = dim Ker(f — id) o (f +id) o (f —i.id) o (f + i.id)
Soit :
n < dim Ker(f —id) + dim Ker(f +id) + dim Ker(f —i.id) + dim Ker(f +i.id)
Or les sous-espaces précédents qui ne se réduisent pas a {0} sont des sous-
espaces propres de f, ils sont donc en somme directe et :

n < dim(Ker(f — id) ® Ker(f + id) @ Ker(f —i.id) ® Ker(f +i.id)) <n
La somme des dimensions de ces noyaux est donc exactement n, ce qui signifie
que f est diagonalisable.

Exercice 2-22

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On note E, l'espace vectoriel des applications continues de [0, n] dans R.

On note F, 'ensemble des applications f de E telles que pour tout k €
[0,n — 1], la restriction de f a [k, k + 1] est affine.
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1. a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

b) Montrer que ’application
0:F =R f (£0),f(1),- -, f(n))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Qu’en déduit-on pour F'?
Dans la suite de I’exercice, on se place dans le cas oun = 2.
2. On note fo =67*((1,0,0)), f1 = 607((0,1,0)), f» = 0((0,0,1)).
a) Représenter graphiquement les applications fo, f1 et fa.
b) Que peut-on dire de la famille (fo, f1, f2) ?

2
3. On munit E du produit scalaire ( , ) défini par (f,g) = / f)g(t) dt et
0

on note || - || la norme associée.
On note f I’élément de E défini par Vx € [0,2], f(z) = 2.

a) Montrer qu’il existe un unique élément g de F tel que :

Vie [[0)2]]7 (f _g;fi> =0

et déterminer cette application g.

b) Que représente g vis-a-vis de f et quelle propriété a-t-on concernant

-1

Solution :

1. a) F est inclus dans E (les éléments de F' sont continus aussi aux points
entiers), est non vide car il contient la fonction nulle, et si f et g sont telles
que chaque restriction & [k, k + 1] est affine, il en est de méme de toute
combinaison linéaire f + Ag.

b) L’application 6 est linéaire, et un élément de F est parfaitement défini
par ses valeurs aux points entiers. En d’autres termes # réalise une bijection
linéaire de F sur R**!. Ainsi F est de dimension n + 1.

2. a)

b) La famille (fo, fi, fo) est 'image par Iisomorphisme #~! de la base
canonique de R3. Cette famille est donc une base de F.
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3. a) On cherche donc g sous la forme g = g fo + 1 f1 + 22 f2 et, en calculant
tous les produits scalaires, g est solution si et seulement si (zo,z1,22) est
solution du systeme :

1 1. _ 1
3Tt ET =13
1 1. _ 17
671372713

D’ou I'unique solution : g = —%;xl = %;xz = %

et g est définie par : g(x) :m—%siogxg letg(m):3m—1—63 sil<z<2.

b) La fonction g est la projection orthogonale de la fonction f sur F', donc
pour toute fonction h de F', on a : ||f —h|| > || f — g||, avec égalité seulement
pour h = g.

Exercice 2-23

Soit p un entier supérieur ou égal a 2.
On note A, = (a;,j)1<i,j<p € Mp(C) la matrice de terme général :
{1 ,sij=i+1lousi(i,j) = (p,1)
ai,j =

0 , sinon
1
wy
, 2
1.a) Sir € [0,p— 1], on pose w, = > ™/P et X, = | “r
w}?-_l

Montrer que X, est un vecteur propre de A, et préciser la valeur propre
associée.
b) A, est-elle diagonalisable ?
Dans la suite de I’exercice, on se donne un réel ¢ € |0, 1] et on considere trois
suites de nombres complexes (tn)neN, (Vn)neN, (Wn)neN, qui vérifient :
Upt1 = Uy, + (1 — c)v,
Vn e N, ¢ vp1 = cv, + (1 — cw,
Wpt1 = cwp, + (1 — c)uy,
Unp
On pose pour tout n € N, X,, = | v,
Wn
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2. a) Déterminer M € Mj3(C) telle que Vn € N, X411 = MX,,.
b) Montrer que 1 est valeur propre de M et préciser ’espace propre associé.

c) Comparer le module des autres valeurs propres de M & 1.

3. a) Montrer que les trois suites (un)nen, (Vn)nen, (Wn)nen sont conver-
14
gentes. On note £, £' et ¢" leurs limites respectives et Xo, = | £/
éll
b) Montrer que M X, = X. Qu’en déduit-on ?

c) Généraliser le résultat obtenu.

Solution :

1. a) La matrice A, est une matrice de « permutation circulaire » et on obtient

W
w2
-
facilement : A, X, = . = w,; X,. Donc X, est une colonne propre pour
wh
Ap, associée a la valeur propre wy.
b) A, posséde p valeurs propres : 1 = wp,wr,...,wp—1, donc est diagonal-
isable dans M (C).
c 1-c¢ 0
2.a)Ona: M= 0 c 1l-c
1-c 0 c
b) 1 est valeur propre de M, le sous-espace propre associé étant la droite
1
engendrée par la colonne | 1
1

c) On a M = c.I3 + (1 — ¢)As, d’apres la premiére question, les valeurs
propres de M sont donc : c+(1—c¢) = 1 (déja vu) et les nombres u = c+(1—c)j
et w=c+ (1—c)j2.

Ona: [ =’ =1-3c(1-c<1.

3. a) La matrice M est diagonalisable dans M3(C) et il existe P € GL3(C)
1 0 0

telleque: M =P |0 pu 0| Pt Dou:
00 7
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1 0 0
Xpn=M"Xyg=P [0 pu» 0 |P'X,
0o o @m"
La limite d’une suite de matrices s’entendant terme & terme, on obtient donc :
100
Xoo=lim X, =P|0 0 0|P X,

b) On a X,+1 = MX, et donc, par propriétés des limites (limites de
sommes et produits) : Xo, = M X. Ainsi X, est une colonne propre de

1
M pour la valeur propre 1, donc est colinéaire a la colonne | 1 |, soit
1
(=0 ="
c) Plus généralement, si on a p suites complexes (zél)),...,(zgp)) telles

que, pour tout r < p—1et n € N, 27(121 — czgr) + (1 - c)zy(fﬂ) ot
2'7(321 = csz’ ) +(1-¢) 7(}), alors ces suites sont convergentes de méme limite,
car les valeurs propres de M, = c.I, + (1 — ¢)A, autres que 1 sont toutes de
module strictement inférieur a 1.

Exercice 2-24

Soit E ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2, muni
de sa structure euclidienne canonique (c’est-a-dire telle que la base canonique
soit orthonormée).

On pose F ={P € E / P(1) = 0}.
1.) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer une base de F.

3. Déterminer d(X, F) (distance du polynoéme X au sous-espace F', c’est-a-
dire Iinfl'vHX—PH).
€

Solution :

1. F n’est pas vide, puisqu’il contient le polynéme nul (ou le polynéme X —1)
et clairement : P(1) =0,Q(1) =0 = ,YA € R (P + AQ)(1) = 0. Donc F
est un sous-espace vectoriel de Ry [X].
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2. Un polynome de Ry[X] appartient & F si et seulement si il est divisible
par X — 1. Une base de F est donc (X —1, X (X —1)).

3. On cherche une base orthonormée de F' et pour cela on orthonormalise la
base précédente par le procédé de Gram-Schmidt, le produit scalaire étant
(Z G,ZXl,EleZ> = Zalbl et donc || EaiXiHQ = Za?
X-1 1
e =-—2— = —(X-1
ix o ve Y
XX -1)-(X(X—1)en)es 2 y2_ 1 1
ey = 2 =~ (X" —=zX+ =
XD (XX~ Dyenel] - V6 2N T2

On a alors : d?(X, F) = || X||? — (X,e1)? — X,egzzzetdonc:
6

dX,F) = /2 = %

Exercice 2-25

On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F' le plan
d’équation : x +y — 2z = 0.

Déterminer les matrices A et B, dans la base canonique, des projections
orthogonales sur F et sur F*.

Solution :

Notons (€1, €, €3) la base canonique de R?.

* Le plan F' est normal au vecteur unitaire 7 = %(é’l + &> —€3). Si q désigne

la projection orthogonale sur la droite F+ (qui est engendrée par i), on a :
a(@) = (&1 -7 = 3(6 + & — &)

et de la méme facon :

a(@) = (&7 = 1@+ — &), 4(&) = (& -7)ii = —5 (61 + & — &)
11 -1
D’ou:M(q):B:% 1 1 -1
-1 -1 1
* Si p est la projection orthogonale sur F, on a p 4+ q = id, soit :
2 -1 1
A:M(p):I—B:% -1 2 1

1 1 2
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Exercice 2-26

I. Etude d’un exemple :

Soit £ = R™ muni du produit scalaire canonique et f € L(FE) de matrice

11 ... 1
1111 .
M= — .. dans la base canonique.
n | oo
11 ... 1
1. Soit = (%1, ...,%,) un vecteur de E. Montrer que : || f(z)|| < ||z -

2. Montrer que f est un projecteur.

3. Déterminer le noyau et 'image de f et montrer que Ker f = (Im f)*.
4. Caractériser f et retrouver le résultat de la question 1).

II. Cas général :

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie et p un projecteur de
E.

1. On suppose Kerp et Im p orthogonaux. Montrer que pour tout vecteur x
de E, [[p(2)|| < ||=[|.

2. On suppose Ker p et Im p non orthogonaux. Montrer que ’on peut trouver
un vecteur z tel que ||p(z)|| > ||z]|-

3. En déduire qu'un projecteur p, non nul, est orthogonal si et seulement si :

lIp()||
sup - = 1.
o Tzl

Solution :
I 1. Ona:f(a:):m1+m2_;'“+m”(1,1,...,1) et donc :

IIf (@)|> = (71 + 22 +n. )’

n n

Par linégalité de Cauchy-Schwarz, on a : ( ) l.mk)2 < n Y x2, ce qui
k=1 k=1

signifie exactement que ||f(z)]|* < ||z||*.

I. 2. On a M? = M, donc f est un projecteur.
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I. 3. L’image de f est engendrée par le vecteur v = (1,1,...,1) et son noyau
est le sous-espace d’équation 1 +- - - +x, = 0. Or un vecteur (z1, ..., x,) est
orthogonal a u si et seulement si >z = 0 (expression du produit scalaire,
la base canonique étant orthonormée). Donc Ker f = (Im f)*.

I. 4. f est donc la projection orthogonale sur la droite engendrée par u et,
par le théoreme de Pythagore, pour tout vecteur z, on a : ||f(z)|| < ||z

II. 1. Pour tout = de E, on écrit = p(x) + (z — p(z)) et comme x — p(x) est
orthogonal a x, le théoreme de Pythagore donne :

lzl1* = llp@)[* + llz — p@)II* > llp(z)|I?
II. 2. Si Kerp et Im p ne sont pas orthogonaux, on peut trouver un vecteur x

non nul tel que z soit orthogonal & Kerp et x ¢ Imp. Alors z — p(z) est non
nul et orthogonal a z et le théoreme de Pythagore donne ici :

lp@)|I* = llp() =z + z|* = lz = p(2)[I* + |z ]* > ||=]*

II. 3. x Si p est un projecteur orthogonal non nul, on a, pour tout vecteur x

de E : ||p(2)|| < ||z||, avec égalité pour z € Imp \ {0}. Donc sup % =1
z0
* Si p est un projecteur non orthogonal, il existe z tel que ||p(z)|| > ||z|| et

la borne supérieure précédente (si elle existe) ne peut étre égale a 1.

D’ou I’équivalence demandée.

Exercice 2-27

Dans le R-espace vectoriel S des suites réelles, on considere :
E={(xp) €S /YneNzyr3 — Tpia — Tnt1 +xp =0}
E ={(z,)€eS/VneNaz,11 +z, =0}

Ey,={(z,) €S /VneNz,2 — 22,11 +x, =0}

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S

2. Montrer que F; et E5 sont deux sous-espaces vectoriels de E et donner
une base de chacun d’eux.

3. Montrer que E; et E> sont supplémentaires dans E. En déduire une base
de E.

Solution :

1. E est une partie non vide de S (elle contient la suite nulle), clairement
stable par combinaisons linéaires : E est un sous-espace vectoriel de S.
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2. x E1 est 'ensemble des suites géométriques de raison —1, donc est la droite
engendrée par la suite a = (an)n = ((—1)"), . On vérifie que a est un élément
de E, donc Ej est un sous-espace vectoriel de E de base (a).

*x FE5 est I'ensemble des suites vérifiant la relation de récurrence linéaire &
deux termes d’équation caractéristique :

2 —2r+1=0

1 est racine double de cette équation et on sait alors que tout élément de F»
est une suite de la forme n — A.1" + pun.1™ = X + n.u, les parametres A et
i étant définis par les deux premiers termes de la suite. Tout élément de E,
est donc combinaison linéaire des suites b = (1),, et ¢ = (n),. L’ensemble
E, est donc le sous-espace engendré par b et ¢ et ces deux suites étant non
proportionnelles elles forment une base de FEs.

(On peut aussi écrire la relation de définition sous la forme x,, 19 — T, 41 =
Tnt1 — Tn, CE qui caractérise les suites arithmétiques)

3. L’application ¢ : E — R3 définie par cp((a:n)n) = (zo, 1, Z2) est clairement
linéaire et bijective, puisque la relation de récurrence définit parfaitement
(justement par .. .récurrence!) une suite = de E a partir du triplet quelconque
de ses trois premiers termes.

Donc E est un espace vectoriel de dimension 3 et comme on a F; N E> = {0}
(vérification facile), E; et E sont supplémentaires dans E.
Ainsi (a,b,c) est une base de E.

Exercice 2-28

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coeflicients réels et S = %(A +tA).
1. Dire pourquoi il existe une matrice carrée d’ordre n inversible P, telle que
t PSP soit diagonale, avec P~! =*P.
On note a la plus petite et B la plus grande valeur propre de S.
T

2. Soit A une valeur propre réelle de A, X = une colonne propre

Tn
associée.

a) Calculer X SX en fonction de X et des coefficients z;.
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Y1
b) Soit Y =‘PX = | ! |.Exprimer 'XSX a l'aide des valeurs propres
Yn
de S et des coefficient y;. En déduire que a < A < 3.
2 1 0
3. La matrice A= | —1 2 —4 | est-elle diagonalisable dans M, (R) ?
0 4 2

Solution :

1. La matrice S est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans M, (R)
et on peut choisir la matrice de passage diagonalisante P telle que P! =P
(matrice de changement de bases orthonormées).

2.a) On a AX = AX et donc tX'A = XX, dou:
EXSX = NXX =\ Y a2
i=1
b) Notons PSP = D = diag(\1,...,\,), ol les \; sont rangés par ordre
croissant (au sens large). On a alors :

EXSX =tXPD'PX =tYDY = )\iy?
i=1
Et donc :

NgE

n n
i=1 i=1

2
i
1

-
Il

n n

Mais > y? =YY = {XPIPX =tXX = 3 27, et comme X n’est pas la
i=1 i=1

colonne nulle, il vient bien :

a=A <A<\, =0

2 1 0
3.Pour A= | -1 2 —4 |, on obtient S =2I, d’otl @ = 8 = 2 et la seule
0 4 2

valeur propre réelle possible de A est A = 2.

Si A était diagonalisable dans M3 (R), elle serait semblable & 27, donc égale
a 21, ce qui est évidemment faux.

Donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
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Exercice 2-29

L’espace R® est muni de son produit scalaire usuel noté (-, -).
Les vecteurs de R? sont notés en colonne.

Trois réels a, b, ¢ étant donnés tels que a? + b? + ¢ = 1 et ¢ # 0, on pose :

a 0 —c b
Q=|b | et M= c 0 -—a
c -b a 0

1.Montrer que pour tous vecteurs U et V de R*, on a: (MU,V) = —(MV,U).

2. En déduire la seule valeur propre réelle possible de M et le sous-espace
propre associé.

3. Déterminer une base orthonormée B = (U, V, W) de R? telle que MW = 0.

4. Déterminer la matrice de ’endomorphisme de R? : X — MX dans cette
base B (on la notera A dans la suite de cet exercice).

5. On définit sur R? la fonction f: X — {XM?X, ou *X désigne la matrice
transposée de X.

Rechercher ses extremums locaux. (Il n’est pas nécessaire de dériver)
6. Calculer A%, en déduire une relation entre M2X et X lorsque (©2, X) = 0.

7. M? est-elle diagonalisable ?

Solution :

1.On a:

(MU, V) =t{(MU)V =U'MV = -tUMV = —(U,MV)
On conclut par symétrie du produit scalaire.
2. Soit X un vecteur quelconque, on a : (M X, X) = —(M X, X), c’est-a-dire :
(MX,X) =0, et si X est propre pour la valeur propre réelle A : \||X||* = 0.
Comme X n’est pas la colonne nulle, il reste A = 0.

La matrice M est de rang 2, donc son noyau est de dimension 1. On voit
que Q € Ker M, donc le sous-espace propre associé & la valeur propre 0 est
la droite engendrée par (2.
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3. On prend W = Q (on pourrait prendre —). Tout vecteur de la forme
ke
0 est orthogonal & Q et pour prendre U unitaire, on peut choisir
—ka
k= .
va?+c?
Enfin, MU est orthogonal & U et aussi a (2, puisque
(MU, Q) =—(U,MQ) = —(U,0) =0.

—ab
On peut donc prendre V' colinéaire a MU = S N A +c% | et ce
Va?+ ¢ —be

vecteur étant unitaire, on prend V = MU.

4. On a déja MQ =0 et MU =V, on calcule alors MV et on trouve —U.
Ainsi la matrice relativement & B de ’endomorphisme canoniquement associé
a M est:

0 -1 0
A=11 0 O
0 0 O
5. Comme M est antisymétrique : I XM?X = ~{(MX)(MX) = —||MX|>.

1l est alors clair que le mazimum de f vaut 0 (et il est atteint pour les colonnes
X colinéaires a 2), tandis que f n’a pas d’extremum en un point X tel que
F(X)0, puisque f(tX) = t2f(X), qui n’a pas d’extremum au voisinage de
t=1.

-1 0 O
6. 42 =1 0 —1 0], ce qui signifie que M?U = -U et M?V = -V
0 0 0

(ce sont les deux premiers vecteurs de la nouvelle base, & un coefficient
multiplicatif prés), donc tout vecteur orthogonal & €2 est transformé par M?
en son opposé.

7. A et M sont semblables, donc A% et M? aussi et M? est diagonalisable
(on peut aussi remarquer que M? est symétrique réelle).

Exercice 2-30

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n, avec n > 0.

1. Soient f et g deux endomorphismes de E. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante, portant sur Img et Ker f, pour que f o g soit
I’endomorphisme nul de I’espace E.
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2. Soit F' un sous-espace de F et p sa dimension.
Montrer que ’ensemble £r des endomorphismes g de E tels que Img est
incluse dans F est un espace vectoriel réel de dimension np.

3. Soit u un endomorphisme quelconque de E.
On consideére lapplication ¢, de L(E) (ensemble des endomorphismes de E)
dans lui-méme définie par la relation : ¢, (f) =uo f.

a) Montrer que ¢, est un endomorphisme de L(E).

b) Montrer que si le réel A est valeur propre de u, alors A est valeur propre
de ¢, et que la dimension du sous-espace propre de ¢, associé a A est égale
a n.dy, ou dy est la dimension du sous-espace propre de u associé a cette
valeur propre A.

c) En déduire que si u est diagonalisable, alors ¢,, est diagonalisable.

2 0 4
d) Application:soit A= | 3 —4 12 |.L’endomorphisme ¢ de M3(R)
1 -2 5

(espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels) défini
par la relation : (M) = AM est-il diagonalisable 7

e) Montrer que si le réel A est valeur propre de ¢,,, alors A est valeur propre
de u.
Montrer que si ¢,, est diagonalisable, alors u est diagonalisable.

Solution :

1.0n a:
fog=0<=VazeE, f(g(z)) =0<=1Img C Ker f.

2. L’ensemble £ n’est pas vide, car il contient l’endomorphisme nul, et
est stable par combinaisons linéaires (car Im fy C F et Imnfy, C F =
Im(f; + A\f2) C F), donc EF est un sous-espace vectoriel de L(E).

D’autre part, l’application j : £ — L(E, F), qui & un endomorphisme g
dont I'image est incluse dans F' associe I'unique application linéaire g de E
vers F' définie par : pour tout x de E, g(x) = g(z), est clairement linéaire et
bijective (opération de restriction a ’arrivée), donc est un isomorphisme de
Ep sur L(E, F). Ces deux espaces ont donc la méme dimension, ce qui donne
la conclusion.

3. a) Déja ¢, applique bien L(E) dans lui-méme et la linéarité découle
facilement de la linéarité de w.



Algebre 83

b) Ker(p, — Ald(g)) est 'ensemble des endomorphismes f de E tels que
ou(f) = Af, c’est-a-dire tels que (u — Aldg) o f = 0,(p).
D’apres le résultat de la premiére question, ceci a lieu si et seulement si
I'image de f est contenue dans Ker(u — AIdg). Cet espace est de dimension
dx > 1, donc Ker(p, — Md(g)) est de dimension n.dy > 0. Ce qui prouve
que ) est effectivement valeur propre de ¢, et donne en prime la dimension
du sous-espace propre associé.

c) Si u est diagonalisable, alors > d) = n, la sommation étant étendue &
toutes les valeurs propres de u. Par conséquent Y n.dy = n? = dim L(E),
ce qui signifie que ¢, est diagonalisable (L(E) est somme directe de sous-
espaces propres pour ’endomorphisme ¢,, de L(E), sans qu'il soit nécessaire
de savoir si 'on connait toutes les valeurs propres de ¢,,).

d) Des calculs simples montrent que A admet trois valeurs propres : 0,1
et 2. Ainsi A est diagonalisable et, en confondant matrice et application
linéaire canoniquement associée, les résultats précedents montrent que v est
un endomorphisme diagonalisable de M3(RR).

e) Si A est valeur propre de ¢, il existe f non nulle telle que uo f = Af.
Pour tout vecteur x tel que y = f(z)0 (il en existe!), on a alors u(y) = Ay et A
est valeur propre de u. Ainsi il y a égalité entre ’ensemble des valeurs propres
de u et ’ensemble des valeurs propres de ¢,,. On peut donc maintenant écrire :

Z TL.d)\ =n. E d>\
AEspec(pu) A€Espec(u)
Ainsi w est diagonalisable (Y, dy = n) si et seulement si ¢, est
A€Espec(u)
diagonalisable (Y. n.dy, = n?).

Xespec(pu)



