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ALG�EBRE

Exercice 2-1

Soit n un entier naturel, n � 2. On note E = Rn [X ], l'espace vectoriel des
fonctions polynômes �a coe�cients r�eels, de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.
Soit a0; a1; : : : ; an, (n+1) r�eels distincts ou non. Pour tout j 2 N, P (j) d�esigne
la d�eriv�ee d'ordre j du polynôme P .
Montrer que l'application :

(P;Q) 7!
nP

j=0

P (j)(aj)Q
(j)(aj)

d�e�nit un produit scalaire sur E.

Solution :

On montre facilement que ( ; ) est une forme bilin�eaire, sym�etrique, grâce �a la
lin�earit�e de la d�erivation et la commutativit�e du produit. Elle est �egalement

positive, puisque (P; P ) =

nX
j=0

(P (j))2(aj).

Il reste �a d�emontrer qu'elle est d�e�nie. Or :

(P; P ) = 0)
nX

j=0

(P (j))2(aj) = 0) P (j)(aj) = 0; 8j 2 f0; : : : ; ng

Mais, P �etant un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n, P (n)(x) est une
constante et P (n)(an) = 0 entrâ�ne que P (n) est identiquement nul. Ainsi P
est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n�1). Mais alors P (n�1)(x) est
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une constante et P (n�1)(an�1) = 0 entrâ�ne que P (n�1) est identiquement
nul. Ainsi P est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n�2). On termine
ais�ement ce raisonnement.

Exercice 2-2

Soit d un nombre entier strictement positif et soient �1; �2; : : : ; �d, des nombres
r�eels deux �a deux distincts, et di��erents de 1 et de �1.

On consid�ere la fonction polynomiale L : x 7!
dQ

k=1

(x � �k), et la fonction

rationnelle R : x 7! 1
(x2 � 1)L2(x)

.

On notera E, l'ensemble des nombres r�eels priv�e de f1;�1; �1; �2; : : : ; �dg.
On admet qu'il existe 2d+ 2 nombres r�eels �; �;A1; : : : ; Ad; B1; : : : ; Bd, tels
que :

pour tout x appartenant �a E,

R(x) = �
x� 1

+
�

x+ 1
+

dP
k=1

Ak

(x� �k)
2 +

dP
k=1

Bk

x� �k
(�)

1. Calculer � et � en fonction de L(1) et de L(�1).
2. Exprimer Ak en fonction de �k et de L0(�k).

3. On pourra admettre que Bk = �2�kL
0(�k) + (�2

k
� 1)L00(�k)

(�2
k
� 1)(L0(�k))3

.

4. On d�e�nit la fonction polynôme S par : S(x) = (x2 � 1)L00(x) + 2xL0(x),
pour tout r�eel x.

Prouver l'�equivalence :

(8 k 2 f1; 2; : : : ; dg ; Bk = 0)() (9 � 2 R = S = �L)

Exprimer � , quand il existe, en fonction de d.

5. Dans le cas o�u d est �egal �a 2, d�eterminer le polynôme L tel que :

8 k 2 f1; 2g ; Bk = 0:

Solution :

1. On admet que :

R(x) =
�

x� 1
+

�

x+ 1
+

dX
k=1

Ak

(x� �k)
2
+

dX
k=1

Bk

x� �k
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Multiplions cette expression par (x� 1). Il vient :

1

(x+ 1)L2(x)
= �+ (x� 1)g(x)

o�u g est une fonction continue en x = 1. En rempla�cant x par 1, on obtient :
1

2L2(1)
= �.

De même, en multipliant l'expression par (x+ 1), il vient :

1

(x � 1)L2(x)
= � + (x+ 1)h(x)

o�u h est une fonction continue en x = �1. En rempla�cant x par �1, on
obtient : � 1

2L2(�1) = �.

2. Reprenons la même id�ee que pr�ec�edemment. Multiplions l'expression de
R(x) par (x� �k)

2. On obtient :

1

(x2 � 1)
Q

i6=k(x� �i)2
= Ak + (x� �k)

2gk(x)

o�u gk est une fonction continue en x = �k. En rempla�cant x par �k, on
obtient :

Ak =
1

(�2
k
� 1)

Q
i6=k(�k � �i)2

=
1

(�2
k
� 1)L02(�k)

En e�et, si L(x) =

dY
i=1

(x � �k), la formule de d�erivation d'un produit de

fonctions donne :

L0(x) =

dX
k=1

Y
i6=k

(x� �i)

et :

L0(�k) =
Y
i 6=k

(�k � �i)

3. Obtenir Bk est un peu plus compliqu�e. Multiplions R(x) par (x � �k)
2,

puis d�erivons l'xpression obtenue. Il vient :

(x� �k)
2R(x) = (x� �k)

2`(x) +Ak + (x� �k)Bk

o�u ` est une fonction continue et d�erivable en x = �k . En d�erivant, il vient :�
1

(x2 � 1)L2
k
(x)

�
0

= (x � �k)(2`(x) + (x� �k)`
0(x)) +Bk
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avec

Lk(x) =
Y
i6=k

(x� �i)

En posant dans cette derni�ere expression x = �k , il vient :

Bk =

�
1

(x2 � 1)L2
k
(x)

�
0

x=�k

En�n : �
1

(x2 � 1)L2
k
(x)

�
0

= �2xL2
k
(x) + 2(x2 � 1)Lk(x)L

0

k
(x)

(x2 � 1)2L4
k
(x)

Or :

L(x) = (x � �k)Lk(x)) L0(�k) = Lk(�k); L00(�k) = 2L0k(�k)

Finalement :

Bk =

�
1

(x2 � 1)L2
k
(x)

�
0

x=�k

= �2�kL
0(�k) + (�2

k
� 1)L00(�k)

(�2
k
� 1)(L0(�k))3

4. Supposons que pour tout k 2 f1; 2; : : : ; dg ; Bk = 0. Il en r�esulte que le
num�erateur de l'expression qui d�e�nit Bk est nul, sans que le d�enominateur
le soit, et que le polynôme S admet (�k)1�k�d comme racines.

Ainsi S est de même degr�e que L et admet les même racines. Ces deux
polynômes sont donc proportionnels.

R�eciproquement, si S est proportionnel �a L, il admet les (�k) comme racines
et Bk = 0, pour tout k 2 f1; 2; : : : ; dg.
Pour d�eterminer � lorsque la condition est remplie, il su�t de regarder les
coe�cients dominants de chacun des polynômes. Il vient � = d2+d, ou, bien
sr, � = 0.

5. Dans le cas o�u d = 2, � 2 f0; 6g.
� � = 0. Dans ce cas, L est un polynôme normalis�e de degr�e 2 v�eri�ant

(x2 � 1)L00(x) + 2xL0(x) = 0. Or (x2� 1)L00(x) + 2xL0(x) = ((x2 � 1)L0(x))0.
Il existe donc une constante C r�eelle telle que (x2 � 1)L0(x) = C. Ceci n'est
pas possible, puisque L0(x) est un polynôme de degr�e 1.

� � = 6. Dans ce cas, L est un polynôme normalis�e de degr�e 2 v�eri�ant
(x2 � 1)L00(x) + 2xL0(x) = 6L(x). Appelons Q une primitive de L. Il vient
(x2 � 1)L0(x) = 6Q(x) ou (x2 � 1)Q00(x) = 6Q(x).
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Si L(x) = x2 + ax + b, alors Q(x) =
x3

3
+ a

x2

2
+ bx (par exemple) et notre

�equation se traduit par (x2�1)(2x+a) = 6

�
x3

3
+ a

x2

2
+ bx

�
, ce qui conduit,

par identi�cation des coe�cients �a : a = 0; b = �1=3. Le polynôme L ainsi
obtenu est L(x) = x2 � 1=3.

Exercice 2-3

On d�e�nit une suite de fonctions sur R par :

T0(x) = 1; T1(x) = x; et 8 n � 2 Tn(x) = 2xTn�1(x)� Tn�2(x)

1. Montrer que pour tout n 2 N
� , Tn est un polynôme de degr�e n et de

coe�cient dominant 2n�1.

Etudier la parit�e de Tn en fonction de n.

2. Montrer que pour tout n � 0; Tn(cosx) = cos(nx). En d�eduire que Tn ad-
met n racines r�eelles distinctes. Les d�eterminer. Calculer Tn(0); Tn(1); Tn(�1).
3. Soit E = R[X ] l'espace vectoriel des fonctions polynomiales. A tout P 2 E,
on associe la fonction u(P ) d�e�nie pour tout x r�eel par :

u(P )(x) =
1

2

Z
x+1

x�1

P (t) dt

a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) D�eterminer un d�eveloppement limit�e de u(Tn) en 0 �a l'ordre 2.

c) D�eterminer un �equivalent de u(Tn)(x) lorsque x tend vers l'in�ni.

4. D�eterminer le noyau de u. En d�eduire son image.

Solution :

1. Montrons les relations demand�ees par r�ecurrence sur n. Pour n = 0; T0 et
T1 sont des polynômes de degr�es respectifs 0 et 1 et le coe�cient dominant
de T1 est 1 = 20.
Supposons que pour tout 1 � k � n � 1, Tk soit un polynôme de degr�e k
et de coe�cient dominant 2k�1. Comme Tn(x) = 2xTn�1(x) � Tn�2(x), Tn
est un polynôme de degr�e n (c'est 2xTn�1(x) qui l'emporte) et de coe�cient
dominant 2� 2n�2 = 2n�1.

Montrons par r�ecurrence que si n est pair Tn est pair, alors que si n est
impair, Tn est impair.
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Ceci est vrai pour T0 et T1. Supposons que ce soit v�eri��e pour tout k � 2p�1.
Alors, comme T2p(x) = 2xT2p�1(x)� T2p�2(x), il vient :

T2p(�x) = �2xT2p�1(�x)� T2p�2(�x) = 2xT2p�1(x) � T2p�2(x) = T2p(x)

et :

T2p+1(�x) = �2xT2p(�x)�T2p�1(�x) = �2xT2p(x)+T2p�1(x) = �T2p+1(x)
2. Proc�edons l�a encore par r�ecurrence. T0(cosx) = 1 = cos(0x); T1(cosx) =
cosx. Supposons que pour tout k � n � 1; Tk(cosx) = cos(kx). Alors,

en s'aidant de la formule trigonom�etrique 2 cosa cos b = cos

�
a+ b

2

�
+

cos

�
a� b

2

�
:

Tn(cosx) = 2 cosxTn�1(cosx)� Tn�2(cosx)

= 2 cosx cos((n� 1)x)� cos((n� 2)x) = cos(nx)

Or cos(nx) = 0) nx =
�

2
+ k�; k 2 Z, ce qui entrâ�ne que :

Tn(cosx) = 0) x 2
�
�

2n
+
k�

n
; 0 � k � n� 1

�
et :

Tn(x) = 0) x 2
�
cos

�
�

2n
+
k�

n

�
; 0 � k � n� 1

�
Nous avons ainsi d�etermin�e n racines distinctes (car 0 <

�

2n
+
k�

n
< �, pour

k 2 f1; : : : ; n � 1g) de Tn qui est un polynôme de degr�e n. Ce sont donc
toutes les racines de Tn. En�n :

Tn(0) = cos(n
�

2
) =

�
0 si n = 2k + 1
(�1)k si n = 2k

et Tn(1) = 1; Tn(�1) = (�1)n

3. a) La lin�earit�e de u est �evidente par lin�earit�e de l'int�egrale. Le fait
que u soit un endomorphisme de E provient du fait que toute primitive
d'un polynôme est un polynôme. Donc si Q est une primitive de P , alors
u(P )(x) = Q(x+ 1)�Q(x� 1) est un polynôme.

b) On vient de voir que u(Tn) est un polynôme. Il admet donc un d�eveloppe-
ment limit�e en 0. On peut donc �ecrire, pour x au voisinage de 0 :

u(Tn)(x) = u(Tn)(0) + x(u(Tn))
0(0) +

x2

2
(u(Tn))

00(0) + o(x2)

=
1

2

Z 1

�1

Tn(x)dx +
x

2
(Tn(1)� Tn(�1)) +

x2

4
(T 0n(1)� T 0n(�1)) + o(x2)
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Or : Z 1

�1

Tn(x)dx =

Z
�

0

Tn(cos t) sin tdt =

Z
�

0

cos(nt) sin(t)dt

et pour n � 2 : Z �

0

cos(nt) sin(t)dt = � 1

n2 � 1
((�1)n + 1)

De plus �n sin(nx) = (Tn(cosx))
0 = � sin(x)T 0

n
(cos(x)), entrâ�ne que :

T 0n(cosx) =

(
sinnx

sinx
si x 6= 0 [2�]

n sinon
Donc :

T 0n(1) = n; et T 0n(�1) = (�1)n+1n
Finalement, pour x au voisinage de 0 :

u(Tn)(x) = � 1

n2 � 1
((�1)n+1)+

x

2
(1� (�1)n)+ x2

4
n(1� (�1)n+1)+ o(x2)

c) On sait que Tn est un polynôme de degr�e n et de coe�cient dominant
2n�1. Or :

u(Tn)(x) =
1

2

Z
x+1

x�1

Tn(t)dt =
2n�1

n+ 1
((x + 1)n+1 � (x � 1)n+1) + hn�1(x)

= 2n�1xn + hn�1(x)

o�u hn�1 est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n � 1). Ainsi un
�equivalent de u(Tn) au voisinage de l'in�ni est 2n�1xn.

4. On montre, comme dans la question pr�ec�edente, que si P est un polynôme
de degr�e p, alors u(P ) est �egalement de degr�e p. Ainsi keru = f0g. Pour la
même raison Imu = R[X ]. En e�et, la restriction de u �a chaque Rp [X ] est
un endomorphisme injectif de Rp [X ], donc surjectif, ce qui entrâ�ne que u est
surjectif sur R[X ].

Exercice 2-4

On se place dans R4 muni de sa structure euclidienne canonique. Soit A et
B les deux matrices d�e�nies par :

A =

0B@
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1CA et B =

0B@
1 0 �1 0
0 1 0 �1
�1 0 1 0
0 �1 0 1

1CA
1. Calculer A2 et B2. En d�eduire les valeurs propres de A et de B.
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2. D�eterminer les sous-espaces propres des endomorphismes a et b canonique-
ment associ�es �a A et B.

3. Montrer qu'il existe une base orthonorm�ee de R4 , dans laquelle les matrices
associ�ees �a a et b sont toutes deux diagonales.

Solution :

1. Un calcul imm�ediat donne A2 = 4A et B2 = 2B. On sait alors que les
valeurs propres de A sont contenues dans l'ensemble f0; 4g et celles de B dans
f0; 2g. Or, ces deux matrices sont sym�etriques r�eelles, donc diagonalisables
sur R. Elles n'ont donc pas qu'une seule valeur propre (car autrement ce
seraient des matrices scalaires). Les valeurs propres de A sont donc f0; 4g et
celles de B f0; 2g.
2. On d�etermine les sous-espaces propres de a en r�esolvant le syst�eme

d'�equations AX = �X , avec X =

0B@
x
y
z
t

1CA. On obtient :

� pour a :
F0 = f(x; y; z; t) j x+ y + z + t = 0g de dimension 3.
F4 = f(x; y; z; t) j x = y = z = tg de dimension 1.

� pour b :
E0 = f(x; y; z; t) j x = z; y = tg de dimension 2.
E2 = f(x; y; z; t) j x = �z; y = �tg de dimension 2.

3. On a F4 � E0 et E2 � F0. On peut ainsi choisir comme base commune de
diagonalisation :

v1 =

0B@
1
1
1
1

1CA 2 F4; v2 =

0B@
1
�1
1
�1

1CA 2 F0; v3 =

0B@
1
1
�1
�1

1CA 2 F0; v4 =

0B@
1
�1
�1
1

1CA 2 F0

Exercice 2-5

Soit (Pn) une suite de fonctions d�e�nie par P0(x) = 1; P1(x) = �x et pour
tout n � 0 :

Pn+2(x) = �xPn+1(x)� Pn(x)

1. a) Montrer que Pn est une fonction polynomiale. D�eterminer son degr�e
ainsi que son coe�cient dominant.
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b) Quelle est la parit�e de Pn ?

2. On se propose de d�eterminer une expression de Pn(x).

a) Soit x 2 [�2; 2]. Montrer qu'il existe � 2 [0; �] tel que x = 2 cos(�). En
d�eduire l'expression de Pn(x) en fonction de �.

b) Montrer que l'on a d�etermin�e ainsi compl�etement le polynôme Pn.

3. D�eterminer l'ensemble des racines de Pn.

4. a) Soit R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. Montrer
que l'application :

(P;Q) 7! 1

2�

Z 2

�2

P (t)Q(t)
p
4� t2 dt

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) La famille (Pn)n�0 est-elle une famille orthonormale pour ce produit
scalaire ?

Solution :

1. a) E�ectuons une d�emonstration par r�ecurrence. Pour n = 0; 1 : P0 et P1
sont deux fonctions polynomiales de degr�es respectifs 0 et 1 et de coe�cient
dominant (�1)n. Supposons que pour tout k � n + 1, Pk soit un polynôme
de degr�e k et de coe�cient dominant (�1)k.
L'�equation Pn+2(x) = �xPn+1(x) � Pn(x) donne imm�ediatement que Pn+2
est un polynôme de degr�e n+2 et de coe�cient dominant (�1)n+2, (puisque
c'est �xPn+1(x) qui est pr�epond�erant).
b) On voit que P0 est un polynôme pair, alors que P1 est un polynôme impair.
Supposons que pour tout k � n+ 1, Pk poss�ede la parit�e de k.

� si n + 2 est pair, �xPn+1 est pair (produit de deux polynômes impairs),
tout comme Pn.

� si n + 2 est impair, �xPn+1 est impair (produit de Pn+1 pair et de x
impair) tout comme Pn.

et donc par r�ecurrence, pour tout n, Pn a la parit�e de n.

2. a) Si x 2 [�2; 2]; x

2
2 [�1; 1], et il existe un unique � 2 [0; �] tel que

x = 2 cos �, puisque la fonction cos est une bijection de [0; �] sur [�1; 1]. On
a alors P0 = 1; P1(�) = �2 cos � et pour tout n � 0 :

Pn+2(2 cos �) = �2 cos �Pn+1(2 cos �)� Pn(2 cos �)
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Ceci est une relation de r�ecurrence lin�eaire d'ordre 2, dont l'�equation carac-
t�eristique est :

X2 + 2 cos �X + 1 = 0.

Ses racines sont (�ei�;�e�i�) et il existe deux constantes complexes � et �
telles que pour tout n � 0 :

Pn(2 cos �) = (�1)n
�
�ein� + �e�in�

�
Pour n = 0; 1 il vient :

�
�+ � = 1
�ei� + �e�i� = 2 cos �

,

8><>:
� =

ei�

2i sin �

� =
�e�i�
2i sin �

Ainsi, pour tout n � 0 :

Pn(2 cos �) =
(�1)n
2i sin �

�
ei(n+1)� � e�i(n+1)�

�
= (�1)n sin(n+ 1)�

sin �

b) Le polynôme Pn est ainsi compl�etement d�etermin�e sur [�2; 2] donc sur
tout R puisque c'est un polynôme.

3. Cherchons les racines de Pn qui appartiennent �a l'intervalle [�2; 2].

0 = Pn(2 cos �) = (�1)n sin(n+ 1)�

sin �
,
(
� =

k�

n+ 1
; k 2 Z

� 6= 0 [�]

Ainsi Pn admet sur [�2; 2], n racines distinctes qui sont
�
2 cos

�
k�

n+ 1

��
1�k�n

.

Or Pn est de degr�e n ; ce sont l�a toutes ses racines.

4. a) La bilin�earit�e, la sym�etrie et la positivit�e de l'application sont �evidentes.
De même,

(P; P ) =

Z 2

�2

P 2(t)
p
4� t2dt = 0 entrâ�ne (car t 7! P 2(t)

p
4� t2 est une

fonction continue positive) que P est identiquement nul sur ]�2; 2[, donc est
le polynôme identiquement nul.
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b) Calculons le produit scalaire (Pn; Pm) et pour cela, e�ectuons le change-
ment de variable t = 2 cos � dans l'int�egrale. Il vient :

(Pn; Pm) =
1

2�

Z 2

�2

Pn(t)Pm(t)
p
4� t2dt

=
1

2�

Z 0

�

Pn(2 cos �)Pm(2 cos �)(�2 sin �)2 sin �d�

= (�1)n+m 2

�

Z �

0

sin(n+ 1)� sin(m+ 1)�d�

=
n
0 si n 6= m
1 si n = m

Exercice 2-6

On note M3(R) l'espace vectoriel r�eel des matrices carr�ees d'ordre 3 �a
coe�cients r�eels. On consid�ere la matrice A d�e�nie par :

A =

0@ 0 �1 �1
1 0 �1
1 1 0

1A
1. D�eterminer la matrice B = A2+2I . La matrice B est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que B2 = B + 2I .

3. D�eterminer les valeurs propres de B. En d�eduire les sous-espaces propres
associ�es.

4. V�eri�er que si � est une valeur propre de A, alors �2 + 2 est une valeur
propre de B. En d�eduire que A n'est pas diagonalisable dans M3(R).

5. Montrer que B est inversible et exprimer B�1 en fonction des matrices B
et I .

6. On s'int�eresse maintenant aux puissances de B.
a) On pose, pour tout n � 2; Xn = (X2 �X � 2)Qn(X) + Rn(X) o�u Qn et
Rn sont deux polynômes tels que deg(Rn) < 2.
On note Rn(X) = anX + bn. D�eterminer le couple (an; bn).

b) En d�eduire l'expression de Bn en fonction de I , B et n, pour n � 0.

c) Montrer que l'expression de Bn en fonction de I , de B et de n, qui a �et�e
obtenue pour n > 0, est encore valable pour les entiers n�egatifs.
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Solution :

1. Un calcul �el�ementaire donne :

B =

0@ 0 �1 1
�1 0 �1
1 �1 0

1A
qui est une matrice sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable.

2. L�a encore, le calcul se fait imm�ediatement tout comme la v�eri�cation.

3. Le polynôme X2 � X � 2 est annulateur de la matrice B. On sait alors
que les valeurs propres de B sont parmi les racines de ce polynôme, soit
1; 2. On v�eri�e que ces deux r�eels sont e�ectivement valeurs propres de B en
d�eterminant les sous-espaces propres correspondants. On obtient :

� E�1(B) = f(x; y; z) j x� y + z = 0g
� E2(B) = f(x; y; z) j x = �y = zg
4. Soit � une valeur propre de A et X un vecteur propre associ�e. Alors :

AX = �X ) BX = (�2 + 2)X

et �2 + 2 est une valeur propre de B, puisque X 6= 0. Ainsi � 2 f0;�i
p
3g.

La matrice A n'admet qu'une valeur propre r�eelle. Elle ne peut être diago-
nalisable car elle serait alors une matrice scalaire, ce qu'elle n'est point.

5. On a imm�ediatement :

B2 �B = 2I ) B

�
B � I

2

�
= I

ce qui signi�e que B est inversible et que B�1 =
B � I

2
.

6. On pose pour tout n � 2; Xn = (X2 � X � 2)Qn(X) + anX + bn. En
substituant les r�eels �1 et 2 �a X , il vient :�

(�1)n = �an + bn
2n = 2an + bn

,

8<: an =
1

3
(2n � (�1)n)

bn =
1

3
(2n + 2(�1)n)

b) En substituant la matrice B �a X , il vient Bn = anB + bnI , puisque
X2 �X � 2 est annulateur de B, soit :

Bn =
1

3
(2n � (�1)n)B +

1

3
(2n + 2(�1)n)I

r�esultat qui reste valable pour n = 0; 1.
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c) Pour montrer que cette expression reste valable pour n n�egatif, posons
pour n > 0,

Cn =
1

3
(2�n � (�1)�n)B +

1

3
(2�n + 2(�1)�n)I

On v�eri�e alors que le calcul de CnBn donne I (car B2 = B + 2I). Donc
Cn = B�n et la forme obtenue pr�ec�edemment vaut pour tout n 2 Z.

Exercice 2-7

1. Soit n � 2 un entier naturel et A une matrice carr�ee d'ordre n sur C telle
que, pour tout i 2 f1; : : : ; ng :

jai;ij >
X
j 6=i

jai;j j

Montrer que la matrice A est inversible (on pourra raisonner par l'absurde
et consid�erer une colonne X non nulle telle que AX = 0).

2. Soit A une matrice carr�ee d'ordre n quelconque. Soit � une valeur propre
de A. Montrer que :

� 2
n[
i=1

D(ai;i;
X
j 6=i

jai;j j)

o�u pour � 2 C ; R > 0, D(�;R) = fz 2 C = jz � �j � Rg.
3. Soit n � 2 et A la matrice :

A =

0BBBBB@
0 1 0 : : : 0

1 0 1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . 1 0 1

0 : : : 0 1 0

1CCCCCA
a) Montrer que si � est une valeur propre r�eelle de A, alors j�j � 2.
On pose alors � = 2 cos(�); � 2 [0; �].

b) D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Solution :

1. Soit X 6= 0 v�eri�ant AX = 0. On pose X =

0@ x1
...
xn

1A et jxkj = max
1�i�n

jxij.
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L'�equation AX = 0 est �equivalente au syst�eme d'�equations :8>><>>:
a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = 0
...

... =
...

an1x1 + an2x2 + : : : + annxn = 0

Choisissons la k-i�eme �equation. On obtient :

�akkxk =
X
j 6=k

akjxj

donc, de par le choix de xk :

jakk j � jxkj �
X
j 6=k

jakj j � jxj j � jxkj
X
j 6=k

jakj j

ce qui contredit l'hypoth�ese jak;kj >
X
j 6=k

jak;j j. Ceci entrâ�ne que xk = 0, donc

que X = 0.

Ce r�esultat est connu sous le nom de th�eor�eme de Hadamard.

2. Le scalaire � est une valeur propre de A si et seulement si la matrice A��I
n'est pas inversible c'est-�a-dire si et seulement si, par la question pr�ec�edente,
il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que :

jaii � �j �
X
j 6=i

jaij j

ce qui signi�e que � 2
n[
i=1

D(ai;i;
X
j 6=i

jai;j j).

Ce r�esultat est connu sous le nom de th�eor�eme de Gerchgorin.

3. a) D'apr�es la question pr�ec�edente, � est une valeur propre de A entrâ�ne que
� 2 D(0; 1) [ D(0; 2), soit � 2 D(0; 2). On peut donc poser � = 2 cos �; 0 �
� � �, puisque la fonction cosinus est une bijection de [0; �] sur [�1; 1].

b) L'�equation AX = (2 cos �)X , d'inconnue X =

0@ x1
...
xn

1A s'�ecrit sous la

forme : 8>><>>:
�2 cos �x1 + x2 = 0
x1 � 2 cos �x2 + x3 = 0

...
xn�1 � 2 cos �xn = 0
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On pose alors x0 = 0 et xn+1 = 0. On obtient ainsi n �equations du même
type

xi � 2 cos �xi+1 + xi+2 = 0; (0 � i � n� 1)

Les scalaires (x0; x1; : : : ; xn+1) v�eri�ent une relation de r�ecurrence lin�eaire
d'ordre 2 d'�equation caract�eristique X2 � 2 cos �X + 1 = 0, dont les racines
sont ei� et e�i�. On sait alors que pour tout 0 � k � n+1, xk s'�ecrit sous la
forme :

xk = �eik� + �e�ik�

les complexes � et � et � �etant ici d�etermin�es par les conditions limites

x0 = xn+1 = 0. Soit :�
�+ � = 0
�ei(n+1)� + �e�i(n+1)� = 0

,
�
� = ��
� sin(n+ 1)� = 0

Si � = 0, alors � = 0 ce qui est sans int�erêt, et si � 6= 0, alors sin(n+1)� = 0
et :

� =
k�

n+ 1
; k 2 Z

On obtient ainsi n valeurs propres distinctes donn�ees par 2 cos �k =

2 cos

�
k�

n+ 1

�
, avec 1 � k � n, et le sous-espace propre associ�e �a chaque

valeur propre est de dimension 1, engendr�e par le vecteur

0BB@
sin(�k)
sin(2�k)

...
sin(n�k)

1CCA
Exercice 2-8

1. Soit J la matrice :

J =

0@ 0 0 1
1 0 0
0 1 0

1A
a) Calculer J3. En d�eduire les valeurs propres complexes possibles de J . La
matrice J est-elle diagonalisable dans C ?

b) Soit (a; b; c) trois nombres complexes et A la matrice aI3 + bJ + cJ2.
D�eterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable
dans C ?

2. Un jeton est d�eplac�e sur trois points A;B;C d'un cercle suivant les
modalit�es suivantes :
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une urne contient des boules rouges et blanches en proportions respectives
p et q = 1 � p. On tire une boule de l'urne. Si la boule tir�ee est de couleur
rouge, on avance le jeton d'un point dans le sens trigonom�etrique. Si la boule
tir�ee est de couleur blanche, on avance le jeton de deux points, toujours dans
le sens trigonom�etrique. On replace la boule dans l'urne avant d'e�ectuer le
tirage suivant.

Au d�epart le jeton se trouve en A.

Soit Xn la variable al�eatoire repr�esentant la position du jeton �a l'issue du
n-i�eme tirage.

D�eterminer la loi de Xn en fonction de n.

Solution :

1. a) Un calcul �el�ementaire donne J3 = I . On peut le montrer �egalement en
regardant l'endomorphisme associ�e �a J (que l'on appellera J) qui v�eri�e dans
la base (e1; e2; e3) associ�ee �a la matrice J : J(e1) = e2; J(e2) = e3; J(e3) = e1.
Ainsi J est une permutation circulaire sur (e1; e2; e3) et v�eri�e J

3 = I .

Les valeurs propres possibles de J sont donc 1; j; j2, o�u j = e2i�=3. Pour
v�eri�er si chacun de ces scalaires est e�ectivement valeur propre, il su�t de
d�eterminer le sous-espace propre asssoci�e. Apr�es calculs :

�

0@ 1
1
1

1A engendre le sous-espace propre associ�e �a � = 1.

�
0@ j

1
j2

1A engendre le sous-espace propre associ�e �a � = j.

�

0@ j2

1
j

1A engendre le sous-espace propre associ�e �a � = j2.

Ainsi J est diagonalisable dans C .

b) La matrice A �etant un polynôme en J , on sait que ses valeurs propres
sont :

a+ b+ c; a+ bj + cj2; a+ bj2 + cj

les vecteurs propres associ�es �etant identiques �a ceux trouv�es ci-dessus. La
matrice A est donc diagonalisable dans C .

2. D�eterminons la matrice de passage de l'�etat n �a l'�etat (n + 1). Notons
an; bn; cn les probabilit�es des �ev�enements hh le jeton se trouve en A (respec-
tivement B;C) �a l'issue du n-i�eme tirage ii.
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Les modalit�es du jeu et la formule des probabilit�es totales (les trois �ev�ene-
ments ci-dessus forment un syst�eme complet d'�ev�enements) donnent :8<:an+1 = qbn + pcn

bn+1 = pan + qcn
cn+1 = qan + pbn

ou, sous forme matricielle :0@an+1
bn+1
cn+1

1A = (pJ + qJ2)

0@an
bn
cn

1A
Posons A = pJ + qJ2. On sait que J est semblable �a la matrice di-

agonale D =

0@ 1 0 0
0 j 0
0 0 j2

1A, avec comme matrice de passage la matrice

P =

0@ 1 j j2

1 1 1
1 j2 j

1A.

On pourra ainsi �ecrire, pour tout n � 0, An = P (pD + qD2)nP�1, ce qui
donne apr�es calculs :

An =

0@ 1 + �n + �n 1 + j�n + j2�n 1 + j2�n + j�n

1 + j2�n + j�n 1 + �n + �n 1 + j�n + j2�n

1 + j�n + j2�n 1 + j2�n + j�n 1 + �n + �n

1A
avec � = pj + qj2 et � = pj2 + qj.

La loi de Xn est alors donn�ee par :

Xn = AnX0 =
1

3

0@ 1 + �n + �n

1 + j2�n + j�n

1 + j�n + j2�n

1A
Exercice 2-9

Soient n et p des �el�ements de N� . On d�esigne par En;p le nombre de solutions
(x1; x2; : : : ; xn) dans Z

n de l'�equation :

(�) max(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) = p.

1. D�eterminer les nombres E1;p et E2;p.

2. a) D�eterminer, en fonction de n et p, le nombre de solutions dans Zn de
l'in�equation :
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max(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) � p.

b) En d�eduire l'expression de En;p en fonction de n et p.

3. a) D�evelopper (a+ b+ c)n.

b) D�eterminer en fonction des param�etres n, p et q dans N� , le nombre de
solutions dans Zn du syst�eme :�

min(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) = q
max(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) = p

.

(On pourra commencer par les cas n = 1; n = 2, et dans le cas g�en�eral
raisonner sur le nombre de fois ou le min et le max sont atteints)

4. D�eterminer une constante C telle que la suite de terme g�en�eral En;n soit
�equivalente �a la suite de terme g�en�eral C(2n)n.

Solution :

1. Manifestement E1;p = 2; (jx1j = p). Pour d�eterminer E2;p, il faut d�eter-
miner le nombre d'�el�ements (x1; x2) 2 Z

2 tels que max(jx1j; jx2j) = p. Ces
deux entiers jouant un rôle sym�etrique, on peut supposer max(jx1j; jx2j) =
jx1j. Dans ce cas, jx2j � p, ce qui donne 2(2p+ 1) possibilit�es (pour x1 = p
et x1 = �p). On multiplie par 2 ce r�esultat (rôle sym�etrique de x1 et x2) et
on enl�eve 4 �el�ements qui ont �et�e compt�es 2 fois (les quatre couples (�p;�p)).
Finalement E2;p = 8p.

2. a) On a max(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) � p si et seulement si pour chaque i
appartenant �a f1; : : : ; ng; jxij � p. Cela donne pour chaque xi, (2p + 1)
possibilit�es et si Sn;p est le nombre de solutions dans Zn de l'in�equation
max(jx1j; jx2j; : : : ; jxnj) � p, alors Sn;p = (2p+ 1)n.

b) On a bien �evidemment :

En;p = Sn;p � Sn;p�1 = (2p+ 1)n � (2p� 1)n

3. a) Un calcul imm�ediat donne :

(a+ b+ c)n = ((a+ b) + c)n =

nX
p=0

Cp

n
(a+ b)n�pcp

=

nX
p=0

n�pX
q=0

Cp

n
Cq

n�p
aqbn�p�qcp

b) Pour n = 1, il n'y a pas de solutions si p 6= q et 1 solution si p = q.
Si n � 2, il n'y a pas de solutions si p < q, et 2n solutions lorsque p = q.
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Si p > q, on peut supposer que l'on atteint � fois le maximum parmi les (xi)
et � fois le minimum. On a alors :

S =
X
��1

X
��1

C�

n
C�

n��
2�+�(2(p� q � 1))n����

et d'apr�es la question pr�ec�edente :

S = (2(p� q + 1))n � 2

nX
�=0

C�

n
2�(2(p� q � 1))n�� + (2(p� q � 1))n

(la seconde somme correspond aux cas � = 0; � 6= 0 et � 6= 0; � = 0, et la
troisi�eme au cas � = � = 0).

Apr�es calculs, il vient :

S = (2p� 2q + 2)n � 2(2(p� q))n + (2(p� q � 1))n

4. On sait que En;n = (2n+ 1)n � (2n� 1)n. Donc :

En;n = (2n+ 1)n
�
1�

�
2n� 1

2n+ 1

�n�
= en ln(2n+1)

�
1� en ln(1� 2

2n+1 )
�

= en ln 2nen ln(1+ 1
2n

)
�
1� en ln(1� 2

2n+1 )
�

� (2n)ne1=2(1� e�1) = (e1=2 � e�1=2)(2n)n

Exercice 2-10

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R, �a valeurs r�eelles. Soit
a > 0 un r�eel donn�e. A tout f 2 E on associe la fonction Ta(f) d�e�nie pour
tout x r�eel par :

Ta(f)(x) =
1

2a

Z x+a

x�a

f(t)dt

1. Montrer que pour tout f 2 E, Ta(f) est bien d�e�nie et est de classe C1

sur R.

2. Montrer que Ta(f) est constante si et seulement si f est p�eriodique de
p�eriode T = 2a.

3. Montrer que l'application Ta est un endomorphisme de E. D�eterminer son
noyau. Ta est-il surjectif ?
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4. Soit n � 2 un entier naturel et Rn [X ] l'espace vectoriel des fonctions
polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n. Montrer que la restriction de Ta �a
Rn [X ] est un endomorphisme de Rn [X ].

On notera encore Ta cette restriction.

5. a) Montrer que la matrice associ�ee �a Ta dans la base canonique de
Rn [X ] est triangulaire sup�erieure. En d�eduire les valeurs propres de Ta. Cet
endomorphisme est-il diagonalisable ?

b) Soit f 2 Rn [X ]. Montrer que si le degr�e de f est �egal �a 2, f n'est pas
vecteur propre de Ta.

c) Montrer que si f est vecteur propre de Ta, sa d�eriv�ee f 0 l'est �egalement.
En d�eduire les sous-espaces propres de Ta.

Solution :

1. Comme f est une fonction continue sur R, F (x) =

Z x

0

f(t)dt est de classe

C1 sur R et Ta(f)(x) =
1

2a
(F (x+ a)� F (x� a)) est de classe C1 sur R.

2. La question pr�ec�edente permet d'�ecrire, pour tout x r�eel :

Ta(f)
0(x) =

1

2a
(f(x+ a)� f(x� a))

� si f est 2a{p�eriodique, alors Ta(f)
0(x) = 0, pour tout x r�eel et Ta(f) est

constante.

� r�eciproquement, si Ta(f) est constante, pour tout x r�eel, f(x+ a)� f(x�
a) = 0, et pour tout x r�eel f(x+ 2a) = f(x).

3. L'application Ta est lin�eaire par lin�earit�e de l'int�egrale. Par la question 1,
Ta est un endomorphisme de E qui n'est pas surjectif, puisque ImTa � C1(R).

D�eterminons le noyau kerTa.

� si f 2 kerTa, alors par la question 2, f est 2a{p�eriodique et :

0 = Ta(f)(0) =

Z
a

�a

f(t)dt =

Z 2a

0

f(t)dt

Donc : kerTa � E0
2a =

n
f 2 Ejf est 2a� p�eriodique et

R 2a
0
f(t)dt = 0

o
.

� r�eciproquement, soit f 2 E0
2a. Alors, par la question 2, Ta(f) est constante

et Ta(f)(0) = 0 entrâ�ne que f 2 kerTa. Finalement :

kerTa = E0
2a =

�
f 2 Ejf est 2a� p�eriodique et

Z 2a

0

f(t)dt = 0

�
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4. D�eterminons l'image du polynôme Xn par Ta.

Ta(X
n)(x) =

1

2a

Z x+a

x�a

tndt =
1

2a(n+ 1)

�
(x+ a)n+1 � (x� a)n+1

�
= xn+� � �

qui est un polynôme de degr�e n. Ainsi Ta(Rn [X ]) � Rn [X ].

5. a) On vient de montrer que pour tout k 2 N; Ta (Xk) 2 Vect(1; X; : : : ; Xk),
ce qui signi�e que la matrice associ�ee �a Ta est triangulaire sup�erieure, la
diagonale �etant exclusivement compos�ee de 1. L'unique valeur propre est
donc 1 et l'endomorphisme Ta n'est pas diagonalisable, car autrement il serait
scalaire.

b) Supposons que f = X2 + �X + �. Alors Ta(f)(x) = x2 + �x+
a2

3
+ �, et

l'�equation Ta(f) = f est impossible. Ainsi, un polynôme de degr�e 2 ne peut
être vecteur propre de Ta.

c) Si Ta(f) = f , en d�erivant (Ta(f))
0 = f 0. Or :

(Ta(f))
0 =

1

2a
(f(x+ 1)� f(x� a)) = Ta(f

0)

Donc Ta(f
0) = f 0.

Par une r�ecurrence imm�ediate, il vient, pour tout k 2 N; Ta(f
(k)) = f (k). Or

si f est un vecteur propre de degr�e n � 3, alors f (n�2) sera un vecteur propre
de degr�e 2, ce qui est impossible.
Les seuls vecteurs propres possibles sont donc de degr�e 0 ou 1, et on v�eri�e
que Ta(1) = 1; Ta(X) = X . Ainsi E1(Ta) = Vect(1; X) est de dimension 2.

Exercice 2-11

Soit E = M3(R) l'espace vectoriel des matrices carr�ees (3; 3) �a coe�cients
r�eels.
On d�e�nit la trace d'une matrice carr�ee par la somme de ses termes diago-
naux. Si A 2 M3(R), on la notera tr(A).

1. On consid�ere l'application ' de E �E dans R d�e�nie par :

'(A;B) = hA;Bi = tr(A:tB).

Montrer que ' d�e�nit un produit scalaire sur E.

2. a) On pose J =

0@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A. D�eterminer l'orthogonal de J .

b) Soit F le sous-espace vectoriel engendr�e par J , et F? son orthogonal.
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Soit A = (ai;j) une matrice de E. On note A0 la projection orthogonale de A
sur F et A00 sa projection orthogonale sur F?.
D�eterminer A0 et A00.

c) Application. D�eterminer les projections orthogonales sur F et F? de la
matrice identit�e I3.

Solution :

1. La trace �etant une forme lin�eaire surM3(R), l'application ' est bilin�eaire.
Comme tr(A) = tr(tA), on a :

'(A;B) = tr(BtA) = tr(AtB) = '(B;A)

En�n '(A;A) =

3X
i;j=1

a2i;j � 0 et '(A;A) = 0 ) A = 0. Donc ' est un

produit scalaire.

2. a) La matrice J �etant sym�etrique, un calcul imm�ediat montre que A =
(ai;j)1�i;j�3 est orthogonale �a J si et seulement si tr(AJ) = 0, ce qui est
�equivalent �a :

3X
j=1

a1;j = 0;

3X
j=1

a2;j = 0;

3X
j=1

a3;j = 0

L'orthogonal de J est donc l'hyperplan de M3(R) d'�equation

3X
i;j=1

ai;j = 0.

b) A0 est multiple de J . On �ecrit donc A = �J +(A��J), le scalaire � �etant

d�etermin�e par la condition A� �J 2 F? ou

3X
i;j=1

ai;j � 9� = 0. Ainsi :

A0 =
1

9

0@ 3X
i;j=1

ai;j

1A J; et A00 = A� 1

9

0@ 3X
i;j=1

ai;j

1A J

c) Dans le cas de la matrice identit�e I , il vient I 0 =
1

3
J et I 00 = I � 1

3
J .

Exercice 2-12

Soit A =

0@ 2 1 1
1 2 1
0 0 3

1A et f l'endomorphisme de R3 de matrice A relativement

�a la base canonique.
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1. D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f .

2. Montrer que les deux sous-espaces Ker(f � id) et Ker(f � 3id)2 sont
suppl�ementaires dans R3 . En d�eduire qu'il existe une base de R3 dans laquelle

la matrice de f est A0 =

0@ 3 1 0
0 3 0
0 0 1

1A. Calculer A0n, pour n 2 N� , en d�eduire

An.

Solution :

1. La r�eduction de A par la m�ethode du pivot de Gauss donne que 1; 3 sont
les deux valeurs propres de A, les sous-espaces propres associ�es �etant :

E1 = ker(A� I) = Vect

0@ 1
�1
0

1A ; E3 = ker(A� 3I) = Vect

0@ 1
1
0

1A
Ainsi, la matrice A n'est pas diagonalisable, puisque R3 n'est pas la somme
directe des sous-espaces propres de A.

2. On a (A� 3I)2 =

0@ 2 �2 0
�2 2 0
0 0 0

1A.

De même F = ker(A � 3I)2 est le plan d'�equation x = y. Le vecteur

e1 =

0@ 1
�1
0

1A n'appartenant pas �a ce plan. compte tenu des dimensions

de chacun de ces sous-espaces vectoriels, on en d�eduit que E1 et F sont
suppl�ementaires dans R3 .

Notons f l'endomorphisme canoniquement associ�e �a A.

D'apr�es la forme de la matrice que l'on souhaite obtenir, la base (v1; v2; v3)

recherch�ee v�eri�e f(v1) = 3v1; f(v3) = v3. On choisit donc v1 =

0@ 1
1
0

1A et

v3 =

0@ 1
�1
0

1A.

Le vecteur v2 doit v�eri�er (f � 3I)v2 = v1 donc (f � 3I)2(v2) = 0. Il su�t

donc de le choisir di��erent de v1 et dans ker(A�3I) ; par exemple v2 =

0@ 0
0
1

1A.
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D'apr�es la question pr�ec�edente, on en d�eduit imm�ediatement que le syst�eme
(v1; v2; v3) est une base de R

3 .

On peut �ecrire :

A0 =

0@ 3 0 0
0 3 0
0 0 1

1A+

0@ 0 1 0
0 0 0
0 0 1

1A = D + J

avec DJ = JD et J2 = 0. Le binôme de Newton donne alors, pour tout
n 2 N� :

A0n = Dn + nDn�1J =

0@ 3n n3n�1 0
0 3n 0
0 0 1

1A
Le calcul de An se fait ensuite par changement de base en utilisant la matrice

P =

0@ 1 0 1
1 0 �1
0 1 0

1A.

Exercice 2-13

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2, et Rn [X ] l'espace vectoriel des

polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n, �a coe�cients r�eels.

On consid�ere l'application ' de Rn [X ] dans Rn [X ] d�e�nie par :

8 P 2 Rn [X ]; '(P )(X) = P (X + 2) + P (X)� 2P (X + 1)

1. Pour tout r�eel a, exprimer P (X+a) en fonction de P (X) et des n premi�eres
d�eriv�ees de P; P (i)(X), pour i 2 f1; : : : ; ng.
2. a) Montrer que ' est un endomorphisme de Rn [X ].

b) Que peut-on dire de '(P )� P 00 ?

En d�eduire le degr�e de '(P ) en fonction du degr�e de P puis le noyau et
l'image de l'endomorphisme '.

c) Soit Q 2 Im(') et P0 2 Rn [X ] tel que '(P0) = Q.

D�eterminer, en fonction de P0, tous les polynômes P de Rn [X ] tels que
'(P ) = Q.

3.a) On consid�ere une suite de polynômes P0; P1; : : : ; Pn tels que :

P0(X) = 1; P1(X) = X et

8 k 2 f2; � � � ; ng; '(Pk) = Pk�2; Pk(0) = Pk(1) = 0.

Montrer que si cette suite existe elle est unique.
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b) V�eri�er que pour tout k 2 f1; : : : ; ng; Pk(X) =
X(X � 1) � � � (X � k + 1)

k!
.

c) Montrer que les polynômes P0; P1; : : : ; Pn forment une base de Rn [X ].
Ecrire la matrice de ' sur cette base. L'endomorphisme ' est-il diagonalis-
able ?

Solution :

1. La formule de Taylor pour les polynômes est une formule hhexacte ii, c'est-
�a-dire, pour tout polynôme P de degr�e n :

P (X + a) =

nX
i=0

P (i)(X)ai

i!

2. a) De fa�con �evidente ' est une application lin�eaire de Rn [X ] dans lui-même.

b) En utilisant la question pr�ec�edente, on peut �ecrire :

'(P ) =

nX
i=0

P (i)(X)2i

i!
+ P (X)� 2

nX
i=0

P (i)(X)

i!
= P 00(X) +R(X)

o�u R(X) est un polynôme de degr�e strictement inf�erieur �a (n� 2). Donc :
� si deg(P ) < 2, on a '(P ) = 0,
� si deg(P ) � 2, on a deg('(P ))=deg(P )� 2. On a alors ker' = R1 [X ], et
Im' = Rn�2 [X ].

c) L'�equation '(P ) = Q est �equivalente �a '(P �P0) = 0, ce qui est �equivalent
�a :

P (X) = P0(X) + �X + �

3. a) Supposons qu'il existe deux suites (Pk) et (Rk) qui v�eri�ent les
conditions donn�ees.

Par la question pr�ec�edente, il existe des r�eels (�k; �k) tels que Pk = Rk +
�kX + �k.

Les conditions Pk(0) = Pk(1) = Rk(0) = Rk(1) = 0 entrâ�nent que
�k = �k = 0.

b) On a pour tout k � 2; Pk(0) = Pk(1) = 0. Soit T l'endomorphisme de
Rn [X ] d�e�ni par T : P (X) 7! P (X+1)�P (X). On a alors ' = T 2. De plus :

T (Pk) =
(X + 1)(X) � � � (X � k + 2)

k!
� X(X � 1) � � � (X � k + 1)

k!

=
X(X � 1) � � � (X � k + 2)

k!
((X + 1)� (X � k + 1)) = Pk�1

Ainsi '(Pk) = T 2(Pk) = Pk�2.
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c) La famille (P0; P1; : : : ; Pn) est une famille de (n+1) polynômes de Rn [X ]
de degr�es �echelonn�es ; c'est donc une base de Rn [X ].

L'endomorphisme ' n'est pas diagonalisable, puisque si P est un polynôme
de degr�e k � 2, alors '(P ) est de degr�e k � 2. L'�equation '(P ) = �P n'est
donc pas possible pour � 6= 0. Seul R1 [X ] (de dimension 2) est sous-espace
propre associ�e �a la valeur propre 0.

Exercice 2-14

Soit n � 3 un entier naturel et A 2Mn(R) la matrice d�e�nie par :

A =

0BBBB@
1 1 : : : 1 1
1 0 : : : 0 1
...

... (0)
...

...

1 0 : : : 0 1
1 1 : : : 1 1

1CCCCA
soit :

ai;j =

(
1 , si i = 1 ou i = n; 1 � j � n
1 , si j = 1 ou j = n; 1 � i � n
0 , autrement

D�eterminer les �el�ements propres de A.

Solution :

La matrice A est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable. Elle est de rang 2
(toutes les colonnes sont li�ees aux deux premi�eres colonnes qui sont libres).
On sait ainsi que 0 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associ�e
est kerA de dimension n� 2.

Soit � 6= 0 une autre valeur propre et X =

0@ x1
...
xn

1A un vecteur propre associ�e.

L'�equation AX = �X s'�ecrit sous la forme :8>>>>>><>>>>>>:

x1 + x2 + : : :+ xn = �x1
x1 + x2 + : : :+ xn = �xn
x1 + xn = �x2
x1 + xn = �x3

...
x1 + xn = �xn�1
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Or, comme � 6= 0, ce syst�eme est �equivalent au syst�eme :�
x1 = xn = 1

�

P
xi

x2 = x3 = � � � = xn�1 =
1
�
(x1 + xn)

donc x1 6= 0 et le couple (�; x1) v�eri�e l'�equation 2x1 + (n � 2)
2x1
�

= �x1
ou :

�2 � 2�� 2(n� 2) = 0

Ainsi, � 2 f1+p2n� 3; 1�p2n� 3g et un vecteur propre associ�e �a chacune

de ces valeurs de � est

0BBBB@
�
2
...
2
�

1CCCCA.

Exercice 2-15

On munit M3(R) du produit scalaire ' d�e�ni par :

8 A = (aij) et B = (bij) 2 M3(R); '(A;B) =

3X
i=1

3X
j=1

aijbij

On note jjAjj la norme de A associ�ee �a ce produit scalaire.

Soit J la matrice

24 1 1 1
1 1 1
1 1 1

35.
On consid�ere l'application f de M3(R) dans M3(R) qui �a toute matrice M
de M3(R) associe la matrice JM .

1. D�eterminer l'image de f , Im(f).

2. Soit B =

24 1 2 1
2 0 1
0 1 1

35. Montrer que B n'est pas �el�ement de Im(f).

D�eterminer les matrices pour lesquelles la distance de B �a Im(f) est atteinte.

Solution :

1. Soit M =

0@ a a0 a00

b b0 b00

c c0 c00

1A. Le calcul de JM donne :
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JM =

0@ a+ b+ c a0 + b0 + c0 a00 + b00 + c00

a+ b+ c a0 + b0 + c0 a00 + b00 + c00

a+ b+ c a0 + b0 + c0 a00 + b00 + c00

1A
Ainsi si l'on pose :

E1 =

0@ 1 0 0
1 0 0
1 0 0

1A ; E2 =

0@ 0 1 0
0 1 0
0 1 0

1A ; E3 =

0@ 0 0 1
0 0 1
0 0 1

1A
alors

JM = (a+ b+ c)E1 + (a0 + b0 + c0)E2 + (a00 + b00 + c00)E3

et

Im(f) = Vect(E1; E2; E3)

2. Trivialement B =2 Im(f). On sait que la distance de B �a Im(f) est minimale
lorsque f(M) est la projection orthogonale de B sur Im(f). On sait alors que
f(M)�B est orthogonal �a Im(f), donc �a sa base, soit :

'(E1; f(M)�B) = '(E2; f(M)�B) = '(E3; f(M)�B) = 0

ou 8<: 3(a+ b+ c)� 3 = 0
3(a0 + b0 + c0)� 3 = 0
3(a00 + b00 + c00)� 3 = 0

Toute matrice M =

0@ a a0 a00

b b0 b00

c c0 c00

1A telle que a + b + c = a0 + b0 + c0 =

a00 + b00 + c00 = 1 convient, la projection orthogonale f(M) �etant la matrice
J .

Exercice 2-16

On consid�ere l'application ' de Rn [X ] dans R qui �a tout polynôme P de

Rn [X ] associe '(P ) =

Z 1

0

P (t)dt.

1. Quelles sont les dimensions respectives du noyau et de l'image de ' ?

2. Donner une base de Ker(') (on pourra chercher la forme g�en�erale des
primitives qui s'annulent en 0 des polynômes P de Ker(')).

Solution :
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1) L'application ' est lin�eaire et di��erente de l'application nulle, puisque
'(1) = 1.

L'image de ' est un sous-espace vectoriel de R, non r�eduit au vecteur nul.
Donc Im' = R, qui est de dimension 1 et, par le th�eor�eme du rang, Ker'
est de dimension (n+ 1)� 1 = n.

2) Si P =
P
akX

k, notons Q la primitive de P nulle en 0.

(On a donc Q =
P ak

k + 1
Xk+1).

Alors '(P ) = Q(1) � Q(0) = Q(1) et P 2 Ker' si et seulement si Q (qui
s'annule d�ej�a en 0) s'annule aussi en 1. Par cons�equent si et seulement si Q
est de la forme :

Q = (X � 1)
nP

k=1

bkX
k =

nP
k=1

bk(X
k+1 �Xk)

Par d�erivation, on en d�eduit que ceci se produit si et seulement si P est de
la forme :

P =
nP

k=1

bk
�
(k + 1)Xk � kXk�1

�
Les polynômes (k + 1)Xk � kXk�1, pour 1 � k � n forment une famille
�echelonn�ee en degr�es, donc une famille libre, de cardinal n dont tous les
�el�ements sont dans Ker'. On a bien construit une base du noyau de '.

Exercice 2-17

Soit A une matrice carr�ee d'ordre 3. On suppose que A admet trois valeurs
propres distinctes �1; �2 et �3. Soient U1; U2 et U3 des vecteurs colonnes
propres de A respectivement associ�es �a ces trois valeurs propres. On pose
V = U1 + U2 + U3.

1. Montrer que V;AV;A2V forment un syst�eme libre.

2. Soit M une matrice v�eri�ant AM =MA.

V�eri�er que A2M =MA2.

Montrer qu'il existe trois scalaires �; � et 
 tels queMV = �V +�AV +
A2V .

Exprimer MAV et MA2V .

En d�eduire que AM = MA si et seulement si M appartient au sous-espace
vectoriel engendr�e par I3; A;A

2.

Solution :

1. Soit �V + �AV + 
A2V = 0 une relation de d�ependance entre ces trois
vecteurs. Cela s'�ecrit :
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(�+ ��1 + 
�21)U1 + (�+ ��2 + 
�22)U2 + (�+ ��3 + 
�23)U3 = 0

Soit, par libert�e de la famille (U1; U2; U3) (vecteurs colonnes associ�es �a des
valeurs propres deux �a deux distinctes) :8<:�+ ��1 + 
�21 = 0

�+ ��2 + 
�22 = 0
�+ ��3 + 
�23 = 0

�1; �2; �3 sont trois racines du polynôme � + �X + 
X2, qui est donc le
polynôme nul et � = � = 
 = 0 : la famille est libre.

2. ? AM =MA =) A2M = AAM = AMA =MAA =MA2.

? (V;AV;A2V ) est libre de cardinal 3 dans M3;1(R), donc est une base de
cet espace et le vecteur colonne MV se d�ecompose sur cette base.

? MV = �V + �AV + 
A2V = (�I3 + �A+ 
A2)V donne successivement :

MAV = AMV = A(�V + �AV + 
A2V ) = (�I3 + �A+ 
A2)AV

MA2V = A2MV = A2(�V + �AV + 
A2V ) = (�I3 + �A+ 
A2)A2V

Ainsi, si AM = MA, les endomorphismes canoniquement associ�es �a M et
�I3 + �A + 
A2 (o�u �; �; 
 sont d�e�nis par la d�ecomposition du vecteur
colonne MV ) concident sur une base. Donc ces endomorphismes sont �egaux
et l'on a : M = �I3 + �A+ 
A2.

R�eciproquement, il est clair que �I3 + �A + 
A2 commute avec A et le
commutant de A est Vect(I; A;A2).

Exercice 2-18

Soit n � 2 un entier naturel et E un espace vectoriel r�eel de dimension n.

Soit f un endomorphisme de E admettant n valeurs propres r�eelles distinctes.

1. Montrer que pour tout endomorphisme g de E, f �g = g�f si et seulement
si les vecteurs propres de f sont vecteurs propres de g. En d�eduire alors que
g est diagonalisable.

2. Montrer qu'il existe un endomorphisme h de E non nul tel que h�f = �f�h
si et seulement si f poss�ede deux valeurs propres oppos�ees.

Solution :

1. ? Si f � g = g � f , soit ei un vecteur propre de f et �i la valeur propre
associ�ee. On a :

f � g(ei) = g � f(ei), soit f
�
g(ei)

�
= g(�iei) = �ig(ei)



Alg�ebre 67

Mais f admettant n valeurs propres, les sous-espaces propres associ�es sont
des droites et g(ei) appartient �a la droite engendr�ee par ei : le vecteur ei est
propre pour g, associ�ee �a une valeur propre �i (mais on peut avoir �i = �j ,
avec ij). La base B = (e1; : : : ; en) qui est propre pour f l'est aussi pour g et
f et g sont (co)-diagonalisables.

? R�eciproquement, si les vecteurs propres de f sont propres pour g, alors
les matrices de f et g relativement �a la base (e1; : : : ; en) sont toutes deux
diagonales et f et g commutent.

2. ? Supposons qu'il existe h, non nul, tel que h � f = �f � h. Alors, il existe
au moins un vecteur ei de B tel que h(ei)0 et on a :

�h
�
f(ei)

�
= f

�
h(ei)

�
, d'o�u : f

�
h(ei)

�
= ��ih(ei)

Le vecteur h(ei) �etant non nul, ��i est valeur propre de f .
? Supposons que f ait deux valeurs propres oppos�ees.

S'il s'agit de la valeur propre 0, quitte �a renum�eroter les vecteurs de B,
on peut supposer que f(e1) = 0. On d�e�nit alors l'endomorphisme h par :
h(e1) = e1 et pour i � 2; h(ei) = ei : on v�eri�e que h convient.

Sinon, quitte �a renum�eroter les vecteurs de B, on peut supposer que l'on a
f(e1) = �e1 et f(e2) = ��e2. On v�eri�e alors que l'endomorphisme h d�e�ni

par : h(e1) = e2 et pour i � 2; h(ei) = 0, convient.

Exercice 2-19

On consid�ere l'espace vectoriel euclidien E = R
3 muni de son produit

scalaire canonique, c'est-�a-dire tel que la base canonique B = (i; j; k) soit
orthonorm�ee.

Soit f l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :

A =
1p
2

0@ 1 1 0
1 �1 0
0 0

p
2

1A
1. V�eri�er que tAA = I3.

2. On pose v = I � f , o�u I d�esigne l'endomorphisme identit�e de E. Montrer
que Im v et Ker v sont deux sous-espaces orthogonaux de E. Donner une base
orthogonale de chacun d'eux.

3. On consid�ere l'endomorphisme g de E dont la matrice dans la base B est :

C =
1

2
p
2

0@p2 + 1 1 0
1

p
2� 1 0

0 0 2
p
2

1A
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Montrer que g est une projection orthogonale dont on d�eterminera le noyau
et l'image.

4. Soit n 2 N
� et fn = 1

n

nP
k=0

fk, o�u fk d�esigne la compos�ee de f avec elle-

même k fois (on pose f0 = I).
Montrer que pour tout x 2 E; lim

n!+1
fn(x) = g(x) (la limite d'une suite de

vecteurs s'entendant coordonn�ee par coordonn�ee).

Solution :

1. Il su�t de faire le calcul.

2. La matrice de v relativement �a la base B est B = 1
2

0@p2� 1 �1 0
�1

p
2 + 1 0

0 0 0

1A
Cette matrice est de rang 1, le noyau de v est le plan P d'�equation
(1 �

p
2)x + y = 0 et l'image est la droite D engendr�ee par le vecteur

(
p
2� 1;�1; 0).

Une base orthogonale du plan P est, par exemple :
�
(1;
p
2� 1; 0); (0; 0; 1)

�
3. On constate que C2 = C, donc g est un projecteur. De plus l'image de
g est P et son noyau est D. Ces deux sous-espaces �etant suppl�ementaires
orthogonaux, g est bien une projection orthogonale.

4. Dans la base
�
(1;
p
2� 1; 0); (0; 0; 1); (

p
2� 1;�1; 0)

�
, la matrice de f est :0@ 1 0 0

0 1 0
0 0 �1

1A
(il su�t de d�eterminer, par exemple par un calcul direct, les images des
vecteurs de cette nouvelle base)

Par cons�equent, la matrice dans cette même base de fn est :

Fn =

0B@ 1 0 0
0 1 0

0 0 1
n

nP
k=0

(�1)k

1CA
Comme

nP
k=0

(�1)k vaut 0 ou 1, selon la parit�e, on en d�eduit que la limite de

Fn est la matrice

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A, qui est justement la matrice de g dans la

nouvelle base. Donc, en revenant aux matrices associ�ees, lim
n!1

fn(x) = g(x).
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Exercice 2-20

Soit n un entier naturel, avec n � 2. On note E = On(R) l'ensemble des
matrices orthogonales d'ordre n, c'est-�a-dire l'ensemble des matrices A telles
que tAA = In.

1. Soit A = (ai;j) un �el�ement de On(R). Soit X la matrice �a n lignes et une

colonne d�e�nie par : X =

0BB@
1
1
...
1

1CCA.

Calculer tXAX .

2. D�eterminer la valeur de sup
(ai;j)2E

nP
i=1

nP
j=1

ai;j .

Solution :

1. On a tXAX =
P
i;j

ai;j .

2. Soit f l'endomorphisme canoniquement associ�e �a A. Pour tout vecteur y,
on a en notant Y sa matrice colonne relativement �a la base canonique :

kf(y)k2 = hf(y); f(y)i = t(AY ))(AY ) = tY tAAY = tY Y = kyk2
L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz donne donc, pour tout vecteur y :

hy; f(y)i � kyk:kf(y)k = kyk2
Et en appliquant ceci au vecteur y = (1; 1; : : : ; 1) de matrice colonne X :

tXAX = hx; f(x)i � kxk2 = n

Par cons�equent, d'apr�es le r�esultat de la question 1) :

8A 2 On(R);
P
i;j

ai;j � n

L'�egalit�e ayant lieu pour la matrice In (qui est bien dans On(R)), le sup est
donc un max et vaut n.

Exercice 2-21

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n � 1.

Soit f1 et f2 deux endomorphismes de E.

1. En consid�erant la restriction de f1 au noyau de f2 � f1, montrer que :

dimKer(f2 � f1) � dimKer f1 + dimKerf2
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2. G�en�eraliser le r�esultat pr�ec�edent �a p endomorphismes de E, f1; : : : ; fp, avec
p � 2.

3. Soit f un endomorphisme de E tel que f4 = id, o�u id repr�esente
l'endomorphisme identit�e. Montrer que f est diagonalisable.

Solution :

1. Notons g la restriction de f1 �a Ker(f2 � f1).
? Ker g = fx 2 Ker(f2 � f1) j f1(x) = 0g = Ker(f2 � f1) \ Ker f1 = Ker f1,
car l'inclusion Ker f1 � Ker(f2 � f1) est banale.
? Im g � Ker f2, puisque pour tout x de Ker(f2 �f1), g(x) = f1(x) est tel que
f2
�
f1(x)

�
= 0.

Le th�eor�eme du rang indique que dim Im g + dimKer g = dimKer(f2 � f1),
soit :

dimKer(f2 � f1) = dimKer f1 + dim Im g � dimKer f1 + dimKerf2

2. Par une r�ecurrence �evidente, on a donc :

dimKer(fp � fp�1 � � � � � f1) �
pP

k=1

dimKer fk

3. E �etant un espace vactoriel complexe, f4 � id = 0 s'�ecrit :

(f � id) � (f + id) � (f � i:id) � (f + i:id) = 0

et, par application du r�esultat de la question 2) :

n = dimE = dimKer(f � id) � (f + id) � (f � i:id) � (f + i:id)

Soit :

n � dimKer(f � id)+dimKer(f + id)+dimKer(f � i:id)+dimKer(f + i:id)

Or les sous-espaces pr�ec�edents qui ne se r�eduisent pas �a f0g sont des sous-
espaces propres de f , ils sont donc en somme directe et :

n � dim(Ker(f � id)�Ker(f + id)�Ker(f � i:id)�Ker(f + i:id)) � n

La somme des dimensions de ces noyaux est donc exactement n, ce qui signi�e
que f est diagonalisable.

Exercice 2-22

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2.

On note E, l'espace vectoriel des applications continues de [0; n] dans R.

On note F , l'ensemble des applications f de E telles que pour tout k 2
[[0; n� 1]], la restriction de f �a [k; k + 1] est a�ne.
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1. a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

b) Montrer que l'application

� : F ! R
n+1 ; f 7!

�
f(0); f(1); : : : ; f(n)

�
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Qu'en d�eduit-on pour F ?

Dans la suite de l'exercice, on se place dans le cas o�u n = 2.

2. On note f0 = ��1
�
(1; 0; 0)

�
; f1 = ��1

�
(0; 1; 0)

�
; f2 = ��1

�
(0; 0; 1)

�
.

a) Repr�esenter graphiquement les applications f0; f1 et f2.

b) Que peut-on dire de la famille (f0; f1; f2) ?

3. On munit E du produit scalaire h ; i d�e�ni par hf; gi =
Z 2

0

f(t)g(t) dt et

on note k � k la norme associ�ee.

On note f l'�el�ement de E d�e�ni par 8x 2 [0; 2]; f(x) = x2.

a) Montrer qu'il existe un unique �el�ement g de F tel que :

8 i 2 [[0; 2]]; hf � g; fii = 0

et d�eterminer cette application g.

b) Que repr�esente g vis-�a-vis de f et quelle propri�et�e a-t-on concernant
k � k ?

Solution :

1. a) F est inclus dans E (les �el�ements de F sont continus aussi aux points
entiers), est non vide car il contient la fonction nulle, et si f et g sont telles
que chaque restriction �a [k; k + 1] est a�ne, il en est de même de toute
combinaison lin�eaire f + �g.

b) L'application � est lin�eaire, et un �el�ement de F est parfaitement d�e�ni
par ses valeurs aux points entiers. En d'autres termes � r�ealise une bijection
lin�eaire de F sur Rn+1 . Ainsi F est de dimension n+ 1.

2. a)

b) La famille (f0; f1; f2) est l'image par l'isomorphisme ��1 de la base
canonique de R3 . Cette famille est donc une base de F .
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3. a) On cherche donc g sous la forme g = x0f0+x1f1+x2f2 et, en calculant
tous les produits scalaires, g est solution si et seulement si (x0; x1; x2) est
solution du syst�eme : 8>>><>>>:

1
3
x0 +

1
6
x1 =

1
12

1
6
x0 +

2
3
x1 +

1
6
x2 =

7
6

1
6
x1 +

1
3
x2 =

17
12

D'o�u l'unique solution : x0 = �1
6
;x1 =

5
6
;x2 =

23
6

et g est d�e�nie par : g(x) = x� 1
6
si 0 � x � 1 et g(x) = 3x� 13

6
si 1 � x � 2.

b) La fonction g est la projection orthogonale de la fonction f sur F , donc
pour toute fonction h de F , on a : kf � hk � kf � gk, avec �egalit�e seulement
pour h = g.

Exercice 2-23

Soit p un entier sup�erieur ou �egal �a 2.

On note Ap = (ai;j)1�i;j�p 2 Mp(C ) la matrice de terme g�en�eral :

ai;j =

�
1 , si j = i+ 1 ou si (i; j) = (p; 1)
0 , sinon

1. a) Si r 2 [[0; p� 1]], on pose !r = e2ir�=p et Xr =

0BBBB@
1
!r
!2r
...

!p�1
r

1CCCCA
Montrer que Xr est un vecteur propre de Ap et pr�eciser la valeur propre
associ�ee.

b) Ap est-elle diagonalisable ?

Dans la suite de l'exercice, on se donne un r�eel c 2 ]0; 1[ et on consid�ere trois
suites de nombres complexes (un)n2N, (vn)n2N, (wn)n2N, qui v�eri�ent :

8n 2 N;

8<:
un+1 = cun + (1� c)vn
vn+1 = cvn + (1� c)wn

wn+1 = cwn + (1� c)un

On pose pour tout n 2 N; Xn =

0@ un
vn
wn

1A
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2. a) D�eterminer M 2M3(C ) telle que 8n 2 N; Xn+1 =MXn.

b) Montrer que 1 est valeur propre deM et pr�eciser l'espace propre associ�e.

c) Comparer le module des autres valeurs propres de M �a 1.

3. a) Montrer que les trois suites (un)n2N, (vn)n2N, (wn)n2N sont conver-

gentes. On note `, `0 et `00 leurs limites respectives et X1 =

0@ `
`0

`00

1A
b) Montrer que MX1 = X1. Qu'en d�eduit-on ?

c) G�en�eraliser le r�esultat obtenu.

Solution :

1. a) La matrice Ap est une matrice de hhpermutation circulaire ii et on obtient

facilement : ApXr =

0BB@
!r
!2
r

...
!pr

1CCA = !rXr. Donc Xr est une colonne propre pour

Ap, associ�ee �a la valeur propre !r.

b) Ap poss�ede p valeurs propres : 1 = !0; !1; : : : ; !p�1, donc est diagonal-
isable dans Mp(C ).

2. a) On a : M =

0@ c 1� c 0
0 c 1� c

1� c 0 c

1A.

b) 1 est valeur propre de M , le sous-espace propre associ�e �etant la droite

engendr�ee par la colonne

0@ 1
1
1

1A.

c) On a M = c:I3 + (1 � c)A3, d'apr�es la premi�ere question, les valeurs
propres deM sont donc : c+(1�c) = 1 (d�ej�a vu) et les nombres � = c+(1�c)j
et � = c+ (1� c)j2.

On a : j�j2 = j�j2 = 1� 3
2
c(1� c) < 1.

3. a) La matrice M est diagonalisable dans M3(C ) et il existe P 2 GL3(C )

telle que : M = P

0@ 1 0 0
0 � 0
0 0 �

1AP�1. D'o�u :
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Xn =MnX0 = P

0@ 1 0 0
0 �n 0
0 0 �n

1AP�1X0

La limite d'une suite de matrices s'entendant terme �a terme, on obtient donc :

X1 = lim
n!1

Xn = P

0@ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

1AP�1X0

b) On a Xn+1 = MXn et donc, par propri�et�es des limites (limites de
sommes et produits) : X1 = MX1. Ainsi X1 est une colonne propre de

M pour la valeur propre 1, donc est colin�eaire �a la colonne

0@ 1
1
1

1A, soit

` = `0 = `00.

c) Plus g�en�eralement, si on a p suites complexes (z
(1)
n ); : : : ; (z

(p)
n ) telles

que, pour tout r � p � 1 et n 2 N, z
(r)
n+1 = cz

(r)
n + (1 � c)z

(r+1)
n et

z
(p)
n+1 = cz

(p)
n + (1� c)z(1)n , alors ces suites sont convergentes de même limite,

car les valeurs propres de Mp = c:Ip + (1� c)Ap autres que 1 sont toutes de
module strictement inf�erieur �a 1.

Exercice 2-24

Soit E l'espace vectoriel des polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2, muni
de sa structure euclidienne canonique (c'est-�a-dire telle que la base canonique
soit orthonorm�ee).

On pose F = fP 2 E = P (1) = 0g.
1.) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. D�eterminer une base de F .

3. D�eterminer d(X;F ) (distance du polynôme X au sous-espace F , c'est-�a-
dire inf

P2F

kX � Pk).

Solution :

1. F n'est pas vide, puisqu'il contient le polynôme nul (ou le polynôme X�1)
et clairement : P (1) = 0; Q(1) = 0 =) ;8� 2 R; (P + �Q)(1) = 0. Donc F
est un sous-espace vectoriel de R2 [X ].
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2. Un polynôme de R2 [X ] appartient �a F si et seulement si il est divisible
par X � 1. Une base de F est donc

�
X � 1; X(X � 1)

�
.

3. On cherche une base orthonorm�ee de F et pour cela on orthonormalise la
base pr�ec�edente par le proc�ed�e de Gram-Schmidt, le produit scalaire �etant
hP aiX

i;
P
biX

ii =Paibi et donc k
P
aiX

ik2 =Pa2
i
.

e1 =
X � 1
kX � 1k = 1p

2
(X � 1)

e2 =
X(X � 1)� hX(X � 1); e1ie1
kX(X � 1)� hX(X � 1); e1ie1k

= 2p
6
(X2 � 1

2
X + 1

2
)

On a alors : d2(X;F ) = kXk2 � hX; e1i2 � hX; e2i2 = 2
6
et donc :

d(X;F ) =
q

2
6
= 1p

3
.

Exercice 2-25

On consid�ere R3 muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F le plan
d'�equation : x+ y � z = 0.

D�eterminer les matrices A et B, dans la base canonique, des projections
orthogonales sur F et sur F?.

Solution :

Notons (~e1; ~e2; ~e3) la base canonique de R3 .

? Le plan F est normal au vecteur unitaire ~n = 1p
3
(~e1+~e2�~e3). Si q d�esigne

la projection orthogonale sur la droite F? (qui est engendr�ee par ~n), on a :

q(~e1) = (~e1 � ~n)~n = 1
3
(~e1 + ~e2 � ~e3)

et de la même fa�con :

q(~e2) = (~e2 �~n)~n = 1
3
(~e1+~e2�~e3), q(~e3) = (~e3 �~n)~n = �1

3
(~e1+~e2�~e3).

D'o�u : M(q) = B = 1
3

0@ 1 1 �1
1 1 �1
�1 �1 1

1A.

? Si p est la projection orthogonale sur F , on a p+ q = id, soit :

A =M(p) = I �B = 1
3

0@ 2 �1 1
�1 2 1
1 1 2

1A



76 ESCP 99 - Oral

Exercice 2-26

I. �Etude d'un exemple :

Soit E = R
n muni du produit scalaire canonique et f 2 L(E) de matrice

M =
1

n

0BB@
1 1 : : : 1
1 1 : : : 1
...

...
. . .

...
1 1 : : : 1

1CCA dans la base canonique.

1. Soit x = (x1; : : : ; xn) un vecteur de E. Montrer que : kf(x)k 6 kxk .
2. Montrer que f est un projecteur.

3. D�eterminer le noyau et l'image de f et montrer que Ker f = (Im f)?.

4. Caract�eriser f et retrouver le r�esultat de la question 1).

II. Cas g�en�eral :

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension �nie et p un projecteur de
E.

1. On suppose Kerp et Im p orthogonaux. Montrer que pour tout vecteur x
de E, kp(x)k � kxk.
2. On suppose Ker p et Im p non orthogonaux. Montrer que l'on peut trouver
un vecteur x tel que kp(x)k > kxk.
3. En d�eduire qu'un projecteur p, non nul, est orthogonal si et seulement si :

sup
x0

kp(x)k
kxk = 1.

Solution :

I. 1. On a : f(x) = x1 + x2 + � � �+ xn
n

(1; 1; : : : ; 1) et donc :

kf(x)k2 = (x1 + x2 + � � �+ xn)
2

n

Par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on a :
� nP
k=1

1:xk
�2 � n

nP
k=1

x2
k
, ce qui

signi�e exactement que kf(x)k2 � kxk2.
I. 2. On a M2 =M , donc f est un projecteur.
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I. 3. L'image de f est engendr�ee par le vecteur u = (1; 1; : : : ; 1) et son noyau
est le sous-espace d'�equation x1+ � � �+xn = 0. Or un vecteur (x1; : : : ; xn) est
orthogonal �a u si et seulement si

P
xk = 0 (expression du produit scalaire,

la base canonique �etant orthonorm�ee). Donc Ker f = (Im f)?.

I. 4. f est donc la projection orthogonale sur la droite engendr�ee par u et,
par le th�eor�eme de Pythagore, pour tout vecteur x, on a : kf(x)k � kxk
II. 1. Pour tout x de E, on �ecrit x = p(x) + (x� p(x)) et comme x� p(x) est
orthogonal �a x, le th�eor�eme de Pythagore donne :

kxk2 = kp(x)k2 + kx� p(x)k2 � kp(x)k2

II. 2. Si Kerp et Im p ne sont pas orthogonaux, on peut trouver un vecteur x
non nul tel que x soit orthogonal �a Ker p et x =2 Im p. Alors x� p(x) est non
nul et orthogonal �a x et le th�eor�eme de Pythagore donne ici :

kp(x)k2 = kp(x)� x+ xk2 = kx� p(x)k2 + kxk2 > kxk2

II. 3. ? Si p est un projecteur orthogonal non nul, on a, pour tout vecteur x

de E : kp(x)k � kxk, avec �egalit�e pour x 2 Im p n f0g. Donc sup
x0

kp(x)k
kxk = 1

? Si p est un projecteur non orthogonal, il existe x tel que kp(x)k > kxk et
la borne sup�erieure pr�ec�edente (si elle existe) ne peut être �egale �a 1.

D'o�u l'�equivalence demand�ee.

Exercice 2-27

Dans le R-espace vectoriel S des suites r�eelles, on consid�ere :

E = f(xn) 2 S = 8n 2 N; xn+3 � xn+2 � xn+1 + xn = 0g
E1 = f(xn) 2 S = 8n 2 N; xn+1 + xn = 0g
E2 = f(xn) 2 S = 8n 2 N; xn+2 � 2xn+1 + xn = 0g

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S

2. Montrer que E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de E et donner
une base de chacun d'eux.

3. Montrer que E1 et E2 sont suppl�ementaires dans E. En d�eduire une base
de E.

Solution :

1. E est une partie non vide de S (elle contient la suite nulle), clairement
stable par combinaisons lin�eaires : E est un sous-espace vectoriel de S.
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2. ? E1 est l'ensemble des suites g�eom�etriques de raison �1, donc est la droite
engendr�ee par la suite a = (an)n =

�
(�1)n

�
n
. On v�eri�e que a est un �el�ement

de E, donc E1 est un sous-espace vectoriel de E de base (a).

? E2 est l'ensemble des suites v�eri�ant la relation de r�ecurrence lin�eaire �a
deux termes d'�equation caract�eristique :

r2 � 2r + 1 = 0

1 est racine double de cette �equation et on sait alors que tout �el�ement de E2

est une suite de la forme n 7! �:1n + �n:1n = � + n:�, les param�etres � et
� �etant d�e�nis par les deux premiers termes de la suite. Tout �el�ement de E2

est donc combinaison lin�eaire des suites b = (1)n et c = (n)n. L'ensemble
E2 est donc le sous-espace engendr�e par b et c et ces deux suites �etant non
proportionnelles elles forment une base de E2.

(On peut aussi �ecrire la relation de d�e�nition sous la forme xn+2 � xn+1 =
xn+1 � xn, ce qui caract�erise les suites arithm�etiques)

3. L'application ' : E ! R
3 d�e�nie par '

�
(xn)n

�
= (x0; x1; x2) est clairement

lin�eaire et bijective, puisque la relation de r�ecurrence d�e�nit parfaitement
(justement par : : : r�ecurrence !) une suite x de E �a partir du triplet quelconque
de ses trois premiers termes.

Donc E est un espace vectoriel de dimension 3 et comme on a E1 \E2 = f0g
(v�eri�cation facile), E1 et E2 sont suppl�ementaires dans E.

Ainsi (a; b; c) est une base de E.

Exercice 2-28

Soit A une matrice carr�ee d'ordre n �a coe�cients r�eels et S = 1
2
(A+ tA).

1. Dire pourquoi il existe une matrice carr�ee d'ordre n inversible P , telle que
tPSP soit diagonale, avec P�1 = tP .

On note � la plus petite et � la plus grande valeur propre de S.

2. Soit � une valeur propre r�eelle de A, X =

0@ x1
...
xn

1A une colonne propre

associ�ee.

a) Calculer tXSX en fonction de � et des coe�cients xi.
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b) Soit Y = tPX =

0B@ y1
...
yn

1CA. Exprimer tXSX �a l'aide des valeurs propres

de S et des coe�cient yi. En d�eduire que � � � � �.

3. La matrice A =

0@ 2 1 0
�1 2 �4
0 4 2

1A est-elle diagonalisable dans Mn(R) ?

Solution :

1. La matrice S est sym�etrique r�eelle, elle est donc diagonalisable dansMn(R)
et on peut choisir la matrice de passage diagonalisante P telle que P�1 = tP
(matrice de changement de bases orthonorm�ees).

2. a) On a AX = �X et donc tXtA = �tX , d'o�u :

tXSX = �tXX = �
nP
i=1

x2
i

b) Notons tPSP = D = diag(�1; : : : ; �n), o�u les �i sont rang�es par ordre
croissant (au sens large). On a alors :

tXSX = tXPDtPX = tY DY =
nP
i=1

�iy
2
i

Et donc :

�1
nP
i=1

y2
i
� �

nP
i=1

x2
i
� �n

nP
i=1

y2
i

Mais
nP
i=1

y2
i
= tY Y = tXP tPX = tXX =

nP
i=1

x2
i
, et comme X n'est pas la

colonne nulle, il vient bien :

� = �1 � � � �n = �

3. Pour A =

0@ 2 1 0
�1 2 �4
0 4 2

1A, on obtient S = 2I , d'o�u � = � = 2 et la seule

valeur propre r�eelle possible de A est � = 2.

Si A �etait diagonalisable dans M3(R), elle serait semblable �a 2I , donc �egale
�a 2I , ce qui est �evidemment faux.

Donc A n'est pas diagonalisable dans M3(R).
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Exercice 2-29

L'espace R3 est muni de son produit scalaire usuel not�e h�; �i.
Les vecteurs de R3 sont not�es en colonne.

Trois r�eels a; b; c �etant donn�es tels que a2 + b2 + c2 = 1 et c 6= 0, on pose :


 =

0@ a
b
c

1A et M =

0@ 0 �c b
c 0 �a
�b a 0

1A
1.Montrer que pour tous vecteurs U et V de R3 , on a : hMU;V i = �hMV;Ui.

2. En d�eduire la seule valeur propre r�eelle possible de M et le sous-espace
propre associ�e.

3. D�eterminer une base orthonorm�ee B = (U; V;W ) de R3 telle queMW = 0.

4. D�eterminer la matrice de l'endomorphisme de R3 : X 7! MX dans cette
base B (on la notera A dans la suite de cet exercice).

5. On d�e�nit sur R3 la fonction f : X 7! tXM2X , o�u tX d�esigne la matrice
transpos�ee de X:

Rechercher ses extremums locaux. (Il n'est pas n�ecessaire de d�eriver)

6. Calculer A2, en d�eduire une relation entre M2X et X lorsque h
; Xi = 0.

7. M2 est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. On a :
hMU;V i = t(MU)V = tU tMV = �tUMV = �hU;MV i

On conclut par sym�etrie du produit scalaire.

2. Soit X un vecteur quelconque, on a : hMX;Xi = �hMX;Xi, c'est-�a-dire :
hMX;Xi = 0, et si X est propre pour la valeur propre r�eelle � : �kXk2 = 0.

Comme X n'est pas la colonne nulle, il reste � = 0.

La matrice M est de rang 2, donc son noyau est de dimension 1. On voit
que 
 2 KerM , donc le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 0 est
la droite engendr�ee par 
.
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3. On prend W = 
 (on pourrait prendre �
). Tout vecteur de la forme0@ kc
0

�ka

1A est orthogonal �a 
 et pour prendre U unitaire, on peut choisir

k = 1p
a2 + c2

.

En�n, MU est orthogonal �a U et aussi �a 
, puisque
hMU;
i = �hU;M
i = �hU; 0i = 0.

On peut donc prendre V colin�eaire �a MU = 1p
a2 + c2

0@ �ab
a2 + c2

�bc

1A et ce

vecteur �etant unitaire, on prend V =MU .

4. On a d�ej�a M
 = 0 et MU = V , on calcule alors MV et on trouve �U .
Ainsi la matrice relativement �a B de l'endomorphisme canoniquement associ�e
�a M est :

A =

0@ 0 �1 0
1 0 0
0 0 0

1A
5. Comme M est antisym�etrique : tXM2X = �t(MX)(MX) = �kMXk2.
Il est alors clair que lemaximum de f vaut 0 (et il est atteint pour les colonnes
X colin�eaires �a 
), tandis que f n'a pas d'extremum en un point X tel que
f(X)0, puisque f(tX) = t2f(X), qui n'a pas d'extremum au voisinage de
t = 1.

6. A2 =

0@�1 0 0
0 �1 0
0 0 0

1A, ce qui signi�e que M2U = �U et M2V = �V

(ce sont les deux premiers vecteurs de la nouvelle base, �a un coe�cient
multiplicatif pr�es), donc tout vecteur orthogonal �a 
 est transform�e par M2

en son oppos�e.

7. A et M sont semblables, donc A2 et M2 aussi et M2 est diagonalisable
(on peut aussi remarquer que M2 est sym�etrique r�eelle).

Exercice 2-30

Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension �nie n, avec n > 0.

1. Soient f et g deux endomorphismes de E. D�eterminer une condition
n�ecessaire et su�sante, portant sur Im g et Kerf , pour que f � g soit
l'endomorphisme nul de l'espace E.
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2. Soit F un sous-espace de E et p sa dimension.

Montrer que l'ensemble EF des endomorphismes g de E tels que Im g est
incluse dans F est un espace vectoriel r�eel de dimension np.

3. Soit u un endomorphisme quelconque de E.

On consid�ere l'application 'u de L(E) (ensemble des endomorphismes de E)
dans lui-même d�e�nie par la relation : 'u(f) = u � f .
a) Montrer que 'u est un endomorphisme de L(E).
b) Montrer que si le r�eel � est valeur propre de u, alors � est valeur propre

de 'u, et que la dimension du sous-espace propre de 'u associ�e �a � est �egale
�a n:d�, o�u d� est la dimension du sous-espace propre de u associ�e �a cette
valeur propre �.

c) En d�eduire que si u est diagonalisable, alors 'u est diagonalisable.

d)Application : soit A =

0@ 2 0 4
3 �4 12
1 �2 5

1A. L'endomorphisme  deM3(R)

(espace vectoriel r�eel des matrices carr�ees d'ordre 3 �a coe�cients r�eels) d�e�ni
par la relation :  (M) = AM est-il diagonalisable ?

e) Montrer que si le r�eel � est valeur propre de 'u, alors � est valeur propre
de u.

Montrer que si 'u est diagonalisable, alors u est diagonalisable.

Solution :

1. On a :
f � g = 0() 8x 2 E; f

�
g(x)

�
= 0() Im g � Ker f .

2. L'ensemble EF n'est pas vide, car il contient l'endomorphisme nul, et
est stable par combinaisons lin�eaires (car Im f1 � F et Im f2 � F =)
Im(f1 + �f2) � F ), donc EF est un sous-espace vectoriel de L(E).
D'autre part, l'application j : EF ! L(E;F ), qui �a un endomorphisme g
dont l'image est incluse dans F associe l'unique application lin�eaire bg de E
vers F d�e�nie par : pour tout x de E, bg(x) = g(x), est clairement lin�eaire et
bijective (op�eration de restriction �a l'arriv�ee), donc est un isomorphisme de
EF sur L(E;F ). Ces deux espaces ont donc la même dimension, ce qui donne
la conclusion.

3. a) D�ej�a 'u applique bien L(E) dans lui-même et la lin�earit�e d�ecoule
facilement de la lin�earit�e de u.
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b) Ker('u � �Id
L(E)) est l'ensemble des endomorphismes f de E tels que

'u(f) = �f , c'est-�a-dire tels que (u� �IdE) � f = 0
L(E).

D'apr�es le r�esultat de la premi�ere question, ceci a lieu si et seulement si
l'image de f est contenue dans Ker(u� �IdE). Cet espace est de dimension
d� � 1, donc Ker('u � �Id

L(E)) est de dimension n:d� > 0. Ce qui prouve
que � est e�ectivement valeur propre de 'u et donne en prime la dimension
du sous-espace propre associ�e.

c) Si u est diagonalisable, alors
P
d� = n, la sommation �etant �etendue �a

toutes les valeurs propres de u. Par cons�equent
P
n:d� = n2 = dimL(E),

ce qui signi�e que 'u est diagonalisable (L(E) est somme directe de sous-
espaces propres pour l'endomorphisme 'u de L(E), sans qu'il soit n�ecessaire
de savoir si l'on connâ�t toutes les valeurs propres de 'u).

d) Des calculs simples montrent que A admet trois valeurs propres : 0; 1
et 2. Ainsi A est diagonalisable et, en confondant matrice et application
lin�eaire canoniquement associ�ee, les r�esultats pr�ec�edents montrent que  est
un endomorphisme diagonalisable de M3(R).

e) Si � est valeur propre de 'u, il existe f non nulle telle que u � f = �f .
Pour tout vecteur x tel que y = f(x)0 (il en existe !), on a alors u(y) = �y et �
est valeur propre de u. Ainsi il y a �egalit�e entre l'ensemble des valeurs propres

de u et l'ensemble des valeurs propres de 'u. On peut donc maintenant �ecrire :P
�2spec('u)

n:d� = n:
P

�2spec(u)

d�

Ainsi u est diagonalisable (
P

�2spec(u)

d� = n) si et seulement si 'u est

diagonalisable (
P

�2spec('u)

n:d� = n2).


