1
ANALYSE

Exercice 1.1.

Soient (an)nen, (bn)nen et (cp)nen trois suites réelles définies par leurs
premiers termes ag, by et cg réels et les relations de récurrence :

1
A1 :/ min(x, by, ¢,,) dzx
0

1
bni1 :/ med(an, z, ¢,,) dx
0

1
Crnil :/ max(ay, by, x) dr
0

ot med désigne le réel médian entre trois réels, par exemple : med(c, 3,7) =
3, lorsque a < 3 < 7.

1. Montrer que pour tout n > 1, on a : a, < b, < ¢,.

< b, < 9 En déduire que pour tout

2. Montrer que pour n > 2, on a <3

n>3 onal<a,etc, <1

[ol][UN]

3. Etablir la relation de récurrence suivante, valable pour n > 3 :

b2
Up41 = bn - 7”
bpy1 = %(ai —c2 +2¢,)
1

Cn1 = (1 +07)
4. Montrer que pour tout n > 3, on a :
bpso = %(—41)5; +6b2 +3)

5. En étudiant la fonction ¢ définie sur [0, 1] par ¢(x) = %(—43}3 + 622+ 3),
montrer que la suite (b, )nen converge vers %
En déduire que la suite (a,)nen converge vers % et que la suite (¢p)nen

5

3

converge vers
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Solution :

1. On a toujours min(z, by, ¢,) < med(ay, x, ¢,) < max(z, an, by).
En effet :

c’est clair si med(an,,x,c,) = x, sinon :

si med(an,x,c,) = an, la deuxiéme inégalité est immédiate et pour la
premiére on a bien min(z, b, ¢,) < a,, car dans ce cas min(z, ¢,) < ap.

Le dernier cas se traite de la méme fagon.
D’ot le résultat :

pour n > 1, a, < b, < c,

1
2. On a tout d’abord a,4+1 < / rdr = % < Cpt1; PUIS :
0

1

bpta = | med(ani1,,cni1)de

0
1

1/2
= / max (a1, ) dr + min(z, ¢,41) dz
0 1/2

1/2 1
g/ %dx—l—/ mdx:%
0 1/2

De méme on montre que b, 2 >

ool

1
Il vient alors a,4+3 = / min(z, by12, Cnta) dr > 0 et cpys < 1.
0

3. A partir de 0 < a,, < b, < ¢, < 1, pour n > 3, on déduit par exemple que

1 bn, 1 b2
Apy1 = / min(z, by, ¢,) de = / xdx —|—/ b,dx = b,, — 7"
0 0 ba

On procede de méme pour les autres relations.

4. Par composition, on trouve facilement que :

bno = %(a%-i-l — Chy1 + 2041) = %(—452 + 607, +3)
5. La fonction ¢ vérifie @(%) = % et on a:
Vo € [0,1],]¢/ (@) = Je(l — ) < §xj = §

Par conséquent, pour n > 3 :
51 = le(bn) = e(3)I < 31bu — |
2 2 8 2
Ainsi : Vn > 3, |bay, — %| < %\bg(n,l) — %| et donc :
n—2
|b2n_%|<(%) ‘b _%|

N n—2
De méme : |bo,—1 — %\ < (%) bg — %|

|bn+2 -

On en déduit que les suites (ba,,) et (bana1) sont convergentes de limite % et,

par exhaustion : lim b, = %
n—oo

On en déduit alors lim a, = % et lim ¢, = %
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Exercice 1.2.

1. a) Déterminer 'unique fonction ¢, définie sur R et a valeurs dans R, deux
fois dérivable sur R, et telle que :

©(0) = ¢(1) = 0 et pour tout x réel : ¢’ (r) = —sin(nz).
b) Soit K la fonction de [0,1]? vers R, définie par :

_Jx(l-y) siz<y
K(x’y)_{y(l—x) siz>y’

Etudier la continuité de la fonction K.
2. a) Justifier que pour tout y de [0, 1] et toute fonction f continue sur [0, 1],
1
I'intégrale / K(x,y)f(x)dzx existe.
0

Soit E ’ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0, 1].
Dans la suite, a toute fonction f € F, on associe la fonction g définie sur

1
[0,1], par : g(y) = / K(x,y)f(x)dz.
0

b) Montrer que la fonction g est deux fois dérivable sur [0, 1] et calculer

g"(y). Que valent ¢(0) et g(1) ?
1
Pour deux fonctions h et k de E on pose : (h|k) = / h(z)k(x) dz.
0

3. Soit A lapplication de F vers E définie par A(f) = g.
a) L’application (évidemment linéaire) A est-elle surjective ? Injective ?
b) Montrer que pour tout f de E on a (A(f)|f) = 0.

¢) Montrer que pour tout k de N*| le réel ﬁ est valeur propre de A.
T

Solution :

1. a) Il existe a et b tels que p(z) = L sin(rz) + ax + b et les conditions

2
i
©(0) = 0 puis (1) = 0 donnent successivement b = 0 puis a = 0.
b) On peut considérer la fonction h définie sur R? par h(z,y) = x(1 —y)
et la fonction k définie sur R? par k(z,y) = y(1 — z).

Les fonctions h et k sont clairement continues sur R? et h concide avec K
sur le domaine {(z,y) € [0,1]2,2 < y} tandis que k concide avec K sur le
domaine {(z,y) € [0,1]%,z > y}.

La continuité de K sur [0, 1] en résulte.

2. a) Pour y fixé, x — K(x,y)f(x) est continue, I'existence de I'intégrale en

résulte.

b) Pour pouvoir dériver, il convient d’expliciter un peu g(y) en écrivant :

oly) = / "ol y) () dr + [ v-apw s
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—(1-y) / "ef(@)de +y [a-os@a

Sous cette forme, la dérivabilité est acquise (intégrales fonctions de ses bornes
...), avec :

)= / "ef(@)de+ (1 - y)xyf(y) + [ a-a1@ds =1 0)10)

Yy 1
:—/ xf(m)dx—i—/ (1—2z)f(z)dx
0 y
et en redérivant : ¢'(y) = —yf(y) — (1 —vy

g'=~f
Notons que la forme () donne également g(0) =0 et g(1) = 0.

)f(y), soit :

3. a) E est formé des fonctions continues sur [0, 1] et pour tout élément f de
E, g = A(f) est deux fois dérivable sur [0, 1]. Il n’existe donc pas de fonction

f dans E telle que la fonction A(f) soit la fonction z +— |z — %| et A n’est
pas surjective.

En revanche, soit f telle que g = A(f) = 0, alors ¢’ = —f =0 et f est la
fonction nulle sur [0, 1], donc A est injective.

b) Soit g = A(f), on peut écrire : .
0= [ anroa

Comme ¢” = —f, la fonction —g’ est une primitive de f et une intégration
par parties donne alors :
1 1
1
A0 = [ a0rw = [-gg @l + [ o090
0 0
et comme ¢(0) = g(1) =0, il reste :
1
A1) = [ 9050 d=0
0
¢) Le calcul fait en 1. a) montre que :
si f:x sin(krx), alors g = A(f) : z — k2—12 sin(kmz)
T
1
k2n?

Donc f est propre pour A, associée a la valeur propre

Exercice 1.3.

Soit (uy,) la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence :
1
VUn

Up+1 = Un +

1. Etude de la suite (u,,).
a) Justifier 'existence de cette suite.
b) La suite (u,) est-elle convergente ?

¢) Démontrer que, pour tout n > 1, /n < u, < 2n.

2. Recherche de modeles.

a) Existe-t-il une suite géométrique (g, )nen qui vérifie g1 — gn ~ .

N
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b) Existe-t-il des réels A et « tels que la suite définie par : v, = An®,

_1 5

Von

3. Etude d’une variable aléatoire discréte X qui prend pour valeurs les termes
de la suite (uy,).

vérifie vy 41 — vy ~

a) Soit § un réel positif. Montrer que la suite (p,)nen définie par :
11
un)ﬁ (unJrl

P )
définit une loi de probabilité.
b) Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par :
X(92) = u(N) et pour tout n € N, P(X = uyp) = pn.

Donner des valeurs de 3 pour lesquelles on peut assurer que X admet une
espérance et d’autres pour lesquelles on peut assurer que X n’en a pas.

Faire le méme travail pour la variance.

Solution :

1. a) Il est clair que les calculs se font dans R et I'existence de u, entraine
alors que u, > 0 et u,41 existe. On conclut par le principe de récurrence.

b) Pour tout n, up41 — up = 1 > 0 et la suite est croissante.
Uy,
Si elle convergeait, sa limite £ serait dans R’} et vérifierait £ = £ + 1 , ce

Vi

qui est absurde, donc (u,,) est croissante, non convergente et :

lim u, = +oo.
n—oo

¢) On a V1<u < 2, donc la propriété demandée est vraie au rang 1.

Supposons que pour un certain n, on ait v/n < u, < 2n, alors :

1 1
* Uptl = U, + — <2n+ 5 <2n+1<2(n+1
1 \/ﬁn )11/4 ( )

*un+1:un+\/%>\/ﬁ+%n
n Vv

11 reste alors & vérifier que /n + \/% > vn+ 1, soit n + 1 + 2 >n+1,
n

2n 2
ce qui est clair. Ainsi u,41 = vVn + 1.
On conclut par le principe de récurrence :

Vn>1,yn<u, <2n

2. a) Pour définir 1 , il est nécessaire que la suite soit & valeurs dans R,
n

d’otl1 :
* Sig, = aq” et si 0 < ¢ < 1, on a gyt1 — g — 0, tandis que
n—oo
1

— 400, il est donc exclu que ces termes soient équivalents.

VGn T

*Si g, =aona gy — g, =0, tandis que = L ces termes ne sont

1
Vin  Va

pas équivalents.
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_>O7

*Sig,=aq" etsig>1,onagy1—9g, — +00, tandis que
n—oo ’/gTL n—oo

il est donc toujours exclu que ces termes soient équivalents.
Il n’existe pas de suite géométrique qui convient.

b) Si v, = An®, on a :

1 _
* Upg1 — U = An®((1+ 1) = 1) ~ Anax% = Aan®~1

1 — L nfa/Q
Von VA
Pour obtenir I’équivalence souhaitée, il faut donc prendre « tel que % =1-aqa,

2/3

*

it =2 pui — 1 qona=(3
501ta—37pu1sAa—\/Z,douA—(Q)

oo
3. a) Clairement p,, > 0 et par télescopage > p, =1— lim (L)ﬂ =1:o0n

n—0 n—oo Up

a bien défini une loi de probabilité.
b) Ecrivons p, = %(1 — (uin),@) = L(l - (M)iﬁ)
U

n Un+1 ug Un,
Ainsi : ) ) )
Pn=-5(1—(1+ —m5)"") ~ Bx 3
ul) u/ ui“‘?
et :
npn"“ﬁ><#§n2pn’\’ﬁ>< ﬂl_l
Un 2 Un 2
i B_ 1
*Si g > %, comme u, > /n, on a u5+2 >n2t1 et g—i—i > 1, donc la
1

série de terme général converge et la série de terme général np, est
B+

n
(absolument) convergente. Ainsi X admet une espérance.

1 1
* Si g < %, comme u, < 2n, on a u£+2 < (2n)6+§ et ﬁ—i—% < 1, donc

la série de terme général ﬁ diverge et la série de terme général np,, est
3
mn
divergente. Ainsi X n’admet pas d’espérance.

On raisonne de méme pour l'existence de Y n?u, en décalant simplement
d’un cran, c’est-a-dire en distinguant les deux cas 3 > % et B < %

Exercice 1.4.

1. On considere une fonction f de classe C? de R? vers R. Pour tout z réel,
on pose :

1
F(z) = / flz,t)dt
0
a) Soit zo € R. Montrer que :

2
IM eRY,Y (x,t) € [10 — 1,20 + 1] x [0, 1], %(x,t)] <M

b) Etablir que :
1
Vhe|-1,1], |F(zo + h) — F(zo) — h/ %(wo,t) dt‘ < hQ%
0
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¢) En déduire que F est dérivable sur R et donner une expression de sa
dérivée sous la forme d’une intégrale.

2.P0urn€Netx€Ronpose:1
I,(z) = / (1 — %)™ cos(tz) dt
0
a) Montrer que I, est dérivable sur R et exprimer I/ (z) sous la forme d’une
intégrale.
b) Etablir une relation entre I, (x) et I’ (x).
¢) Démontrer que I,, est de classe C* sur R.

d) A Paide d’'une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I,11(0) et I,(0). En déduire I,,(0).

e) En utilisant la notation factorielle, exprimer la somme :
n (_1)k

kz::O 2k +1)k!(n—k)!

Solution :

2
1. a) Le réel z( étant fixé, lapplication (x,t) — %(x,t) est continue
x
sur [zo — 1,29 + 1] x [0,1] qui est une partie fermée bornée de R?. Cette
application est donc bornée sur cet ensemble. Cela prouve 'existence d’un
réel M strictement positif tel que :
2
V(@) € [zo — 1,20 + 1] x [0, 1], y%(m)y <M
x
b) Fixons un réel zo dans R et un réel ¢ dans [0, 1]. Considérons la fonction
© définie sur R par p(z) = f(x,t).
La fonction ¢ est de classe C? sur R et 'on a :
@) = Uty et (@) = Thiat)
ox ox
Appliquons-lui I'inégalité de Taylor-Lagrange sur lintervalle [xg, zo + h] :
(w0 +h) = p(ao) — he'(wo)| < W22
ce qui s’écrit encore :
@0+ ht) = S@o,t) = (o, < w22 ()

2
D’autre part :

|F (20 + h) — / (o, t) dt| = ]/ f(xo + hyt) — f(xo,t) — h%(zo,t))dﬂ
d’our :
| Py + h) — / (w0, ) dt| g/ |f(.1:0+h,t)—f(ac0,t)—haf 20, )|t

Comme la majoration (1) est valable pour ¢ quelconque dans [0, 1], on obtient :

|F 170+h / 3f .Z’o, dt| 17 %

d’ou le résultat demandé.

¢) En divisant les deux membres par |h| pour h non nul, il vient :
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On en déduit :

}llil’% F(l‘o + h) LEQ / 8f an dt

ce qui prouve que F' est derlvable en zg. Ce resultat étant valable pour xg
quelconque dans R, on conclut que F' est dérivable sur R et que :

Ve e R, Fl(z) = gi( t) dt

a) L’entier naturel n étant fixé, posons : f : (x,t) — (1 — )" cos(tx).
Cette fonction, en tant que composée et produit, est de classe C* sur R?,
donc a fortiori de classe C?. D’autre part : g—f(a?,t) = —t(1 — t*)"sin(tz),

x

donc la fonction I,, est dérivable sur R et :
1
Ve eR, I (z) = / —t(1 — 3" sin(tx) dt
0

b) Intégrons I/ (x) par parties :
{ u(t) = sin(tx) = v/(t) = xcos(tx)

V() = —t(1 — 2)" <= (t) = 72(n1+ Ty (1=t

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [0,1], il vient :

1
I (x) = [m(lfﬁ)nﬂ Sin(t:c)];—/o m(lfﬂ)nﬂxcos(tz) dt

et, finalement :
I (z) = —ﬁ]nﬂ(x)
¢) On vient de montrer que pour tout n de N, la fonction I,, est dérivable,
sa dérivée s’exprimant avec I, 11, donc la dérivabilité de I, montre que I,
est en fait de classe C2, puis le fait que I,,;1 est de classe C? montre que I, est
de classe C3. On conclut en mettant en place un raisonnement par récurrence
simple.

d) Intégrons I,,11(0) par parties :

1 1
L) = [ 1=yt = -2 ] - [t D200 -2
0 0
donc :
I,:1(0) =2(n+ 1)/1t2(1 —t2)dt = 2(n + 1)/1(1 — (1 =) (1 —t*)"dt
0 0
ce qui donne :

Lp1(0) = 2(n + 1)1, (0) — 2(n + 1) Ip41(0), d’ott Tny1(0) = 2;271;))1”(0)

Comme I(0) = 1, on obtient :

L,(0) = 2(n)x2(n—1)x...x2(1) _ [2"n!]?
(2n+1)x(2n—1)><...><(3) (2n—|—1)!
e) Comme, d’autre part :

1,(0) = /01 é:o (Z)(—l)kt%dt _ kzizo(_l)k<z> [ﬁﬁlﬂrl}é
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n (mn
B k;(_l)k(k) 2k1+ 1
En rapprochant les deux résultats obtenus pour I,,(0) et en remplacant les
combinaisons par leur version factorielle, on obtient :
Xn: (=" _ 2%yl
=0 2k + Dkl (n—k)!  (2n+1)!

Exercice 1.5.

Soit I = [0,1], on note pour p > 0, CP(I) I'ensemble des fonctions définies
sur I et dont les dérivées jusqu’a l'ordre p sont définies et continues sur 1.
On considere € = {f € C3(I)/f(0) = f(1) = 0}.
1. a) Montrer que € est un sous-espace vectoriel de C3([).

b) Soient 2 réels a et b tels que : 0 < a < b < 1 et s la fonction définie sur
I par :

s(z) = (r —a)(z —b)* sia<z<b
0 sinon
Montrer que s est dans £.

) Soit k € Cl( ) Montrer les equlvalences
erg/ w—0<:>Vf€€/ f(z)dx=0

= Vzel0,1],k(z)=0

Indication : pour la derniére implication directe, on pourra raisonner par
contraposée, en supposant que k' n’est pas la fonction nulle et en utilisant
alors une fonction du type s, défini en b), pour des valeurs de a et b bien
choisies).

2. Soit g : I x R = R, (z,0) — g(z,0), une fonction de classe C*(I x R).
1
Soit la fonction : ¢ de R dans R définie par : p(0) = / g(z,0) dz,
0

a) Montrer que : 3M > 0,V h > 0,|g(z, h) — g(z,0) — h%(x,0)| <h:M
1
b) En déduire la dérivabilité de ¢ en 0, avec ¢’ (0) = %(SL’, 0) dx.
0

3. Soit la fonction 1 : [ x R — R, (z,u) — (z,u) = % — ux.
On considere ’application :

1 @)
UV:£E—-R,f n—>/ P(xz, f(x)) dx :/ (Tm —af'(z)) dx
0 0
On dira que ¥ admet un minimum strict sur £ en la fonction y si :
Viel f#y = Y(f)—¥(y) >0.

a) Montrer que si ¥ admet un minimum strict sur € en y, alors, pour toute
fonction f non nulle de &, I'application Gy : R — R, 0 — U(y + 6f) présente
un minimum local strict en 6 = 0.

b) Utiliser la question 2 pour prouver que G est dérivable en 0 et que :
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G;m>:3é (' (z) — 2)¢(z) da.

En déduire que si ¥ présente un minimum strict en y € £, aors x — y'(z) —x
est constante sur 1.

Solution :

1. a) £ contient la fonction nulle et est stable par combinaison linéaire.

b) Comme a et b sont racines d’ordre 4 du polynéome (X — a)*(X — b)4,
les dérivées a gauche en b et a droite en a sont nulles jusqu'aux dérivées
troisiemes. Comme les dérivées a gauche en a et a droite en b sont toutes
nulles, il en résulte que s est bien de classe C3 sur [0, 1]. Enfin, on a clairement
s(0) = s(1) =0. Bref s € £.

¢) En intégrant par parties, pour f € £ :

1 ! = 1—1/$$3’J——1/5L‘1‘£L‘
| r@r@ s = @l - [ R@f@ = - [ ¥

0
Ce qui démontre la premiere équivalence.

Supposons lintégrale nulle. Si k' # 0, il existe un segment [a,b], avec
0 < a < b < 1surlequel &' (étant continue) est (par exemple) positive,
Vx € [a,b], K (z) > 0.

Alors, pour f = s (la fonction définie & la question précédente), on aurait :
1

/ E'(x)f(x)dx >0

0
ce qui contredit I’hypothése. Donc &' = 0 sur I, ce qui entraine que k est
constante sur I.

a) Soit h > 0, par I'inégalité de Taylor sur [0, h] :

(. h) — g(,0) — h 22 (2,0)| < me|

06 2l =M

06>

ce qui a bien un sens, puisque 6 — %(m ) est continue sur I borné, donc
majorée par un réel 2M > 0.

) Ainsi : / |g z.h) —g(x,0) _ 99 (x,0)|dx < hM et, a fortiori

89
‘wm;wm> ggxom‘
d’ol1, en passant a la limite lorsque h tend vers 0 :
2(0) = §g<x 0)dx

3.a) Ona:Gf(0) = F(y+0f). Donc :
F présente un minimum strict = V0 # 0, F(y+0f) > F(y)
= V0 #0, Gf(@) > Gf(O).
b) On pose g(x,0) = ¥(x,y'(z) + 0f'(x)), alors g est de classe C2(I x R)
(car ¥ € C3(I x R) et f et y sont dans C3(I)).
On peut appliquer le résultat de la question 2 :
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1
Gy est dérivable en 0 et G'(0 % (x,0)dz.
0

Ona:g(z,0) =1/ (x)+0f (x ))2 z(y'(x) +0f'(x)), dou :
§9<x 0) = o/ (2)f' () + 0f *(2) — 2 (=)
0 /
I CONEREC
d’ott : G%(0) :/0 (y'(z) — x)f(z)dz.
Si F présente un minimum strict en y € £, alors : Vf € &, G}(O) =0, ce qui
donne V f € 57/0 (v (z) — x) f'(z)dz = 0, soit :

IC eR,Vz eI,y (x) —x=C (en utilisant 1. ¢)

Exercice 1.6.

b) Justifier, pour tout v < 1, In(1 —u) < —

¢) On définit une suite (a,) par ag = 1, a1 = 1/2 et, pour k entier, k > 2

g = (—1)b-1 LB x(2k—3) _ (k! I’i[ 2j —3

2’%' 2 502
A Daide des questions précédentes, montrer que pour tout k > 1
2 \3/2
lax| < (m)

a) Soit g :] — 1, 4o00[— R, la fonction définie par g(t) = /1 +¢.
Montrer que, pour tout ¢t > 0 :

n n 3/2
o) = 3 axtt] <7 (72)

b) Soit f la fonction définie pour x réel par :

1
f(z) :/ t=r/T+tdt
0

Déterminer le domaine de définition D de f.

¢) Montrer que, pour tout = de D :

f@)= %
=0 k+1l—=x

Solution :

1. a) La fonction x +— % est décroissante sur R}, donc pour j > 2,

1y ”1@
Jj- T’
p

ar sommatlon il vient :

k k+1
»is [ o (g

j=2




16 ESCP-EAP 2006 - Oral

b) Cette inégalité classique résulte de la concavité de la fonction logarithme
népérien.

¢) On a : In(|ag]) :ln(%) + Xk: In(1 — %) < _% Xk:

I
_
4
N

o=
~
]

o

2. a) On a g(t)
/ 1 - 1 1 -3 .
g'(t) = 5(1 +t)"2, 4" () = §><( — 5)(1 +t)” 2, et par récurrence, on
obtient :
g W) (8) = Klag(1 + )2 "

L’inégalité de Taylor—Lagrange en 0 donne alors, pour ¢t > 0 :

k (n+1) < gntl ¥l 2 \3/2
|g(t) — Zakt | < +1) Oitigtlg (W] <#"Hana| <" (55)

b) La fonctlon & intégrer est continue sur ]0, 1] et équivalente & t — ¢t~ au
voisinage de 0. Ainsi I'intégrale converge si et seulement si —z > —1, soit :
D =]-00,1]
¢) On écrit :

n n 1
a _ _ k—x
|f(x) - kgo k+ lkf x‘ B ’f(:z:) kgofo ot dt{
1 n
g/ | VI+ = Y axt®|dt
0 k=0

L 3/2 3/2
g/otﬂ () dt < ()" =20

+‘2 n—k2 n— oo

Ce qui veut dire que pour x € D :

fa) =S
o k+1—x

Exercice 1.7.
Soit p un entier naturel.
$p+1

e " .
e’ —1

+oo
Pour tout entier naturel n, on note S,, = /
0

1. Montrer 'existence de S,,

+oo
2. Pour a et b entiers naturels, avec b > 0, on note T'(a,b) = / %~ d.

0
Montrer l'existence de T'(a,b) et calculer T'(a,b) en fonction de a et b.

3. Pour n > 1, montrer que pour tout réel > 0, on a :

—nx

— —kx [S
emfl kZ::le +e“"71
4. En déduire : Vn > 1,5 = (p+ 1)! ka+2+5

5. Montrer que la suite S;, est convergente.
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6. Déterminer lim S,,.
n—-+4oo

7. Conclure.

Solution :
p+1
1. x La fonction f : z — -L . e~ est continue sur |0, +oo[ et puisque
ot _
lin}) L T = 1, f est prolongeable par continuité en 0.
x—0 " —
1

* La présence du facteur suffit pour assurer que 'on a lir4r_1 22 f(x) =
r—T00

T —
0, et la convergence pour la borne infinie résulte de la régle de Riemann.

2. En posant bxr = t, il vient :

+oo “+o0 o d “+o0
/ 206 Jp — / (i) o—tdt _ a1+1/ patl—lo—t gp — %ﬂr(a_ﬂ)
0 0 b b 0 b

Ce calcul prouve l'existence de T'(a,b) et donne en prime :

|
T(a,b) = #

3. Pour z > 0,on a0 < e* < 1, ce qui permet d’utiliser 'identité géométrique,
qui s’écrit :
—x e—(n+1)z 1 —nz

n n
Z e—k:w — E (e—w)k _ € _1—-e€
k=1

=1 1—e™® e’ —1

et, en séparant :

1 A
= e + -~
em -1 k,zz:l ex -1

4. En multipliant la relation précédente par P! et en intégrant, il vient :

n +o0 n
So=>_ / wPHle ko der + S, = > T(p+1,k) + S,
k=1J0 k=1

So=(p+1!'Y kp1+2 + 5,
k=1

5. La série de terme général k > 1 est une série de Riemann convergente,

_1_
kp+2’
puisque p 4+ 2 > 1.
n

1
Comme S,, = So—(p+1)! PO

la convergence de la suite (S),) en résulte.

1

6. La fonction x — xP 1 est prolongeable par continuité en 0 et de limite

e£
nulle en +oc.
Par conséquent cette fonction (positive) est majorée sur R* et si on note M

un majorant, on a :
+oo

+o0
p+1
0<S, = L e ™"dr < Me o de =M 0
x
0 et — 1 0 N n—oo

lim S, =0

n—o0

7. On a donc montré 1’égalité :

—+o0
p+1 x 1
Sp = 2" g =
0 /0 O kglkp+2
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Exercice 1.8.
1
Soit n € Z, on note u,, = / 2™ In(1 + ) dz.
0
1. Pour quelles valeurs de n € Z, le réel u,, est-il défini ?
2. a) Montrer que la fonction z — In(1 4+ ) est concave et en déduire que
pour tout  de [0,1] : (In2).2 < In(1+z) < z.
b) Montrer que : Vn > —1,In2 < (n + 2)u,, < 1.
¢) Quelle est la nature de la suite (u,,), de la série > u, ?

n n (_1\k
3. Soit n € N, on note S,,(z) = > (—2)f et T,, = > (k+1)1 .
k=0 k=0

a) Etudier les suites (Tb,) et (T2p+1), en déduire la nature de la suite (7),).

b) On consideére le programme Pascal :
program Oral-escp ;
Var K,N,signe :integer ; t : real;

begin
for N :=0 to 99 do
begin
for K :=0 to N do
begin
t :=t + signe/(XK+1) ;
signe :=-signe;
end ;
writeln(t) ; end;
end.

Le corriger de telle sorte qu’il affiche les 100 premiers termes de la suite
a%)i%w-wjﬁ'
xn+1
1+
b) En intégrant par parties en déduire :
(n+1u, = (In2)[1 + (=1)"] + (=1)"*T,
5. En déduire un encadrement de la suite T,.

(—1)" 8, (z) + (1)t

4. a) Montrer que si z # —1 : T2

6. Etudier la nature de la suite (n.uy,).

Solution :

1. Pour tout n € Z, x — z™In(1 + z) est positive et continue sur ]0, 1].

e Sin >0,z z"In(l + z) est continue sur [0, 1], donc intégrable.

e Sin=-1, x — z"™In(l + ) admet un prolongement par continuité en 0,
en posant 0 — 1.

e Si n < 0, au voisinage de 0, 2" In(1 + 2) ~ 2"*!. Par référence standard,
u, existe si et seulement si —m — 1 < 1, soit n > —2 donc n > —1.

u, existe si et seulement sin > —1.

2. a) La fonction x — In(1+x) est de classe C? et de dérivée seconde négative
sur [0,1]. Par concavité, elle est au-dessous de sa tangente en 0 et au dessus
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de la corde joignant l'origine au point (1,1n2) pour ses points d’abscisse
telle que 0 < = < 1. Ce qui donne, pour tout = de [0, 1],
In2-2<In(l+2z) <.

b) 1l suffit de multiplier les inégalités précédentes et d’intégrer sur [0, 1]
pour obtenir, pour tout n > —1
In2<(n+2)u, <1

¢) La premiére inégalité montre que la série Y u,, est divergente.

3. a) On vérifie que la suite (T5y,), est décroissante alors que la suite (Top41)p
est croissante. De plus

lim |1y, — T = lim == =0
po>too |T2p 2p+1] potoo 2p+1

montre que les deux suites sont adjacentes et donc convergent vers une méme
limite.

b) Il manque essentiellement les initialisations de ¢ = 0 et signe=1. Ainsi,
un programme possible est :

Program QOral ;
Var K,N,signe : integer ;

t : real;
Begin
For N := 0 to 99 do
Begin

t := 0; signe :=1;
For K := 0 to N do

Begin
t := t+signe/(K+1) ;
signe := -signe
end ;
writeln(t)
end ;
end.

4. a) S, (x) représente la somme partielle d’une suite géométrique de raison

—x. Donc o
1—(=1)"" 2"
Sn(x) = ( 1 lz

b) En intégrant 1’égalité ci-dessus entre 0 et 1, il vient :

! " ! +1 ! dz
— (— n — n
/01+xdx—( 1)/OSn(a:)dx+( 1) /01+x
Et une intégration par parties (licite car les fonctions sont de classe C*) de
la partie gauche de ’équation précédente donne :

(n+ Ly = (n2)(1 + (~1)") + (~1)"T,

5. Pour n pair, il vient T,, = 2In2 — (n + 1)u,, et en utilisant 'encadrement
< 3In2
~X 2 .

trouvé pour u,, on obtient : 2In2 — 1 < T,

Pour n impair, T, = (n + 1)u, et : IHTQ <7, <1

Donc, dans les deux cas :
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1 1
i . _ de  _ _1)ntl LH
6. Par la question 4. b).an—/0 1+x—Tn+( 1) /0 1—|—xd$'
lxn—i-l 1 1 1
N — = e n+ = — —
Donc : |In2 — T, /0 1+xd$</0 " dx ) n_,oo()'
Et :
lim T, =In2
n—-+oo

Or, pour n pair, : (n+ 1)u, = 2In2 —T,, et pour n impair, (n + 1)u, = T,.
Par conséquent, en regroupant ces deux cas :
lim (n+ 1)u, =1n2

n—oo
Par la question 2, on sait que 11141_1 Uy, = 0. Ainsi :
n—-—+oo
lim nu, = lim (n+ 1)u, =1n2
n—-+oo n—-4oo

Exercice 1.9.

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel.
On se propose d’étudier ’ensemble A des suites réelles vérifiant pour tout
entier naturel n, la relation de récurrence :

Up+2 = Up41 + 2un + (—1)”
1. Montrer qu’il existe un réel o que 'on déterminera, tel que la suite w
définie par : Vn € N, w,, = a.n.(—1)", soit élément de A.

2. Montrer que u appartient & A si et seulement si la suite v = u — w vérifie
une relation de récurrence linéaire d’ordre deux.

3. Calculer v,, en fonction de vy, v1 et n, puis en fonction de ug, u; et n.
En déduire u,, en fonction de ug, ui et n.

Donner un équivalent simple de u,,, lorsque n tend vers +o0.

4. On suppose ici que ug = u; = 1. Calculer u,, en fonction de n.

Montrer que, pour tout entier naturel n, |u,| < 2" — 1.

Solution :

1. On remplace u,, par an(—1)" dans I’équation de récurrence et on obtient
o1

Upt2 = Upt1 + 2Up + (_1)n

Wp42 = Wn41 + 2wn + (*1)”4

En soustrayant, la suite v = u—w est élément de A si et seulement si v vérifie
la relation de récurrence :

2. Pour tout n € N : {

VneNuv, 12 =v,41+ 20,

3. L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence précédente
est 72 — 1 — 2 = 0. Les réels —1 et 2 en sont les solutions. Aussi, il existe
(\, 1) € R2, tels que pour tout n € N :

Up = A(=1)"™ + p2m

En considérant les conditions initiales vg, vy, il vient :
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(v0+v1), A= (21}0—’1)1)

Wl

,LL:
et :

Wi o=

(200 = v1) (=1)" + 1 (v + v1) 2

Up =

Un calcul immédiat donne vy = ug et v1 = u; + % Donc :

Un =% | (2up — w1 — $)(=1)" + (uo + w1 + $)2" |, et up = v, + Fn(~1)"

Par conséquent :

o Si (ug+uy + %) # 0, alors u, ~ %(uo +ug + %)2”
e Si (ug +uy + §) =0, alors (vy,) est bornée et u, ~ %n(fl)".

4. On applique les résultats des questions précédentes. Il vient :

U = § (2(=1)" 4 72" 4 3n(~1)")
Enfin, on vérifie la propriété |u,| < 27T — 1 par récurrence sur n :
e c’est immédiat pour n =0,n=1;
e supposons la propriété vérifiée pour ug, avec k < n + 1. Alors :
[unya| < Jupy1] + 2un| +1 <272 = 14227 — 1) +1 < 27+3 — 1

On conclut par le principe de récurrence.

Exercice 1.10.
On considere lapplication f de R? dans R définie par :
£ (@) = k(cosz)e,
ot k € ]0,1/4/2[. On désignera par I le segment [0, 1].
1. Montrer que f(I x I) C I.
2. Soient (u,v) et (u',v") deux éléments de I x I. On définit 'application ¢
sur [0,1], en posant :
o) = flu+t(u —u),v+t( —v))
Montrer que ¢ est dérivable sur [0,1] et calculer /().
En déduire que : |f(u/,v") — f(u,v)| < kv2max(ju’ — ul, [v" — v|).
3. Soit (a,b) € I x I.
On pose up = a, u1 = b et upq9 = f(tn, unq1), pour tout entier n.
Vérifier que la suite (u,,) est bien définie.
4. Pour n € N, on définit la suite (v,,), par :
Uy = max(|unt2 = Un1l; [Unt1 — Unl)

a) La série Y v, est-elle convergente ?

b) Montrer que la suite (u,) est convergente.
5. On counsidére la fonction g d’une variable réelle définie par g(t) =
k(cost)e™t —t.

a) Etudier la fonction g sur l'intervalle 1.

b) En déduire qu’il existe un unique réel £ € I tel que g(£) = £.

¢) Montrer que la limite de la suite (u,) est indépendante du choix de

(a,b).
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Solution :

1.Ona0<k<1,cos(I)Cletpourzel,0<e *<1,donc f(IxI)CI.
La fonction ¢ — @(t) est dérivable sur [0,1] comme composée de fonctions

dérivables et par théoreme :

@(6) = (o — ) 2L (w1’ — w), 0 4 10"~ v))

+ (= v)g—:{;(u +t(u —u),v+t(v —v))

Par 'inégalité des accroissements finis :

[f (W 0") = flu,0)] = (1) = (0)] < sup |¢'(1)]

te(0,1]

Or
of T _ . of _ .
|%(x,y)| = |ksinz.e7Y| < ksinz , et |a—y(x,y)| = |kcosz.e”Y| < kcosz
entrainent que :

(', 0") = f(u,0)] < kv2Zmax(|u’ —ul, [v" —])
3. La suite (u,,) est bien définie puisque f(I x I) C I.

4.8) On a: [unts — Unga| = |f(Un1, Unga) = f(Un, Unt1)] < kV205.

Ainsi v,41 < kv/20,,.
Cette majoration par une suite géométrique de raison strictement inférieure
a 1 entraine la convergence de la série >" v,,.

b) La série Y (un4+1 — uy) est donc absolument convergente, et a fortiori
convergente.

Par «télescopage », cela entraine que la suite (u,) est elle-méme convergente.

5. a) La fonction ¢ — g¢(t) est continue sur I, dérivable et :
g'(t) = —k(cost +sint)e" —1 < 0.
Cette fonction est strictement décroissante de I sur [k, g(1)], avec g(1) < 0.

b) On invoque la question précédente et le théoréme des valeurs in-
termédiaires.

¢) Notons A la limite de la suite (u,,). Par continuité de f, il vient :
A= f(A\A), s0it g(A) =0et A=/
Donc A ne dépend que de £!

Exercice 1.11.
Soit n € N*. On pose :

1
A= inf / (1 + a1t + ...+ xpt™)2dt
)ER" 0

(1,50

1. Justifier I'existence de A.
1
2. En considérant le produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt défini sur

0
R, [X], établir lexistence et 1'unicité de (aq,...,a,) € R™ tel que :
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1
A:/ (14 ait+...+apt™)?dt
0

On définit alors la fonction F' par :

Vm6R\{—1,—2,...7—n—1},F($‘):x_1+_1+xa7_¢2+"'+#

3. Montrer que : A = F(0).
4. Déterminer lim (x + 1)F(z).

r——1
5. Prouver que : Vk € [1,n], F(k) = 0.
6. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] vérifiant :

_ P(z)
Ve €R\{-1,-2,...,-n— 1}, Flz) = (z+1)(z+2)-(x+n+1)

7. Etablir que : P(X) = — le (1= X)2=X)- (n— X).

8. En déduire que : A = ﬁ

Solution :

1
1. L’ensemble {/ (I+zyt+- -+ a,t") dt} est un ensemble de nombres réels

positifs, et est donc minoré. Aussi A existe-t-il.

1
2. Munissons R, [X] du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt. Avec

0
ces notations, A n’est autre que la distance de 1 au sous-espace F =
Vect(X, ..., X™).
On sait, par le cours, que non seulement cette distance existe mais qu’elle est

atteinte en un unique polynéme de F' qui est la projection orthogonale de 1
sur F.

Ce polynéome Q(X) = > —a; X* est de plus défini par :
i=1
pour tout j € [1,n], (1 — Q(X), X7) = 0.
3. A DPaide de la norme euclidienne associée au produit scalaire :

A=[1-QX)IP=(1-QX)1-QX))=(1-QX)1)

1
0

4.0mn a: )
— ay L
@+ DF@) =@+ D(Gog T 752+ Y o5asT)
et lim (x4 1)F(z) = 1.

T——

5. Par la remarque faite a la fin de la question 2, on sait que, pour tout
kell,n]:

1
/ (14+ait+---+a,t")tFdt =0
0

soit :
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0:

1 < a; _
e O ey )
6. La réduction au méme dénominateur de la fraction définissant F' mon-

tre Dexistence du polynéme P. De plus ce polynéme est unique, car si
P(z)
l'on a, pour tout x de R\ {—1,-2,...,—n}, =
P e AN P T P By ey
Qx) , alors le polynome P — () admet une infinité de
(x+1)(xz+2)---(x+n)

racines, donc P = Q.

7. le polynome P est de degré n. Les deux questions précédentes montrent
que pour tout k € [1,n], P(k) = 0. Ainsi, il existe une constante C' réelle
telle que P(X)=C(X —1)--- (X —n).

P(z)

Enfin, zlinjl(x +1)F(z)=1= xlixgl(a: + 1)(x @it ) entraine
que
_ ="
C_n+1
8. Finalement, pour tout x € R\ {-1,-2,...,—n—1}:
1 1-2)2—2)-- (n—2x) 1
F(z) = t A=F(0)=——5
@) = T G DD @t 0) =1

Exercice 1.12.

1. On considere les fonctions hyperboliques définies par :

t_ ot ot
sh(t) = =&~ —Qe et ch(t) = & L& +2€

a) Etudier rapidement ces deux fonctions et esquisser leur représentation
graphique, dans le plan rapporté a un repere orthonormé.

b) Montrer que I'on a : pour tout réel , ch?(t) — sh?(t) = 1.
2. Pour toute fonction f de classe C'* sur un intervalle [a, b], on admet que la

longueur L(f) de la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un
repere orthonormé, est donnée par :

b
L) = [ VIF TP

a) Calculer la longueur de la courbe z — ch(z), sur un intervalle [a,b]
donné de R.

b) Montrer que la fonction v : t — /1 + ¢ est convexe sur R. En déduire
I'inégalité :

pour tout couple (s,t) € R2,9(t) = 9(s) + (t — s)¢/(s)

c¢) On suppose désormais que f est une fonction convexe de classe C? sur
un intervalle [a,b] et que g est une fonction de classe C? sur [a, b] telle que
g(z) < f(x) pour tout z € [a,b] et qui vérifie : g(a) = f(a) et g(b) = f(b).
En utilisant 'inégalité précédente, prouver que L(f) < L(g).

d) On considere une fonction g de classe C? sur un intervalle [a, b] qui est
telle que g(z) < ch(z) pour tout = € [—1,1] avec g(—1) = g(1) = ch(1).
Quelle inégalité portant sur L(g) en déduit-on ?
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Solution :

1. a) On voit que sh’(t) = ch(t) et ch’(t) = sh(t) . La fonction ¢ — sh(t) est

donc croissante sur R, admet un point d’inflexion en ¢ = 0. Elle est concave

sur R™ et convexe sur RT. Enfin . ligl sh(t) = +o0 et , lim sh(t) = —o0.
—+o00 — —00

Notons d’ailleurs que sh est impaire.

La fonction ¢ +— ch(t) est paire. Sa dérivée est positive sur R™ ; elle y est
donc croissante vers +o00. Enfin elle est convexe sur R.
Les représentations graphiques ne posent pas de probleme.

b) Un calcul immédiat donne :

toa—t
ch?(t) —sh?(t) = 4% =1

2. a) La longueur de la courbe t — ch(t) (appelée chainette) sur I'intervalle
[a, b] est donnée par :

L= /b\/l + sh?(t) dt = /b ch(t) dt = sh(b) — sh(a)

b) Immédiatement v’ (t) = —L et y(t) = —L__ > 0. la fonction
V1+1t2 V1412

t — 9(t) est donc convexe sur R.
Sa courbe représentative reste au-dessus de sa tangente en tout point s, ce
qui donne l'inégalité demandée.

¢) On utilise I'inégalité précédente avec t = ¢'(x) et s = f'(x). Il vient :
b

Lo = [ y(/(@))do > [ @) + (g @) = @ (@) da
1)+ [ @) - W) da
= L)+ ~f @) (@)~ (@)~ ) (@) ) da
=L+ [ (@) — g (@) f @) > L)

la derniere intégrale étant positive puisque f > g et ¢ et f sont convexes.

d) En appliquant 'inégalité précédente, il vient L(g) > L(f) = 2sh(1).

Exercice 1.13.

Soit ¢ la fonction définie sur R* par (t) = — T
ot —

1. Montrer que ¢ admet un prolongement par continuité en ¢t = 0. (On notera
encore ¢ la fonction ainsi prolongée.)

On admet que cette fonction admet, en 0, un développement limité a tout
ordre N > 0 de la forme :

N tk
p(t) = 3 biiy +o(tY)
k=0 k!
2. Calculer b()7 bl, bg, b3.
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3. Montrer que p(t) — b1t est une fonction paire. En déduire ba, 11 pour tout
n>1.

4. On pose pour tout z réel et tout ¢ réel : f(z,t) = ep(t).

Montrer que ¢t — f(z,t) admet un développement limité & tout ordre N au
voisinage de 0, que I'on écrit :

N k
fla,t) = 3 Bu(@)L5 + oY)
=0 k!

montrer que, pour tout k > 0, By est un polynéme unitaire de degré k.
Exprimer By (0) en fonction de by.

5. Montrer que pour tout k > 0, By(1 — z) = (—1)* B (z).
En déduire la valeur de By(1), en fonction de by, pour tout k > 1

6. Montrer que pour tout k > 1, By(z + 1) — By(z) = ka*~L.

Solution :
1. Comme et — 1 (BJ) t, il vient : }irr(l) »(t) = 1. On peut donc prolonger ¢ par

continuité en 0 en posant ¢(0) = 1.

Sy

5 6 24+()et:

2. De méme, au voisinage de 0 : e — 1 =1 + 1L

(1) = :
i 1+t+t2+§§1+o(t3)

2 3 2
:1_(2+t6+54)+(§+t6+54) ~ (b gy o)

Par unicité du développement limité, il Vient :

bo=1,b1:—% b 12 by =0
3 Onécrit'@(t)—bt:(p(t)+ltzl el +1
. . ' 2 2 et 1
et :
1 1_
P = (1) = (1) = 5t = §x G = o(0) ~ ut

Une fonction paire admettant un développement limité, n’ayant dans son
développement que des puissances paires de t, il vient :

ban+1 = 0, pour tout n > 1.

4. La fonction ¢t — f(z,t) admet au voisinage de 0 un développement limité a
tout ordre, comme produit de deux fonctions en admettant un. On sait alors
que pour obtenir la partie réguliere de ce développement, il suffit de faire le
produit des deux parties régulieres qu’on tronque a l'ordre voulu, soit :
N N Lk k N k
> ady o) = (L G )« (£ tnly ) +oe)
K=o K i=o K k=0 k!
d’ou :
bj _a*i
TR -
J; 3t (k=)

Cp =
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et :
¢y = Bi(z) = ( ‘>bjxk’3
i=o M
Ainsi B (x) est-il un polynéme unitaire de degré k, avec By (0) = by.

5. Un calcul donne, pour tout = réel, pour tout ¢ réel : f(1 —z,t) = f(x,t).
Or:

N k
JA—a,t) = 3 Bl - a)b +o(T)
k=0 :

X Kt N
fl.t) = 3 Bula) (-1 +o(T™)
=0 .
Par unicité du développement limité : By(1 — z) = (—1)* By ().
Donc ng+1(1) = b2k+1 =0et ng(l) = bgk.
6. On utilise la méme méthode que dans la question précédente : pour tous

x,t réels

f@+1,8) — flat) = et = 5 a4 oy
b b - . - k:O k!

Donc By(x + 1) — By(x) = ka*~1.

Exercice 1.14.

On considere la suite (uy)n>o définie par ug = 1 et pour tout entier naturel
n:

Unp41 = %Z i g XUnp,

1. Montrer que (u,), converge vers une limite £ € R que I'on déterminera.

(n+ 1)%upyq

2. Soit @ € R. On pose pour n € N* : v, = -~
n“u,

Déterminer o pour que la série de terme général Inwv,, converge.
3. En déduire que la série de terme général u,, converge.

4. Montrer que pour tout entier n € N :

n+1 n+1 n n
22 kuk—l—?)Zuk:QZk:uk—i-QZuk
k=1 k=1 k=0 k=0
—+oo
5. En déduire la somme Y uy.
k=0

Solution :

1. Une récurrence immédiate montre que u,, > 0 pour tout n > 1. La relation
de récurrence montre alors que la suite (u,,) est décroissante ; comme elle est
minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ > 0.

Pour déterminer ¢, on utilise la fonction logarithme :

In(tp41) — In(u,) =In (1 - Zn?ii— 5) = _2n3—|— =+ 0(%)

La série Y [In(un11) — In(uy,)] est donc divergente et son terme général est
négatif. Donc :




28 ESCP-EAP 2006 - Oral

n—oo

In(u,) —In(uy) = :gi[ln(ukﬂ) —In(ug)] — —o0

ce qui entraine (limite de la fonction exponentielle) lir_~1_1 Uy, = 0.
n—-1+0oo

opatl (1 + %)aﬂ

2na+1 (1+%)
lnvn:(aJrl)ln(qu%)71n(1+%)

= (a—%)x%—k%(%—a—l)x#ﬁ-o(#)

Ainsi la série Y Inw,, converge si et seulement si a =

. Donc :

2.0na: v, =

nojeo

3. On a, pour tout N > 2 :
N—1 3
> lnw, = anN—i—lnuN —Inuq
n=1
Donc
N—1 3
uy =exp( Y Inv, +Inuy —glnN)

n=1

o0 S
et, en notant S = > Inu,, ona: uy ~ ulﬁ et (référence de Riemann) :
n=1

la série > u, converge.

4. On remarque que pour tout k € N, (2k + 5)upt1 = (2k + 2)uy. Il reste &
sommer ces égalités pour obtenir le résultat demandé.

5. Ainsi : 2ug = 2(n 4+ Dupt1 + 3upt1 + Y ug.
k=1

On a donc, en remarquant que lim wu, = lim nu, =0:
n—-+o0o n—-—+oo
o0
U = 3U0 =3
k=0

Exercice 1.15.

Soit a et B deux réels tels que 1 < (8 < a.
L’objet de cet exercice est ’étude de la fonction f définie, pour x et y
strictement positifs avec x # y, par :
& — yoc
T,Yy) = “g—25
f(z,y) Ca y[j

1. Etude d’une fonction d’une variable réelle.

a) Montrer que la fonction ¢ définie par ¢(t) = 111t;

est prolongeable
par continuité en 1.

b) Démontrer que ce prolongement est de classe C! sur |0, +oo[ et étudier
ses variations.

2. Etude de f-

a) Justifier que la fonction f définie par :
& — ya

fony) — PR siz#y

P sir=y

IR



Analyse 29

est de classe C'! sur Pouvert U = 0, +-o0[ x ]0, +oo].
b) Montrer que :
i) V(z,y) €U, f(z,y) = f(y,2).
i) V(z,9) € U, VA € Ry, f(Az, Ay) = A5 f(z,p).

¢) Dériver, par rapport & A, les deux membres de ’égalité précédente et en
déduire :

of of — (o —
Rechercher les points critiques de f sur U .
d) Quelle est 'image f(U)?

Solution :

1. a) La fonction ¢ est continue et C' sur R\{1}. On a : thn% 1L-t7 _ o,

1—t
(définition de la dérivée en 1 de ¢ +— )
On peut donc prolonger ¢ par continuité en ¢t = 1, en posant ¢(1) = a.

Pour ¢ au voisinage de 1 : ¢(t) = a+ W(t —1)+o(t—1). La fonction ¢,
convenablement prolongée est donc dérivable en 1, avec : ¢'(1) = w.

b) Ona s /() = D),

Le signe de ¢’ est celui de son numérateur N et, pour tout ¢ :
N'(t) = ala — )t 2(t - 1)
qui est du signe de ¢t — 1. La fonction ¢ est donc décroissante sur |0, 1] et
croissante sur [1, 400
De plus on remarque, avec un développement limité au voisinage de ¢t = 1,

que thrr% P'(t) = w, ce qui montre que le prolongement proposé est de

classe C.

2. a) Notons ¢, (t) = 111t:. Alors, pour z # v,

e (1-(8)7) o s0aly/z)

f<x,y>=xﬁ(1_m” os(y/x)

et pour z = y, la question précédente montre que

—5%a(1)
flx,z) = x> B
() =20
La fonction f est de classe C! sur U comme composée, produit, quotient de
telles fonctions.

b) Les deux propriétés se vérifient immédiatement

¢) En utilisant le théoréme de dérivation d’une composée, pour tout A réel :

v2 0 2g) + v % O 2g) = (0 B0 )

Puis on prend A = 1.
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Si (x,y) est un point critique de f, alors g—i(x,y) = g—zjj(a:,y) = 0, donc

f(z,y) =0, ce qui est impossible au vu des variations des fonctions ¢, et ¢g.

d) On a f(U) =]0,+o0]. En effet, pour tout (x,y) € U, f(z,y) > 0 et la
restriction de f & toute demi-droite prend toutes les valeurs de |0, +ool.

Exercice 1.16.

La fonction de satisfaction S d’un consommateur dépend du revenu R et du
temps de loisir L de la maniere suivante :

S(R,L) =

1. On suppose que la fonction S est définie sur ’ensemble
Q={(R,L) eR?/R>0et L >0}

Montrer que S n’admet pas d’extremum sur €.

2. Montrer que S est prolongeable par continuité sur I’ensemble
Q={(R,L)eR?/R>0et L >0}.

On notera encore S la fonction ainsi prolongée.

3. On suppose maintenant que R = sW, ou W désigne le temps de travail et

s le taux horaire de salaire.

On définit alors la fonction S* sur Qp = {(W,L) € Q/W + L < T} par :
S*(W, L) = S(sW, L).

(T > 0 désigne le temps total disponible.)

Rechercher les extremums de S* sur Q7.

Solution :

1. L’ensemble Q est un ouvert de R2. Sur €, la fonction S est différentiable
et les points critiques de S sont donnés par :

L*  _,
(R+1L1)*
R _,
(R+L)*>

Le seul point critique est (0,0) qui n’appartient pas a Q.
2. On prolonge S par continuité aux points (R,0), avec R # 0,, par

S(R,0) = 0 et aux points (0, L), avec L # 0, par S(0,L) = 0.
En (0,0), on pose R = pcosf, L = psinf, avec 0 € 10, 7/2[ et p >0 et :

S(R.L)| = p| _cosfsinf <
SR, D) Pleos+singl =7

quantité qui tend vers 0 lorsque p tend vers 0. On pose donc S(0,0) = 0.

3. L’ensemble Q7 est un fermé borné de R2. La fonction S* étant continue
sur cet ensemble, elle admet au moins un maximum et un minimum.

La fonction S* est clairement minimale pour W =0 ou L = 0.

Par la premiere question, cette fonction admet son maximum au bord de Qr,
donc sur la droite W + L =T.
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On peut ainsi étudier la fonction d’une seule variable réelle f : W +—
S*(W, T —W).

) _ sW(T —-W)
Ona: f(W)= GoOW+T
e Si s = 1. La fonction f est clairement maximale pour W = % Donc S* est
; T T
maximale en (57 f)'
e Si s > 1. La fonction f est dérivable sur [0,7] et :
2 2 2
W) = —g =L~ +2TW + sW” — W
W)= —s=— G- wy
Cette quantité s’annule pour Wy = T~ pet Wy = T _ ~0.Dansce

Vs+1 1—

cas, f est maximale pour W = W7 et S* est maximale en (

59

VsT )

Vs+1ys+17

e Si 0 < s < 1. Les calculs sont identiques aux calculs du cas précédent, mais

cette fois Wy > T. Ainsi f est maximale pour W = W; et S* est maximale
T V/sT )

Vs+ 1 V/s+17

Finalement le point (

en (

T VsT
Vs+17V/s+1

) est le point ol S* est maximale dans

les trois cas.

Exercice 1.17.

Soit f une fonction définie et continue sur R, a valeurs dans RY,.
“+o0

On suppose que f(¢t) dt diverge.
(o]

Pour a € R, on définit I’application F, : R — R par :
at+x
F,(x) :/ f)dt

1. Montrer que F, est de classe C' sur R. Calculer sa dérivée en fonction de
f. Montrer que la fonction F, est impaire ; dresser son tableau de variation
et préciser ses limites aux bornes de son domaine de définition.

2. Montrer que pour tout a € R, il existe un unique z, € R, tel que
Fu(zq) = 1.
On pose dans la suite, g(a) = z,.

3. On suppose que lim f(x) = ¢ # 0. Montrer que lim g(z) = 4.
r——+00 r——+00 2

4. On suppose que [ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a

densité. Montrer que f vérifie les hypotheses de la premiere question. Donner

la limite de g associée a f en 400 et en —oo.

Solution :

1. La fonction f étant continue sur R, la fonction F, est de classe C*! sur R
et par les théoremes de dérivation des intégrales dépendants de leurs bornes :
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Fo(x)=fla+z)+ fla—z) >0
De plus :

Fu(-a)= [ f)dt=~F.(
a-tx
11 suffit donc de I’étudier sur R* ou elle est strictement croissante.

On a de maniere évidente,
a

lir% Fy(x) = / f(t)dt =0, et

a too
lim Fy(x) = f(t)dt = oo par divergence de lintégrale d’une
T—+00 0o

fonction positive.

2. Soit @ € R fixé. La question précédente et le théoreme des valeurs
intermédiaires nous assurent de l’existence et de 'unicité de z, > 0 tel que
Fu(zq) = 1.

3. Soit & > 0. Il existe A > 0 tel que pour > A, on a |f(z) — ¢| < e. Alors,

comme
a+xq

1= Fw)= [ rw

il vient, en intégrant 'inégalité ci-dessus :-Ta
1= 2g(a)f] < e2g(a)l
ou
’ﬁ@) -2 <e
Ainsi lim g(x) = ﬁ

r— 400

4. La fonction f est définie et continue & valeurs dans |0, 1],

+oo
et comme lirjra f(x) =1, intégrale f(t) dt diverge.
x—+00 oo
A . _1
Bien siir, IEIEOCg(x) =5

Exercice 1.18.

Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :
1
flz) = / TVl +tdt
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Etudier le sens de variation de fsur D.
3. Déterminer les limites de f aux bornes de D.
4. a) Calculer f(0).

b) Etablir une relation entre f(z) et f(x + 1).

¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers la borne supérieure
de D.
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Solution :

1. La fonction t +— t~%4/1 + ¢ positive est continue sur ]0,1] donc intégrable
sur tout segment [, 1], avec 0 < o < 1.

142
Au voisinage de 0 elle est équivalente & t — t%" et l'intégrale / t%dt
0

converge si et seulement si z < 1.
Le domaine de définition D de f est donc |—oo, 1][.

2. Pour tout ¢ €]0, 1], la fonction x +— ¢~ est croissante et comme /1 + ¢ > 0,
la fonction f est croissante sur D.

3. Pour tout x € D :

0< @) <vaf d- V2

ot 1-ux
cette derniere quantité tendant vers 0 lorsque = tend vers —oo.

De méme, pour tout x € D :

1
dat _ _ 1

cette derniere quantité tendant vers +oco lorsque x tend vers 1 par valeurs
inférieures.

4. a) Un calcul immédiat donne f(0) = %(2\/5 -1).

b) On utilise une intégration par parties de fonctions de classe C'! sur un
intervalle [a, 1], avec a > 0. Il vient :

1 1
fl@) =220 +6%2), + %m/ T Edt + %x/ oI+ Ldt

Lorsque a tend vers 0 par valeurs supérieures, chacun des objets ci-dessus
admet une limite. Ce qui donne :

Fe) =22 4 2050 1) 4 2 f(a)
soit :

fa+1) = (3~ 1)/ @) - 242

¢) Lorsque z tend vers 0 par valeurs supérieures, il vient :

fO+a) = (G5 =) (B2 - F+ o) - 22 = L1 o(])
Finalement, au voisinage & droite de 1, on a : f(x) ~ T 1 =

Exercice 1.19.
1. Soit f(t) =1In (1 +e72").
+oo

Etudier la convergence de l'intégrale I = f(t)dt.
0

2. Ecrire la formule de Taylor avec «reste intégral» a I'ordre n au point 0,
pour la fonction g définie par g(z) = In(1l + z). On notera R, (z) le reste
d’ordre n.

r—u

3. Pour z > 0, étudier la fonction ¢(u) = TTu

sur lintervalle [0, z].
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4. En déduire
(Vx> 0) (Vn € N*)  |R,(z)] < 2"t

5. Montrer que
n (71)1671 +oo
I-3 72‘ < / e 2+t gy
k=1 2k 0
et en déduire une expression de I sous la forme d’une somme d’une série.

Solution :

1. La fonction : t +— In(1 4 e~2!) est continue sur R et au voisinage de +oo0,
elle est équivalent & t — e~ 2! donc I'intégrale sur Rt converge. Ainsi :
—+o0

I= f(t) dt convergee.
0

2. On montre facilement, par récurrence sur n, que pour tout n > 1 :

n _ (_1\n—1 (n_l)'

Aussi, la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n s’écrit :

n x:n——lﬁ z_nM
In(l1+x)= > (-1)* k+/0(1)( d

U
k=1 1+ )"t

3. Une étude élémentaire montre que ¢ est une bijection décroissante de [0, x]
sur lui-méme.

4. Aussi, pour z >0 :
z x
du +1
|Rn(2)] < / lop(u)]™ < / o™ du = 2"
" = Jo T+u ™ ),
5. On peut donc écrire :

+o0 +oo  p _
= [ mea= [ 0 g R e ar

t
N +oo n (_1)k—1 +o0
[ marear— 5 S — [ e
0 k. 0

k=
! 400 —+oo
</ \Rn(e*%)|dt</ e 2+t gy,
0 0

Un calcul élémentaire donne alors, pour tout n € N :

| T sea— 3 (*1)]671‘ <1
0 2k2 = 2(n+1)

k=1
ce qui montre que :
—+o0 (_1)k—1

=S =2
k; 2k?

Exercice 1.20.
Soit F : R? — R la fonction définie par
F(z,y) = 32* — 422y + ¢%.

1. a) Justifier que F est de classe C? sur R2.
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b) Déterminer l’ensemble
D = {(z,y) € R?*/F(z,y) = 0}
¢) Etudier le signe de F(z,y) et représenter graphiquement ’ensemble P
(respectivement N') des points M du plan de coordonnées (x,y) vérifiant
F(z,y) > 0 (resp. F(z,y) < 0).
d) L’application F présente-t-elle des extremums locaux ?

e) Montrer que la restriction de F & toute droite passant par l'origine
O = (0,0) admet un minimum strict en 0.

f) La fonction F' admet-elle des extremums globaux ?

2. a) Montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que pour tout (x,y) € R\ D :

G (x,y) o

= +
Flr,y)  y—2* y—32°

b) Soit @ un parametre réel. Déterminer les intervalles I de R et les fonctions
g d’une variable réelle, définies et dérivables sur I, telles que, pour tout ¢ € I :
Fla.t)g'(t) = % (a. 1) g(1)

Y a-t-il des solutions sur I =R ?

Solution :

1. a) La fonction F' est polynomiale en les variables z et y : elle est de classe
C? sur R2.

b) En regardant F(x,y) = 0 comme une équation du second degré en y, il
vient :

F(z,y) = (y — 2°)(y — 32?)

c) Ainsi, F(z,y) < 0 pour tous les points (z,y) du plan situés entre les
deux paraboles d’équations respectives y = 22 et y = 322, F(z,y) = 0 si et
seulement si y = 22 ou y = 322 et F(x,y) > 0 pour les autres points.

d) Comme R? est un ouvert, et F' de classe C', on recherche les points ol

F a un extremum local parmi les points critiques de F', c’est-a-dire solutions
du systeme :

af _ 2 _ o) —
e 4x(32* —2y) =0

OF _ o(y — 942y —
8y_2(y 22%) =0

dont 'unique solution est (0, 0).

Or (0,0) n’est pas un extremum local car pour tout « non nul, F(z,0) =
3z > 0 et F(z,22%) = —2* < 0.

e) On a h(z) = F(z,azx) = 22(62% — 6ax + a?), expression qui s’annule
sans changer de signe en 0. De méme pour F(0,y).

f) Non (voir la question d).

2. a) Par identification :
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& (,9) y—d2® 1
Flzy)  (y—2°)y—32%) y-a® y-3z
b) On a (a,t) € D si et seulement si :
I C]—o0,a?[ ou I Cla?,3a>[ ou I C]3a?, +ool.
De plus, pour t € I, ou I désigne I'un des trois intervalles précédent :

o) = (=2 Jo) = o) = e ([ (L + =)

t—a®  t—3a°

ol A est une constante quelconque et ou / désigne 'une quelconque des

primitives de la fonction placée apres ce symbole.
Donc : g(t) = Xexp (In |t — a®| 4+ In |t — 3a®|) = Xexp (|(t — a®)(t — 3a?)]),
et en laissant A\ prendre en charge le probleme de la valeur absolue :
Sur chaque intervalle I; =]—o0,a?[, I, =]a?,3a?[, et I3 =]3a?, +oo| défini
ci-dessus, il existe une solution g; de la forme :

gi(t) = Ni(t — a®)(t — 3a?) = \;(t? — 4a’t + 3a*) définie sur I;.
Toutes ces solutions sont prolongeables par continuité en a? et en 3a?, en
prolongeant par 0.

D’autre part, on a alors :
Vit <a?,gi(t) =M\ (2t —4a®) et lim g¢}(t) = —2a\,

z—(a2)~

Vit €la?, 3a?[, g5(t) = Aa(2t — 4a?)) et li(rr%)Jr gh(t) = —2a2),.

Ainsi une solution sur I; et une solution sur I», prolongée par 0 en a? est une
solution sur |—o0, 3a?[ si et seulement si \; = Aa.

De méme une solution sur 5 et une solution sur I3 se «recollent » en 3a? si
Ao = A3.

Ainsi, pour tout A € R, t — A(t — a?)(t — 3a?) est définie, de classe C! sur R
et est solution sur R.

Ces fonctions sont d’ailleurs les seules solutions définies sur R.



