1
ANALYSE

Exercice 1-1

1
1. Pour quelles valeurs de x réel, la série 5 — est-elle convergente 7 On
n
n>1

— 1
pose alors : f(z) = 5 —.
n
=1

n—
Montrer que la fonction f est une fonction décroissante sur son domaine de
définition.
N
2. Montrer que lim f(z) = 400 (on pourra considérer ) = —, puis
que lim_f(x) (on p frle) =3 —.p

n=1
faire tendre N vers 'infini).

+oo
u
3. En considérant / —, donner un équivalent de f(z) lorsque z tend vers
1 u

1 par valeurs supérieures.

4. Montrer que la fonction f est continue sur ]1, +oo[ (on majorera ——— —
n

1 .
—- bar le terme général d’une série convergente).
n

Solution :

1
1. La série E — est une série de Riemann qui converge si et seulement si
n
n>1
> 1
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o0
1

La fonction f : x — Z — est décroissante sur |1, +oof, puisque si 1 <z <y,

n=1 n

1 1 e s -
alors comme n > 1, -~ < —. La positivité des termes de cette série montre

n n
que f est décroissante.

N

1
2. Soit N € Ndonné et fy :z — Z —. C’est une fonction polynoéme, donc

n

n=1
continue sur R. On a alors :
N1
ilgll fn(z) = 2:1 n In N
n—

Or tous les termes de la série définissant f étant positifs, on a, pour tout
z>1:
fl@)> fn(z), VYN €N

La fonction f étant décroissante sur |1, +o00[, alors £ = lim+ f(z) existe dans
z—1

R (¢ est soit fini, soit £ = 4+00). On a alors, pour tout N € N :

1
£> > -
> f@)2)
n=1
La série harmonique étant divergente, il vient £ = +oo0.

1
3. Par décroissance et positivité de la fonction u +— — sur [1, +ool, il vient :
u

+°° Ju
f@= [ =@

(c’est une comparaison série-intégrale classique).
Un calcul de primitive donne :

1 1
< <14+ —-
x—l_f(x)_ +a:—1

ce qui entraine que f(z) est équivalente & 7 au voisinage de 17.

4. Soit g > et € > 0 tel que zg — e > 1. Soit h réel tel que |h| < e. On peut

écrire :
1 1
nIOJrh - nxo
L’inégalité des accroissements finis donne alors :
|ef(z0+h) Inn _ e %o lnn| < |h| ln(n)ef(zgfs) Inn

— e—(aco+h) Inn —xolnn

— €

Or la série Z In(n)e~ (o=} " " ost convergente. En effet :
n>1
Inn lnn
=—) (a>1)

nto—e - na’

ln(n)ef(zofs) Inn _
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Soit B > 1 tel que 1 < B < «. Alors, par croissances comparées :

. Inn
lim nf— =
n—+00 n«

ce qui entraine la convergence de la série. On note S sa somme. Il vient :

1

1
o~ | < Sl

+o0
flao+ 1) = Fao)l < 3

ce qui entraine que f est continue en zg.

Exercice 1-2

1. Pour quelles valeurs de ¢ réel la série Z e~V esteelle convergente 7 On
n>1
pose alors :

+0o0
g(t)y=>Y etVm
n=1
2. Montrer que g est décroissante sur son domaine de définition.

3. Déterminer lim g(t).
t—+oo

4. a) Soit f : Rt — RT continue et décroissante. Montrer que la série Z f(n)
n>1
—+o0
converge si et seulement si 'intégrale / f(t)dt converge.
1
b) Déterminer lim g(¢
) Tim, g()

¢) Donner un équivalent de g(t) lorsque ¢ tend vers 0.

Solution :

1. Posons u, = e~ V™,
* Si ¢t <0, alors la suite (u,) ne converge pas vers 0 et la divergence de la

série est triviale.

*Sit > 0,alors lim (ty/n)*.e~*V" = 0 et donc u,, est négligeable devant %,
n— 00 n

ce qui prouve que la série converge.
Ainsi, g est définie sur R, .

2.Sit >t > 0, alors pour tout n, e~t'vn > e_t‘/ﬁ, puis par sommation
depuis n = 0 jusqu’a un rang N, et conservation des inégalités & la limite, on
en déduit : g(t') > g(t). Donc g est décroissante sur RY .
3. Pourt > 1et n> 1, on peut écrire :

etV — gt otV < gt o= (VL) — gty

n
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La série de terme général v,, est convergente (car lim n?.w, = 0) et donc,
n—o0

pourt > 1,0ona0<g(t) <e t. E Un, ce qui donne, par encadrement :
=1
hm g(t)=0

t—+4o0

a) Ce résultat est une question de cours, il suffit d’écrire, par décroissance
de f:
n+1
VnEN*,f(n+1)§/ ft)dt < f(n)
n

Le résultat s’en déduit alors, par sommation ...
“+o0
b) On a donc ici : g(t) —e ™t < / e VU du < g(t)
1
Or, par le changement de variable v = t?u

+o0 +o0 +0oo
/ e’tﬁdt:t%/ e \/_dv ~ —/ e Vidy — +o00
1 #2

(t—0t)

Ce qui prouve que lim g(t) = +oo.
t—0t
+oo +oo +o0o
c) Ona:/ e_ﬁdv:2/ z.e"*dz = 2, et/ etVidt ~ 2
0 0 1

+0o0
L’encadrement : / e Wi dy < g(t) < / e~V du + e~* montre alors
1 1
ue g(t) ~ 5.
que g(t) (0+) 2

Exercice 1-3

+00 o3
L sinu
1. Montrer que pour tout x > 0 I'intégrale / ——du est convergente. On
1 u

note f(z) sa valeur.

2. Etablir une relation entre f(z) et f(z + 2).
. Détermi li is i .

3. Déterminer lim f(z), puis zﬂuf@f(:r)

Solution :

1. Le probleme provient évidemment de la borne supérieure, et pour A > 0 :
A, A A
sinu g, — [_cosu] —m/ cosu .
/1 u® u® 1 1 m+1

—+o0
< L ot comme z +1> 1, lintégrale / COSU 1y est
1

| cosu|
ac+1

Ona0< T S

absolument convergente, donc convergente, tandis que Ahm cc;lsmA =0.
—+00
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Cela prouve que l'intégrale proposée est convergente.

2. En achevant le calcul associé a l'intégration par parties précédente, on
obtient :

uerl

+o00
f(m):cosl—m/ COSU
1

Une deuxiéme intégration par parties (dans le méme sens) donne alors :

+oo
f(z) =cosl+zxsinl —z(z + 1)/1 len+1é du
Soit : f(z) =cosl+asinl —z(z + 1) f(z + 2).

+o0
3. Pourtoutx22,0n3:|f(m)|§/ %dw:l.
1 u

Par conséquent, Vx > 0,

+oo |
SILY gyl <1et lim f(z)=cosl.
/1 u®t? - z—0+ f( )

Aorit - ___[f(=) cos1 sin 1 : [
On écrit : f(z +2) = @t D) + ey + | et puisque f est bornée

sur [2,+o0], il vient :
lim f(z) = ngmf(x +2)=0.

r—+00

Exercice 1-4

1. Soit F' la fonction définie sur R?® par :
F(x,y,2) = 242” + 2y® 4+ 22 + 122y + 2yz + 422 — 2402 — 48y — 122
a) Déterminer les points critiques de F'.
b) Montrer que :
F(z,y,2) = 2z +y+2—6)* + (4o + y — 18)? + 4(z — 9)* — 684

¢) Montrer que F atteint son minimum sur R® en un unique point. Préciser
ses coordonnées, ainsi que la valeur du minimum.

2. a) Rappeler la valeur de I,, = /+00 e Ltndt.
b) Justifier la convergence et ex(;)rimer en fonction de F, 'intégrale :
I{a,b,c) = /+°0 et ( —at® —bt— c)2dt
c) Déterminer : ’

I'= inf I(a,b,c)
(a,b,c)ER3

3. a) Justifier (brievement) que :

+o00
(pun:A ot P(t) Q(t)dt
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définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel R3[X] des polynémes &
coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.

b) Calculer la distance du polynome Py(X) = X? au sous-espace H =
Ry [X] des polynomes de R[X] de degré inférieur ou égal a 2.

¢) Soit T(X) =a X2+ bX + ¢ un polynome appartenant a H.
Montrer que T est la projection orthogonale du polynéme X2 sur le sous-
espace H si et seulement si :

OF
%(G[, b, C) =0
OF
8—y(a, b, C) =0
OF
E(a, b, C) =0

et retrouver le résultat précédent.

Solution :

1. a) L’application (z,y,z) = F(x,v, z) est de classe C!, car polynomiale par
rapport & chacune de ses variables. De plus :

OF

— =48z + 12y + 42 — 240

Ox

OF

— =12z +4y+22—-48

dy

F

8—:4m+2y+22—12

0z

Les points critiques sont les solutions du systeme :

122 + 3y + 2 = 60 6x +y =36 =9
6z +2y+2=24 <~ de+y=18 <<= y=-18
2c+y+2=6 2c+y+2=6 z=26

b) Il suffit de développer le terme de droite de 1’égalité proposée pour
aboutir au résultat demandé.

c) On vérifie que (9, —18,6) annule F(x,y, z) + 684 (qui est un réel positif
comme somme de trois carrés). Il en résulte que F' admet un minimum absolu
en ce point qui vaut —684.

2. a) Une intégration par parties évidente sur un intervalle de la forme [0, X],
suivie d’un passage a la limite, montre que I, = nl,—1 et Iy = 1 entraine
que pour tout n € N, I, =nl.
b) La fonction h : t — e (t3—at?—bt—c)? est continue sur [0, 4+o00o[ donc in-
tégrable sur tout segment de cet intervalle. De plus . li+m t*h(t) = 0 entraine
—+00
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la convergence en +o0o de l'intégrale proposée. Un simple développement de
(t3 — at? — bt — ¢)?, Pexistence et la lindarité de I’intégrale donnent :
I(a,b,c) = a’ Iy + b’ I, + Iy + 2abls + 2acly + 2bcl; — 2als — 2bI4 — 2cl;3
ou :
I(a,b,c) = F(a,b,c) + 720
c) D’apres la premiére question :

inf I(a,b,c) = inf F(a,b,c)+ 720=36
(a,b,c)ER3 (a,b,c)ER3

qui est atteint en (9, —18,6).

+oo
3. a) On vérifie que l'intégrale / e 'P(t) Q(t)dt existe (méme raison-
0

nement qu’a la question précédente) et que la forme proposée est bilinéaire
(existence et linéarité de 'intégrale), symétrique (commutativité du produit
de réels), positive (positivité de I'intégrale) et définie (car t — e tP?(t) est
une fonction positive, continue sur R*). On définit ainsi un produit scalaire

sur Rg[X].
b) On sait que :
+o0
d*(Py,H) = inf ||Py— P||* = inf / e i (t? —at® — bt — c)’dt = 36
PeH (a,b,c)ER3 [
c) On sait que T est la projection orthogonale du polynéme X2 sur le

sous-espace H si et seulement si T € H et (Py —T) € H*. Si ’'on pose
T(X) =aX?+ bX + ¢, ceci est équivalent & :
+o00
/ e H(t® — at* — bt — ct?)dt = 0
(X3-T|X?) =0 O too
(X3-T|X)=0 & / e {(t* —at® — bt — ct)dt = 0
(X3-T11)=0 0 o
/ e t(t? —at® —bt —c)dt =0
0

Ce systeme est équivalent a :

—(a,b,c) = 0
120 — 24a — 6b—2¢ =0
24 —6a—2b—c=0 &< —(a,be) = 0
6—2a—b—c=0
OF
32(

On retrouve ainsi le point critique de la premieére question.

a,b,c) = 0
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Exercice 1-5

1
Vit

1. Etudier la convergence des intégrales

I= /11f(t)dt et J:/Oﬂo f(t)dt

Soit f la fonction définie par f(t) =

il‘2
Soit F' la fonction définie par : F(x) = ft)de
1/z

2. Déterminer le domaine de définition D de la fonction F'.
3. Préciser les limites de F' aux bornes de D.

4. Etudier les variations de F'. On montrera en particulier que F’ s’annule en
une unique valeur a qu’on déterminera.
Dresser le tableau de variations de F'.

5. Tracer I’allure du graphe de F' et préciser son intersection avec ’axe (Oz).

Solution :

1. La fonction h : t — est positive et continue sur |—1, +o0].

11
V3VItt

1
V14+¢3

e Au voisinage de —1, h(t) est équivalent a

qui est intégrable
(intégrale de Riemann).

1
e Au voisinage de linfini, h(t) est équivalent & ey qui est intégrable pour
la méme raison.
Ainsi les deux intégrales I et J convergent-elles.

2. La fonction F est définie si et seulement si h est définie sur l'intervalle

{—,3,2 , donc si et seulement si —,m?} C]-1, +oo], soit :
x x

(z>0) ou(z<0)N(:>-1) = (z>0)U(x<-1)
La premiére question montre d’une part que F'(—1) = I existe et d’autre part
que lim F(z) = —J.

z—0t

Finalement, le domaine de définition de F est :
Dp =]—00,—1]U [0, +00]
3. De nouveau, la premiere question nous assure que :

lim F(z) =J, IEIEOOF(I‘) =J, xlig)lJr Fz)=—-J, lim F(z)=1

T——00 z—0~
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4. La fonction F est de classe C! sur |—oo, —1[U]0, +00[. Sur cet intervalle,

la dérivée F' est donnée par :
2z 1
Fl'(z) = +
(=) Vi+a2b o+t

e on a trivialement F'(z) > 0 pour = > 0.

e pour x < —1 il vient :

422 1 6 3
F’(l‘)>0<:> 1—+CU6>—.’I}4—|-[L' <:>{31’ +%1’ —1>0
z<—1 TS

ce qui est équivalent a :
—2 —/T\1/3
)

On remarquera que lim F'(z) = lim F'(z) = +o0, ce qui donne en ces
z——1- z—0t

z €la, 1], avec a = (

points des demi-tangentes verticales.

Exercice 1-6

On rappelle les formules de trigonométrie :

. . . /a+b a—>b
s1na+s1nb:2sm(T) cos( 5 )

sina —sinb = 2 cos (a_—kb) sin (a — b)
N 2 2
1. Soit a > 0 et f : [0,a] — R une fonction de classe C'*. Montrer que :

lim [/Oasin()\w)f(a:)dx] —0

A—=+4o00

De la méme maniére, on a (et on n’en demande pas la démonstration) :

/Oa cos(Ax) f(a:)da:} =0

2. Pour a € [0, 7] et n € N, on pose :

I,(a) = /Oa Mdm

sin x

lim
A—+00

a) Justifier la convergence de I, (a).

b) Montrer que pour a € [0, 7, EIJrrl [I11(a) — In(a)] = 0.

3. a) Déterminer [,,(7) pour tout n € N.

b) Pour a €]0, 7[, écrire une relation entre I,,(a) et I, (7 — a).
c) En déduire que lim I,(a) = T

n—+oo 2
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4.a) Justifier la convergence de l'intégrale :
+00 o3
t
J= / smi
0 t

b) Soit a € ]0, 7[. Montrer que la fonction :

v dla) = —— - -

sinx «x

peut se prolonger en une fonction de classe C* sur I'intervalle [0, a).

c) Déterminer :
® sin(nx)

lim dz
n—+00 0 x

et en déduire la valeur de J.

Solution :

1. Puisque f est de classe C!, une intégration par parties est légitime et en
supposant A > 0 (ce qui n’est pas une restriction, puisque l'on cherche la
limite lorsque A — +00) :

- /0 sin(30) f(2) d — [_ %Akw)f(m)]a n %/Oacos(/\m)f’(a:) dz

0

ainsi s [n] < LI P@L L Py — o,
0

sin(nx
() ns
sin T z—0

2. a) L’intégrale est impropre pour la borne 0, mais :
et la fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0.

Si a = m, 'intégrale est aussi impropre en 7, mais le changement de variable
t = m—x montre que le probléme est le méme qu’en 0 et la fonction a intégrer
se prolonge encore par continuité.

L’intégrale est donc en fait «fausement impropre ».

b) A laide des formules de trigonométrie données dans 1’énoncé, on
obtient :

a
Liii1(a) — I (a) = /0 cos 2n2+ lm'cos(la:/2) dz

La fonction z —

1 4 1
cos(z]2) étant de classe C' sur [0,a] C [0, n[, on conclut,
grce & la premiére question :

lim [I,+1(a) — I,(a)] =0

n—o0

3. a) Toujours avec les formules données, on a :

Iy (m) — In—q (7)) = /;2 cos(nz)dx =0

Donc I,41(m) = I,,—1 () et, par récurrence :
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VPEN,IQP(F):[O(W):Oet [2p+1( )—Il( ) ™
b) En effectuant le changement de variable x = 7 — ¢ :

Iy(m—a) = /Oﬂ_asm.(’”) de = /aﬂ(—l)"s‘m.(—”t) dt

sinx sint
Donc :
In(m —a) = (=1)"[In(7) — In(a)]
¢) Ainsi : I,a) = I,(7) + (=1)"*' [, (7 — a), d’ou :
Iny1(a) + In(a) = Ing1(7) + In(m) + (=1)"[Inta (7 — @) = In(7 = a)]
= (=)L (7 — @) — Lo — )]
On a donc I,41(a) + I,,(a) o met Inti(a) — I,(a) e 0, d’ott :
I,(a) v /2

4. a) La fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0, donc l'intégrale
1

/ wdt existe.
0 t

Pour z > 1, en intégrant par parties :

zsintdtzcosl_cosm+ mcogtdt
b x 1t

+0o0
Comme @ < t%’ lintégrale / %St dt est (absolument) convergente,
1
et lim €92 — (. Par conséquent | St
z—+o00 T 1 t
vers +00 et donc J existe.

dt a une limite lorsque = tend

b) La fonction ¢ est de classe C* sur ]0,a] et pour z0 :

3
_z—sinx % /6

¢($) T zxsinz Qj2 z—0 0
Ainsi ¢ est prolongeable par continuité en 0, en posant ¢(0) = 0.

On a alors, pour z0 :

¢ (x) = % cosz _ sin’x —a’cosx

T sin® z z?sin’ z
Un développement limité donne : sin? z — 22 cosz = (13334 + o(z*), tandis que

on a : z?sin” z = z* + o(z*), donc lim ¢' = %
Par théoreme, on en déduit que le prolongement par continuité de ¢ est
dérivable en 0, avec ¢'(0) = %, donc ce prolongement est bien de classe C'.

c) In(a) — / %dw = /0 sin(nz)¢(x) dr. La premiére question

montre donc que cette expression est de limite nulle, lorsque n tend vers
Iinfini, et :
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. “sin(nz) T
lim 2V de =T
n—oo J x 2

Le changement de variable ¢ = nz, pour n > 1, donne :

a . na
sin(nz) , _ ["sint
0 z 0 t

La convergence de l'intégrale étant acquise, on obtient :
+ .
Fsint dt=T
0 t 2

Exercice 1-7

1. Pour z € [0, 1], on pose h(z) = In(1 — z)
a) Soit p € N. Calculer la dérivée p-ieme de h.
b) Soit x € [0, 1] fixé.

Etudier les variations de la fonction ¢ — ¢(t) =

— T sur lintervalle [0, z].

En déduire que, pour tout z € [0, 1] :
|Hp(56)| S zP | ln(l — aj)| ou / h p+1) ) Y=Y n

2. Montrer que la fonction z — g(z) = In(2?) In(1 — 2?) est bornee sur
lintervalle 10, 1].
3. a) Justifier la convergence de l'intégrale :

J:/l In (2?) ln(l—mz)dx

xr2

b) Pour n € N, aprés en avoir justifié la convergence, calculer :

I 1x2n In ('TQ)d
"__/0 Tl

+o00 D)

J:;(n+l)(2n+l)2

c) Montrer que :

4. A-t-on :
+oo CUn+1

(Ve €[0,1])) In(l—-2z)=-— T

n=0

Solution :

1. a) Des calculs évidents et une démonstration par récurrence donnent pour
tout p > 1 et pour tout = € [0,1] :
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t—
b) Pour tout x € [0, 1] fixé, Papplication ¢ — ¢(t) = ; T est continue et

dérivable sur lintervalle [0, z]. de plus

¢ (1) :% <0

Ainsi, par décroissance et comme ¢(0) = z, il vient pour tout ¢ € [0, z] :

0<¢(t) <=
Enfin :
x _ z d
/0 h(p+1)(t) (:Upi!t)pdt‘ = /0 —(6(t))?) 1 _tt‘
= 2?|In(1 — )|

2. La fonction g est continue sur I'intervalle 0, 1[.
e au voisinage de 0, g(z) est équivalent a h(z) =
lorsque z tend vers 0.

e au voisinage de 1, g(x) est équivalent & h(z) = 21n(z) In(1 — x) soit encore
g(z) ~2(1 — z)In(1 — z) qui tend également vers 0 lorsque x tend vers 1.
Ainsi g est prolongeable par continuité sur lintervalle [0,1] et y est donc
bornée.

—221n(z?) qui tend vers 0

In (x2) In (1 — x2)
22

Au voisinage de 0, f(z) est équivalent & —2 ln z qui est une fonction intégrable

sur [0, 1].

Au voisinage de 1, f(x) est équivalent a g(z) qui tend vers 0.

Ainsi lintégrale proposée existe.

z2" In (x2)
n+1

0, si n > 1. Elle est donc prolongeable par continuité sur [0, 1] ce qui assure

Iexistence de I,,, pour n > 1.

Pour n = 0, elle est équivalente & 21n 2 au voisinage de 0 qui est une fonction

intégrable sur [0, 1].

3. a) La fonction f : z — est continue sur |0, 1[.

b) La fonction f : z — est continue sur ]0,1] et tend vers 0 en

Une intégration par parties sur [a,b] C]0, 1[ donne :

/b z°" In (2?) 22t ng? 1P /b 2q:2m
a n+1 n+1)2n+1)|, J, m+1)(2n+1)
puis en prenant les limites en 0 et 1 :

2

In = o a1y
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c¢) Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction h :

hiz) = — zp: a;—n + /Oz h(p+1)(t)udt

p!
d’ou :
p—1 1 2
|1nz?|
J—an S/O w—2|Hp(332)|d93
n=0

1
< [ lo@la® s <

0
cette derniere expression tendant vers 0 lorsque p tend vers l'infini. On en
déduit que :

400 9

J:;(n+l)(2n+l)2

4. 11 suffit de reprendre la formule de Taylor de la question précédente :
P
n(l-z)=-Y “ +H
= a) = =325 ()
et pour z € [0,1[, |Hp(z)| < 2P|In(1 — )| qui tend vers 0 lorsque p tend vers
linfini. Donc pour tout = € [0, 1] :

+oo gl
In(l—2z)=—
n(l—x) Z —"
n=0
Exercice 1-8
On considere la fonction f définie par :
1
fe)=1va

1. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.

2. Soit n un entier naturel. On pose P,(z) = (1 + %)t f(")(z) ot f)
désigne la dérivée n-ieme de f.
a) Montrer que 'on a :
(1+2%)P)(2) = 2(n + 1)z Pa(2) + Poy1(z)
b) Etablir que P, est un polynéme dont le terme de plus haut degré est
égal & (=1)"(n + 1)la™.

3. Soit a un réel et g une fonction continue sur I'intervalle [a, +oo[, dérivable
sur l'intervalle |a, +00[ et qui vérifie g(a) =0 et lirf g(x) = 0.
T—r+00
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a) On considere la fonction G définie sur I'intervalle [0, 1] par :
Gz {g(%—f-a—l) si z €]0,1]
0 siz=0

Montrer que G est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1.

b) Montrer que G’ s’annule en un point de ]0, 1. En déduire que g’ s’annule
en un point de Ja, +o00].
4. Soit h une fonction qui est continue sur 'intervalle | — oo, a], dérivable sur
lintervalle | — 00, a[, telle que h(a) = 0 et telle que lim h(z) = 0. Montrer

Tr—r—00

que h' s’annule en un point de l'intervalle | — 0o, af.

5. Montrer par récurrence sur n que le polynome P, admet n racines réelles
distinctes.

Solution :

1. La fonction x ++ 1 + 22 étant strictement positive sur R et de classe C*.
La fonction f, qui est son inverse, est de classe C'*°.

2. a) Si Py(x) = (1 +2?)"t' f("(x), alors :
Pl (z) = (n+ 1)22(1 +2°)" ) (2) + (1 +2°)" FF ) ()
et un calcul immédiat donne :
(1+2%) Pl (@) = 2(n + )aPa(@) + Poyi ()
b) Montrons le résultat demandé par récurrence sur n.

e Py = 1 vérifie 'hypothese.
e Supposons ’hypotheése vérifiée pour tout £ < n. Alors :

Pasi(2) = (1 +22) P(2) — 2(n + 1)a Py (2)
= (1+2)[(=D)"(n+ 1)nz""* + R'(z)]
—2(n+ )z ((-=1)"(n + 1)!lz" + R(z))
= (=1)""(n +2)!2" + Q(x)
3. a) La fonction G est continue sur ]0,1] et se prolonge par continuité en 0

par lirf g(x) = 0. Par composition, elle est dérivable sur ]0, 1] et pour tout
Tr—>+00

x dans cet intevalle :
-1 1
G’ =—4q (= -1
(@) =—9 (w t+a )

b) On peut appliquer le théoreme de Rolle a la fonction G et on en déduit
qu'il existe C' €]0,1] tel que G'(C) = 0. Donc, il existe ¢ €]a, +00][ tel que

1
g'(c) =0, avecc:5+a—1.

4. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente & la fonction g définie par :



20 ESCP-EAP 2000 - Oral

9(z) = h(-z).
5. Montrons le résultat par récurrence.
e on vérifie que Py et P; admettent respectivement 0 et une racine sur R.

e supposons que le polynéme P, admette n racines distinctes a1 < as <
... < ap. La fonction f(™ g’annule donc en ces points.

Du théoréme de Rolle appliqué & chaque intervalle [a;,a;11],1 < i < n—1,
on déduit que f(**1 (donc P, ;) s’annule en (n — 1) point distincts by <
by < ...< by, avec pour tout 1 <i<n—1:b; €la;, a1

Or la fonction f(™ est continue sur lintervalle [a,,4o0o[, dérivable sur
Jan, +oo[ et vérifie f"(a,) = 0, zEIJIrloo f™(x) = 0. D’aprés la question
3, il existe bpy1 > ayn tel que f (b, 1) = 0.

De méme, en appliquant la question 4 & f(® sur lintervalle ]—o0,a;[, on
trouve by < ay tel que f*1 (b)) = 0.

On a ainsi trouvé (n + 1) points distincts ou P,y s’annule.

Ce polynéme étant de degré (n + 1), il n’admet pas d’autres racines.

Exercice 1-9

Soit r un réel strictement positif. On considere un réel strictement positif ug
et on définit la suite (u,)n>0 en posant :

Upt1 = sin>0

T4 ud
1. Etudier la fonction z — 23 4+ rz — 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul
point £. En déduire que la fonction f définie par :

flz) = —

T+ z2
admet un seul point fixe ( i.e. il existe un unique g tel que f(xo) = o).

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = f(f(x)).
a) Que vaut g(x)?

b) Montrer qu’il existe trois réels a,b et ¢ que 'on déterminera, tels que
pour tout x réel on a :

(1—rz)(r +2°)? —z = (2* + re — 1)(az® + bz + ¢)
c) Déterminer la fonction z — h(z) = g(z) — x.
3. On prend pour r la valeur 1.
a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (un)n>o 7

4. On prend pour r la valeur 1/2.
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a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera « et 8 les deux points
fixes qui sont différents de £ avec a < 3.

b) On pose E = {a, 3,£}. Montrer que f laisse I’ensemble FE invariant (i.e
que l'on a f(E) = E).

En déduire que a < £ < .

c) Etudier le signe de la fonction h définie par h(z) = g(z) — x.

d) Etudier la convergence des suites (42n)n>0 €t (¥2n+1)n>0 en fonction de
la valeur initiale ug.

Solution :

1. Une étude immédiate montre que I’application =z — z® + rz — 1 est
strictement croissante sur R. L’étude de ses limites en oo montre qu’elle
s’annule en un unique point /.

Il en résulte que la fonction f admet un unique point fixe £.

2. a) Un calcul immédiat donne, pour tout x réel :
r+ 22)2
0 =

b) En effectuant le produit du membre de droite et par identification, il

vient :
(1—ra)(r+22)?—2=@%+rz—1)(—rz? +z—1r?)
c) La fonction h est définie par :
h(z) = (1—rz)(r+2°)? -2 _ (23 +rz — 1)(—ra® + 2 —r?)
r(r+z2)2+1 r(r+22)2+1

Remarquons que le discriminant A du trindme —rz? +x —r? est égal & 1 —473.

3. a) Lorsque r = 1, A est négatif. La fonction h n’admet qu’un seul zéro qui
est £. La fonction g admet donc £ comme unique point fixe.

b) La suite (uy) est bornée par construction. La fonction g étant croissante,
les deux suites (u2y,) €t (uan41) sont monotones (et bornées). Elles convergent
donc chacune vers I'unique point fixe de g.

La suite (u,) converge donc vers .

4. a) Lorsque r = 1/2, A est strictement positif. La fonction h a trois zéros

et la fonction g admet trois points fixes a, 3, £. Un calcul immédiat donne :
1 1
a=1-—, 14—
v Pt
b) Posons E = {a, 3, £}. On remarque que :

fla) = f(g(a)) = g(f(a)), F(B) = fg(B)) = g(f(B)).
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L’application f étant injective, les points f(a), f(8) £ sont trois points

distincts, invariants par g. Comme f admet un unique point fixe, il vient :
fl@) =8, f(8) =«

On considere alors les différentes possibilités pour ordonner «, 3 et £, et en

appliquant f, on a nécessairement o < [ < 3.

c) Le signe de h est immédiat :

[+l x €] —o0,a|UlL, []
sgn(h(z)) = { -1 z €]a, lU]B, +o0]
d) II faut distinguer plusieurs cas :

e 0 <up < a. On aalors h(ug) > 0 et donc us > ug. La fonction g étant
croissante, la suite (us2,) est croissante et majorée par .

Elle converge vers un point fixe de g qui ne peut étre que a.

Comme f est décroissante, la suite (uan+1) est décroissante (car us,r1 =
f(u2,)) et minorée par 8 = f(«a). Elle converge donc vers £.

e uy = «. Les suites (u2,) et (u2,+41) sont constantes égales respectivement
aaet .
o a < ug < £. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique & celui

du premier cas montrent que la suite (usy,) est décroissante et converge vers
a, alors que la suite (us2,41) est croissante et converge vers (.

e ug = £. La suite (uy) est constante égale & /.

o / < ug < f. La suite (usy,) est croissante et converge vers 3, alors que la
suite (u2n+1) est décroissante et converge vers a.

e ug = [3. Les suites (u2y,) et (u2,41) sont constantes égales respectivement
apfeta.

e ug > . La suite (uay) est décroissante et converge vers 3, alors que la suite
(uan+1) est croissante et converge vers a.

Exercice 1-10

On considere une fonction f définie et continue sur [0, 7] et l'intégrale
™
I, = / F(t) sin(nt)dt.
0

1. On suppose dans cette question seulement que f est de classe C! sur [0, 7].
Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que la suite ([,,) tend vers 0
quand n tend vers 'infini.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C° sur [0,7]. On veut
démontrer que le résultat précédent est encore valable.
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a) Soit n € N*. Soit F' la fonction de R® dans R qui a tout n- uplet de réels

2
(a1,as,...,a,) associe le nombre — / ( Z ay, sin(kt ) dt.

On pose bi(f) = %/Onf(t) sin(kt)dt
Enfin, on rappelle que pour tout couple de réels (a,b), on a
sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).
Calculer pour tout couple (k,!) d’entiers strictement positifs 'intégrale

/” sin(kt) sin(lt)dt.

En déduire que quel que soit (a1, as,...,a,) € R" :

F(a1>a2a---:an):Za%_2zakbk / ()

b) Montrer que F' admet un minimum global au point (by(f), -+, bn(f))-
Quelle est la valeur de ce minimum ?

¢) Montrer que la série Y (bx(f))” est convergente et donner un majorant
de sa somme.

d) Conclure.

Solution :

1. Les deux fonctions & intégrer étant de classe C! sur [0, 7], une intégration
par parties donne :

I, = {—%f(t) cosnt];T + % /07r f'(t) cos ntdt

Les fonctions f et f’ sont bornées sur le segment [0,7] par M et M’

respectivement. Ainsi :

2M M’
[T, |<T+

cette derniére expression tendant vers 0 lorsque n tend vers linfini.
Donc lim I, =0.

n—-+o0o

1 1
a) Comme sin kt sin /t = 3 cos(k — £)t — 3 cos(k + £)t, il vient :

T . _J0 sik#/L
/0 sin(kt) sin(lt)dt = {w/2 Skl

Ainsi :

F(ay,.. /f dt—QZakbk /(Zakmnkt) dt
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Lorsqu’on développe le carré de la derniere expression, tous les termes des
doubles produits ont une intégrale nulle, alors que l'intégrale des autres

T
termes vaut 5 On obtient ainsi le résultat demandé.

b) Il suffit de vérifier, par un calcul, que :

n

F(G‘l:)an)_F(bl(f)>)bn(f)) :Z[ak_bk(f)]Z ZO

k=1
Il en résulte que F' admet un minimum global en (by(f),...,b,(f))-

c) Comme F est a valeurs positives, son minimum est positif ou nul, c’est-
a-dire :

S -2 ntn+2 [ Fowzo
k=1 k=1 0

ce qui est équivalent a

n

S < [ ra

k=1

2 ™
Les sommes partielles de la série Z b2 (f) sont majorées par — / 2 (t)dt.
T Jo

La série est donc convergente et :
+o00 ) T
S hn < [ ro
k=1 TJo

d) Puisque la série Z b;(f) converge, son terme général tend vers 0 c’est-
a-dire lim b, (f) =0.
k—+o00

Ce résultat suppose seulement que f soit continue sur [0, 7].

Exercice 1-11

Déterminer les fonctions f continues sur R & valeurs réelles telles que pour
tout z € R :

cos(f(x)) = sin(f(z))

Solution :

On sait que les solutions de ’équation cosx = siny sont :

x:g—y+2k7r

x:%ﬂ+y+2k7r
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Donc cos(f(z)) = sin(f(z)) est équivalent & :
f(@) = 5 = f(z) + 2k
flz) = _TW + f(x) + 2knm

. . . . N ™
La seconde solution est impossible. La premiere correspond a f(z) = — + k,
k étant une fonction de x. Mais f étant une fonction continue de R dans R,
™
f(R) est un intervalle et f est une fonction constante de la forme 1 + kor.

Exercice 1-12

On rappelle les formules trigonométriques suivantes :

sin(a + b) sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b
sin(a—b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b
1. Pour tout n € N, on pose :
. /ﬁ/z sin ((2n +1)t) it et . /n/z sin ((2n + 1)t) "
0 sin(t) 0 t

Montrer que pour tout n € N, I,, et J,, sont des intégrales convergentes.

)
)

Pour n > 1, déterminer I,, — I,,_;. En déduire la valeur de I,,, pour tout
n > 0.

sin(t) dt est

+o0
2. Montrer a l’aide d’une intégration par parties que /
0

convergente.

3. Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle [a, b].
En utilisant a une intégration par parties, montrer que

b
nlgrolo/ f(t)sin[(2n + 1)t]dt = 0.

1 1 in(t) — ¢
4. Soit g lapplication définie sur |0, 7 /2] par g(t) = P = Sltns(irz(t) .
Montrer que g est prolongeable en une fonction de classe C! sur [0,7/2]. En
déduire lim (I, — Jp) puis lim J,
n—o0 n—o0

2n+1)m/2 _;
5. Comparer J,, et / wdu
0 u
sin(u) .

+0o0
En déduire finalement la valeur de /
0 u

Solution :
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i 2n + 1)t i 2n 4+ 1)t
1. Pour tout n € N les fonction ¢t — % et t — M
in

sont continues sur ]0,7/2] et prolongeables par continuité en 0 par (2n + 1).
Ainsi les intégrales I,, et J, existent.
L’utilisation de la formule trigonométrique

sin(p) — sin(q) = 2 cos pta sin ( 224
2 2
donne :
w/2
Iyy1—In1 = / cos(2nt) dt =0
™ 0 T
et comme Iy = 57 il vient, pour tout n > 0, I,, = Iy = 5

sint
2. La fonction ¢t = —— est continue sur [0, +oo[. Une intégration par parties

donne, pour tout A > 0 :

/A Sintdt: _cos(t) A_/A costdt
Lt t |, S P

Or par les régles de comparaison avec les intégrales de Riemann :

cost 1
2 |- e
cost cos A
entraine que t = —— est intégrable sur [1,4+o0o[. De plus lim —— =0
4 t2 & [ F [ P A—too A2
entraine que :
A - +oo L:
sint sint
lim ——dt existe et est égale a / —dt
A—+00 1 t 1 t

3. Une intégration par parties pour f de classe C' donne :
b

/ab f(t)sin(2n + 1)tdt = {Qn—il- 1

1 b,
2 1
2n+1/a f(t) cos(2n + 1)tdt

Les fonctions ¢ — f(t) cos(2n + 1)t et ¢ — f'(t) cos(2n + 1)t étant continues
sur le segment [a, b], elle y sont bornées par des constantes M et N. Ainsi :

f(t)cos(2n + l)t}

a

+

S2M N(b—a)

b
t) sin(2 1)tdt
/af()sm(n+ ) R

et donc :

b
lim / F(t) sin(2n + 1)tdt = 0

n—+00
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4. La fonction g est clairement de classe C' sur ]0,7/2]. Au voisinage de 0,
un développement limité donne :
sint —x  —2%/6 + o(z?) T

9(x) = vsine x? + o(a?) :_E+O(x)

Ainsi, on peut prolonger g en z = 0 par g(0) = 0. Il reste & prouver que ¢’
est une fonction continue en x = 0. Pour cela :
z? cos x — sin” ()

g'(w) = x? sin?(x)

et un développement limité de g’ en 0 donnent :
1

(@) =~ +o()
D’aprés le théoreme de prolongement de la dérivée, on en déduit qu g est
dérivable en 0, que ¢'(0) = 1/6 et que g' est continue en 0. Ainsi g est de
classe C* sur [0,7/2].

w/2

On a alors I, — J,, = / g(t) sin(2n + 1)tdt qui tend vers 0 lorsque n tend

0
vers l'infini (question 3.) D’ou :

lim J,=—
n—+o00 2
u
5. En posant t= Qn—-'-]_’ il vient :
™2 sin(2n + 1)t @n+D7/2 giny,
In :/ —dt :/ du
0 t 0 U
et d’apres la question 2, on a :
+00 _: 2n+1)m/2 _:
t t
/ 2Pt = lim gt = lim J, =2
0 t n—+oo Jq t n——+oo 2
Exercice 1-13
1. Etudier la fonction définie par f(z) = 1 — sinz et tracer sa courbe

représentative dans un repere orthonormé du plan.

2. On considere la suite (un)n>o définie par uyp € R et pour tout n >0 :
Up4+1 = 1 —sinwu,

Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que pour tout n > 3, on a a < u, < 1.
Etudier la convergence de (un)n>0-

Solution :
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1. La fonction f est de classe C*® et 2w-périodique. Comme f(7 — z) = f(x),
il suffit de faire I’étude sur le segment [—m/2,7/2], puis de compléter le
dessin par une symétrie par rapport a la verticale d’abscisse 7/2, suivie de
translations horizontales d’amplitudes 2k=, k € Z.
Ayant f'(x) = —cosz, f est décroissante sur [—7/2,7/2], avec f(—7/2) =2
et f(m/2) = 0. Le dessin s’en déduit sans peine.
2. ug est réel, donc uy € f(R) =[0,2] € [0, n]. Par conséquent :
uy € f([0,7]) = [0,1] C [0,7/2]
uz € f([0,1]) = [a,1] C [0,1], avec & =1 —sin1 > 0.
A partir du rang 3, on a donc u, € [a,1].
* Comme f est continue, si la suite u converge, sa limite £ est un point fixe
de f.
Une étude rapide de la fonction g : z — f(z) — x montre que cette fonction
est décroissante et s’annule en un unique point de R.
Ona:

g(a) = f(a) —a=1—-sina—a=sinl —sina>0et g(1) = —sinl <0,
ce qui prouve que a < £ < 1.
Or sur [a, 1], |f'(z)] = cosz < cosa < 1. Ainsi, par application de I’inégalité
des accroissements finis :

Vi > 3, unst — 0 = |f(un) — F(O)] < cosalun - 4

Ainsi, Vn > 3, |u, — €| < (cos @) 3|ug — £|.
Puisque |cosa| < 1, on en déduit : lim wu, =£.

n—o0

Exercice 1-14

1
1. Etudier la fonction réelle f : x — I et tracer sa courbe représentative.
zlnz

1
nlonn’

2. Etudier la série Z

3. On considere une suite réelle (z,,)n>0 définie par :
1
20> 0,2y >0 et Vn>2 z,=Tp, 1+ —Tp o
ninn
a) Ecrire un programme en Pascal qui calcule et affiche les termes successifs

de cette suite pour des valeurs initiales et jusqu’a un rang n entrés par
l'utilisateur.

b) Etudier les variations de la suite (n)n>0-

c) Etudier la convergence de la suite (2,,)n>0.
Que se passe-t-il si on remplace les conditions initiales par zo < 0 et
r1 <07
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Solution :

1. La fonction f est définie et de classe C* sur ]0, 1[U]1, +00[. Sa dérivée

vaut :
Inz+1

!
r)=——"—
F@) (xInz)?
Son signe est déterminé par celui de In2z + 1 soit :
flle) >0 z<e!
2. La fonction f étant positive, décroissante sur ’intervalle |1, +00], on peut
faire une comparaison série/intégrale, soit, pour tout k > 2 :

1 /’““ dx 1
— < <
(k+1DInk+1) = ), zlnz ~ klnk

En notant S,, = E Tk et en sommant les inégalités précédentes :
n
k=2

n+1 dx
Sp > /2 ey In(ln(n + 1)) — In(In 2)

ce qui entraine la divergence de la série proposée.

3. a) Voici une proposition de programme :
program

Var a,b,c : real;

i,n : integer ;

Begin

writeln(’premier terme, x0>07’) ; readln (a) ;
writeln(’second terme, x1>07?’) ; readln (b) ;
writeln(’rang, n?’) ; readln (n) ;

For i := 2 to n do

begin

c := b+a/(n*1n(n)) ;

writeln(’au rang’, i, ’la suite vaut :’, c) ;
a :=b; b :=c

end ;

End.

b) Comme xg > 0 et £y > 0 et nlnn > 0, on montre par récurrence que
ZTyp > 0 pour tout » € N. On a alors :
Tpn—2

Vn>2, z, — 2,1 = >0
nlnn

ce qui signifie que la suite (z,,) est strictement croissante.
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c¢) La suite (x,,) étant strictement croissante, on a, pour tout n. > 2, x,, > 1
et donc :

Ty — Tp_1 > T

1
nlnn

"1
Tn — T2 > T (Z—)
= klnk

Et comme z; > 0, la suite (z,) tend vers I'infini.

En sommant, il vient :

d) Si zp < 0et z1 <0, on est ramené & I’étude précédente avec y, = —x,.
Dans ce cas, (z,) tend vers —oo.

Exercice 1-15

On considére un entier naturel non nul n, et la fonction f,, définie sur R par
fa(z) = na® +n’z — 2.

1. Montrer que ’équation f,(z) = 0 admet dans R une unique solution. On
notera a,, cette solution.

2. Ecrire un programme en Pascal qui détermine et affiche une valeur
approchée de a,, & 102 prés pour une valeur de n entrée par I’utilisateur.

3. Montrer que la suite (a,),>1 est décroissante et convergente.

4. Quelle est la nature de la série Z Gp 7

n

2
5. Quelle est la nature de la série E n® (an — F) ?
n

Solution :

1. Une étude rapide de la fonction f,, montre que f!(z) = naz? + n? > 0. La
fonction f,, est strictement croissante de R sur R et continue. Elle induit une
bijection de R sur R. Ainsi I'"équation f,(z) = 0 admet une unique solution
réelle a, = £, 1(0).

On remarque que a, €]0,1[, puisque f,(0) = =2 et f,(1) =n?>+n—-2>0
sin > 2.

2. Utilisons la méthode de dichotomie sur [0, 1].

Function f(n :integer ; x : real) : real;
begin

f = n¥xkx*x+n*kn*x-2

end ;

Function racine : real ;
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Var z, eps, a, b : real;

begin

Writeln(’Entrez une valeur de n’) ; readln(n) ;
a:=0; b:=1; eps := abs(b-a) ;

while eps >= .01

begin

c := (a+b)/2;

z := f(n,c) ;

if z<0 then b := c else a := c;
eps := abs(b-a)

end ;

racine := c

end ;

3.0na:

fori(an) = (n+ a2 + (n+1)%a, —2=a> + (2n+ 1)a, >0
Comme f,, est strictement croissante et comme f,41(an+1) = 0, il vient :
ap+1 < Gp. La suite (a,) est positive et décroissante ; elle converge vers une

1 1
limite £ > 0. Comme f, (—) =—+n—-2>0,0ona:
n n

1
0<a,<—= lim a,=0

n n——+oo
4. On peut écrire :
2 = nay(a +n) ~n’ay

.. 2 el R .
Ainsi a,, ~ ﬁ La positivité de a,, entraine que la série E a, est convergente.

5.0napourn>1:

8
ni’—

Enfin la série E — converge si et seulement si a < 6.

Exercice 1-16

Soit f une fonction définie sur R. On rappelle que f est convexe sur R si pour
tout entier n > 2 : V(z1,...,7,) € R",V(ay,...,a,) € (RT)"

i ai=1=f (i aﬂ“i) < i a; f(z;)
i=1 i=1 =1
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1. Démontrer que ¥/n! < (n+1)/2.

2
x
2. Montrer que pour tout >0, on a T — 5 <In(l1+z) <z

3. Etudier la convergence de la suite définie, pour tout n > 1 par :

n

un:H<l+%>

i=1

Solution :

1. La fonction = — e® est convexe sur R, puisque sa dérivée seconde est
positive. Donc, pour n > 1 :

(n|)1/n — el/nln(n!) — 6% :lenk 1 Z
n

Donc 1 n( 0 )
'1/n<_nn+ :n+
(nl) - n 2

2
2. 1l suffit d’étudier rapidement les fonctions x — In(1 + z) — z et z +—
2

In(l+z)—z— % pour démontrer les inégalités demandées.

3. Chacun des termes du produit est strictement positif. On peut donc
prendre le logarithme de u,,, soit :

v = In(uy,) Zln(l—l—M)

D’apres la question précédente, pour tout entier k tel que 1 < k <n:
Ink In’k Ink Ink
<In{1l+ < —

n2 2

n2 ot = n
D’ou : .
Inn! 1 9 Inn!
gt 2P S s T
Mais : "
1

ZkZ _ (n+1)(2n+1)

1 n
— Ink)? <
2n4 ;( nk)” < n4 ‘ 12n3

[\

=1
entraine que :

ok Y =

Et par la premiére question :
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et : nn!
nn!
lim — =0
n—+oo N
Finalement :
lim v,=0= lim wu,=1
n—-+4o00 n—4o00
Exercice 1-17
Soit a un réel strictement positif. On note I = ]—a, al.

Dans tout l’exercice, on considere une application f de I x I dans I qui est
de classe C! sur I x I et pour laquelle il existe un réel k € [0, 1] vérifiant :
V(z,y) eI xI,

)|+ |G| <k

1. Soit (z,y) et (xo,yo) deux couples de I x I. On définit application ¢ sur
[0, 1] par :
o(t) = f (1 —t)zo + tz, (1 — t)yo + ty)
a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa dérivée en fonction
des dérivées partielles de f.

b) En déduire que
|F(z.9) = F(@o,90)| < k. max(lz — zol, Iy - ol)
2. Soient (a, §) € I x I. On note (u,)nen la suite définie par :
w=a, u =0 et Vné€Nuyo=f(tnr1,un)

Pour n € N, on pose a,, = max(|tn 2 — Unt1l, [ Unt1 — Unl).

a) Etudier la monotonie de la suite (a,)nen-

b) Montrer que Vn € N, anHE < ka,.

c¢) Montrer que la série Y a,, est convergente.

d) Montrer que la suite (u,) est convergente.

3. Mountrer que la limite de la suite (u,,) est indépendante du couple («, 3).

Solution :

1. a) ¢ est dérivable sur [0,1], et méme de classe C!, car composée de telles
fonctions et, par application de la formule générale :
@) = (o = 20) 2L (1 =ty + t2, (1 = 0 + ty)

+(y— yo>§—£«1 ~ t)ao + te, (1 — tyo + ty)

b) Onadonc Vit € [0,1],|¢'(t)] < max(|z—zo|, |y—to|)-k, et par application
de I'inégalité des accroissements finis :
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|f(z,y) = f(zo,90)| = |p(1) — ¢(0)| < max(|z — zol, [y — yol)-k
2. a) Pour tout n :
[unts — unt2| = |f(Unt2, nt1) = f(Unt1,un)| < k.ap < ap.
De plus, par définition de a,, on a |upi2 — upt1| < ap. D’olt :
ap41 = maX(|Un+3 - Un+2|a |Un+2 - Un+1|) <ap
La suite (ay) est donc décroissante.
b) On a : |upts — upyo| < k.ap €t [upps — upgs| < kangr < k.ap.
Par conséquent : ayq2 = max(|tupta — Unisl, [Unts — Unt2|) < kay,.

c¢) Ainsi, par récurrence, a2, < k"ag et asntr1 < k"ay.

N
On en déduit : Y a, < (ag + al)%k (en majorant les sommes partielles
n=0

1
de la série géométrique de raison k, par la somme de cette série).

Ainsi la série a termes positifs ) a,, a ses sommes partielles majorées, donc
est convergente.

d) Pour tout n € N0 < |up+1 — un| < a,. La série de terme général
Un+1 — Uy est donc (absolument) convergente, ce qui signifie que la suite de
terme général u,, est convergente.

3. Soient (u,) et (u!,) les suites définies comme en 2. et initialisées respec-
tivement par les couples («, ) et (o, 3).
D’apres la question 2. d) ces suites convergent. Notons £ = limu et ¢/ = limu'.
Pour tout n, on a : |[upyo — Uy, o] < k.max(uny1 —up ], [un —uy,|), ce qui,
par prolongement des inégalités a la limite donne :

[0 -0 < k.J¢—2|
Comme 0 < k < 1, on en déduit £ = ¢’ et la limite de u ne dépend pas de ses
deux premiers termes.

Exercice 1-18

Dans tout l'exercice, g désigne une application continue de Rt dans R, qui
est périodique de période 1.

+o0
1. a) Montrer que pour tout réel A > 0 , intégrale / e Mg(z)dx est
0

+0o0
convergente. On pose alors G(\) = / e Mg(z) da.
0

b) Montrer que G(A) admet une limite quand A tend vers +oo et préciser
sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout réel A > 0,

1 1
/ e Mg(z) dx
0

GV =17
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b) Justifier I’existence d’un réel positif M tel que :
Ve € RT |e™® =14 2| < Ma?

1
et en déduire un encadrement de / e Mg(z)d.
0
c) Montrer que G(A) posséde une limite finie quand A tend vers 0 par
1
valeurs supérieures si et seulement si / g(z)dx = 0 et montrer que cette
) 0
limite vaut alors / —zg(z) dz.
0

3. Dans cette question on suppose de plus que g est & valeurs positives ou
nulles et que g est différente de la fonction nulle.
Soit f une application continue de Rt dans R, décroissante et telle que

+o00
l’intégrale/ f(z)dz diverge.
0

a) Montrer que J = / x) dzx est strictement positif.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

[ s> [ "

+00
c) En déduire la nature de l'intégrale / f(z)g(x) d.
0

Solution :

1. a) La fonction g est continue et périodique, donc est bornée. Il existe M tel
+o0

que : Vz,|e"*g(z)| < M.e=*. La convergence de l'intégrale / e M dx
0

donne alors la convergence (absolue) de I'intégrale proposée.

b) De plus |G(A |<M/ _Mdm—% — Oet lim G(\) =

A—=+4o00 A—+00

2. a) / t)dt = / / / / e Mt g(u + 1) du

Par 1-périodicité de g, on en déduit, pour x > 1 :

T 1 z—1
/ e Mg(t)dt = / e Mg(t)dt + e’)‘/ e Mg(t)dt
0 0 0

1
et, en faisant tendre z vers I'infini : G(\) = / e Mg(t)dt +e *G(N), i.e
0
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b) La fonction f : z + e~ est de classe C*® sur R et, par I'inégalité de
Taylor-Lagrange :
2 2
VeeR e —1+2| <L sup|f'|=%
2 0,0] 2

1 1 1 2 1
D’ot : |/ e~ Mg(t) dt—/ g(t) dt+>\/ tg(t) dt| < /\7/ t2g(t) dt
0 0 0 0

et, en chassant les valeurs absolues :

/Ole)‘tg(t) dt < /Olg(t) dt — A/ltg(t) dt + A;/Olt?g(t) dt

0

1 1 1 5 1
/e”‘tg(t)dtZ/ g(t)dt—/\/ tg(t)dt—%/ t2g(t) dt
0 0 0 0
1

1

c) Par encadrement, on a donc lim [ e Mg(t)dt = / g(t)dt.
A—0t 0 0
1

* Si [ g¢(t)dt0, La formule vue en 2. a) montre queG(A) n’a pas de limite
0
finie lorsque A tend vers 0, puisque le facteur placé devant intégrale est de

limite infinie.

1
* Si / g(t)dt =0, Pencadrement vu en b) donne :
0
1 1
/ e Mg(t)dt = —/\/ tg(t) dt + o(\)
0 0

1
Tandis que 1 —e™* ~ X\, d’ott lim G()\) = —/ tg(t) dt
A—0t 0

3. a) g n’est pas la fonction nulle et est 1-périodique, donc il existe au moins
un point z de [0,1] tel que g(z)0. Par positivité et continuité de g, on en
déduit J > 0.

b) Par décroissance de f, on a :
n

[t s> o [ g = ).
n+1

n—1

Comme f(n) > f(x)dz (encore par décroissance de f), on a bien

n
I'inégalité demandée.

n—-+o0o

n n+1
c¢) Par sommation : / flz)g(x)dz > J/ f(z)de — +o0, ce qui
0 1

+o0
prouve la divergence de 'intégrale f(z)g(z) dz.
0

Exercice 1-19

1. Etudier pour un réel z donné, la convergence des intégrales
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+oo
= [ Lzl
0+oo . t
G(z) = / —smgtw)e_tdt
0

2. Montrer que pour a et h réels :
| cos (a + h) — cos (a) + hsin (a) | < %hQ

3. En déduire que
+0o0
|F(z) = F(zo) - (2 — 20)G(ao)| < L(a - x0)2/ et dt
0

4. Montrer que la fonction F' est dérivable, quelle est sa dérivée ?
+o0o
5. On pose H(z) = / cos(tr)e~t dt

0
Montrer par une méthode analogue & celle des questions 3 et 4 que G est
dérivable et que G'(z) = H(x)

—t —t -
6. Vérifier que ) <—e cos(tz) + .e sm(ta:)) = cos(tz)et.

ot 1422
En déduire H(z).

1
7. A Taide du changement de variable z = tanu dans / 1 _c'i_:r 5, calculer
0 X

G(1). En déduire que F(1) = & — %ln 2.

T
4

Solution :

1 —cos(tz
ﬁe ! est continue sur ]0, +oo[ et se prolonge

2
t
par continuité en 0, car au voisinage de ce point :

1. a) La fonction t —

1-— cos(ta:)e_t t?z?  2?

> 212 2
De plus, pour tout ¢ > 0 :
1-—
cos(t:r)eft < 2
t2 — t2
ce qui montre que cette fonction est intégrable sur Rt .

sin(tx)

b) La fonction ¢ — e”" est continue sur ]0,+oo[ et se prolonge par

continuité en 0, car au voisinage de ce point :
sin(tw)e_t b _
t t
De plus, pour tout ¢ > 0 :
sin(tx)

<|zle”
t

eft
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ce qui montre que cette fonction est intégrable sur Rt .
2. Pour montrer que pour a et h réels :
|cos (a+ h) —cos(a) + hsin (a) | < %hz
il suffit d’appliquer ’inégalité de Taylor & la fonction x — cosx sur [a,a+ h].

3. On a par linéarité :

— cos(tx) + cos(txo) — tsin(txg)

+o0
Fa) = F(z0) — (3 — 70)G(w0) = /0 g et dt
Par la question précédente :
1
| — cos(tz) + cos(tzg) — tsin(tzg)| < §(ta: — txo)?

Donc :

+0o0
F(z) — F(wo) — (& — 20)G(w0)| < ~(z — m0)2/0 ot dt

4. Soit zg € R. Par la question précédente, pour tout x # zg, on a :
F(x) — F(zo)
r — X

N | =

1
- Glan)| < glo —
ce qui entraine que F' est dérivable en zo et que F'(zo) = G(x0).

5. La fonction H est définie sur R, puisque t — cos(tz)e est continue
sur [0,+o0] et |cos(tz)e | < e~t. En appliquant I'inégalité de Taylor a la
fonction sinus, il vient :

|G(z) — G(xo) — (x — x0)H(20)| < %(aj —20)? /0+00 t?e tdt = (z — x0)?
ce qui entrailne que, pour tout = # g :
SO )| <o - g
T —Xo
6. La vérification de % e Cos(tﬁ):;;eit sin(tg:)> = cos(tz)e " est

immédiate. Soit A > 0.

/A Cos(tm)eftdt _ [—et cos(tx) + z.e !t sin(tx) ] A
’ 0

1+ 22
1 —e A cos(Ax) 4+ z.e~4 sin(Az)
= +
1422 1+ 22
1l reste & faire tendre A vers 'infini pour obtenir :
+oo ; 1
H = tr)e”t'dt =
(2) /0 cos(tz)e —
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7. Sachant que F'(0) = 0, on peut écrire :

P )—/wF’(t)dt—/wG(t)dt— G(x) / b gt = 2G(z) — 02
w—o =, =zG(z e =zG(z 5
Pourx =1:
G(1) —/IG’(t) dt = /1 AT = tan(u/2)
A o 1+t2 4 B
entraine que :
m In2
F(l)=—-— —
Exercice 1-20
+o0 d
1. Montrer que pour z réel non nul, 'intégrale 1 est
o VA +2)(a? +12)
convergente.
—+o0
dt

. , . .
Dans la suite de ’exercice, on pose alors f(z) = , ViR @)
2. Montrer que f est une fonction paire et déterminer le signe de f(z).

3. Montrer que f est décroissante sur R} .

4. A Taide d’un changement de variable simple, montrer que pour z > 0, on
a:

z.f(z) = f(L)

x
5. En découpant l'intégrale définissant f(z) a l’aide de la borne intermédiaire
vz, et en effectuant un changement de variable dans la seconde intégrale,
montrer que pour z > 0, on a :

vz
_ dt
f@) = 2/0 SO+ )2+ )

6. a) Quelle est la dérivée de la fonction ¢ — In(t + v/1+ ¢?) ? En déduire,
N

dt
pour z > 0, la valeur de —.
0o V1+t?
b) Montrer que, pour z > 0, f(z) < %ln(\/f+ vz +1). En déduire 1+im /-

7. a) Montrer que pour z > 0 :

0< 2 a —fz) < 2 Ve <L
T TJo A14¢2 =27 Vi+t2 T @

En déduire que f(z) est équivalent & 11173: quand z tend vers +oo.

b) En déduire un équivalent simple de f(z) quand x tend vers 0 par valeurs
supérieures.
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Solution :

1
V(L +82) (22 +12)
par t — tlz lorsque t tend vers 4o0.

1. La fonction ¢ — est continue sur RT, et est dominée

La regle de Riemann permet de conclure a la convergence.

2. La parité de f est évidente, et la positivité de la fonction & intégrer donne
la (stricte) positivité de f(z).

. 1 1

3. PourO<z<yett>0,0na: \/(1 L D) < \/(1 ) +t2)'
Par conservation des inégalités par intégration, puisque les bornes sont dans
le sens croissant, on conclut a la décroissance de f sur RY .

4. Le changement de variable v = %, fait d’abord sur un segment [a, 0], avec

0 < a < 3, suivi d’un passage a la limite donne :

du du

+oo
/ \/u2+1 u? + %)

=1y

8=

)

/+oo\/1+

VT +00
5.0nécritf(:r):/ +/
0 e

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variable u = % (d’abord
sur un segment [, 1/z] puis on passe & la limite et on se rend alors compte
que les deux intégrales sont égales D’ou :

/ \/1+t2 ) (22 + 2)
6. a) La dérivée de t — In(t + /1 + t2) esttH#.On en déduit :

. Vite
[ln t+\/1+t2)] = In(vZ + vz + 1)

0 1+2

b) Or, pour tout z > 0, f(z <2/ /
\/1+t2 Vi +2) +t2
et donc:OSf(a:)ﬁ%ln(\/_+\/w+ 1).

Or%ln(\/f—h/aj—k 1) e Inz _, 0 et, par encadrement lim f(z) =0.
+oo

T z—+4oo T—>+00

7. a) En placant tout sous la méme intégrale, et en réduisant au méme
dénominateur, on a :
2 ﬁi_f(w)zg/ﬁ t dt
v)y 1t o (VEZ+ 2+ VA1t O+ )22
Ve g Ve
g%/ —tdt 2 [ g =L

Vit ~ 2’ g z’
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N
Comme :n_12 est négligeable devant % ] \/% = %ln(ﬁ ++vz+1),0n

en déduit que f(z) est équivalent au voisinage de +oo a %ln(\/f ++vVz +1),

donc également & lnTa:

—
=
8=

b) Comme f(z) = %f(%), ona: f(z) 5

=—Ilnz

8|
8|

Exercice 1-21

On note f ’application de Ry dans R définie par :
fla) = { % si x est strictement positif
1 sizx=0
Pour tout n de N, on note I,, 'intervalle [nm, (n + 1)7].
1. Montrer que f est continue sur Ry .

2. Montrer que f est de classe C! sur I'intervalle [0, +oo[. Préciser sa dérivée
a droite en zéro.
Montrer que f est de classe C? sur [0, +oc[, de classe C°° sur ]0, +00].

3. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que la dérivée de f s’annule sur
I, en un unique point noté x,.

4. Montrer I'existence de deux suites réelles (y,)nen €t (zn)nen, telles que,
pour tout n € N :

flyn) = yl’ flzn) = —ZL, avec Yy, dans I, , et z, dans Iy, 1.
n n
Déterminer la dérivée de f en y, et en z,. Que peut-on en conclure ?
5. Etudier les variations de f sur Iy, puis sur Is, et I3, 1, pour n > 1.

6. Tracer la courbe représentative de f sur [0, 3x].

Solution :

1. La fonction f est clairement continue sur R} et comme sin x (~) x, le choix
0

de f(0) est tel que f est aussi continue en 0, donc sur R, .

2. La fonction f est de classe C* sur R}, car quotient de fonctions de classe
C*, le dénominateur ne s’annulant pas.

x Pour z > 0, on a : f'(z) = a:cos:friz)—smm_ Un développement limité &
l'ordre 3, au voisinage de 0 donne : x cosz — sinz = —%m3 +o(z?), et :
1

f(@) = =% + o)
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Ainsi, f' a une limite en 0 et comme f est continue en 0, on en déduit par
théoreme, que f est dérivable en 0, avec f'(0) = —% et f' est donc continue
en 0.
Ainsi f est de classe C! sur R, .

A 1" _ _sinxz _qzcosx —sinx
* De la méme fagon, on a pour z > 0, f"(z) = o 2 - et
le méme développement limité que précédemment donne 1im+ f(x) = —%.

z—0

Ainsi f est deux fois dérivable en 0 avec f"(0) = —% et f est bien de classe
C? sur Ry.
3. Le signe de f' sur I, est celui de g : © — x cosx — sin .
On a ¢'(z) = —zsinz et donc, pour n pair, g est strictement décroissante sur
I,,, tandis que pour n impair elle est strictement croissante sur I,,.
Comme g(2n7) > 0 et g((2n+1)7) < 0, on en déduit que g, donc f', s’annule
une fois et une seule sur chaque intervalle I,,.

4. 1l est clair que y,, = (2n + %)n et 2z, = (2n + %)7(

On a alors f'(y,) = —% et f'(zn) = %
Yn Zn

On en conclut qu’aux points d’abscisses y,, la courbe représentative de f est

tangente a I’hyperbole d’équation xy = 1, tandis qu’aux points d’abscisses

zn, elle est tangente & ’hyperbole d’équation zy = —1.

5. Les questions précédentes permettent de conclure :

* f est strictement décroissante sur I ;

* Pour n > 1, f est strictement décroissante sur [(2n — 1), Z2,—1],
strictement croissante sur [Za,—1,Za2p] et & nouveau strictement décroissante
sur [Z2,, (2n + 1)7].

6. L’esquisse du tracé ( en forme de «sinusoide amortie») s’en déduit sans
peine.

Exercice 1-22

Pour tout n de N* on considére I’équation (F,) définie par :

(Bp) "2 22" v+ 23 — 2+ n)2? +2(1+2n)—n=0
1. Montrer que 1 est solution de (E,) et déterminer son ordre de multiplicité
en fonction de n.

2. a) Désormais on suppose que n est supérieur ou égal & trois. Montrer qu’il
existe une solution et une seule de (E,) dans l'intervalle ]1,+oo[. Dans la
suite on note a,, cette solution.

b) Ecrire un programme turbo-pascal permettant d’obtenir une valeur
approchée de a3 a € pres, € > 0 étant donné.
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3. Montrer que la suite de terme général a,, converge et déterminer sa limite
L (on pourra, par exemple, comparer a,, et 1+ ﬁ, pour n assez grand).

4. Déterminer un équivalent simple de a,, — L, quand n tend vers l'infini.

Solution :

1. Soit P = X"2 —2X"H 4 X"+ X3 — (24 n) X2+ X (1 + 2n) — n.

Des calculs simples donnent P(1) = P'(1) = 0. Par conséquent P est divisible
par (X —1)% et on voit alors que P = (X — 1)2(X"+ X —n) = (X — 1)2Q.
Sin =2, on aencore Q(1) =0 et 1 est racine triple de P.

Si n2, alors 1 n’est pas racine de @ et 1 est racine double de P.

2. a) Chercher les solutions de (E,) dans ]1,+oo[, revient & chercher les

solutions, dans cet intervalle, de I’équation z" + x —n = 0.

Une étude rapide de la fonction f,, : [1,4+00] = Rz — 2™ + x — n montre

que cette fonction est strictement croissante, telle que f,(1) =2 —n <0 et
lim f,(z) = +o0.

T—+00
Ainsi, par le théoreme de la bijection, f, s’annule en un point a, et un seul
de |1, +o0].
b) On peut procéder par dichotomie, en notant déja que f3(2) =7 > 0 et
donc que 'on a : 1 < az < 2.
Apres les présentations d’usage, le corps du programme est alors :
..A :=1; B :=2;
While B-A>eps do
begin M :=(A+B)/2;
if M*M*M+M-3 < O then A := M else B := M
end ;
R :=(A+B)/2 ...end.

3. Ona:fn(1+L):(1+L)"+1+L
1

N

Or:ln[(1+L)n] =nln(14+—=) = n—%—l—o(l),donc:

Cette expression domine largement n, ce qui prouve que lim f,(1+ i) =

+00.
Par conséquent, pour n assez grand, fn(l + L) >0,doul<a, <1+ ﬁ,

et :

B

lim a, =1
n— 00

4. Posons a,, = 1 + ¢,, avec €, — 0.
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Ona:(l+e,)"=n—1—¢p,ie.ln(n—1-¢,) =nln(l +&,).
Ce que 'on peut écrire :

n.e, ~nln(l+¢e,) =Inn+In(1 - % - %‘) ~Inn
an—1=¢p ~ an
Exercice 1-23
On consideére la suite = (x,,) définie par :
xo =121 = %, et Vn>2,(n?+ Dz, = (2n® —n)rp_y — (n®> —n)z,_s

1. On considere la suite y = (y,) définie par : yo = 0 et Vn > 1y, =
n(xn — Tn—1). Calculer x,, en fonction de y,,yn—1 €t n.

2. Pour tout n de N, on note z, le nombre complexe de partie réelle x,, et de
partie imaginaire y,,.

a) Calculer z, en fonction de z,_; et de n.

b) Montrer que z, = [] (Z _{f k) (i étant le nombre complexe de module
k=1

1 et d’argument 7/2).

1 _ 1 i s
3. Onpose1+E—rke Fravec Ty > 0et 0 <6 < 9"
a) Calculer r, en fonction de k.
b) On pose S, = > 6. Calculer z, en fonction de S, et de P, =
k=1
s k

kl;ll V14 k2

4. Montrer que la suite = est bornée.

Solution :

1. La relation de récurrence peut s’écrire :

Tp =n2(Tp_1 — zp) + 0% (Tn_1 — Tn_o) + n(Tp_2 — Tp_1)

=nn—1)(zp_1 — Tn_2) —n(Tp — Tn_1)
C’est-a-dire :
Vn>2,8, = —nyn+ nYn—1 = n(Yn-1 — Yn)

2.a) Ona: zp, =xy +iyp = —nyn + nYn—1 +i(NTp — NTp—1)
Dot : 2, = ni(xTpn + iyn) — ni(Tp—1 + iYn—1) = Nizy — NiZp_1
et on en déduit : Vn > 1,2, = TLL—HZ"_I'

n n
. k k
b) Par récurrence, on a donc : z,, = - )29 = -
) (kl;llk+z)° kl;llk-H
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. , -
3. a) |1+%|2:1+k—12,soit|1+%|:7\/’€]€Jrl ot 1 = k§+1'

n
b) z, = [] rre” %, d’ou z, = e~ =e 5P,

ﬁ _k
k=1 k=1 VEkZ+1

On en déduit z,, = P,.cos(Sy).
*Onalnp, = Eln(L) :_% Z]n(1+%)‘
k=1

=1 VE2+1 k
Or In (1 + k_12) (N) # et la série de terme général # est convergente.

Par application de la regle d’équivalence, pour les séries a termes positifs, on
en déduit la convergence de la suite de terme général In P,,, puis celle de la
suite de terme général P,. En particulier la suite (P,) est bornée.

Comme la fonction cosinus est bornée, on en déduit que la suite (z,) est
bornée.

Exercice 1-24

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On considere la
1+t"

fonction ¢, définie sur Rt par : @, (t)

T

1. a) Etudier la fonction f, définie sur R* par f,(z) = / on(t)dt (on

0
donnera le tableau des variations et les limites aux bornes du domaine de
définition).

b) Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un unique réel,
zn(a)
noté x,(a) tel que / pn(t)dt = a.
0

2. On note h, la fonction définie sur RY par : h,(a) = z,(a).
a) Montrer que la fonction h,, est croissante.
b) Montrer que aEToo hn(a) = +o0.
3. On suppose dans cette question que a > e — 1, ol e désigne la base des

logarithmes népériens. Soit A un réel fixé, strictement supérieur a 1 et g la

t .
fonction définie sur R* par : g(t) = {e ,sit€0,1]

0 ,sit>1
A A
a) Montrer que lim on(t)dt = / g(t)dt.
zn(a)
b) On pose J, = / ©n(t) dt. Déterminer lim J,.
A n—o0

c) Montrer qu’il existe un rang ng tel que : Vn > ng, J, > 0.
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En déduire que lim z,(a) = +oo.
n—o0

Solution :

1. a) La fonction ¢,, est continue sur R, donc la fonction f,, est de classe C*
€T
sur Rt avec : f/ (z) = —&
fula) =
Par conséquent, la fonction f,, est strictement croissante, avec f,,(0) = 0 et
hm fu(z) = +00 (car lim ¢, (t) = +00, ce qui entraine la divergence de
z—+ t—+oo

+oo
lintégrale / on(t)dt).
0

b) f, réalise une bijection strictement croissante de R™ sur R*, donc f
atteint une fois et une seule la valeur a. Nous noterons z, le point ou f
prend la valeur a et :

fr(xn) —a<:>/ t=a
a) b) On a h,(a )—mn(a):fn (a)

Or f, ! est également croissante et de limite +00 en +o00, ce qui résout les
deux questions.

3. a) Gree a la relation de Chasles, on peut écrire :

A ot A 1 ot A et
/ —dt — / g(t)dt:/ ( —et)dt+/ dt
o 141 0 Jo 14" N 14+t" |

e e

@ g
1 : 1
Ona:OSa:/LendtS/ A dt < — 0
01—|—t 0 +1n—>oo

Pourn >2,0< 3 = dt < ldt— e? (1_L) —5 0
i c e T =TT e '

n—o0

D’ou le résultat.

zn(a) A A
b) OnaJn:/ cpn(t)dt—/ cpn(t)dt:a—/ on(t) dt.
0 0 0

A A
et comme lim pn(t)dt = / g(t)dt =e—1,1il vient :
0

n—o0 0

lim J,=a+1—¢

n— 00
c) Jp ayant une limite strictement positive, il existe un rang ng & partir
duquel J, > 0.

zn(a
On a doncn >ny = / n(t) dt > 0 et comme la fonction a intégrer

A
est positive, ceci impose d’avoir x,(a) > A.
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Donc:VA >1,3ng € Nyn >ng = x,(a) > A, ce qui est la définition de :

lim z,(a) = +o00
n—o0

Exercice 1-25

On admet que n! ~ (2)"V2mn.
(n—c0) "€
1. a) Soit (an)n>1 une suite décroissante de nombres réels positifs de limite
n

nulle. Pour n > 1, on pose S, = Y (—=1)¥ay.

k=1
Montrer que les suites (S2n)n>1 €t (S2n—1)n>1 sont adjacentes et en déduire
la nature de la série de terme général (—1)"a,,.

b) Quelle est la nature de la série de terme général b,, = (—1)"[In(n +1) —
Inn]?

L (=1)E(F)
2. Pour n € N*, on pose K,, = / dz, ou E désigne la fonction

1 T
n
partie entiere, c’est-a-dire que E(t) est le plus grand entier inférieur ou égal
at.
n—1 pl/k _1\k
(D

a) Montrer que K,, = ) x.
k=1 J1/(k+1) T
b) Déterminer lim K,.

n—o0

Solution :

1. a) La décroissance de la suite (a,) entraine :
Son — San—2 = azn — azp—1 <0,  S2pq1 — San—1 = —a2p41 + azn >0

La suite (Ssy,) est décroissante, alors que la suite (Sap11) est croissante. De
plus :

lim |S2n - Sgn,1| = lim Aon = 0

n——+oo n——+oo
Les deux suites sont adjacentes et admettent une limite commune. Les
sommes partielles de la série > (—1)"a, ont donc une limite ce qui entraine
que la série converge.
b) On a :

In(n+1) —In(n) =1n l-i-l ~1

n(n = - -
Ainsi a, = In(n + 1) — In(n) est positif et tend vers 0. Montrons la

décroissance :
1 1
an+1:ln 1+n——+-]_ <ln 1+E = an

par la croissance de la fonction logarithme.
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1
p ite la séri —D)"ln{1+— t te.
ar suite la série Z( )" 1n ( + n) est convergente

2. a) La relation de Chasles donne :

1 n—1 .1/k
flz)dz = Z/ f(z)dz

1/n o1 J1/(k+1)

Ici f(z) = (—1)E(%) = (=1)* lorsque z E] 1} Donc :

1

E+1k

K, = ni:(—nk(ln(k +1) — In(k))
k=1

Utilisons la formule de Stirling rappelée en début d’exercice pour calculer la
limite de K.

2n

Kon1 =Y (=1)*(In(k + 1) — In(k))
k=1
=-2(—In(2)+In(3) —... = In(2n)) + In(2n + 1)
3.5---(2n—1)\"
@) @n+1)
= [
Or :
(@m))2@n+1) <2_n>4" (Vanm)?(2n+1) 2
241 (pl)4 e 24n (%)4" (V2mn)t T
Donc :

lim In {M] i (E)

24n(pl)4 T
2

Ainsi la suite (K»p,) tend vers In [ — |. La suite (Kap41) également puisque
™

le terme qu’on ajoute tend vers 0. Finalement :
2

lim K,=In (—)
n—+oo i

Exercice 1-26

Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0, 1] et telle que f(0) = 0. On
f(z)
-

1. Montrer que ¢ peut étre prolongée en une fonction, notée @, continue sur
[0, 1].

définit alors la fonction ¢ sur ]0,1] par : p(x) =
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2. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & f sur le segment
[x,0], et la formule de Leibniz, montrer que :
T
Va €10, 1], 2" o™ (g) = / 1 D) (1) dt
0
3. Montrer que la fonction (™) a une limite en 0 et I'exprimer en fonction de

f(nJrl) (0)
4. Montrer que @ est de classe C* sur [0, 1].

Solution :

1. Comme f est une fonction de classe C*° telle que f(0) = 0, on sait que :
fl2) - f0) .
! = =
FO =l ===y =
ce qui signifie que  peut étre prolongée en une fonction, notée @, continue
sur [0,1].
2. La formule de Taylor appliquée a la fonction f sur [z,0] donne :
- kT ) Ot )
0=10)=> (D' 7Y@+ | ("G de
k=0
La formule de Leibniz appliquée a la fonction ¢ donne :

#@ =3 k(D))
k=0

T - pn—k+1

<1><"—’“> _(n— k(=)

d’otr :

mn

nl — ko
P (@) = e S (DF P @)
k=0
puis, en reportant dans la premiere formule :

0
a:"+1cp(") (z) = —n!(—l)"/

T

" 1
(1" (1) e
et apres simplifications :

"M (z) = / " D (1) dt
0

3. En intégrant par parties, les fonctions étant de classe C*°, il vient :

z (n+1)(t)tn+1 r T yntl
" f D (t) dt = fi] —/ ——— (1) dt
/0 f ®) n+1 0 o N+ lf ®)
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d’otlr :

_ @

(n) _ ¢ n+1 g(n+2)
v (@) n+1 (n + 1)anti /0 s () dt

Mais, la fonction f(*+2) étant continue sur Pintervalle [0, 1], elle y est bornée
par M, ». Donc :

; /x tn+1f(n+2)(t) dt‘ < Mpio 1 /x L g
(n + Dzntt [, ~ (n+1)zntt J,
<« Mups |
“(n+2)(n+1)
qui tend vers 0 lorsque z tend vers 0. Finalement :
g f(0)
fim o™ (@) =
4. Montrons par récurrence que @ est de classe C™ sur [0, 1].
e C’est vrai pour n = 0 (premiére question).
e supposons que ﬁ("_l) soit continue sur [0,1]. La question précédente
montre que :

(n+1) (0
. ~(n—1)y/ _ f ( )
lim (&) (@) = ==~
On applique alors le théoréme des fonctions de classe C'' pour conclure.

Exercice 1-27

Sk

1
On considere la suite de terme général u,, = (/ a —tknt)” dt) , pour n > 1.
0

1. Calculer u;.

2. Montrer que : Vn>1,ona: 0 < u, < %
. 1L qa
3. Soit a € [0, 1], montrer que u, > (1 —a)n- T+a
4. Montrer, en utilisant une suite (a,) bien choisie de points de [0, 1], que la

suite (u,) converge vers %

Solution :

1 1
_ t g = ~ L ygp=1-
1.u1_/0 1+tdt_/0(1 ) dt=1-In2.

2. On a déja remarqué que lj—t = l—ﬁ, donc Vt € [0,1],0 < ILH < %
Par conséquent 0 < (%H)n < (%)n, puis 0 < u? < (%)n, soit :

Vnzl;Ogung%
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t 1 _ a
1+t 21 14+a
Par positivité de la fonction a intégrer, il vient alors :

(Un)n Z/a (lia)ndt: (l_a)(]_—cll-a)n

a _ \1/n l
Tl — @/ Sun <y

4. Le résultat précédent étant valable pour tout choix de a € [0, 1], on cherche
une suite (a,,) de points telle que lim a, = 1 et telle que lim (1—a,)""™ = 1.
n—o0 n—o0

On veut donc lim llrl(l—an)zoetanzl—l(ouanzl— 1 )

e n VA

3. L’écriture précédente montre que Vit € [a, 1],

et donc :

convient.
L’encadrement obtenu en 3. donne alors, par le théoreme du méme nom :

i =1
i un =5

Exercice 1-28

Soient a et b deux réels distincts.

1. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynéme P, tel
que :

Vz € R, /x(t —a)" Yt —b)"tdt = (x — a)"P,(z).

Préciser le degré de P,.
2. Calculer P,(a) .

b
3. On pose, pour p et ¢ entiers naturels, I(p,q) = / (t —a)?(t — b)? dt.
a

a) Déterminer une relation entre I(p,q) et I(p+ 1,q — 1), lorsque ¢ > 1.
En déduire 'expression de I(p,q) en fonction de p et g.

b) En déduire P, (b).

4. En remarquant que t —b = (¢t — a) + (a — b), déterminer une expression de
P,(z) en fonction des puissances de (z — a).

En déduire P,(Lk) (a), pour k € N (ou ng) désigne la dérivée £*™¢ du polynome
P,).

Solution :
1. La fonction f : = (z — a)"~!(z — b)"~! est une fonction polynéme de

T
degré 2n — 2, qui admet a comme zéro d’ordre n — 1 et F : z — / f(t)dt
a
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est la primitive de f nulle en a. Donc F' est une fonction polynéme de degré
2n — 1, qui admet a pour racine d’ordre exactement .

Ainsi, il existe une fonction polynéme P,, de degré n — 1, telle que :
Ve e R, F(z) = / (t—a)" Lt —b)"t = (z—a)"P,(z)

2. F' est dérivable sur R et :

F'(z) = f(z) = (z —a)" Y (z = b)" ' =n(z — a)" ' Py(z) + (x — a)" P.().
D’ou, pour za : (z — b)" ! = nP,(z) + (z — a)P)(x).

Or deux fonctions polyndmes qui coincident sur R\ {a} sont égales. Ainsi la
formule précédente reste valable pour z = a, ce qui donne :

Py = =0

3. a) En intégrant par parties, on obtient :
> —__q _
Va2 1,1(p,q) = — 171+ 1L¢-1)
(b _ a)p+q+1
p+qg+1
!

— (—1)¢ g —a)rtet
I(p,q) = (1) (p+1)(p+2)...(p+q+1)(b -

Ce que l'on peut aussi écrire :

et comme I(p + ¢,0) = , il vient, par récurrence descendante :

1 (b_a)p+q+1
I =(=1)¢
(p7Q) ( )sz))+q p_+_q_|_]_
Iln—1,n-1) 41 (b—a)®t
b) Al anb =" - - (1)
Jdlors s Bal0) = = = O g, T

4. On remarque! On peut donc écrire :

f(@) = (@ — a)»! g Ck_y(a— )" 1~k(z — a)*

n—1
=3 Choila=b)" 1 Fa—a)"th L.
k=0

n—1 n+k
IAN L _ k _ n—1—k (* —a)
D'ou: F(z) = kgo Cr_(a—D0) iy
n—1 k
_ _ n k _ p\n—1—k (1‘ — a)
- (1‘ a) kgo Cn—l(a b) n+ k
; g _i—k(@—a)*
Par conséquent : P,(z) = Y Cr_,(a—b)" A
k=0

n+k
Or, d’apres la formule de Taylor pour les polynomes :
n—1 p(k)
P(e) = S L@z —ayt
k=0 k!

Par identification (la famille ((z — a)k))o<k<n71 est libre), il vient :
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KGOk (a—b)"

VEe[0,n—1], P (a) —F

et évidemment, piP (a) =0, pour k >n —1.

Exercice 1-29

Pour z réel positif ou nul et n entier naturel non nul, on pose :

2 3 n
sn(r) =z — G+ -4 (1)

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal, permettant la saisie du réel z, de
Pentier n et affichant la valeur de s, (z).

xr
2. Montrer que s, (z) + (—1)"/ lt—:t dt —In(1 + z) est une constante.

0
3. Donner, en fonction de n et de z, un majorant de la valeur absolue de
Perreur commise en remplagant In(1 + z) par s, (z).

4. Pour z € [0, 1] fixé, déterminer la limite de la suite (s, (z))nen~. En déduire

00 (_l)n—l
la convergence et la somme de > —
n=1

Solution :

1. Var i,n integer; s, u, x real;
begin Write (’°x=’) ; Readln(x) ;
Write (’n=’) ; Readln(n)
s =0 , u :=-1
for i :=1 to n do
begin u :=-u*x/i ;
s :=s+u; end;
Write(’pour x=’,x :0 :2,’et n=’,n,’s=’,s :0 :4);
End.
2. On voit ce que vaut la dérivée de la fonction s,. On en déduit :

ooy = [t gy [l (D"
o) = [ Eena= [

1 Yo
= L a1 Lt a
o 1+t o 141

En mettant tout du méme coté, on voit donc que :

su(@) + (1) [ L dt —In(1 + z) = 0.
o 1+
3.0 In(1 g [ra = 2
4. Si z € [0,1], Perreur commise est donc majorée par %H qui a 0 pour

limite lorsque n tend vers Uinifini. Donc lim s,(z) = In(1 + z).
n—o0
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% k
Ceci signifie que, pour z € [0,1], > (—1)’“’1% =In(1 + z).
=
o0 (_l)n—l !
En particulier ) ~—— =1n2
n=1

Exercice 1-30

Soit f 'application définie par :

1 T+y
: 1
fi(zy) — T n<1+wy>

1. Quel est I’ensemble de définition D de f 7
2. Montrer que f est de classe C' sur D.
3. Montrer que pour tout (z,y) € D :

20f(0,) + (1= 22 5L (o) = (1= ) gL (w1) =0

4. Montrer que pour tout = > 0 et pour tout y tel que 0 <y < 1:

r+y
<1
n<1+wy>‘_| ul

1
En déduire que pour tout z > 0, 'intégrale / f(z,y) dy est convergente.
0

Solution :

T4y
ity > 0, donc z + y et

1. Pour définir f(z,y), il faut avoir y1, y — 1 et
1+ xy de méme signe et non nuls.

2. La fonction f est de classe C' sur D, car composée, produit, quotient
de fonctions de classe C', les fonctions apparaissant en dénominateur ne
s’annulant pas et la fonction placée dans le logarithme étant strictement
positive.

gy = — 1

3.0na: 693(%3/) C(z+y)(1+2y)
of B > 2y T4y
8y(x,y)_ (m+y)(1m+wy)(y2—l) + W —1)7 1n(1+a:y)

On vérifie alors facilement la formule demandée.

Tty )
1+zy/”
2
La fonction h est définie et dérivable sur R*, avec h/(z) = Loy >
. (z +y)(1 + zy)

Par conséquent h est strictement croissante.

4. Fixons y dans ]0,1[ et étudions la fonction h : @ — In (



Analyse 35

De plus h(0) =Iny et lirf h(z) = —Iny. Donc |h(z)| < |Iny], ce qui est le
T—r+00

résultat demandé.

Pour z fixé, la fonction, de la variable y, a intégrer est continue sur ]0,1] et :

Au voisinage de y = 0, |f(z,y)] < |Iny|] = —Iny, et la convergence de
1/2 1/2
Iintégrale / Iny dy donne la convergence de l'intégrale f(z,y)dy.
0 0
1 —lny

Au voisinage de y = 1, | f(z,y)| < et la fonction majorante se

T+y 1—y
prolonge par continuité en 1, donc est intégrable sur [1/2,1].
1
La convergence de f(z,y) dy en résulte.
1/2

1
Par disjonction des problemes, on en déduit que / f(z,y) dy est convergente.
0

Exercice 1-31

Soit, g la fonction définie sur R par :

sinx .
gz { —, S #0
1 siz=0
1. Montrer que g est de classe C! sur R et déterminer g'(x) pour tout x réel.
2. Montrer qu’il existe deux polynomes P, et @, tels que pour tout n > 1 et
pour tout x non nul, on ait :

ott f*)(z) désigne la dérivée k-ieme de la fonction f.
(On déterminera une expression de P41 et Q,+1 en fonction de P, et Q,,.)

3. Montrer que P, et @, sont & coefficients dans Z. Préciser le degré, la parité
et le coefficient du terme de plus haut degré de chacun de ces polynomes.

4. En écrivant que sin(z) = z.g(x), déterminer deux nouvelles relations entre
Pn; Qn;Pn+1;Qn+1- En déduire que Prlz = Qn

Solution :

1. La fonction g est clairement de classe C*° sur R*, continue sur R, car on
a:g(0) = li(r)ng =1 et, pour z non nul :

T cosx —sinx

g'(z) = 22

3
Au voisinage de 0, on a: z cosz —sinz = z(1 — 5 +o(z?)) —z+ % +o(x3)
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2
Soit : xcosx —sinz ~ —L- et g'(z) ~ S p—
3 37 20

Par théoréme, on en déduit que g est dérivable en 0, avec ¢’'(0) =0 et ¢’ est
donc continue en 0.
2. Procédons par récurrence sur n :

* Le résultat est acquis au rang 1, avec Py (z) =z et Q1(z) = 1.

* Si le résultat est vrai au rang n, alors en dérivant sur R* :
g (@) = [9"] (@) = o (sinHD (@) (@Pa (@) + 2Q}(2) + (0 + 1)Qu ()

+sin™ ) (2) (=2 P (2) + 2Qu(x) + (n + 1) Py(2))
Ce qui montre que le résultat est valable au rang n + 1, avec :
{Pn+1 =XP,+XQ,+ (n+1)Q,

On conclut alors par le principe de récurrence.

3. % Les polynomes P; et (J; sont a coeflicients entiers et les formules de
récurrence précédentes montrent que cette propriété est héréditaire. Donc,
pour tout n > 1, P, et (0, sont des polynoémes & coefficients entiers.

* Supposons que pour un certainn > 1,on ait : P,(z) = 2"+ - et Q,(z) =
nz"~! 4+ ... (ce qui est vrai au rang 1). Alors les formules de récurrence
donnent aisément : P, i(z) = 2" + - et Quii(z) = (n+1)z™ +---

On conclut encore par le principe de récurrence.

* Enfin, supposons que pour un certain n > 1, P, a la parité de n et @,

celle de n — 1 (vrai au rang 1).
Alors X P, a la parité de n + 1, X@Q), aussi et @, a également la parité de
n + 1. Donc P41 a la parité de n + 1. On procede de méme pour @41 et
on conclut par le principe de récurrence.
n
4. % On a, puisque sinz = z.g(z) : sin™ (z) = dd—n (z.9(z))
x
La formule de G. Leibniz donne alors :
sin™ () = 2.9 (z) + n.g" V) (z)
En remplacant, il vient, pour z0 et n > 2 :
z".sin™ (z) = P, (x) sin™ (z) + Q, () sin™+Y (z)
+ nPy_1(z) sin™ () + nQp_1(z) sin™ (z)
(n—1) .

et comme sin"t) = —gin

(2" — Py () — nQn(z))sin'™ () + (—Qn(z) + nPy_1(z)) sin™* ) (z) =0
* Soient A et B deux polynomes tels que ¥V 20, A(x) sinx + B(z) cosz = 0.

e Pour z = km, k € Z*, B(xz) = 0, donc B a une infinité de racines et est
le polynéme nul.

e Pour z = k1 + %, k € Z,A(x) = 0, donc A a une infinité de racines et
est le polynome nul.



Analyse o7

Or, pour tout m, la paire {sin("),sin("+1)} est, au signe pres, la paire
{sin, cos}. On a donc :
P, +nQn71 =X"et Qn =nP,
Comme @, = —-XP), +XQn_1+nPy_1,ona —-XP _,+XQu_1,dou:
onyprlz—l(x) = anl(m)a i.e.
Vn>1,Q,=P).



