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ANALYSE

Exercice 1-1

1. Pour quelles valeurs de x r�eel, la s�erie
X
n�1

1

nx
est-elle convergente ? On

pose alors : f(x) =

1X
n=1

1

nx
.

Montrer que la fonction f est une fonction d�ecroissante sur son domaine de

d�e�nition.

2. Montrer que lim
x!1+

f(x) = +1 (on pourra consid�erer fN (x) =

NX
n=1

1

nx
, puis

faire tendre N vers l'in�ni).

3. En consid�erant

Z +1

1

du

ux
, donner un �equivalent de f(x) lorsque x tend vers

1 par valeurs sup�erieures.

4. Montrer que la fonction f est continue sur ]1;+1[ (on majorera
1

nx0+h
�

1

nx0
par le terme g�en�eral d'une s�erie convergente).

Solution :

1. La s�erie
X
n�1

1

nx
est une s�erie de Riemann qui converge si et seulement si

x > 1.
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La fonction f : x 7!
1X
n=1

1

nx
est d�ecroissante sur ]1;+1[, puisque si 1 < x < y,

alors comme n � 1,
1

ny
� 1

nx
. La positivit�e des termes de cette s�erie montre

que f est d�ecroissante.

2. Soit N 2 N donn�e et fN : x 7!
NX
n=1

1

nx
. C'est une fonction polynôme, donc

continue sur R. On a alors :

lim
x!1

fN (x) =

NX
n=1

1

n
� lnN

Or tous les termes de la s�erie d�e�nissant f �etant positifs, on a, pour tout

x > 1 :

f(x) > fN (x); 8N 2 N
La fonction f �etant d�ecroissante sur ]1;+1[, alors ` = lim

x!1+
f(x) existe dans

R (` est soit �ni, soit ` = +1). On a alors, pour tout N 2 N :

` � f(x) �
NX
n=1

1

n

La s�erie harmonique �etant divergente, il vient ` = +1.

3. Par d�ecroissance et positivit�e de la fonction u 7! 1

ux
sur [1;+1[, il vient :

f(x) �
Z +1

1

du

ux
� f(x)� 1

(c'est une comparaison s�erie{int�egrale classique).

Un calcul de primitive donne :

1

x� 1
� f(x) � 1 +

1

x� 1

ce qui entrâ�ne que f(x) est �equivalente �a
1

x� 1
au voisinage de 1+.

4. Soit x0 > et " > 0 tel que x0 � " > 1. Soit h r�eel tel que jhj < ". On peut

�ecrire :
1

nx0+h
� 1

nx0
= e�(x0+h) lnn � e�x0 lnn

L'in�egalit�e des accroissements �nis donne alors :

je�(x0+h) lnn � e�x0 lnnj � jhj ln(n)e�(x0�") lnn

Or la s�erie
X
n�1

ln(n)e�(x0�") lnn est convergente. En e�et :

ln(n)e�(x0�") lnn =
lnn

nx0�"
=

lnn

n�
; (� > 1)
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Soit � > 1 tel que 1 < � < �. Alors, par croissances compar�ees :

lim
n!+1

n
�
lnn

n�
= 0

ce qui entrâ�ne la convergence de la s�erie. On note S sa somme. Il vient :

jf(x0 + h)� f(x0)j �
+1X
n=1

���� 1

nx0+h
� 1

nx0

���� � S:jhj

ce qui entrâ�ne que f est continue en x0.

Exercice 1-2

1. Pour quelles valeurs de t r�eel la s�erie
X
n�1

e�t
p
n est-elle convergente ? On

pose alors :

g(t) =

+1X
n=1

e�t
p
n

2. Montrer que g est d�ecroissante sur son domaine de d�e�nition.

3. D�eterminer lim
t!+1

g(t).

4. a) Soit f : R+ ! R
+ continue et d�ecroissante. Montrer que la s�erie

X
n�1

f(n)

converge si et seulement si l'int�egrale

Z +1

1

f(t)dt converge.

b) D�eterminer lim
t!0+

g(t)

c) Donner un �equivalent de g(t) lorsque t tend vers 0+.

Solution :

1. Posons un = e�t
p
n.

? Si t � 0, alors la suite (un) ne converge pas vers 0 et la divergence de la

s�erie est triviale.

? Si t > 0, alors lim
n!1

(t
p
n)4:e�t

p
n = 0 et donc un est n�egligeable devant 1

n
2 ,

ce qui prouve que la s�erie converge.

Ainsi, g est d�e�nie sur R�+ .

2. Si t > t
0
> 0, alors pour tout n, e�t

0
p
n � e�t

p
n, puis par sommation

depuis n = 0 jusqu'�a un rang N , et conservation des in�egalit�es �a la limite, on

en d�eduit : g(t0) � g(t). Donc g est d�ecroissante sur R�+ .

3. Pour t � 1 et n � 1, on peut �ecrire :

e�t
p
n = e�t:e�t(

p
n�1) � e�t:e�(

p
n�1) = e�t:vn
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La s�erie de terme g�en�eral vn est convergente (car lim
n!1

n
2
:vn = 0) et donc,

pour t � 1, on a 0 � g(t) � e�t:
1P
n=1

vn, ce qui donne, par encadrement :

lim
t!+1

g(t) = 0

4. a) Ce r�esultat est une question de cours, il su�t d'�ecrire, par d�ecroissance

de f :

8n 2 N� ; f(n+ 1) �
Z n+1

n

f(t) dt � f(n)

Le r�esultat s'en d�eduit alors, par sommation : : :

b) On a donc ici : g(t)� e�t �
Z +1

1

e�t
p
u
du � g(t)

Or, par le changement de variable v = t
2
u :Z +1

1

e�t
p
u
dt = 1

t
2

Z +1

t2

e�
p
v
dv �

(0+)

1
t
2

Z +1

0

e�
p
v
dv �!

(t!0+)
+1

Ce qui prouve que lim
t!0+

g(t) = +1.

c) On a :

Z +1

0

e�
p
v
dv = 2

Z +1

0

z:e�z dz = 2, et

Z +1

1

e�t
p
u
dt �

(0+)

2
t
2

L'encadrement :

Z +1

1

e�t
p
u
du � g(t) �

Z +1

1

e�t
p
u
du + e�t montre alors

que g(t) �
(0+)

2
t
2 .

Exercice 1-3

1. Montrer que pour tout x > 0 l'int�egrale

Z +1

1

sinu

ux
du est convergente. On

note f(x) sa valeur.

2. Etablir une relation entre f(x) et f(x+ 2).

3. D�eterminer lim
x!0+

f(x), puis lim
x!+1

f(x).

Solution :

1. Le probl�eme provient �evidemment de la borne sup�erieure, et pour A > 0 :Z
A

1

sinu
u
x

du =
h
� cosu

u
x

iA
1
� x

Z
A

1

cosu
u
x+1 du

On a 0 � j cosuj
u
x+1 � 1

u
x+1 , et comme x+ 1 > 1, l'int�egrale

Z +1

1

cosu
u
x+1 du est

absolument convergente, donc convergente, tandis que lim
A!+1

cosA
A
x

= 0.
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Cela prouve que l'int�egrale propos�ee est convergente.

2. En achevant le calcul associ�e �a l'int�egration par parties pr�ec�edente, on

obtient :

f(x) = cos 1� x

Z +1

1

cosu
u
x+1 du

Une deuxi�eme int�egration par parties (dans le même sens) donne alors :

f(x) = cos 1 + x sin 1� x(x+ 1)

Z +1

1

sinu
u
x+2 du

Soit : f(x) = cos 1 + x sin 1� x(x+ 1)f(x+ 2).

3. Pour tout x � 2, on a : jf(x)j �
Z +1

1

1
u
2 dx = 1.

Par cons�equent, 8x > 0;
���Z +1

1

sinu
u
x+2 du

��� � 1 et lim
x!0+

f(x) = cos 1.

On �ecrit : f(x+2) = � f(x)

x(x+ 1)
+ cos 1
x(x + 1)

+ sin 1
x+ 1

et puisque f est born�ee

sur [2;+1[, il vient :

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

f(x+ 2) = 0.

Exercice 1-4

1. Soit F la fonction d�e�nie sur R3 par :

F (x; y; z) = 24x2 + 2y2 + z
2 + 12xy + 2yz + 4zx� 240x� 48y � 12z

a) D�eterminer les points critiques de F .

b) Montrer que :

F (x; y; z) = (2x+ y + z � 6)2 + (4x+ y � 18)2 + 4(x� 9)2 � 684

c) Montrer que F atteint son minimum sur R3 en un unique point. Pr�eciser

ses coordonn�ees, ainsi que la valeur du minimum.

2. a) Rappeler la valeur de In =

Z +1

0

e�t tndt.

b) Justi�er la convergence et exprimer en fonction de F , l'int�egrale :

I(a; b; c) =

Z +1

0

e�t
�
t
3 � a t

2 � b t� c
�2
dt

c) D�eterminer :

I = inf
(a;b;c)2R3

I(a; b; c)

3. a) Justi�er (bri�evement) que :�
P j Q

�
=

Z +1

0

e�t P (t)Q(t)dt
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d�e�nit un produit scalaire sur l'espace vectoriel R3 [X ] des polynômes �a

coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a 3.

b) Calculer la distance du polynôme P0(X) = X
3 au sous-espace H =

R2 [X ] des polynômes de R[X ] de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2.

c) Soit T (X) = aX
2 + bX + c un polynôme appartenant �a H .

Montrer que T est la projection orthogonale du polynôme X3 sur le sous-

espace H si et seulement si :8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
(a; b; c) = 0

@F

@y
(a; b; c) = 0

@F

@z
(a; b; c) = 0

et retrouver le r�esultat pr�ec�edent.

Solution :

1. a) L'application (x; y; z) 7! F (x; y; z) est de classe C1, car polynomiale par

rapport �a chacune de ses variables. De plus :8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
= 48x+ 12y + 4z � 240

@F

@y
= 12x+ 4y + 2z � 48

@F

@z
= 4x+ 2y + 2z � 12

Les points critiques sont les solutions du syst�eme :8<:
12x+ 3y + z = 60

6x+ 2y + z = 24

2x+ y + z = 6

()

8<:
6x+ y = 36

4x+ y = 18

2x+ y + z = 6

()

8<:
x = 9

y = �18
z = 6

b) Il su�t de d�evelopper le terme de droite de l'�egalit�e propos�ee pour

aboutir au r�esultat demand�e.

c) On v�eri�e que (9;�18; 6) annule F (x; y; z) + 684 (qui est un r�eel positif

comme somme de trois carr�es). Il en r�esulte que F admet un minimum absolu

en ce point qui vaut �684.
2. a) Une int�egration par parties �evidente sur un intervalle de la forme [0; X ],

suivie d'un passage �a la limite, montre que In = nIn�1 et I0 = 1 entrâ�ne

que pour tout n 2 N; In = n!.

b) La fonction h : t 7! e�t(t3�at2�bt�c)2 est continue sur [0;+1[ donc in-

t�egrable sur tout segment de cet intervalle. De plus lim
t!+1

t
2
h(t) = 0 entrâ�ne
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la convergence en +1 de l'int�egrale propos�ee. Un simple d�eveloppement de

(t3 � at
2 � bt� c)2, l'existence et la lin�earit�e de l'int�egrale donnent :

I(a; b; c) = a
2
I4 + b

2
I2 + c

2
I0 + 2abI3 + 2acI2 + 2bcI1 � 2aI5 � 2bI4 � 2cI3

ou :

I(a; b; c) = F (a; b; c) + 720

c) D'apr�es la premi�ere question :

inf
(a;b;c)2R3

I(a; b; c) = inf
(a;b;c)2R3

F (a; b; c) + 720 = 36

qui est atteint en (9;�18; 6).

3. a) On v�eri�e que l'int�egrale

Z +1

0

e�tP (t)Q(t)dt existe (même raison-

nement qu'�a la question pr�ec�edente) et que la forme propos�ee est bilin�eaire

(existence et lin�earit�e de l'int�egrale), sym�etrique (commutativit�e du produit

de r�eels), positive (positivit�e de l'int�egrale) et d�e�nie (car t 7! e�tP 2(t) est

une fonction positive, continue sur R+ ). On d�e�nit ainsi un produit scalaire

sur R3 [X ].

b) On sait que :

d
2(P0; H) = inf

P2H
jjP0 � P jj2 = inf

(a;b;c)2R3

Z +1

0

e�t(t3 � a t
2 � b t� c)2dt = 36

c) On sait que T est la projection orthogonale du polynôme X
3 sur le

sous-espace H si et seulement si T 2 H et (P0 � T ) 2 H
?. Si l'on pose

T (X) = aX
2 + bX + c, ceci est �equivalent �a :

8<:
(X3 � T j X2) = 0

(X3 � T j X) = 0

(X3 � T j 1) = 0

,

8>>>>>><>>>>>>:

Z +1

0

e�t(t5 � at
4 � bt

3 � ct
2)dt = 0Z +1

0

e�t(t4 � at
3 � bt

2 � ct)dt = 0Z +1

0

e�t(t3 � at
2 � bt� c)dt = 0

Ce syst�eme est �equivalent �a :

8<:
120� 24a� 6b� 2c = 0

24� 6a� 2b� c = 0

6� 2a� b� c = 0

,

8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
(a; b; c) = 0

@F

@y
(a; b; c) = 0

@F

@z
(a; b; c) = 0

On retrouve ainsi le point critique de la premi�ere question.
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Exercice 1-5

Soit f la fonction d�e�nie par f(t) =
1p

1 + t3
.

1. �Etudier la convergence des int�egrales

I =

Z 1

�1
f(t)dt et J =

Z +1

0

f(t)dt

Soit F la fonction d�e�nie par : F (x) =

Z
x
2

1=x

f(t)dt

2. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de la fonction F .

3. Pr�eciser les limites de F aux bornes de D.

4. �Etudier les variations de F . On montrera en particulier que F 0 s'annule en
une unique valeur a qu'on d�eterminera.

Dresser le tableau de variations de F .

5. Tracer l'allure du graphe de F et pr�eciser son intersection avec l'axe (Ox).

Solution :

1. La fonction h : t 7! 1p
1 + t3

est positive et continue sur ]�1;+1[.

� Au voisinage de �1, h(t) est �equivalent �a
1p
3

1p
1 + t

qui est int�egrable

(int�egrale de Riemann).

� Au voisinage de l'in�ni, h(t) est �equivalent �a
1

t3=2
qui est int�egrable pour

la même raison.

Ainsi les deux int�egrales I et J convergent-elles.

2. La fonction F est d�e�nie si et seulement si h est d�e�nie sur l'intervalle�
1

x
; x

2

�
, donc si et seulement si

�
1

x
; x

2

�
� ]�1;+1[, soit :

(x > 0) ou (x < 0) \
�
1
x
> �1

�
() (x > 0) [ (x < �1)

La premi�ere question montre d'une part que F (�1) = I existe et d'autre part

que lim
x!0+

F (x) = �J .

Finalement, le domaine de d�e�nition de F est :

DF = ]�1;�1] [ [0;+1[

3. De nouveau, la premi�ere question nous assure que :

lim
x!�1

F (x) = J; lim
x!+1

F (x) = J; lim
x!0+

F (x) = �J; lim
x!0�

F (x) = I
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4. La fonction F est de classe C1 sur ]�1;�1[[ ]0;+1[. Sur cet intervalle,

la d�eriv�ee F 0 est donn�ee par :

F
0(x) =

2xp
1 + x6

+
1p

x+ x4

� on a trivialement F 0(x) > 0 pour x > 0.

� pour x < �1 , il vient :

F
0(x) > 0()

8<:
4x2

1 + x6
>

1

x4 + x

x < �1
()

�
3x6 + 4x3 � 1 > 0

x < �1

ce qui est �equivalent �a :

x 2 ]�;�1[; avec � =
��2�p7

3

�1=3
On remarquera que lim

x!�1�
F
0(x) = lim

x!0+
F
0(x) = +1, ce qui donne en ces

points des demi{tangentes verticales.

Exercice 1-6

On rappelle les formules de trigonom�etrie :

sin a+ sin b = 2 sin
�
a+ b

2

�
cos
�
a� b

2

�
sin a� sin b = 2 cos

�
a+ b

2

�
sin
�
a� b

2

�
1. Soit a > 0 et f : [0; a]! R une fonction de classe C1. Montrer que :

lim
�!+1

�Z a

0

sin(�x) f(x)dx

�
= 0

De la même mani�ere, on a (et on n'en demande pas la d�emonstration) :

lim
�!+1

�Z
a

0

cos(�x) f(x)dx

�
= 0

2. Pour a 2 [0; �] et n 2 N, on pose :

In(a) =

Z
a

0

sin(nx)

sinx
dx

a) Justi�er la convergence de In(a).

b) Montrer que pour a 2 [0; �[, lim
n!+1

�
In+1(a)� In(a)

�
= 0.

3. a) D�eterminer In(�) pour tout n 2 N.
b) Pour a 2]0; �[, �ecrire une relation entre In(a) et In(� � a).

c) En d�eduire que lim
n!+1

In(a) =
�

2
.
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4.a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z +1

0

sin t

t
dt

b) Soit a 2 ]0; �[. Montrer que la fonction :

x 7! �(x) =
1

sinx
� 1

x

peut se prolonger en une fonction de classe C1 sur l'intervalle [0; a].

c) D�eterminer :

lim
n!+1

Z
a

0

sin(nx)

x
dx

et en d�eduire la valeur de J .

Solution :

1. Puisque f est de classe C1, une int�egration par parties est l�egitime et en

supposant � > 0 (ce qui n'est pas une restriction, puisque l'on cherche la

limite lorsque �! +1) :

I� =

Z a

0

sin(�x)f(x) dx =
h
� cos(�x)

�
f(x)

ia
0
+ 1
�

Z a

0

cos(�x)f 0(x) dx

Ainsi : jI�j � jf(0)j
�

+
jf(a)j
�

+ 1
�

Z
a

0

jf 0(x)j dx �!
�!+1

0.

2. a) L'int�egrale est impropre pour la borne 0, mais :
sin(nx)
sinx

� nx

x
�!
x!0

n,

et la fonction �a int�egrer se prolonge par continuit�e en 0.

Si a = �, l'int�egrale est aussi impropre en �, mais le changement de variable

t = ��x montre que le probl�eme est le même qu'en 0 et la fonction �a int�egrer

se prolonge encore par continuit�e.

L'int�egrale est donc en fait hh fausement impropre ii.

b) A l'aide des formules de trigonom�etrie donn�ees dans l'�enonc�e, on

obtient :

In+1(a)� In(a) =

Z a

0

cos 2n+ 1
2

x� 1
cos(x=2)

dx

La fonction x 7! 1
cos(x=2)

�etant de classe C1 sur [0; a] � [0; �[, on conclut,

grce �a la premi�ere question :

lim
n!1

[In+1(a)� In(a)] = 0

3. a) Toujours avec les formules donn�ees, on a :

In+1(�)� In�1(�) =
Z �

0

2 cos(nx) dx = 0

Donc In+1(�) = In�1(�) et, par r�ecurrence :
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8 p 2 N; I2p (�) = I0(�) = 0 et I2p+1(�) = I1(�) = �

b) En e�ectuant le changement de variable x = � � t :

In(� � a) =

Z
��a

0

sin(nx)
sinx

dx =

Z
�

a

(�1)n sin(nt)
sin t

dt

Donc :

In(� � a) = (�1)n[In(�)� In(a)]

c) Ainsi : Ina) = In(�) + (�1)n+1
In(� � a), d'o�u :

In+1(a) + In(a) = In+1(�) + In(�) + (�1)n[In+1(� � a)� In(� � a)]

= � + (�1)n[In+1(� � a)� In(� � a)].

On a donc In+1(a) + In(a) �!
n!1

� et In+1(a)� In(a) �!
n!1

0, d'o�u :

In(a) �!
n!1

�=2

4. a) La fonction �a int�egrer se prolonge par continuit�e en 0, donc l'int�egraleZ 1

0

sin t
t

dt existe.

Pour x � 1, en int�egrant par parties :Z
x

1

sin t
t

dt = cos 1� cosx
x

+

Z
x

1

cos t
t
2 dt

Comme
j cos tj
t
2 � 1

t
2 , l'int�egrale

Z +1

1

cos t
t
2 dt est (absolument) convergente,

et lim
x!+1

cosx
x

= 0. Par cons�equent

Z x

1

sin t
t

dt a une limite lorsque x tend

vers +1 et donc J existe.

b) La fonction � est de classe C1 sur ]0; a] et pour x0 :

�(x) = x� sinx
x sinx

� x
3
=6

x
2 �!

x!0
0

Ainsi � est prolongeable par continuit�e en 0, en posant �(0) = 0.

On a alors, pour x0 :

�
0(x) = 1

x
2 � cosx

sin2 x
= sin2 x� x

2 cosx
x
2 sin2 x

Un d�eveloppement limit�e donne : sin2 x� x
2 cosx = 1

6
x
4 + o(x4), tandis que

l'on a : x2 sin2 x = x
4 + o(x4), donc lim

0
�
0 = 1

6
.

Par th�eor�eme, on en d�eduit que le prolongement par continuit�e de � est

d�erivable en 0, avec �0(0) = 1
6
, donc ce prolongement est bien de classe C1.

c) In(a) �
Z a

0

sin(nx)
x

dx =

Z a

0

sin(nx)�(x) dx. La premi�ere question

montre donc que cette expression est de limite nulle, lorsque n tend vers

l'in�ni, et :
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lim
n!1

Z
a

0

sin(nx)
x

dx = �

2

Le changement de variable t = nx, pour n � 1, donne :Z a

0

sin(nx)
x

dx =

Z na

0

sin t
t

dt

La convergence de l'int�egrale �etant acquise, on obtient :Z +1

0

sin t
t

dt = �

2

Exercice 1-7

1. Pour x 2 [0; 1[, on pose h(x) = ln(1� x)

a) Soit p 2 N. Calculer la d�eriv�ee p-i�eme de h.

b) Soit x 2 [0; 1[ �x�e.

�Etudier les variations de la fonction t 7! �(t) =
t� x

t� 1
sur l'intervalle [0; x].

En d�eduire que, pour tout x 2 [0; 1[ :

jHp(x)j � x
p j ln(1� x)j o�u Hp(x) =

Z
x

0

h
(p+1)(t)

(x� t)p

p!
dt

2. Montrer que la fonction x 7! g(x) = ln(x2) ln(1 � x
2) est born�ee sur

l'intervalle ]0; 1[.

3. a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z 1

0

ln
�
x
2
�
ln
�
1� x

2
�

x2
dx

b) Pour n 2 N, apr�es en avoir justi��e la convergence, calculer :

In = �
Z 1

0

x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
dx

c) Montrer que :

J =

+1X
n=0

2

(n+ 1) (2n+ 1)2

4. A-t-on :

(8x 2 [0; 1[) ln(1� x) = �
+1X
n=0

x
n+1

n+ 1
?

Solution :

1. a) Des calculs �evidents et une d�emonstration par r�ecurrence donnent pour

tout p � 1 et pour tout x 2 [0; 1[ :

h
(p)(x) = � (p� 1)!

(1� x)p
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b) Pour tout x 2 [0; 1[ �x�e, l'application t 7! �(t) =
t� x

t� 1
est continue et

d�erivable sur l'intervalle [0; x]. de plus

�
0(t) =

x� 1

(t� 1)2
< 0

Ainsi, par d�ecroissance et comme �(0) = x, il vient pour tout t 2 [0; x] :

0 � �(t) � x

En�n : ����Z x

0

h
(p+1)(t)

(x � t)p

p!
dt

���� = ����Z x

0

�(�(t))p) dt

1� t

����
� x

p

Z
x

0

dt

1� t
= �xp ln(1� x)

= x
pj ln(1� x)j

2. La fonction g est continue sur l'intervalle ]0; 1[.

� au voisinage de 0, g(x) est �equivalent �a h(x) = �x2 ln(x2) qui tend vers 0

lorsque x tend vers 0.

� au voisinage de 1, g(x) est �equivalent �a h(x) = 2 ln(x) ln(1�x) soit encore

g(x) � 2(1� x) ln(1� x) qui tend �egalement vers 0 lorsque x tend vers 1.

Ainsi g est prolongeable par continuit�e sur l'intervalle [0; 1] et y est donc

born�ee.

3. a) La fonction f : x 7!
ln
�
x
2
�
ln
�
1� x

2
�

x2
est continue sur ]0; 1[.

Au voisinage de 0, f(x) est �equivalent �a �2 lnx qui est une fonction int�egrable

sur [0; 1].

Au voisinage de 1, f(x) est �equivalent �a g(x) qui tend vers 0.

Ainsi l'int�egrale propos�ee existe.

b) La fonction f : x 7!
x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
est continue sur ]0; 1] et tend vers 0 en

0, si n � 1. Elle est donc prolongeable par continuit�e sur [0; 1] ce qui assure

l'existence de In, pour n � 1.

Pour n = 0, elle est �equivalente �a 2 lnx au voisinage de 0 qui est une fonction

int�egrable sur [0; 1].

Une int�egration par parties sur [a; b] �]0; 1[ donne :

�
Z

b

a

x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
dx =

�
� x

2n+1 lnx2

(n+ 1)(2n+ 1)

�b
a

+

Z
b

a

2x2n

(n+ 1)(2n+ 1)
dx

puis en prenant les limites en 0 et 1 :

In =
2

(n+ 1)(2n+ 1)2
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c) Utilisons la formule de Taylor avec reste int�egral pour la fonction h :

h(x) = �
pX

n=1

x
n

n
+

Z
x

0

h
(p+1)(t)

(x� t)p

p!
dt

d'o�u : �����J �
p�1X
n=0

In

����� �
Z 1

0

j lnx2j
x2

jHp(x
2)jdx

�
Z 1

0

jg(x)jx2p�2dx � M

2p� 1
cette derni�ere expression tendant vers 0 lorsque p tend vers l'in�ni. On en

d�eduit que :

J =

+1X
n=0

2

(n+ 1) (2n+ 1)2

4. Il su�t de reprendre la formule de Taylor de la question pr�ec�edente :

ln(1� x) = �
pX

n=1

x
n

n
+Hp(x)

et pour x 2 [0; 1[; jHp(x)j � x
pj ln(1� x)j qui tend vers 0 lorsque p tend vers

l'in�ni. Donc pour tout x 2 [0; 1[ :

ln(1� x) = �
+1X
n=0

x
n+1

n+ 1

Exercice 1-8

On consid�ere la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

1 + x2

1. Montrer que f est ind�e�niment d�erivable sur R.

2. Soit n un entier naturel. On pose Pn(x) = (1 + x
2)n+1

f
(n)(x) o�u f

(n)

d�esigne la d�eriv�ee n-i�eme de f .

a) Montrer que l'on a :

(1 + x
2)P 0n(x) = 2(n+ 1)xPn(x) + Pn+1(x)

b) �Etablir que Pn est un polynôme dont le terme de plus haut degr�e est

�egal �a (�1)n(n+ 1)!xn.

3. Soit a un r�eel et g une fonction continue sur l'intervalle [a;+1[, d�erivable

sur l'intervalle ]a;+1[ et qui v�eri�e g(a) = 0 et lim
x!+1

g(x) = 0.
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a) On consid�ere la fonction G d�e�nie sur l'intervalle [0; 1] par :

G : x 7!
�
g( 1

x
+ a� 1) si x 2]0; 1]

0 si x = 0

Montrer que G est continue sur [0; 1] et d�erivable sur ]0; 1[.

b) Montrer que G0 s'annule en un point de ]0; 1[. En d�eduire que g0 s'annule
en un point de ]a;+1[.

4. Soit h une fonction qui est continue sur l'intervalle ]�1; a], d�erivable sur

l'intervalle ]�1; a[, telle que h(a) = 0 et telle que lim
x!�1

h(x) = 0. Montrer

que h0 s'annule en un point de l'intervalle ]�1; a[.

5. Montrer par r�ecurrence sur n que le polynôme Pn admet n racines r�eelles

distinctes.

Solution :

1. La fonction x 7! 1 + x
2 �etant strictement positive sur R et de classe C1.

La fonction f , qui est son inverse, est de classe C1.

2. a) Si Pn(x) = (1 + x
2)n+1

f
(n)(x), alors :

P
0
n(x) = (n+ 1)2x(1 + x

2)nf (n)(x) + (1 + x
2)n+1

f
(n+1)(x)

et un calcul imm�ediat donne :

(1 + x
2)P 0n(x) = 2(n+ 1)xPn(x) + Pn+1(x)

b) Montrons le r�esultat demand�e par r�ecurrence sur n.

� P0 = 1 v�eri�e l'hypoth�ese.

� Supposons l'hypoth�ese v�eri��ee pour tout k � n. Alors :

Pn+1(x) = (1 + x
2)P 0n(x) � 2(n+ 1)xPn(x)

= (1 + x
2)[(�1)n(n+ 1)!nxn�1 +R

0(x)]

� 2(n+ 1)x ((�1)n(n+ 1)!xn +R(x))

= (�1)n+1(n+ 2)!xn+1 +Q(x)

3. a) La fonction G est continue sur ]0; 1] et se prolonge par continuit�e en 0

par lim
x!+1

g(x) = 0. Par composition, elle est d�erivable sur ]0; 1[ et pour tout

x dans cet intevalle :

G
0(x) =

�1
x2

g
0
�
1

x
+ a� 1

�
b) On peut appliquer le th�eor�eme de Rolle �a la fonction G et on en d�eduit

qu'il existe C 2]0; 1[ tel que G0(C) = 0. Donc, il existe c 2]a;+1[ tel que

g
0(c) = 0, avec c =

1

C
+ a� 1.

4. Il su�t d'appliquer la proposition pr�ec�edente �a la fonction g d�e�nie par :
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g(x) = h(�x).

5. Montrons le r�esultat par r�ecurrence.

� on v�eri�e que P0 et P1 admettent respectivement 0 et une racine sur R.

� supposons que le polynôme Pn admette n racines distinctes a1 < a2 <

: : : < an. La fonction f
(n) s'annule donc en ces points.

Du th�eor�eme de Rolle appliqu�e �a chaque intervalle [ai; ai+1]; 1 � i � n � 1,

on d�eduit que f (n+1) (donc Pn+1) s'annule en (n � 1) point distincts b2 <

b3 < : : : < bn, avec pour tout 1 � i � n� 1 : bi 2 ]ai; ai+1[.

Or la fonction f
(n) est continue sur l'intervalle [an;+1[, d�erivable sur

]an;+1[ et v�eri�e f
(n)(an) = 0, lim

x!+1
f
(n)(x) = 0. D'apr�es la question

3, il existe bn+1 > an tel que f (n+1)(bn+1) = 0.

De même, en appliquant la question 4 �a f
(n) sur l'intervalle ]�1; a1[, on

trouve b1 < a1 tel que f (n+1)(b1) = 0.

On a ainsi trouv�e (n+ 1) points distincts o�u Pn+1 s'annule.

Ce polynôme �etant de degr�e (n+ 1), il n'admet pas d'autres racines.

Exercice 1-9

Soit r un r�eel strictement positif. On consid�ere un r�eel strictement positif u0
et on d�e�nit la suite (un)n>0 en posant :

un+1 =
1

r + u2n

si n > 0

1. Etudier la fonction x 7! x
3 + rx� 1 et montrer qu'elle s'annule en un seul

point `. En d�eduire que la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

r + x2

admet un seul point �xe ( i.e. il existe un unique x0 tel que f(x0) = x0).

2. On consid�ere la fonction g d�e�nie sur R par g(x) = f(f(x)).

a) Que vaut g(x) ?

b) Montrer qu'il existe trois r�eels a; b et c que l'on d�eterminera, tels que

pour tout x r�eel on a :

(1� rx)(r + x
2)2 � x = (x3 + rx � 1)(ax2 + bx+ c)

c) D�eterminer la fonction x 7! h(x) = g(x)� x.

3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point �xe.

b) Que peut-on dire de la suite (un)n>0 ?

4. On prend pour r la valeur 1=2.
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a) Montrer que g admet trois points �xes. On notera � et � les deux points

�xes qui sont di��erents de ` avec � < �.

b) On pose E = f�; �; `g. Montrer que f laisse l'ensemble E invariant (i.e

que l'on a f(E) = E).

En d�eduire que � < ` < �.

c) Etudier le signe de la fonction h d�e�nie par h(x) = g(x)� x.

d) Etudier la convergence des suites (u2n)n>0 et (u2n+1)n>0 en fonction de

la valeur initiale u0.

Solution :

1. Une �etude imm�ediate montre que l'application x 7! x
3 + rx � 1 est

strictement croissante sur R. L'�etude de ses limites en �1 montre qu'elle

s'annule en un unique point `.

Il en r�esulte que la fonction f admet un unique point �xe `.

2. a) Un calcul imm�ediat donne, pour tout x r�eel :

g(x) =
(r + x

2)2

r(r + x2)2 + 1

b) En e�ectuant le produit du membre de droite et par identi�cation, il

vient :

(1� rx)(r + x
2)2 � x = (x3 + rx � 1)(�rx2 + x� r

2)

c) La fonction h est d�e�nie par :

h(x) =
(1� rx)(r + x

2)2 � x

r(r + x2)2 + 1
=

(x3 + rx� 1)(�rx2 + x� r
2)

r(r + x2)2 + 1

Remarquons que le discriminant � du trinôme �rx2+x�r2 est �egal �a 1�4r3.

3. a) Lorsque r = 1, � est n�egatif. La fonction h n'admet qu'un seul z�ero qui

est `. La fonction g admet donc ` comme unique point �xe.

b) La suite (un) est born�ee par construction. La fonction g �etant croissante,

les deux suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones (et born�ees). Elles convergent

donc chacune vers l'unique point �xe de g.

La suite (un) converge donc vers `.

4. a) Lorsque r = 1=2, � est strictement positif. La fonction h a trois z�eros

et la fonction g admet trois points �xes �; �; `. Un calcul imm�ediat donne :

� = 1� 1p
2
; � = 1 +

1p
2

b) Posons E = f�; �; `g. On remarque que :

f(�) = f(g(�)) = g(f(�)), f(�) = f(g(�)) = g(f(�)).
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L'application f �etant injective, les points f(�); f(�) ` sont trois points

distincts, invariants par g. Comme f admet un unique point �xe, il vient :

f(�) = �; f(�) = �

On consid�ere alors les di��erentes possibilit�es pour ordonner �; � et `, et en

appliquant f , on a n�ecessairement � < l < �.

c) Le signe de h est imm�ediat :

sgn(h(x)) =

�
+1 x 2]�1; �[[]`; �[
�1 x 2]�; `[[]�;+1[

d) Il faut distinguer plusieurs cas :

� 0 < u0 < �. On a alors h(u0) > 0 et donc u2 > u0. La fonction g �etant

croissante, la suite (u2n) est croissante et major�ee par �.

Elle converge vers un point �xe de g qui ne peut être que �.

Comme f est d�ecroissante, la suite (u2n+1) est d�ecroissante (car u2n+1 =

f(u2n)) et minor�ee par � = f(�). Elle converge donc vers �.

� u0 = �. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes �egales respectivement

�a � et �.

� � < u0 < `. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique �a celui

du premier cas montrent que la suite (u2n) est d�ecroissante et converge vers

�, alors que la suite (u2n+1) est croissante et converge vers �.

� u0 = `. La suite (un) est constante �egale �a `.

� ` < u0 < �. La suite (u2n) est croissante et converge vers �, alors que la

suite (u2n+1) est d�ecroissante et converge vers �.

� u0 = �. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes �egales respectivement

�a � et �.

� u0 > �. La suite (u2n) est d�ecroissante et converge vers �, alors que la suite

(u2n+1) est croissante et converge vers �.

Exercice 1-10

On consid�ere une fonction f d�e�nie et continue sur [0; �] et l'int�egrale

In =

Z �

0

f(t) sin(nt)dt.

1. On suppose dans cette question seulement que f est de classe C1 sur [0; �].

Montrer, �a l'aide d'une int�egration par parties, que la suite (In) tend vers 0

quand n tend vers l'in�ni.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C
0 sur [0; �]. On veut

d�emontrer que le r�esultat pr�ec�edent est encore valable.
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a) Soit n 2 N� . Soit F la fonction de Rn dans R qui �a tout n-uplet de r�eels

(a1; a2; : : : ; an) associe le nombre
2

�

Z
�

0

 
f(t)�

nX
k=1

ak sin(kt)

!2

dt.

On pose bk(f) =
2

�

Z
�

0

f(t) sin(kt)dt.

En�n, on rappelle que pour tout couple de r�eels (a; b), on a

sin(a) sin(b) =
1

2
(cos(a� b)� cos(a+ b)).

Calculer pour tout couple (k; l) d'entiers strictement positifs l'int�egraleZ
�

0

sin(kt) sin(lt)dt.

En d�eduire que quel que soit (a1; a2; : : : ; an) 2 Rn :

F (a1; a2; : : : ; an) =

nX
k=1

a
2
k � 2

nX
k=1

akbk(f) +
2

�

Z �

0

f
2(t)dt

b) Montrer que F admet un minimum global au point (b1(f); � � � ; bn(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

c) Montrer que la s�erie
P

(bk(f))
2
est convergente et donner un majorant

de sa somme.

d) Conclure.

Solution :

1. Les deux fonctions �a int�egrer �etant de classe C1 sur [0; �], une int�egration

par parties donne :

In =

�
� 1

n
f(t) cosnt

��
0

+
1

n

Z
�

0

f
0(t) cosntdt

Les fonctions f et f
0 sont born�ees sur le segment [0; �] par M et M

0

respectivement. Ainsi :

jInj �
2M

n
+
�M

0

n
cette derni�ere expression tendant vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

Donc lim
n!+1

In = 0.

2. a) Comme sin kt sin `t =
1

2
cos(k � `)t� 1

2
cos(k + `)t, il vient :Z

�

0

sin(kt) sin(lt)dt =

�
0 si k 6= `

�=2 si k = l

Ainsi :

F (a1; : : : ; an) =
2

�

Z �

0

f
2(t)dt� 2

nX
k=1

akbk(f) +
2

�

Z �

0

 
nX

k=1

ak sin(kt)

!2

dt
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Lorsqu'on d�eveloppe le carr�e de la derni�ere expression, tous les termes des

doubles produits ont une int�egrale nulle, alors que l'int�egrale des autres

termes vaut
�

2
. On obtient ainsi le r�esultat demand�e.

b) Il su�t de v�eri�er, par un calcul, que :

F (a1; : : : ; an)� F (b1(f); : : : ; bn(f)) =

nX
k=1

[ak � bk(f)]
2 � 0

Il en r�esulte que F admet un minimum global en (b1(f); : : : ; bn(f)).

c) Comme F est �a valeurs positives, son minimum est positif ou nul, c'est-

�a-dire :
nX

k=1

b
2
k(f)� 2

nX
k=1

bk(f)bk(f) +
2

�

Z �

0

f
2(t)dt � 0

ce qui est �equivalent �a

nX
k=1

b
2
k(f) �

2

�

Z �

0

f
2(t)dt

Les sommes partielles de la s�erie
X

b
2
k(f) sont major�ees par

2

�

Z �

0

f
2(t)dt.

La s�erie est donc convergente et :

+1X
k=1

b
2
k(f) �

2

�

Z �

0

f
2(t)dt

d) Puisque la s�erie
X

b
2
k(f) converge, son terme g�en�eral tend vers 0 c'est-

�a-dire lim
k!+1

bk(f) = 0.

Ce r�esultat suppose seulement que f soit continue sur [0; �].

Exercice 1-11

D�eterminer les fonctions f continues sur R �a valeurs r�eelles telles que pour

tout x 2 R :

cos(f(x)) = sin(f(x))

Solution :

On sait que les solutions de l'�equation cosx = sin y sont :8<: x =
�

2
� y + 2k�

x =
��
2

+ y + 2k�
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Donc cos(f(x)) = sin(f(x)) est �equivalent �a :8<: f(x) =
�

2
� f(x) + 2k�

f(x) =
��
2

+ f(x) + 2k�

La seconde solution est impossible. La premi�ere correspond �a f(x) =
�

4
+k�,

k �etant une fonction de x. Mais f �etant une fonction continue de R dans R,

f(R) est un intervalle et f est une fonction constante de la forme
�

4
+ k0�.

Exercice 1-12

On rappelle les formules trigonom�etriques suivantes :�
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a� b) = sin(a) cos(b)� cos(a) sin(b)

1. Pour tout n 2 N, on pose :

In =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
sin(t)

dt et Jn =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
t

dt

Montrer que pour tout n 2 N, In et Jn sont des int�egrales convergentes.

Pour n > 1, d�eterminer In � In�1. En d�eduire la valeur de In, pour tout

n � 0.

2. Montrer �a l'aide d'une int�egration par parties que

Z +1

0

sin(t)

t
dt est

convergente.

3. Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle [a; b].

En utilisant �a une int�egration par parties, montrer que

lim
n!1

Z
b

a

f(t) sin[(2n+ 1)t]dt = 0.

4. Soit g l'application d�e�nie sur ]0; �=2] par g(t) =
1

t
� 1

sin(t)
=

sin(t)� t

t sin(t)
.

Montrer que g est prolongeable en une fonction de classe C1 sur [0; �=2]. En

d�eduire lim
n!1

(In � Jn) puis lim
n!1

Jn

5. Comparer Jn et

Z (2n+1)�=2

0

sin(u)

u
du.

En d�eduire �nalement la valeur de

Z +1

0

sin(u)

u
du.

Solution :
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1. Pour tout n 2 N les fonction t 7!
sin
�
(2n+ 1)t

�
sin(t)

et t 7!
sin
�
(2n+ 1)t

�
t

sont continues sur ]0; �=2] et prolongeables par continuit�e en 0 par (2n+ 1).

Ainsi les int�egrales In et Jn existent.

L'utilisation de la formule trigonom�etrique

sin(p)� sin(q) = 2 cos

�
p+ q

2

�
sin

�
p� q

2

�
donne :

In+1 � In�1 =
Z

�=2

0

cos(2nt) dt = 0

et comme I0 =
�

2
, il vient, pour tout n � 0, In = I0 =

�

2
.

2. La fonction t 7! sin t

t
est continue sur [0;+1[. Une int�egration par parties

donne, pour tout A > 0 :Z
A

1

sin t

t
dt =

�
�cos(t)

t

�A
1

�
Z

A

1

cos t

t2
dt

Or par les r�egles de comparaison avec les int�egrales de Riemann :����cos tt2

���� � 1

t2

entrâ�ne que t 7! cos t

t2
est int�egrable sur [1;+1[. De plus lim

A!+1
cosA

A2
= 0

entrâ�ne que :

lim
A!+1

Z A

1

sin t

t
dt existe et est �egale �a

Z +1

1

sin t

t
dt

3. Une int�egration par parties pour f de classe C1 donne :Z
b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt =

�
�1

2n+ 1
f(t) cos(2n+ 1)t

�b
a

+
1

2n+ 1

Z
b

a

f
0(t) cos(2n+ 1)tdt

Les fonctions t 7! f(t) cos(2n+ 1)t et t 7! f
0(t) cos(2n+ 1)t �etant continues

sur le segment [a; b], elle y sont born�ees par des constantes M et N . Ainsi :�����
Z b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt

����� � M

2n+ 1
+
N(b� a)

2n+ 1

et donc :

lim
n!+1

Z
b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt = 0
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4. La fonction g est clairement de classe C1 sur ]0; �=2]. Au voisinage de 0,

un d�eveloppement limit�e donne :

g(x) =
sinx� x

x sinx
=
�x3=6 + o(x3)

x2 + o(x3)
= �x

6
+ o(x)

Ainsi, on peut prolonger g en x = 0 par g(0) = 0. Il reste �a prouver que g0

est une fonction continue en x = 0. Pour cela :

g
0(x) =

x
2 cosx� sin2(x)

x2 sin2(x)

et un d�eveloppement limit�e de g0 en 0 donnent :

g
0(x) = �1

6
+ o(1)

D'apr�es le th�eor�eme de prolongement de la d�eriv�ee, on en d�eduit qu g est

d�erivable en 0, que g0(0) = 1=6 et que g0 est continue en 0. Ainsi g est de

classe C1 sur [0; �=2].

On a alors In � Jn =

Z
�=2

0

g(t) sin(2n+ 1)tdt qui tend vers 0 lorsque n tend

vers l'in�ni (question 3.) D'o�u :

lim
n!+1

Jn =
�

2

5. En posant t =
u

2n+ 1
, il vient :

Jn =

Z �=2

0

sin(2n+ 1)t

t
dt =

Z (2n+1)�=2

0

sinu

u
du

et d'apr�es la question 2, on a :Z +1

0

sin t

t
dt = lim

n!+1

Z (2n+1)�=2

0

sin t

t
dt = lim

n!+1
Jn =

�

2

Exercice 1-13

1. �Etudier la fonction d�e�nie par f(x) = 1 � sinx et tracer sa courbe

repr�esentative dans un rep�ere orthonorm�e du plan.

2. On consid�ere la suite (un)n�0 d�e�nie par u0 2 R et pour tout n � 0 :

un+1 = 1� sinun

Montrer qu'il existe un r�eel � > 0 tel que pour tout n � 3, on a � � un � 1.

Etudier la convergence de (un)n�0.

Solution :



28 ESCP-EAP 2000 - Oral

1. La fonction f est de classe C1 et 2�-p�eriodique. Comme f(�� x) = f(x),

il su�t de faire l'�etude sur le segment [��=2; �=2], puis de compl�eter le

dessin par une sym�etrie par rapport �a la verticale d'abscisse �=2, suivie de

translations horizontales d'amplitudes 2k�, k 2 Z.
Ayant f 0(x) = � cosx, f est d�ecroissante sur [��=2; �=2], avec f(��=2) = 2

et f(�=2) = 0. Le dessin s'en d�eduit sans peine.

2. u0 est r�eel, donc u1 2 f(R) = [0; 2] 2 [0; �]. Par cons�equent :

u1 2 f([0; �]) = [0; 1] � [0; �=2]

u2 2 f([0; 1]) = [�; 1] � [0; 1], avec � = 1� sin 1 > 0.

A partir du rang 3, on a donc un 2 [�; 1].

? Comme f est continue, si la suite u converge, sa limite ` est un point �xe

de f .

Une �etude rapide de la fonction g : x 7! f(x) � x montre que cette fonction

est d�ecroissante et s'annule en un unique point de R.

On a :

g(�) = f(�)� � = 1� sin�� � = sin 1� sin� > 0 et g(1) = � sin 1 < 0,

ce qui prouve que � � ` � 1.

Or sur [�; 1], jf 0(x)j = cosx � cos� < 1. Ainsi, par application de l'in�egalit�e

des accroissements �nis :

8n � 3; jun+1 � `j = jf(un)� f(`)j � cos�jun � `j
Ainsi, 8n � 3; jun � `j � (cos�)n�3ju3 � `j.
Puisque j cos�j < 1, on en d�eduit : lim

n!1
un = `.

Exercice 1-14

1. Etudier la fonction r�eelle f : x 7! 1

x ln x
et tracer sa courbe repr�esentative.

2. Etudier la s�erie
X
n

1

n lnn
.

3. On consid�ere une suite r�eelle (xn)n�0 d�e�nie par :

x0 > 0; x1 > 0 et 8n � 2 xn = xn�1 +
1

n lnn
xn�2

a) �Ecrire un programme en Pascal qui calcule et a�che les termes successifs

de cette suite pour des valeurs initiales et jusqu'�a un rang n entr�es par

l'utilisateur.

b) �Etudier les variations de la suite (xn)n�0.

c) �Etudier la convergence de la suite (xn)n�0.
Que se passe-t-il si on remplace les conditions initiales par x0 < 0 et

x1 < 0 ?
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Solution :

1. La fonction f est d�e�nie et de classe C
1 sur ]0; 1[[]1;+1[. Sa d�eriv�ee

vaut :

f
0(x) = � lnx+ 1

(x lnx)2

Son signe est d�etermin�e par celui de lnx+ 1 soit :

f
0(x) � 0, x � e

�1

2. La fonction f �etant positive, d�ecroissante sur l'intervalle ]1;+1[, on peut

faire une comparaison s�erie/int�egrale, soit, pour tout k � 2 :

1

(k + 1) ln(k + 1)
�
Z

k+1

k

dx

x lnx
� 1

k ln k

En notant Sn =

nX
k=2

1

k ln k
et en sommant les in�egalit�es pr�ec�edentes :

Sn �
Z n+1

2

dx

x lnx
= ln(ln(n+ 1))� ln(ln 2)

ce qui entrâ�ne la divergence de la s�erie propos�ee.

3. a) Voici une proposition de programme :

program

Var a,b,c : real ;

i,n : integer ;

Begin

writeln('premier terme, x0>0 ?') ; readln (a) ;

writeln('second terme, x1>0 ?') ; readln (b) ;

writeln('rang, n ?') ; readln (n) ;

For i := 2 to n do

begin

c := b+a/(n*ln(n)) ;

writeln('au rang', i, 'la suite vaut :', c) ;

a := b ; b := c

end ;

End.

b) Comme x0 > 0 et x1 > 0 et n lnn > 0, on montre par r�ecurrence que

xn > 0 pour tout n 2 N. On a alors :

8n � 2; xn � xn�1 =
xn�2
n lnn

> 0

ce qui signi�e que la suite (xn) est strictement croissante.
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c) La suite (xn) �etant strictement croissante, on a, pour tout n � 2; xn > x1

et donc :

xn � xn�1 � x1
1

n lnn
En sommant, il vient :

xn � x2 � x1

 
nX

k=3

1

k ln k

!
Et comme x1 > 0, la suite (xn) tend vers l'in�ni.

d) Si x0 < 0 et x1 < 0, on est ramen�e �a l'�etude pr�ec�edente avec yn = �xn.
Dans ce cas, (xn) tend vers �1.

Exercice 1-15

On consid�ere un entier naturel non nul n, et la fonction fn d�e�nie sur R par

fn(x) = nx
3 + n

2
x� 2.

1. Montrer que l'�equation fn(x) = 0 admet dans R une unique solution. On

notera an cette solution.

2. �Ecrire un programme en Pascal qui d�etermine et a�che une valeur

approch�ee de an �a 10�2 pr�es pour une valeur de n entr�ee par l'utilisateur.

3. Montrer que la suite (an)n�1 est d�ecroissante et convergente.

4. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

an ?

5. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

n
�

�
an �

2

n2

�
?

Solution :

1. Une �etude rapide de la fonction fn montre que f 0
n
(x) = nx

2 + n
2
> 0. La

fonction fn est strictement croissante de R sur R et continue. Elle induit une

bijection de R sur R. Ainsi l'�equation fn(x) = 0 admet une unique solution

r�eelle an = f
�1
n

(0).

On remarque que an 2]0; 1[, puisque fn(0) = �2 et fn(1) = n
2 + n � 2 > 0

si n � 2.

2. Utilisons la m�ethode de dichotomie sur [0; 1].

Function f(n :integer ; x : real) : real ;

begin

f := n*x*x*x+n*n*x-2

end ;

Function racine : real ;
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Var z, eps, a, b : real ;

begin

Writeln('Entrez une valeur de n') ; readln(n) ;

a := 0 ; b := 1 ; eps := abs(b-a) ;

while eps >= .01

begin

c := (a+b)/2 ;

z := f(n,c) ;

if z<0 then b := c else a := c ;

eps := abs(b-a)

end ;

racine := c

end ;

3. On a :

fn+1(an) = (n+ 1)a3
n
+ (n+ 1)2an � 2 = a

3
n
+ (2n+ 1)an > 0

Comme fn est strictement croissante et comme fn+1(an+1) = 0, il vient :

an+1 < an. La suite (an) est positive et d�ecroissante ; elle converge vers une

limite ` � 0. Comme fn

�
1

n

�
=

1

n2
+ n� 2 � 0, on a :

0 � an �
1

n
) lim

n!+1
an = 0

4. On peut �ecrire :

2 = nan(a
2
n
+ n) � n

2
an

Ainsi an �
2

n2
. La positivit�e de an entrâ�ne que la s�erie

P
an est convergente.

5. On a pour n � 1 :

an �
2

n2
=

n
2
an � 2

n2
= �a

3
n

n
< 0

Ainsi

�
2

n2
� an

�
n
�
> 0 et�

2

n2
� an

�
n
� � a

3
n

n
n
� � 8

n7��

En�n la s�erie
X 8

n7��
converge si et seulement si � < 6.

Exercice 1-16

Soit f une fonction d�e�nie sur R. On rappelle que f est convexe sur R si pour

tout entier n � 2 : 8(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;8(a1; : : : ; an) 2 (R+ )n

nP
i=1

ai = 1 =) f

�
nP
i=1

aixi

�
�

nP
i=1

aif(xi)
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1. D�emontrer que
n

p
n! � (n+ 1)=2.

2. Montrer que pour tout x � 0, on a x� x
2

2
� ln(1 + x) � x.

3. �Etudier la convergence de la suite d�e�nie, pour tout n � 1 par :

un =

nY
i=1

�
1 +

ln i

n2

�

Solution :

1. La fonction x 7! e
x est convexe sur R, puisque sa d�eriv�ee seconde est

positive. Donc, pour n � 1 :

(n!)1=n = e
1=n ln(n!) = e

1
n

P
n

k=1
ln k � 1

n

nX
k=1

e
lnk

Donc

(n!)1=n � 1

n

n(n+ 1)

2
=

n+ 1

2
2. Il su�t d'�etudier rapidement les fonctions x 7! ln(1 + x) � x et x 7!

ln(1 + x) � x� x
2

2
pour d�emontrer les in�egalit�es demand�ees.

3. Chacun des termes du produit est strictement positif. On peut donc

prendre le logarithme de un, soit :

vn = ln(un) =

nX
k=1

ln

�
1 +

ln k

n2

�
D'apr�es la question pr�ec�edente, pour tout entier k tel que 1 � k � n :

ln k

n2
� ln2 k

2n4
� ln

�
1 +

ln k

n2

�
� ln k

n2

D'o�u :
lnn!

n2
� 1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 � vn �
lnn!

n2

Mais :
1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 � 1

2n4

nX
k=1

k
2 =

(n+ 1)(2n+ 1)

12n3

entrâ�ne que :

lim
n!+1

1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 = 0

Et par la premi�ere question :

0 � lnn!

n2
=

1

n
ln(n!)1=n � 1

n
ln

�
n+ 1

2

�
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et :

lim
n!+1

lnn!

n2
= 0

Finalement :

lim
n!+1

vn = 0) lim
n!+1

un = 1

Exercice 1-17

Soit a un r�eel strictement positif. On note I = ]�a; a[.
Dans tout l'exercice, on consid�ere une application f de I � I dans I qui est

de classe C1 sur I � I et pour laquelle il existe un r�eel k 2 [0; 1[ v�eri�ant :

8 (x; y) 2 I � I , ����@f@x (x; y)
����+ ����@f@y (x; y)

���� � k

1. Soit (x; y) et (x0; y0) deux couples de I � I . On d�e�nit l'application ' sur

[0; 1] par :

'(t) = f ((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

a) Montrer que ' est d�erivable sur [0; 1] et exprimer sa d�eriv�ee en fonction

des d�eriv�ees partielles de f .

b) En d�eduire que

jf(x; y)� f(x0; y0)j � k:max(jx � x0j; jy � y0j)

2. Soient (�; �) 2 I � I . On note (un)n2N la suite d�e�nie par :

u0 = �; u1 = �; et 8n 2 N; un+2 = f(un+1; un)

Pour n 2 N, on pose an = max(jun+2 � un+1j; jun+1 � unj).
a) Etudier la monotonie de la suite (an)n2N.

b) Montrer que 8n 2 N; an+2 Ê � kan.

c) Montrer que la s�erie
P

an est convergente.

d) Montrer que la suite (un) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (un) est ind�ependante du couple (�; �).

Solution :

1. a) ' est d�erivable sur [0; 1], et même de classe C1, car compos�ee de telles

fonctions et, par application de la formule g�en�erale :

'
0(t) = (x� x0)

@f

@x
((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

+ (y � y0)
@f

@y
((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

b) On a donc 8 t 2 [0; 1]; j'0(t)j � max(jx�x0j; jy�t0j):k, et par application
de l'in�egalit�e des accroissements �nis :
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jf(x; y)� f(x0; y0)j = j'(1)� '(0)j � max(jx� x0j; jy � y0j):k
2. a) Pour tout n :

jun+3 � un+2j = jf(un+2; un+1)� f(un+1; un)j � k:an � an.

De plus, par d�e�nition de an, on a jun+2 � un+1j � an. D'o�u :

an+1 = max(jun+3 � un+2j; jun+2 � un+1j) � an

La suite (an) est donc d�ecroissante.

b) On a : jun+3 � un+2j � k:an et jun+4 � un+3j � k:an+1 � k:an.

Par cons�equent : an+2 = max(jun+4 � un+3j; jun+3 � un+2j) � kan.

c) Ainsi, par r�ecurrence, a2n � k
n
a0 et a2n+1 � k

n
a1.

On en d�eduit :
NP
n=0

an � (a0 + a1)
1

1� k
(en majorant les sommes partielles

de la s�erie g�eom�etrique de raison k, par la somme de cette s�erie).

Ainsi la s�erie �a termes positifs
P

an a ses sommes partielles major�ees, donc

est convergente.

d) Pour tout n 2 N; 0 � jun+1 � unj � an. La s�erie de terme g�en�eral

un+1 � un est donc (absolument) convergente, ce qui signi�e que la suite de

terme g�en�eral un est convergente.

3. Soient (un) et (u0
n
) les suites d�e�nies comme en 2. et initialis�ees respec-

tivement par les couples (�; �) et (�0; �0).
D'apr�es la question 2. d) ces suites convergent. Notons ` = limu et `0 = limu

0.
Pour tout n, on a : jun+2� u

0
n+2j � k:max(jun+1 � u

0
n+1j; jun � u

0
n
j), ce qui,

par prolongement des in�egalit�es �a la limite donne :

j`� `
0j � k:j`� `

0j
Comme 0 � k < 1, on en d�eduit ` = `

0 et la limite de u ne d�epend pas de ses

deux premiers termes.

Exercice 1-18

Dans tout l'exercice, g d�esigne une application continue de R+ dans R, qui

est p�eriodique de p�eriode 1.

1. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0 , l'int�egrale

Z +1

0

e��xg(x) dx est

convergente. On pose alors G(�) =

Z +1

0

e��xg(x) dx.

b) Montrer que G(�) admet une limite quand � tend vers +1 et pr�eciser

sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0,

G(�) =
1

1� e��

Z 1

0

e��xg(x) dx
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b) Justi�er l'existence d'un r�eel positif M tel que :

8x 2 R+ ; je�x � 1 + xj �Mx
2

et en d�eduire un encadrement de

Z 1

0

e��xg(x) dx.

c) Montrer que G(�) poss�ede une limite �nie quand � tend vers 0 par

valeurs sup�erieures si et seulement si

Z 1

0

g(x) dx = 0 et montrer que cette

limite vaut alors

Z 1

0

�xg(x) dx.

3. Dans cette question on suppose de plus que g est �a valeurs positives ou

nulles et que g est di��erente de la fonction nulle.

Soit f une application continue de R+ dans R+ , d�ecroissante et telle que

l'int�egrale

Z +1

0

f(x) dx diverge.

a) Montrer que J =

Z 1

0

g(x) dx est strictement positif.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,Z n

n�1
f(x)g(x) dx � J:

Z n+1

n

f(x) dx

c) En d�eduire la nature de l'int�egrale

Z +1

0

f(x)g(x) dx.

Solution :

1. a) La fonction g est continue et p�eriodique, donc est born�ee. Il existeM tel

que : 8x; je��xg(x)j � M:e��x. La convergence de l'int�egrale

Z +1

0

e��x dx

donne alors la convergence (absolue) de l'int�egrale propos�ee.

b) De plus jG(�)j �M

Z +1

0

e��x dx = M

�
�!

�!+1
0 et lim

�!+1
G(�) = 0.

2. a)

Z x

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

: : :+

Z x

1

: : : =

Z 1

0

: : :+

Z x�1

0

e��(u+1)
g(u+ 1) du

Par 1-p�eriodicit�e de g, on en d�eduit, pour x � 1 :Z
x

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

e��tg(t) dt+ e��
Z

x�1

0

e��tg(t) dt

et, en faisant tendre x vers l'in�ni : G(�) =

Z 1

0

e��tg(t) dt+ e��G(�), i.e. :

G(�) = 1
1� e��

Z 1

0

e��tg(t) dt
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b) La fonction f : x 7! e�x est de classe C1 sur R et, par l'in�egalit�e de

Taylor-Lagrange :

8x 2 R+ ; je�x � 1 + xj � x
2

2
sup
[0;x]

jf 00j = x
2

2

D'o�u :
��Z 1

0

e��tg(t) dt�
Z 1

0

g(t) dt+ �

Z 1

0

tg(t) dt
�� � �

2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dt

et, en chassant les valeurs absolues :Z 1

0

e��tg(t) dt �
Z 1

0

g(t) dt� �

Z 1

0

tg(t) dt+ �
2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dtZ 1

0

e��tg(t) dt �
Z 1

0

g(t) dt� �

Z 1

0

tg(t) dt� �
2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dt

c) Par encadrement, on a donc lim
�!0+

Z 1

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

g(t) dt.

? Si

Z 1

0

g(t) dt0, La formule vue en 2. a) montre queG(�) n'a pas de limite

�nie lorsque � tend vers 0, puisque le facteur plac�e devant l'int�egrale est de

limite in�nie.

? Si

Z 1

0

g(t) dt = 0, l'encadrement vu en b) donne :Z 1

0

e��tg(t) dt = ��
Z 1

0

tg(t) dt+ o(�)

Tandis que 1� e�� � �, d'o�u lim
�!0+

G(�) = �
Z 1

0

tg(t) dt

3. a) g n'est pas la fonction nulle et est 1-p�eriodique, donc il existe au moins

un point x de [0; 1] tel que g(x)0. Par positivit�e et continuit�e de g, on en

d�eduit J > 0.

b) Par d�ecroissance de f , on a :Z n

n�1
f(x)g(x) dx � f(n)

Z n

n�1
g(x) dx = f(n):J

Comme f(n) �
Z

n+1

n

f(x) dx (encore par d�ecroissance de f), on a bien

l'in�egalit�e demand�ee.

c) Par sommation :

Z n

0

f(x)g(x) dx � J

Z n+1

1

f(x) dx �!
n!+1

+1, ce qui

prouve la divergence de l'int�egrale

Z +1

0

f(x)g(x) dx.

Exercice 1-19

1. Etudier pour un r�eel x donn�e, la convergence des int�egrales
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F (x) =

Z +1

0

1� cos(tx)

t
2 e�t dt

G(x) =

Z +1

0

sin(tx)

t
e�t dt

2. Montrer que pour a et h r�eels :

j cos (a+ h)� cos (a) + h sin (a) j � 1
2
h
2

3. En d�eduire que

jF (x)� F (x0)� (x� x0)G(x0)j � 1
2
(x� x0)

2

Z +1

0

e�t dt

4. Montrer que la fonction F est d�erivable, quelle est sa d�eriv�ee ?

5. On pose H(x) =

Z +1

0

cos(tx)e�t dt

Montrer par une m�ethode analogue �a celle des questions 3 et 4 que G est

d�erivable et que G0(x) = H(x)

6. V�eri�er que @

@t

�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�
= cos(tx)e�t.

En d�eduire H(x).

7. A l'aide du changement de variable x = tanu dans

Z 1

0

dx

1 + x
2 , calculer

G(1). En d�eduire que F (1) = �

4
� 1

2
ln 2.

Solution :

1. a) La fonction t 7! 1� cos(tx)

t
2

e�t est continue sur ]0;+1[ et se prolonge

par continuit�e en 0, car au voisinage de ce point :

1� cos(tx)

t
2

e�t � t
2
x
2

2t2
=

x
2

2

De plus, pour tout t > 0 : ����1� cos(tx)

t
2

e�t
���� � 2

t2

ce qui montre que cette fonction est int�egrable sur R+ .

b) La fonction t 7! sin(tx)

t
e�t est continue sur ]0;+1[ et se prolonge par

continuit�e en 0, car au voisinage de ce point :

sin(tx)

t
e�t � tx

t
= x

De plus, pour tout t > 0 : ���� sin(tx)
t

e�t
���� � jxje�t
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ce qui montre que cette fonction est int�egrable sur R+ .

2. Pour montrer que pour a et h r�eels :

j cos (a+ h)� cos (a) + h sin (a) j � 1

2
h
2

il su�t d'appliquer l'in�egalit�e de Taylor �a la fonction x 7! cosx sur [a; a+h].

3. On a par lin�earit�e :

F (x)�F (x0)� (x�x0)G(x0) =
Z +1

0

� cos(tx) + cos(tx0)� t sin(tx0)

t2
e
�t
dt

Par la question pr�ec�edente :

j � cos(tx) + cos(tx0)� t sin(tx0)j �
1

2
(tx� tx0)

2

Donc :

jF (x)� F (x0)� (x� x0)G(x0)j �
1

2
(x� x0)

2

Z +1

0

e�t dt

4. Soit x0 2 R. Par la question pr�ec�edente, pour tout x 6= x0, on a :����F (x)� F (x0)

x� x0
�G(x0)

���� � 1

2
jx� x0j

ce qui entrâ�ne que F est d�erivable en x0 et que F 0(x0) = G(x0).

5. La fonction H est d�e�nie sur R, puisque t 7! cos(tx)e�t est continue

sur [0;+1[ et j cos(tx)e�tj � e
�t. En appliquant l'in�egalit�e de Taylor �a la

fonction sinus, il vient :

jG(x) �G(x0)� (x� x0)H(x0)j �
1

2
(x� x0)

2

Z +1

0

t
2
e
�t
dt = (x � x0)

2

ce qui entrâ�ne que, pour tout x 6= x0 :����G(x) �G(x0)

x� x0
�H(x)

���� � jx� x0j

6. La v�eri�cation de @

@t

�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�
= cos(tx)e�t est

imm�ediate. Soit A > 0.Z
A

0

cos(tx)e�tdt =
�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�A
0

=
1

1 + x2
+
�e�A cos(Ax) + x:e�A sin(Ax)

1 + x
2

Il reste �a faire tendre A vers l'in�ni pour obtenir :

H(x) =

Z +1

0

cos(tx)e�tdt =
1

1 + x2
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7. Sachant que F (0) = 0, on peut �ecrire :

F (x) =

Z
x

0

F
0(t) dt =

Z
x

0

G(t) dt = xG(x) �
Z

x

0

t

1 + t2
dt = xG(x) � lnx

2

Pour x = 1 :

G(1) =

Z 1

0

G
0(t) dt =

Z 1

0

dt

1 + t2
=

�

4
(t = tan(u=2))

entrâ�ne que :

F (1) =
�

4
� ln 2

2

Exercice 1-20

1. Montrer que pour x r�eel non nul, l'int�egrale

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

est

convergente.

Dans la suite de l'exercice, on pose alors f(x) =

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

2. Montrer que f est une fonction paire et d�eterminer le signe de f(x).

3. Montrer que f est d�ecroissante sur R�+ .

4. A l'aide d'un changement de variable simple, montrer que pour x > 0, on

a :

x:f(x) = f( 1
x
)

5. En d�ecoupant l'int�egrale d�e�nissant f(x) �a l'aide de la borne interm�ediairep
x, et en e�ectuant un changement de variable dans la seconde int�egrale,

montrer que pour x > 0, on a :

f(x) = 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

6. a) Quelle est la d�eriv�ee de la fonction t 7! ln(t +
p
1 + t2) ? En d�eduire,

pour x > 0, la valeur de

Z p
x

0

dtp
1 + t2

.

b) Montrer que, pour x > 0, f(x) � 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1). En d�eduire lim

+1
f .

7. a) Montrer que pour x > 0 :

0 � 2
x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

� f(x) � 2
x
3

Z p
x

0

t
2
dtp

1 + t2
� 1

x
2

En d�eduire que f(x) est �equivalent �a lnx
x

quand x tend vers +1.

b) En d�eduire un �equivalent simple de f(x) quand x tend vers 0 par valeurs

sup�erieures.
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Solution :

1. La fonction t 7! 1p
(1 + t2)(x2 + t2)

est continue sur R+ , et est domin�ee

par t 7! 1
t
2 lorsque t tend vers +1.

La r�egle de Riemann permet de conclure �a la convergence.

2. La parit�e de f est �evidente, et la positivit�e de la fonction �a int�egrer donne

la (stricte) positivit�e de f(x).

3. Pour 0 < x < y et t � 0, on a : 1p
(1 + t2)(y2 + t2)

� 1p
(1 + t2)(x2 + t2)

.

Par conservation des in�egalit�es par int�egration, puisque les bornes sont dans

le sens croissant, on conclut �a la d�ecroissance de f sur R�+ .

4. Le changement de variable u = 1
t
, fait d'abord sur un segment [�; �], avec

0 < � < �, suivi d'un passage �a la limite donne :

f(x) =

Z 0

+1

�du

u2q
(1 + 1

u2
)(x2 + 1

u2
)
=

1

x

Z +1

0

duq
(u2 + 1)(u2 + 1

x2
)
= 1

x
f( 1
x
)

5. On �ecrit f(x) =

Z p
x

0

: : :+

Z +1

p
x

: : :

Dans la premi�ere int�egrale, on fait le changement de variable u = x

t
(d'abord

sur un segment [�;
p
x] puis on passe �a la limite et on se rend alors compte

que les deux int�egrales sont �egales. D'o�u :

f(x) = 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

6. a) La d�eriv�ee de t 7! ln(t+
p
1 + t2) est t 7! 1p

1 + t2
. On en d�eduit :Z p

x

0

dtp
1 + t2

=
h
ln(t+

p
1 + t2)

ipx
0

= ln(
p
x+

p
x+ 1)

b) Or, pour tout x > 0, f(x) � 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)x2

= 2
x

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)

et donc : 0 � f(x) � 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1).

Or 2
x
ln(
p
x+
p
x+ 1) �

(+1)

lnx
x

�!
x!+1

0 et, par encadrement lim
x!+1

f(x) = 0.

7. a) En pla�cant tout sous la même int�egrale, et en r�eduisant au même

d�enominateur, on a :

2
x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

� f(x) = 2

Z p
x

0

t
2
dt

(
p
x2 + t2 +

p
x2)
p
(1 + t2)(x2 + t2)x2

� 2
x
3

Z p
x

0

t
2
dtp

1 + t2
� 2

x
3

Z p
x

0

t dt = 1
x
2
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Comme 1
x
2 est n�egligeable devant 2

x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

= 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1), on

en d�eduit que f(x) est �equivalent au voisinage de +1 �a 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1),

donc �egalement �a lnx
x

.

b) Comme f(x) = 1
x
f( 1
x
), on a : f(x) �

(0)

1
x

ln 1
x

1
x

= � lnx

Exercice 1-21

On note f l'application de R+ dans R d�e�nie par :

f(x) =

(
sinx
x

si x est strictement positif

1 si x = 0
.

Pour tout n de N, on note In l'intervalle [n�; (n+ 1)�].

1. Montrer que f est continue sur R+ .

2. Montrer que f est de classe C1 sur l'intervalle [0;+1[. Pr�eciser sa d�eriv�ee

�a droite en z�ero.

Montrer que f est de classe C2 sur [0;+1[, de classe C1 sur ]0;+1[.

3. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que la d�eriv�ee de f s'annule sur

In en un unique point not�e xn.

4. Montrer l'existence de deux suites r�eelles (yn)n2N et (zn)n2N, telles que,

pour tout n 2 N :

f(yn) =
1
yn

, f(zn) = � 1
zn

, avec yn dans I2n , et zn dans I2n+1.

D�eterminer la d�eriv�ee de f en yn et en zn. Que peut-on en conclure ?

5. Etudier les variations de f sur I0; puis sur I2n et I2n�1, pour n > 1.

6. Tracer la courbe repr�esentative de f sur [0; 3�].

Solution :

1. La fonction f est clairement continue sur R�+ et comme sinx �
(0)

x, le choix

de f(0) est tel que f est aussi continue en 0, donc sur R+ .

2. La fonction f est de classe C1 sur R�+ , car quotient de fonctions de classe
C1, le d�enominateur ne s'annulant pas.

? Pour x > 0, on a : f 0(x) = x cosx� sinx
x
2 . Un d�eveloppement limit�e �a

l'ordre 3, au voisinage de 0 donne : x cosx� sinx = �1
3
x
3 + o(x3), et :

f
0(x) = �1

3
x+ o(x)
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Ainsi, f 0 a une limite en 0 et comme f est continue en 0, on en d�eduit par

th�eor�eme, que f est d�erivable en 0, avec f 0(0) = �1
3
et f 0 est donc continue

en 0.

Ainsi f est de classe C1 sur R+ .

? De la même fa�con, on a pour x > 0, f 00(x) = � sinx
x

� 2x cosx� sinx
x
3 et

le même d�eveloppement limit�e que pr�ec�edemment donne lim
x!0+

f
00(x) = �1

3
.

Ainsi f est deux fois d�erivable en 0 avec f 00(0) = �1
3
et f est bien de classe

C2 sur R+ .

3. Le signe de f 0 sur In est celui de g : x 7! x cosx� sinx.

On a g0(x) = �x sinx et donc, pour n pair, g est strictement d�ecroissante sur

In, tandis que pour n impair elle est strictement croissante sur In.

Comme g(2n�) > 0 et g((2n+1)�) < 0, on en d�eduit que g, donc f 0, s'annule
une fois et une seule sur chaque intervalle In.

4. Il est clair que yn = (2n+ 1
2
)� et zn = (2n+ 3

2
)�.

On a alors f 0(yn) = � 1
y
2
n

et f 0(zn) = 1
z
2
n

.

On en conclut qu'aux points d'abscisses yn la courbe repr�esentative de f est

tangente �a l'hyperbole d'�equation xy = 1, tandis qu'aux points d'abscisses

zn elle est tangente �a l'hyperbole d'�equation xy = �1.
5. Les questions pr�ec�edentes permettent de conclure :

? f est strictement d�ecroissante sur I0 ;

? Pour n � 1, f est strictement d�ecroissante sur [(2n � 1)�; x2n�1],
strictement croissante sur [x2n�1; x2n] et �a nouveau strictement d�ecroissante

sur [x2n; (2n+ 1)�].

6. L'esquisse du trac�e ( en forme de hh sinuso��de amortie ii) s'en d�eduit sans

peine.

Exercice 1-22

Pour tout n de N� on consid�ere l'�equation (En) d�e�nie par :

(En) x
n+2 � 2:xn+1 + x

n + x
3 � (2 + n)x2 + x(1 + 2n)� n = 0

1. Montrer que 1 est solution de (En) et d�eterminer son ordre de multiplicit�e

en fonction de n.

2. a) D�esormais on suppose que n est sup�erieur ou �egal �a trois. Montrer qu'il

existe une solution et une seule de (En) dans l'intervalle ]1;+1[. Dans la

suite on note an cette solution.

b) Ecrire un programme turbo-pascal permettant d'obtenir une valeur

approch�ee de a3 �a " pr�es, " > 0 �etant donn�e.
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3. Montrer que la suite de terme g�en�eral an converge et d�eterminer sa limite

L (on pourra, par exemple, comparer an et 1 + 1p
n
, pour n assez grand).

4. D�eterminer un �equivalent simple de an � L, quand n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. Soit P = X
n+2 � 2Xn+1 +X

n +X
3 � (2 + n)X2 +X(1 + 2n)� n.

Des calculs simples donnent P (1) = P
0(1) = 0. Par cons�equent P est divisible

par (X � 1)2 et on voit alors que P = (X � 1)2(Xn +X � n) = (X � 1)2Q.

Si n = 2, on a encore Q(1) = 0 et 1 est racine triple de P .

Si n2, alors 1 n'est pas racine de Q et 1 est racine double de P .

2. a) Chercher les solutions de (En) dans ]1;+1[, revient �a chercher les

solutions, dans cet intervalle, de l'�equation x
n + x� n = 0.

Une �etude rapide de la fonction fn : [1;+1[ ! R; x 7! x
n + x � n montre

que cette fonction est strictement croissante, telle que fn(1) = 2� n < 0 et

lim
x!+1

fn(x) = +1.

Ainsi, par le th�eor�eme de la bijection, fn s'annule en un point an et un seul

de ]1;+1[.

b) On peut proc�eder par dichotomie, en notant d�ej�a que f3(2) = 7 > 0 et

donc que l'on a : 1 < a3 < 2.

Apr�es les pr�esentations d'usage, le corps du programme est alors :

: : : A :=1 ; B :=2 ;

While B-A>eps do

begin M :=(A+B)/2 ;

if M*M*M+M-3 < 0 then A := M else B := M

end ;

R :=(A+B)/2 : : : end.

3. On a : fn
�
1 + 1p

n

�
=
�
1 + 1p

n

�n
+ 1 + 1p

n
� n.

Or : ln
��
1 + 1p

n

�n�
= n ln

�
1 + 1p

n

�
=
p
n� 1

2
+ o(1), donc :�

1 + 1p
n

�n � e�1=2:e
p
n

Cette expression domine largement n, ce qui prouve que lim
n!1

fn

�
1+ 1p

n

�
=

+1.

Par cons�equent, pour n assez grand, fn
�
1+ 1p

n

�
> 0, d'o�u 1 < an < 1+ 1p

n
,

et :

lim
n!1

an = 1

4. Posons an = 1+ "n, avec "n ! 0.
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On a : (1 + "n)
n = n� 1� "n, i.e. ln(n� 1� "n) = n ln(1 + "n).

Ce que l'on peut �ecrire :

n:"n � n ln(1 + "n) = lnn+ ln(1� 1
n
� "n

n
) � lnn

an � 1 = "n � lnn
n

Exercice 1-23

On consid�ere la suite x = (xn) d�e�nie par :

x0 = 1; x1 =
1
2
, et 8n � 2; (n2 + 1)xn = (2n2 � n)xn�1 � (n2 � n)xn�2

1. On consid�ere la suite y = (yn) d�e�nie par : y0 = 0 et 8n � 1; yn =

n(xn � xn�1). Calculer xn en fonction de yn; yn�1 et n.

2. Pour tout n de N, on note zn le nombre complexe de partie r�eelle xn et de

partie imaginaire yn.

a) Calculer zn en fonction de zn�1 et de n.

b) Montrer que zn =
nQ

k=1

�
k

i+ k

�
(i �etant le nombre complexe de module

1 et d'argument �=2).

3. On pose 1 + i

k
= 1

rk
ei�k , avec rk > 0 et 0 < �k <

�

2
.

a) Calculer rk en fonction de k.

b) On pose Sn =
nP

k=1

�k. Calculer xn en fonction de Sn et de Pn =

nQ
k=1

kp
1 + k2

.

4. Montrer que la suite x est born�ee.

Solution :

1. La relation de r�ecurrence peut s'�ecrire :

xn = n
2(xn�1 � xn) + n

2(xn�1 � xn�2) + n(xn�2 � xn�1)
= n(n� 1)(xn�1 � xn�2)� n

2(xn � xn�1)
C'est-�a-dire :

8n � 2; xn = �nyn + nyn�1 = n(yn�1 � yn)

2. a) On a : zn = xn + iyn = �nyn + nyn�1 + i(nxn � nxn�1)
D'o�u : zn = ni(xn + iyn)� ni(xn�1 + iyn�1) = nizn � nizn�1
et on en d�eduit : 8n � 1; zn = n

n+ i
zn�1.

b) Par r�ecurrence, on a donc : zn =
� nQ
k=1

k

k + i

�
z0 =

nQ
k=1

k

k + i
.
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3. a) j1 + i

k
j2 = 1+ 1

k
2 , soit j1 + i

k
j =

p
k2 + 1
k

et rk = kp
k2 + 1

.

b) zn =
nQ

k=1

rke
�i�

k , d'o�u zn = e�iSn
nQ

k=1

kp
k2 + 1

= e�iSnPn

On en d�eduit xn = Pn: cos(Sn).

? On a lnPn =
nP

k=1

ln
�

kp
k2 + 1

�
= �1

2

nP
k=1

ln
�
1 + 1

k
2

�
.

Or ln
�
1 + 1

k
2

�
�
(1)

1
k
2 et la s�erie de terme g�en�eral 1

k
2 est convergente.

Par application de la r�egle d'�equivalence, pour les s�eries �a termes positifs, on

en d�eduit la convergence de la suite de terme g�en�eral lnPn, puis celle de la

suite de terme g�en�eral Pn. En particulier la suite (Pn) est born�ee.

Comme la fonction cosinus est born�ee, on en d�eduit que la suite (xn) est

born�ee.

Exercice 1-24

Dans cet exercice, n d�esigne un entier naturel non nul. On consid�ere la

fonction 'n d�e�nie sur R+ par : 'n(t) =
et

1 + t
n
.

1. a) Etudier la fonction fn d�e�nie sur R+ par fn(x) =

Z x

0

'n(t) dt (on

donnera le tableau des variations et les limites aux bornes du domaine de

d�e�nition).

b) Soit a un r�eel strictement positif. Montrer qu'il existe un unique r�eel,

not�e xn(a) tel que

Z
xn(a)

0

'n(t) dt = a.

2. On note hn la fonction d�e�nie sur R�+ par : hn(a) = xn(a).

a) Montrer que la fonction hn est croissante.

b) Montrer que lim
a!+1

hn(a) = +1.

3. On suppose dans cette question que a > e � 1, o�u e d�esigne la base des

logarithmes n�ep�eriens. Soit A un r�eel �x�e, strictement sup�erieur �a 1 et g la

fonction d�e�nie sur R+ par : g(t) =

�
et , si t 2 [0; 1]

0 , si t > 1
.

a) Montrer que lim
n!1

Z
A

0

'n(t) dt =

Z
A

0

g(t) dt.

b) On pose Jn =

Z
xn(a)

A

'n(t) dt. D�eterminer lim
n!1

Jn.

c) Montrer qu'il existe un rang n0 tel que : 8n � n0; Jn > 0.
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En d�eduire que lim
n!1

xn(a) = +1.

Solution :

1. a) La fonction 'n est continue sur R+ , donc la fonction fn est de classe C1

sur R+ , avec : f 0
n
(x) = ex

1 + x
n
> 0.

Par cons�equent, la fonction fn est strictement croissante, avec fn(0) = 0 et

lim
x!+1

fn(x) = +1 (car lim
t!+1

'n(t) = +1, ce qui entrâ�ne la divergence de

l'int�egrale

Z +1

0

'n(t) dt ).

b) fn r�ealise une bijection strictement croissante de R+ sur R+ , donc f

atteint une fois et une seule la valeur a. Nous noterons xn le point o�u f

prend la valeur a et :

fn(xn) = a()
Z xn(a)

0

'n(t) dt = a

2. a) b) On a hn(a) = xn(a) = f
�1
n

(a).

Or f�1
n

est �egalement croissante et de limite +1 en +1, ce qui r�esout les

deux questions.

3. a) Grce �a la relation de Chasles, on peut �ecrire :Z A

0

et

1 + t
n
dt�

Z A

0

g(t) dt =

Z 1

0

� et

1 + t
n
� et

�
dt| {z }

�

+

Z A

1

et

1 + t
n
dt| {z }

�

On a : 0 � � =

Z 1

0

t
net

1 + t
n
dt �

Z 1

0

e:tn dt � e
n+ 1

�!
n!1

0

Pour n � 2, 0 � � =

Z A

1

et

1 + t
n
dt � eA

Z A

1

1
t
n
dt = eA

n� 1

�
1� 1

A
n�1

�
�!
n!1

0.

D'o�u le r�esultat.

b) On a Jn =

Z xn(a)

0

'n(t) dt�
Z A

0

'n(t) dt = a�
Z A

0

'n(t) dt.

et comme lim
n!1

Z
A

0

'n(t) dt =

Z
A

0

g(t) dt = e� 1, il vient :

lim
n!1

Jn = a+ 1� e

c) Jn ayant une limite strictement positive, il existe un rang n0 �a partir

duquel Jn > 0.

On a donc n � n0 =)
Z xn(a)

A

'n(t) dt > 0 et comme la fonction �a int�egrer

est positive, ceci impose d'avoir xn(a) > A.



Analyse 47

Donc : 8A > 1; 9n0 2 N; n � n0 =) xn(a) > A, ce qui est la d�e�nition de :

lim
n!1

xn(a) = +1

Exercice 1-25

On admet que n! �
(n!1)

�
n

e

�np
2�n.

1. a) Soit (an)n�1 une suite d�ecroissante de nombres r�eels positifs de limite

nulle. Pour n � 1, on pose Sn =
nP

k=1

(�1)kak.

Montrer que les suites (S2n)n�1 et (S2n�1)n�1 sont adjacentes et en d�eduire

la nature de la s�erie de terme g�en�eral (�1)nan.
b) Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral bn = (�1)n[ln(n+1)�

lnn] ?

2. Pour n 2 N
� , on pose Kn =

Z 1

1
n

(�1)E( 1x )

x
dx, o�u E d�esigne la fonction

partie enti�ere, c'est-�a-dire que E(t) est le plus grand entier inf�erieur ou �egal

�a t.

a) Montrer que Kn =
n�1P
k=1

Z 1=k

1=(k+1)

(�1)k
x

dx.

b) D�eterminer lim
n!1

Kn.

Solution :

1. a) La d�ecroissance de la suite (an) entrâ�ne :

S2n � S2n�2 = a2n � a2n�1 � 0; S2n+1 � S2n�1 = �a2n+1 + a2n � 0

La suite (S2n) est d�ecroissante, alors que la suite (S2n+1) est croissante. De

plus :

lim
n!+1

jS2n � S2n�1j = lim
n!+1

a2n = 0

Les deux suites sont adjacentes et admettent une limite commune. Les

sommes partielles de la s�erie
P

(�1)nan ont donc une limite ce qui entrâ�ne

que la s�erie converge.

b) On a :

ln(n+ 1)� ln(n) = ln

�
1 +

1

n

�
� 1

n

Ainsi an = ln(n + 1) � ln(n) est positif et tend vers 0. Montrons la

d�ecroissance :

an+1 = ln

�
1 +

1

n+ 1

�
< ln

�
1 +

1

n

�
= an

par la croissance de la fonction logarithme.
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Par suite la s�erie
X

(�1)n ln
�
1 +

1

n

�
est convergente.

2. a) La relation de Chasles donne :Z 1

1=n

f(x)dx =

n�1X
k=1

Z 1=k

1=(k+1)

f(x)dx

Ici f(x) = (�1)E( 1x ) = (�1)k lorsque x 2
�

1

k + 1
;
1

k

�
. Donc :

Kn =

n�1X
k=1

(�1)k(ln(k + 1)� ln(k))

Utilisons la formule de Stirling rappel�ee en d�ebut d'exercice pour calculer la

limite de Kn.

K2n+1 =

2nX
k=1

(�1)k(ln(k + 1)� ln(k))

= �2(� ln(2) + ln(3)� : : :� ln(2n)) + ln(2n+ 1)

= ln

"�
3 � 5 � � � (2n� 1)

2 � 4 � � � (2n)

�2

(2n+ 1)

#

= ln

�
((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4

�
Or :

((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4
�
�
2n

e

�4n
(
p
4n�)2(2n+ 1)

24n
�
n

e

�4n
(
p
2�n)4

� 2

�

Donc :

lim
n!+1

ln

�
((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4

�
= ln

�
2

�

�
Ainsi la suite (K2n) tend vers ln

�
2

�

�
. La suite (K2n+1) �egalement puisque

le terme qu'on ajoute tend vers 0. Finalement :

lim
n!+1

Kn = ln

�
2

�

�

Exercice 1-26

Soit f une fonction r�eelle de classe C1 sur [0; 1] et telle que f(0) = 0. On

d�e�nit alors la fonction ' sur ]0; 1] par : '(x) =
f(x)
x

.

1. Montrer que ' peut être prolong�ee en une fonction, not�ee e', continue sur
[0; 1].
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2. En appliquant la formule de Taylor avec reste int�egral �a f sur le segment

[x; 0], et la formule de Leibniz, montrer que :

8x 2 ]0; 1]; xn+1
'
(n)(x) =

Z
x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt

3. Montrer que la fonction '(n) a une limite en 0 et l'exprimer en fonction de

f
(n+1)(0).

4. Montrer que e' est de classe C1 sur [0; 1].

Solution :

1. Comme f est une fonction de classe C1 telle que f(0) = 0, on sait que :

f
0(0) = lim

x!0

f(x)� f(0)

x� 0
= lim

x!0
'(x)

ce qui signi�e que ' peut être prolong�ee en une fonction, not�ee e', continue
sur [0; 1].

2. La formule de Taylor appliqu�ee �a la fonction f sur [x; 0] donne :

0 = f(0) =

nX
k=0

(�1)k x
k

k!
f
(k)(x) +

Z 0

x

(�1)n t
n

n!
f
(n+1)(t) dt

La formule de Leibniz appliqu�ee �a la fonction ' donne :

'
(n)(x) =

nX
k=0

C
k

n

� 1
x

�(n�k)
f
(k)(x)

Or : �
1

x

�(n�k)
=

(n� k)!(�1)n�k
xn�k+1

d'o�u :

'
(n)(x) =

n!

xn+1

nX
k=0

(�1)k x
k

k!
f
(k)(x)

puis, en reportant dans la premi�ere formule :

x
n+1

'
(n)(x) = �n!(�1)n

Z 0

x

(�1)n t
n

n!
f
(n+1)(t) dt

et apr�es simpli�cations :

x
n+1

'
(n)(x) =

Z
x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt

3. En int�egrant par parties, les fonctions �etant de classe C1, il vient :Z x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt =

�
f
(n+1)(t)tn+1

n+ 1

�x
0

�
Z x

0

t
n+1

n+ 1
f
(n+2)(t) dt
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d'o�u :

'
(n)(x) =

f
(n+1)(x)

n+ 1
� 1

(n+ 1)xn+1

Z
x

0

t
n+1

f
(n+2)(t) dt

Mais, la fonction f (n+2) �etant continue sur l'intervalle [0; 1], elle y est born�ee

par Mn+2. Donc :���� 1

(n+ 1)xn+1

Z
x

0

t
n+1

f
(n+2)(t) dt

���� � Mn+2

(n+ 1)

1

xn+1

Z
x

0

t
n+1

dt

� Mn+2

(n+ 2)(n+ 1)
x

qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Finalement :

lim
x!0

'
(n)(x) =

f
(n+1)(0)

n+ 1

4. Montrons par r�ecurrence que e' est de classe Cn sur [0; 1].

� c'est vrai pour n = 0 (premi�ere question).

� supposons que e'(n�1) soit continue sur [0; 1]. La question pr�ec�edente

montre que :

lim
x!0

(e'(n�1))0(x) =
f
(n+1)(0)

n+ 1
On applique alors le th�eor�eme des fonctions de classe C1 pour conclure.

Exercice 1-27

On consid�ere la suite de terme g�en�eral un =
�Z 1

0

t
n

(1 + t)n
dt

� 1
n

, pour n � 1.

1. Calculer u1.

2. Montrer que : 8n � 1, on a : 0 < un � 1
2
.

3. Soit a 2 [0; 1], montrer que un � (1� a)
1
n � a

1 + a
.

4. Montrer, en utilisant une suite (an) bien choisie de points de [0; 1], que la

suite (un) converge vers
1
2
.

Solution :

1. u1 =

Z 1

0

t

1 + t
dt =

Z 1

0

�
1� 1

1 + t

�
dt = 1� ln 2.

2. On a d�ej�a remarqu�e que t

1 + t
= 1� 1

1 + t
, donc 8 t 2 [0; 1]; 0 � t

1 + t
� 1

2
.

Par cons�equent 0 �
�

t

1 + t

�n � �1
2

�n
, puis 0 � u

n
n
�
�1
2

�n
, soit :

8n � 1 ; 0 � un � 1
2
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3. L'�ecriture pr�ec�edente montre que 8 t 2 [a; 1]; t

1 + t
� 1� 1

1 + a
= a

1 + a
.

Par positivit�e de la fonction �a int�egrer, il vient alors :

(un)
n �

Z 1

a

�
a

1 + a

�n
dt = (1� a)

�
a

1 + a

�n
et donc :

a

1 + a
(1� a)1=n � un � 1

2

4. Le r�esultat pr�ec�edent �etant valable pour tout choix de a 2 [0; 1], on cherche

une suite (an) de points telle que lim
n!1

an = 1 et telle que lim
n!1

(1�an)1=n = 1.

On veut donc lim
n!1

1
n
ln(1 � an) = 0 et an = 1 � 1

n
(ou an = 1 � 1p

n
, : : : )

convient.

L'encadrement obtenu en 3. donne alors, par le th�eor�eme du même nom :

lim
n!1

un = 1
2

Exercice 1-28

Soient a et b deux r�eels distincts.

1. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynôme Pn tel

que :

8x 2 R;
Z x

a

(t� a)n�1(t� b)n�1 dt = (x� a)nPn(x).

Pr�eciser le degr�e de Pn.

2. Calculer Pn(a) .

3. On pose, pour p et q entiers naturels, I(p; q) =

Z
b

a

(t� a)p(t� b)q dt.

a) D�eterminer une relation entre I(p; q) et I(p + 1; q � 1), lorsque q > 1.

En d�eduire l'expression de I(p; q) en fonction de p et q.

b) En d�eduire Pn(b).

4. En remarquant que t� b = (t� a) + (a� b), d�eterminer une expression de

Pn(x) en fonction des puissances de (x� a).

En d�eduire P
(k)
n (a), pour k 2 N (o�u P

(k)
n d�esigne la d�eriv�ee k�eme du polynôme

Pn).

Solution :

1. La fonction f : x 7! (x � a)n�1(x � b)n�1 est une fonction polynôme de

degr�e 2n � 2, qui admet a comme z�ero d'ordre n � 1 et F : x 7!
Z

x

a

f(t) dt
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est la primitive de f nulle en a. Donc F est une fonction polynôme de degr�e

2n� 1, qui admet a pour racine d'ordre exactement n.

Ainsi, il existe une fonction polynôme Pn, de degr�e n� 1, telle que :

8x 2 R; F (x) =
Z

x

a

(t� a)n�1(t� b)n�1 = (x� a)nPn(x)

2. F est d�erivable sur R et :

F
0(x) = f(x) = (x� a)n�1(x� b)n�1 = n(x� a)n�1Pn(x) + (x� a)nP 0

n
(x).

D'o�u, pour xa : (x� b)n�1 = nPn(x) + (x� a)P 0
n
(x).

Or deux fonctions polynômes qui co��ncident sur R n fag sont �egales. Ainsi la
formule pr�ec�edente reste valable pour x = a, ce qui donne :

Pn(a) =
(a� b)n�1

n

3. a) En int�egrant par parties, on obtient :

8 q � 1; I(p; q) = � q

p+ 1
I(p+ 1; q � 1)

et comme I(p+ q; 0) =
(b� a)p+q+1

p+ q + 1
, il vient, par r�ecurrence descendante :

I(p; q) = (�1)q q!

(p+ 1)(p+ 2) : : : (p+ q + 1)
(b� a)p+q+1

Ce que l'on peut aussi �ecrire :

I(p; q) = (�1)q 1
C
p

p+q

(b� a)p+q+1

p+ q + 1

b) Alors : Pn(b) =
I(n� 1; n� 1)

(b� a)n
= (�1)n�1 1

C
n�1
2n�2

(b� a)2n�1

2n� 1

4. On remarque ! On peut donc �ecrire :

f(x) = (x � a)n�1
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k(x � a)k

=
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k(x� a)n+k�1.

D'o�u : F (x) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)n+k

n+ k

= (x� a)n
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)k

n+ k

Par cons�equent : Pn(x) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)k

n+ k
.

Or, d'apr�es la formule de Taylor pour les polynômes :

Pn(x) =
n�1P
k=0

P
(k)
n

(a)

k!
(x� a)k

Par identi�cation (la famille
�
(x� a)k)

�
0�k�n�1 est libre), il vient :
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8 k 2 [[0; n� 1]]; P
(k)
n (a) =

k!Ck

n�1(a� b)n�1�k

n+ k

et �evidemment, P
(k)
n (a) = 0, pour k > n� 1.

Exercice 1-29

Pour x r�eel positif ou nul et n entier naturel non nul, on pose :

sn(x) = x� x
2

2
+ x

3

3
� � � �+ (�1)n�1x

n

n

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal, permettant la saisie du r�eel x, de

l'entier n et a�chant la valeur de sn(x).

2. Montrer que sn(x) + (�1)n
Z x

0

t
n

1 + t
dt� ln(1 + x) est une constante.

3. Donner, en fonction de n et de x, un majorant de la valeur absolue de

l'erreur commise en rempla�cant ln(1 + x) par sn(x).

4. Pour x 2 [0; 1] �x�e, d�eterminer la limite de la suite (sn(x))n2N� . En d�eduire

la convergence et la somme de
1P
n=1

(�1)n�1
n

.

Solution :

1. Var i,n integer ; s, u, x real ;

begin Write ('x=') ; Readln(x) ;

Write ('n=') ; Readln(n)

s :=0 , u :=-1

for i :=1 to n do

begin u :=-u*x/i ;

s :=s+u ; end ;

Write('pour x=',x :0 :2,'et n=',n,'s=',s :0 :4) ;

End.

2. On voit ce que vaut la d�eriv�ee de la fonction sn. On en d�eduit :

sn(x) =

Z x

0

nP
k=1

(�t)k�1 dt =
Z x

0

1� (�t)n
1� (�t)

dt

=

Z x

0

1
1 + t

dt� (�1)n
Z x

0

t
n

1 + t
dt

En mettant tout du même côt�e, on voit donc que :

sn(x) + (�1)n
Z

x

0

t
n

1 + t
dt� ln(1 + x) = 0.

3. On a jsn(x)� ln(1 + x)j =
Z

x

0

t
n

1 + t
dt �

Z
x

0

t
n
dt = x

n+1

n+ 1

4. Si x 2 [0; 1], l'erreur commise est donc major�ee par 1
n+ 1

qui a 0 pour

limite lorsque n tend vers l'ini�ni. Donc lim
n!1

sn(x) = ln(1 + x).
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Ceci signi�e que, pour x 2 [0; 1];
1P
k=1

(�1)k�1 x
k

k
= ln(1 + x).

En particulier
1P
n=1

(�1)n�1
n

= ln 2

Exercice 1-30

Soit f l'application d�e�nie par :

f : (x; y) 7! 1

1� y2
ln

�
x+ y

1 + xy

�
1. Quel est l'ensemble de d�e�nition D de f ?

2. Montrer que f est de classe C1 sur D.
3. Montrer que pour tout (x; y) 2 D :

2yf(x; y) + (1� x
2)
@f

@x
(x; y)� (1� y

2)
@f

@y
(x; y) = 0

4. Montrer que pour tout x � 0 et pour tout y tel que 0 < y < 1 :����ln� x+ y

1 + xy

����� � j ln yj
En d�eduire que pour tout x � 0, l'int�egrale

Z 1

0

f(x; y) dy est convergente.

Solution :

1. Pour d�e�nir f(x; y), il faut avoir y1, y � 1 et
x+ y

1 + xy
> 0, donc x + y et

1 + xy de même signe et non nuls.

2. La fonction f est de classe C1 sur D, car compos�ee, produit, quotient

de fonctions de classe C1, les fonctions apparaissant en d�enominateur ne

s'annulant pas et la fonction plac�ee dans le logarithme �etant strictement

positive.

3. On a :
@f

@x
(x; y) = 1

(x+ y)(1 + xy)
@f

@y
(x; y) = x

2 � 1
(x+ y)(1 + xy)(y2 � 1)

+
2y

(y2 � 1)2
ln
� x+ y

1 + xy

�
On v�eri�e alors facilement la formule demand�ee.

4. Fixons y dans ]0; 1[ et �etudions la fonction h : x 7! ln
� x+ y

1 + xy

�
.

La fonction h est d�e�nie et d�erivable sur R� , avec h0(x) = 1� y
2

(x + y)(1 + xy)
>

0.

Par cons�equent h est strictement croissante.
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De plus h(0) = ln y et lim
x!+1

h(x) = � ln y. Donc jh(x)j � j ln yj, ce qui est le
r�esultat demand�e.

Pour x �x�e, la fonction, de la variable y, �a int�egrer est continue sur ]0; 1[ et :

Au voisinage de y = 0, jf(x; y)j � j ln yj = � ln y, et la convergence de

l'int�egrale

Z 1=2

0

ln y dy donne la convergence de l'int�egrale

Z 1=2

0

f(x; y) dy.

Au voisinage de y = 1, jf(x; y)j � 1
1 + y

�� ln y
1� y

et la fonction majorante se

prolonge par continuit�e en 1, donc est int�egrable sur [1=2; 1].

La convergence de

Z 1

1=2

f(x; y) dy en r�esulte.

Par disjonction des probl�emes, on en d�eduit que

Z 1

0

f(x; y) dy est convergente.

Exercice 1-31

Soit g la fonction d�e�nie sur R par :

g : x 7!
(

sinx

x
si x 6= 0

1 si x = 0

1. Montrer que g est de classe C1 sur R et d�eterminer g0(x) pour tout x r�eel.

2. Montrer qu'il existe deux polynômes Pn et Qn tels que pour tout n � 1 et

pour tout x non nul, on ait :

g
(n)(x) =

Pn(x) sin
(n)(x) +Qn(x) sin

(n+1)(x)

xn+1

o�u f
(k)(x) d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme de la fonction f .

(On d�eterminera une expression de Pn+1 et Qn+1 en fonction de Pn et Qn.)

3. Montrer que Pn et Qn sont �a coe�cients dans Z. Pr�eciser le degr�e, la parit�e

et le coe�cient du terme de plus haut degr�e de chacun de ces polynômes.

4. En �ecrivant que sin(x) = x:g(x), d�eterminer deux nouvelles relations entre

Pn; Qn; Pn+1; Qn+1. En d�eduire que P 0n = Qn.

Solution :

1. La fonction g est clairement de classe C1 sur R� , continue sur R, car on

a : g(0) = lim
0
g = 1 et, pour x non nul :

g
0(x) = x cosx� sinx

x
2

Au voisinage de 0, on a : x cosx� sinx = x
�
1� x

2

2
+ o(x3)

�
�x+ x

3

6
+ o(x3)



56 ESCP-EAP 2000 - Oral

Soit : x cosx� sinx � �x
2

3
et g0(x) � �1

3
x �!
x!0

0.

Par th�eor�eme, on en d�eduit que g est d�erivable en 0, avec g0(0) = 0 et g0 est
donc continue en 0.

2. Proc�edons par r�ecurrence sur n :

? Le r�esultat est acquis au rang 1, avec P1(x) = x et Q1(x) = 1.

? Si le r�esultat est vrai au rang n, alors en d�erivant sur R� :

g
n+1(x) = [g(n)]0(x) = 1

x
n+2

�
sin(n+1)(x)(xPn(x) + xQ

0
n
(x) + (n+ 1)Qn(x)

+ sin(n+2)(x)(�xP 0
n
(x) + xQn(x) + (n+ 1)Pn(x)

�
Ce qui montre que le r�esultat est valable au rang n+ 1, avec :�

Pn+1 = XPn +XQ
0
n
+ (n+ 1)Qn

Qn+1 = �XP
0
n +XQn + (n+ 1)Pn

On conclut alors par le principe de r�ecurrence.

3. ? Les polynômes P1 et Q1 sont �a coe�cients entiers et les formules de

r�ecurrence pr�ec�edentes montrent que cette propri�et�e est h�er�editaire. Donc,

pour tout n � 1, Pn et Qn sont des polynômes �a coe�cients entiers.

? Supposons que pour un certain n � 1, on ait : Pn(x) = x
n+� � � etQn(x) =

nx
n�1 + � � � (ce qui est vrai au rang 1). Alors les formules de r�ecurrence

donnent ais�ement : Pn+1(x) = x
n+1 + � � � et Qn+1(x) = (n+ 1)xn + � � �

On conclut encore par le principe de r�ecurrence.

? En�n, supposons que pour un certain n � 1, Pn a la parit�e de n et Qn

celle de n� 1 (vrai au rang 1).

Alors XPn a la parit�e de n + 1, XQ
0
n
aussi et Qn a �egalement la parit�e de

n + 1. Donc Pn+1 a la parit�e de n + 1. On proc�ede de même pour Qn+1 et

on conclut par le principe de r�ecurrence.

4. ? On a, puisque sinx = x:g(x) : sin(n)(x) = d
n

dx
n

�
x:g(x)

�
La formule de G. Leibniz donne alors :

sin(n)(x) = x:g
(n)(x) + n:g

(n�1)(x)
En rempla�cant, il vient, pour x0 et n � 2 :

x
n
: sin(n)(x) = Pn(x) sin

(n)(x) +Qn(x) sin
(n+1)(x)

+ nPn�1(x) sin
(n�1)(x) + nQn�1(x) sin

(n)(x)

et comme sin(n+1) = � sin(n�1) :

(xn � Pn(x)� nQn(x)) sin
(n)(x) + (�Qn(x) + nPn�1(x)) sin

(n+1)(x) = 0

? Soient A et B deux polynômes tels que 8x0; A(x) sinx+B(x) cosx = 0.

� Pour x = k�, k 2 Z�; B(x) = 0, donc B a une in�nit�e de racines et est

le polynôme nul.

� Pour x = k� + �

2
, k 2 Z; A(x) = 0, donc A a une in�nit�e de racines et

est le polynôme nul.
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Or, pour tout n, la paire fsin(n); sin(n+1)g est, au signe pr�es, la paire

fsin; cosg. On a donc :

Pn + nQn�1 = X
n et Qn = nPn�1

Comme Qn = �XP
0
n�1 +XQn�1 + nPn�1, on a �XP

0
n�1 +XQn�1, d'o�u :

8x0; P 0
n�1(x) = Qn�1(x), i.e. :

8n � 1; Qn = P
0
n.


