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ALGEBRE

Exercice 1.

Soit s € N, s > 2. On considere l’espace vectoriel M (R) des matrices carrées
d’ordre s & coefficients réels. Pour tout A € M,(R), on note ‘4 la matrice

transposée de A.
T1 Y1

Siz= : ety=1 : sont deux vecteurs de R*, on pose :
Ls Ys
S
(z,y) = > =1y
k=1

Si z € R®, on note ||z|]| = /(z, z) la norme euclidienne de z.
Enfin, si E est un sous-espace vectoriel de R?, on note E+ I'orthogonal de E.

1. On suppose dans cette question que s = 4, et on considere la matrice :
1 -1 1 1
1/ -1 1 -1 -1
P= 411 -1 1 1
1 -1 1 1
a) Calculer 'P et P2
b) Déterminer les valeurs propres de P et les sous-espaces propres associés.
Montrer que P est la matrice d’une projection orthogonale sur un sous—espace
de R* que l'on déterminera.
2. On revient maintenant au cas général (s quelconque). Montrer que la
matrice P € M,(R) est la matrice d’une projection orthogonale si et
seulement si on a P2 = P et P = P.
3. Soient P et () deux matrices de M(R) représentant chacune une projection
orthogonale. On suppose de plus que pour tout z € R® :
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1Pa|” + Q] < [l=[]* (%)
a) Montrer que PQ = QP = 0.
b) En déduire que P + () est la matrice d’une projection orthogonale.

4. Soient Py, P,,...,P,, n matrices représentant chacune une projection
orthogonale de R® et telles que P, + P» + --- + P, = I, ou I est la matrice
identité de M;(R).

Montrer que pour toute partie non vide E de {1,2,...,n}, > P est la

keE
matrice d’une projection orthogonale de R?.

5. On se place & nouveau dans R* et on considere la matrice :
11 0 O
111 1 O 0
@= 2({0 0 1 -1
0 0 -1 1
a) Montrer que ) est la matrice d’une projection orthogonale de R*.
b) Montrer que P et ) vérifient la relation (), ou P est la matrice de la
premiere question. Que peut-on dire de P + Q 7

Solution :

1. a) On trouve {P = P? = P.

b) P est une matrice de projecteur (non dégénéré), ses valeurs propres sont
donc 0 et 1.
L’image de P est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 et est
engendrée par le vecteur (1 —1,1,1).
Le noyau de P est ’hyperplan H d’équation  — y + z + t = 0 (regarder les
lignes de P). Cet hyperplan est ’orthogonal de Vect(1 — 1,1,1) et P est le
projecteur orthogonal sur H.

2. x On P? = P si et seulement si P représente un projecteur.

* P est une matrice symétrique si et seulement si elle représente, dans la
base canonique de R®, un endomorphisme admettant une base orthonormée
de vecteurs propres.

Donc une matrice de projecteur est symétrique si et seulement si Im P
et Ker P (qui sont les sous-espaces propres) sont orthogonaux, donc si et
seulement si P est une matrice de projecteur orthogonal.

3. a) Soit = € R?, appliquons (%) au vecteur Pz :
|1P?2|]* + |QPz||* = || Pz||* + [|QPz|]* < || Pz
Donc ||QPz||* <0 et QPz = 0. On montre de méme que PQz =0 :

b) x P et () sont symétriques, il en est de méme de P + Q.
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* (P+Q)=P’+Q*+PQ+QP =P +Q*=P+Q.
Donc P + @ est une matrice de projecteur orthogonal.

4. Comme Py,..., P, sont n matrices de projections orthogonales telles que
lon ait Py +---+ P, =1, il vient :

[1Pl” + - + | Paa|® = (Pra, Pra) + -+ + (P, Pya)

<£I?,tP1P1JJ> + -+ <:U,tPnPnJ,’>

(z,P{z) + -+ (z, Piz) = (2, (P + -+ + P)7)
5415

Ainsi, si k # ¢, on a stirement ||P,z||? + || Ppz|]? < ||z]|? et donc PP, = 0.

Il S’ensuit que : (Y. Pp)? = Y. PP = Y Py, donc Y P est une matrice
k€eE keE keE keE

de projection.

Comme Y Py est encore symétrique, il s’agit méme d’une projection or-
keE
thogonale.

5. a) On vérifie que 'Q = Q% = Q.

b) Pour m = (x,y, z,t) on obtient apres calculs :
1Pl + |Qml? = a® + y* + 22 + 2 = L@ —y — 2 = 1) < JJal 2.
Donc P + @ est une matrice de projecteur orthogonal, ce qui se vérifie

facilement directement.

Exercice 2.

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, € R[X] tel
que pour tout z réel : T),(cosz) = cos(nz).
Déterminer le degré de T,.

2. a) Montrer que Papplication :
1
P(HQ@)
P,Q)— / =t
( ) —1yV1—¢2
définit un produit scalaire sur R[X].

b) Montrer que la famille (7),),>0 est une famille orthogonale de R[X]
muni de ce produit scalaire. Déterminer la norme de T,.

Solution :

1. To(cosz) = cos(0.2) = Tp=1;
Ti(cosx) =cos(lx) = T, =X ;
Supposons la famille construite jusqu’a un certain rang n > 1, on a :
cos((n + 1)x) + cos((n — 1)) = 2 cosx cos(nx)
On peut donc prendre T4 (X) = 2XT,(z) — Tr—1(X)
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Enfin si Vo € R, T, (cosz) = Qp(cosx) = cos(nz), les polynémes T), et @,
concident en tout point de [—1,1], donc T}, — @, a une infinité de zéros et
est le polynome nul, ce qui prouve 1'unicité.

2. a) La fonction & intégrer est continue sur ]—1,1[ et la convergence de
I'intégrale pour la borne 1, résulte de la regle de Riemann, puisqu’il existe M
tel que :

|[P()Q(t)] M
\/1 2 < t)1/2

On procede de méme pour la borne —1.

Ceci étant dit, il est clair que D’application proposée est bilinéaire et
symétrique.
P

Vs
intégrer est nulle sur |—1,1[, donc que si P est le polyndme nul.
On a bien défini ainsi un produit scalaire.

Enfin > 0, ’égalité ne pouvant avoir lieu que si la fonction a

b) Par le changement de variable ¢t = cosw :

T ()T (¢ )d —/ wsinudu = /7T cos(nu) cos(ku) du.
V1—¢2 | sin u| 0
On a : cos(nu) cos(ku) = %(cos((n + k)u) + cos((n — k)u)).
* Si k # n, Uintégration se fait sans probleme et l'intégrale est nulle :
La famille (7,)nen est orthogonale
*Sik=n=0, l’intégrale vaut 7 et ||To]| = /7.

™

1 (1 + cos(2nu)) du = % et donc :

*Sik=n#0, /
\/1—162
IToll = V7 Vo > LTl = /5

Exercice 3.

On considere D'espace euclidien R®, muni de son produit scalaire usuel.

T Y1

. L2 Y2
Soient X = . et Y = . deux vecteurs non nuls de R™.

Tn Yn

1. Calculer les produits matriciels XX Y et X Y.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
B = X Y. Cette matrice est-elle diagonalisable ?
On précisera également son noyau et son rang.
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3. Montrer réciproquement que toute matrice M € M, (R) de rang 1 peut
s’écrire sous la forme M = X Y, avec X et Y deux vecteurs non nuls de R”.
Sont-ils uniques ?

4. On considére la matrice A = (a; ;) € My (R), de coefficients :
[ 6i=1 sii=j
aij =0ij +Tiy; o {51; =0 sinon.

A quelle condition (nécessaire et suffisante) portant sur X et Y la matrice
A est-elle inversible 7 Expliciter alors son inverse.

Solution :

n
1. Un calcul immédiat donne : ‘XY = Y z;y; = (X,Y)
i—1

1=
T1Y1 e T1Yn
et : Xty = :

2. La matrice B = X Y est de rang 1 (toutes ses colonnes sont proportion-
nelles & la premiere colonne X). Ainsi dimKerB = n — 1 et 0 est valeur
propre, le sous-espace propre associé étant de dimension (n — 1).
De plus Im B = Vect(X), et : BX = X'YX = (X, V)X,
Notons qu’un vecteur propre de B associé & une éventuelle valeur propre non
nulle est nécessairement un vecteur de 'image de B.
Ainsi, si (X,Y) # 0, on obtient une base de vecteurs propres de B en
complétant une base de Ker B par X et B est diagonalisable, les valeurs
propres étant 0 et (X,Y).
En revanche, si (X,Y) = 0, 0 est I'unique valeur propre de B et B n’est pas
diagonalisable.

B est diagonalisable si et seulement si (X,Y) # 0.

3. Si M est une matrice de rang 1, toutes ses colonnes (Cy,...,C,,) sont
proportionnelles & une méme colonne X, soit C; = y; X. On a alors
Y1
Y2
M=Xt, avecY = | .
Yn
Il n’y a pas unicité, puisque si (X, Y") est solution, pour tout a # 0, (aX,Y/a)
est également solution.

4. On a immédiatement A = I + B. Les valeurs propres de A sont donc 1 et
1+ (X,Y), et A est inversible et seulement si (X,Y)+ 1 # 0 (car dans ce cas
0 n’est pas valeur propre de A).



98 ESCP-EAP 2001 - Oral

On a B? = (X,Y)B, donc (A —1)? = (X,Y)(A-1I), d’ot :
A2 ((X,Y) + 2)A = —((X,Y) + )T
(X,Y)+2)I—A
X, Y)+1

et Al =

Exercice 4.

Si (An)nen est une suite de matrices de M3 (R) avec pour tout n € N,

cn  dp
(an), (bn), (cn) et (d,) sont convergentes. La matrice :

lim a, lim b,
A= n— o0 n—o0 c MZ(R)

b . . . . .
Ay = (% On ) , on dit que la suite (4,) converge si les quatre suites réelles

lim ¢, lim d,
n—roo n—roo

est alors appelée limite de la suite (4,,).

Si M € M5 (R), on pose pour tout n entier naturel :
n
So(M)=>Y MF=L+M+---+M"
k=0
ou I» désigne la matrice unité de My (R).

1. Soit (A;) une suite de matrices de M2(R) qui converge vers A et P une
matrice de M2(R). Montrer que la suite (PA,,) converge vers PA. Que peut-
on dire de la suite (4,P)?

2. Soit A € M>(R) et P une matrice inversible de Ms(RR).

a) Exprimer, pour n entier naturel, S,(P~tAP) en fonction de S, (4) et
de P.

b) En déduire que la suite (S, (A4)) converge si et seulement si la suite
(S,(P~'AP)) converge.
3. Soit 4 un endomorphisme non diagonalisable de R?> admettant une valeur
propre a.

a) Préciser ’ensemble des valeurs propres de u et la dimension de I’espace
propre de u associé a la valeur propre a.

b) Soit e; un vecteur propre de u associé & la valeur propre a et ex un
vecteur de R? tel que B = (eq, e2) soit une base de R?. Justifier I'existence

d’un tel vecteur e, et montrer qu’il existe b € R* tel que la matrice de u dans
la base B soit égale a (8 2) . Déterminer alors la matrice de u dans la base
C = (bey,es) de R2.

4. Soit a un réel et T la matrice <8 c11>

a) Calculer, pour tout entier naturel n, la matrice 7.
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b) En déduire que la suite (S,(T)) est convergente si et seulement si
a €]—1,1] et calculer alors la limite de cette suite.
5. Soit A € M3(R) admettant au moins une valeur propre réelle.

a) Montrer que (S,(A4)) est convergente si et seulement si les valeurs
propres de A appartiennent toutes & |—1,1].

b) Calculer, pour n entier naturel, (I, — A)S,(A) et en déduire que, lorsque
la suite (S,(A)) converge, sa limite est égale & I'inverse de la matrice I, — A.

Solution :

l.SoitAn:(a" b”),A:lim An:(z b) etP:(f Z).Alors:

Cp, dn n—oo d
PA, = (Pontacn pbn + qdn pat+qe pbtaqd _
ra+sc rb+ sd

ran + scp by + sdy
On montre de méme que (A4, P) converge vers AP.
2. a) Pour tout entier k, (P~ AP)* = P~'A*P et donc :
S,(P~LAP) = P~15,,(A)P.
b) * Si la suite (S, (4)) converge vers S(A), alors (P~1S,(A)P) converge
vers P71S(A)P.

% On obtient I'implication réciproque en remarquant que si A’ = P 1AP,
alorsona: A=P~tA'P avec P' = P,

) converge vers (

3. a) Comme u n’est pas diagonalisable, a est sa seule valeur propre et le
sous-espace propre associé est de dimension 1.

b) ey est propre, donc non nul et (e1) est une famille libre, que ’on peut

compléter en une base B = (e, ez).La matrice de u dans cette base est
b . . . .

de la forme 8 c>’ mais le fait que v ait a pour unique valeur propre

impose ¢ = a et le fait que u ne soit pas diagonalisable impose b # 0. Donc

C = (be1, e2) est encore une base et Mc¢(u) = (8 i .

n n—1
4. Par récurrence, ou par la formule du binéme : Vn € N, 7" = <a0 mZn > .

n n
E ak E ka’“’l
b) Ainsi S,,(T) = | *=° k=1 et (Sn(T)) converge si et seule-

0 > at
. k=0
ment si —1 < a < 1 et on a alors :

s = (077 LT
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a ¢
0 b)’
¢ =0 si A est diagonalisable et ¢ =1 si a = b et A non diagonalisable.

avec

5. a) Il existe P € GL2(R) telle que A = PTP~! avec T =

Notons que a et b sont les valeurs propres de A et que (Sn(A)) converge si
et seulement si (S, (7)) converge.

ak 0
Sic=0,8,(T)=|*

n

=0
0 > at

k=0
Sic=1, a=betle calcul a été fait en 4. b).
Dans tout les cas (Sn(A)) converge si et seulement si —1 < a < 1 et
-1<b< 1.

b) Facilement, par télescopage : (I, — A)S,(A) = I, — A"FL,

Si la suite (S,(A4)) converge, alors A"t =S, (4) — Sp(A) — Oet:
(I — A)S(4) = nlLII;O[(IQ — A)S,(A)] = I, ce qui prouve que I — A est
inversible (on le savait car 1 n’est pas valeur propre de A) et que :

S(A) = (I — 4)~*

Exercice 5.

Soit n un entier naturel tel que n > 3 et A € M, (R) définie par :

11 1 - 1
1 0 -« o 0
A=1]1 : :
1 0 -« o 0

et ¢ I’endomorphisme associé a A sur la base canonique de R”™.
Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de 'image de ¢.
En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Solution :

1. On remarque que la matrice A (donc I'endomorphisme associé ¢) est de
rang 2 (les deux premieres colonnes sont indépendantes, les autres étant
proportionnelles a la seconde).

n
L’image Im ¢ est de dimension 2 ; une base est, par exemple : (eg, Y e;).
i=1
Par le théoréme du rang, le noyau Ker ¢ est de dimension (n —2). En utilisant
les colonnes de A, la famille (ex — e3,e2 —ey,...,es —e,) forme une base de
ce noyau.
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2. Ainsi 0 est valeur propre de A, et le sous-espace propre qui lui est associé
est Ker A de dimension (n — 2).

Les vecteurs propres de ¢ associés aux valeurs propres non nulles sont dans
Im ¢ (puisque p(z) = Az, A # 0).

n
Soit (e1,v), avec v = Y e; la base de Im ¢ précédemment déterminée, et ¢

i=1
I’endomorphisme de Im ¢ induit par .

On a®(e1) = v,¢(v) =v+ (n —1)ey. Donc M = M., ,\(¥) = ((1) n I 1)

Les valeurs propres de 1) sont A\; = 1+vin-—3 V;m_?’ et Ay = l1-vin-3 V;m_?’ et on

peut prendre pour vecteurs propres associés (\; — 1)e; + v.

Ces valeurs propres et ces vecteurs propres sont les éléments propres de ¢
manquants.

La matrice A est donc diagonalisable, ce que 1’on savait depuis le début de
I’exercice, puisqu’elle est symétrique réelle.

Exercice 6.

1. Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté ( , )
et la norme associée || - ||.

Soit f un endomorphisme symétrique de E.

On note « la plus petite valeur propre réelle de f et w la plus grande valeur
propre réelle de f.

1. a) Montrer que, pour tout z € E, «||z||* < (z, f(2)) < w||z]]*.

b) Existe-t-il un vecteur non nul z de E qui vérifie (z, f(z)) = w||z|*?
Est-il vrai que si 7 est un réel tel que, pour tout = € E, (z, f(z)) < r||z||?
alorsr > w?

Répondre aux questions analogues concernant a.

2. Montrer que, pour tout n € N* et toute famille (z;)1<i<n de réels,

L n—1 n—1
23 22 4+2 Y miwp =22+ Y (@ +wi1)? + 22
i=1 i=1 i=1

t
¢ n n—1 n—1
23 @} =2 ) wmiwip =i + ) (2 — i) +
i=1 i=1 i=1

3. Soient un entier n > 2 et un réel k.

k1 0 ... 0
1 k1 "o

On considére la matrice A= | o 1 0 | € Mn(R).
ko1
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On note « la plus petite valeur propre de A et w la plus grande valeur propre
de A.

a) Montrer que k —2 < a et que w < k + 2.

b) Montrer ensuite que a<k—-1etquew>k+1.
On cherchera une colonne non nulle X € /\/lnvl(lR) telle que 'XAX <
(k — 1)'XX et une colonne non nulle Y € M, 1( R) telle que 'YAY >
(k+1)tYY.

Solution :

1. a) Comme f est un endomorphisme symétrique, il existe une base or-
thonormée B = (ey, ea,...,e,) de R” telle que Mg(f) = diag(\1,...,\n).

Soit z = i xie;, on a f(x) = i xz\ie; et (z, f(z)) = i DY

n n
Ainsi : a||z]* = a Y 22 < Z 22N\ <w Y 2?2 = wl|z]?, soit :
i=1 i=1

a||x||2 (z, f(2)) < wll2]]?
b) Si x est un vecteur propre associé a la valeur propre w, on a :

(z, f(2)) = (z,wz) = w2
La réponse est «oui», car si cela est vrai pour tout vecteur z, cela est vrai en
particulier pour un vecteur propre z associé a w et on a alors w||z||? < r||z||?,
e T > w.
De méme, si z est propre pour la valeur propre «, alors (z, f(z)) = (z,az) =
al|z||? et si, pour tout z, (z, f(z)) > r||z||?, alors r < a.
2. Il suffit de développer les seconds membres et on retrouve bien les premiers
membres.
3. a) R™ étant muni de sa structure euclidienne canonique, A traduit un

endomorphisme symétrique u. Pour tout vecteur x € R™, en notant X la
matrice colonne associée au vecteur x, on a :

n n—1
(T,u(z)) =" XAX =k Y 2?2 +2 Y miwip1
i=1 i=1

n n—1 n
=(k=-2) Yy ai+ai+ X (witawin) +a, > (k—-2)) =}
i=1 i=1 i=1
On en conclut donc que a > k—2 (cf. 1. b) ).

De méme :
n n—1
(z,u(z)) =k Z xi +2 Z TiTit1
n—1 n
— (k+2) Y a2 — (a7 + Z(a:l+xz+1> +a3) < (k+2) 3 a7
i=1 =1 i=1

On en conclut donc que w < k + 2 (cf. 1. b) ).
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1

b) x Soit X = | o [, ona’XAX =2k —2et *XX = 2. Ainsi, si x

est le vecteur associé a X, on a (z,u(z)) = (k — 1)||z||?, ce qui prouve que
a<k-—1.

De méme la considération de la colonne Y = | (j | et du vecteur y associé

donne (y,u(y)) = (k + 1)||y||?, ce qui prouve que w > k + 1.

Exercice 7.

Soit n entier naturel supérieur ou égal & 2. On considere un espace vectoriel

euclidien F muni du produit scalaire (-,-) et F et G deux sous-espaces

vectoriels de FE respectivement engendrés par les familles (x1,...,x,) et

(y1,---,yn) de E.

On suppose de plus que : V(i,j) € [1,n]? (zi,z;) = (vi,y;) et on pose
n

pour tout j € [1,n], z; = > (zi, z;)e;, ol la famille (eq1,...,e,) est la base

i=1
canonique de R"™.

1. Soit p € [1,n]. Montrer I’équivalence des deux assertions :
i) la famille (z1,...,z,) est liée.
i7) la famille (z1,...,2p) est liée.

2. En déduire que dim F' = dim G.

Solution :

p
1. 4) = 4i). S'il existe (A1, ..., Ap) réels non tous nuls tels que > A\jz; =0,
i=1
par bilinéarité du produit scalaire, on a :
p p n n p
2Nz =2 A 2w my)es = ) (wi, ) Ajwjlei =0
j=1 j=1 " i=1 =1 j=1
et la famille (21, ..., zp) est liée.
P
it) = 1). Sil existe (A1,...,\p) réels non tous nuls tels que > Ajz; =0,
i=1
alors :
p n n p
0= 2 A > (@i, zj)ei = Yo (wi, Yo Ajxj)e
j=1 " i=1 =1 j=1

P
Donc, par liberté de (e1,...,e,) : Vi € [1,n], (z;, > Ajz;) =0, d’ou :
j=1
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p ) P P

1Y Njzill> = (X Xizs, Y- Ajzj) =0et D N =0 : la famille (24, ..., )
j=1 i=1 j=1 i=1

est liée.

2. Une famille est libre si et seulement si elle n’est pas liée.
On vient donc de démontrer, & la numérotation des vecteurs pres, qu’une sous-

famille de (z1,...,,) est libre si et seulement si la sous-famille correspon-
dante de (21, ..., 2,) est libre et donc si et seulement si la sous-famille corre-
spondante de (y1,...,yn,) est également, puisque V(i,j) € [1,n]?, (z;,z;) =
(y4i,y;) et donc les calculs sont les mémes avec la famille (y1,...,yn).

Ainsi les familles (z1,...,x,) et (y1,...,yn) ont le méme rang et dim F' =
dim G.

Exercice 8.
Soit n un entier naturel, n > 2. Soit E = C,[X], 'espace vectoriel des
polynomes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.
1. a) Soit A € C donné et P(X) = (X — \)*, avec 1 < k < n. Montrer que P
est divisible par son polynéme dérivé P’.

b) Réciproquement, soit P € E divisible par son polynéme dérivé P'.
Déterminer la forme de P.

2. Soit u ’application définie sur E par, pour tout P € E :
w(P)(X) = (X2 +1)P'(X) —nXP(X)
a) Montrer que u est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

c¢) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Solution :

1.a) Ona: P = k(X — M)t et P est divisible par P’ le quotient étant
2(X =)

b) Si P est divisible par P’, le quotient @) est du premier degré et P = QP"'.
* Si deg P = 1, alors P’ est un polynéme constant et on a bien P’ qui divise
P.
* Supposons donc n = degP > 2, dou deg P’ = n—1 > 1, et soient
21,22,...,2} les racines de P’ d’ordres de multiplicité respectifs aq, ... ag.
Comme P’ est un facteur de P, les nombres z1, 29, . . ., 2 sont encore racines
de P, donc d’ordres de multiplicité a; +1,...ap + 1.
Par conséquent (a1 + 1)+ -+ (ap + 1) = a1 + -+ - + oy + k < n, alors que
a1 +---+ar =n—1. On en déduit k <1 et comme k> 1,onak =1 et
a; =n—1.
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Ainsi P admet une unique racine & l'ordre n et est de la forme 3(X — \)™.

2. a) La linéarité de u est évidente et pour k < n :
w(X*) = (X2 + )kXF L — Xk = (K —n) XA 4 g XEL

* Si k < n, u(X*) est de degré k + 1, donc appartient & E ;
*xsik=n,u(X")=nX""1!€E.
Ainsi, par linéarité, 'image par u de tout élément de E est encore un
élément de F et u € L(E). Notons d’ailleurs que si degP < n, alors
degu(P) = deg P + 1 et donc les éventuels polynémes propres sont de degré
exactement n.

b) Soit A une valeur propre (donc a priori complexe) de u et P un polynéme
propre associé. On a :

w(P) = AP, ie. (X2+1)P'(X)=nX+M)P(X) (%)

* SinX + X divise X% + 1, alors A = ni ou A = —ni.

e Si A = —ni, il reste (X +4)P'(X) = nP(X), P’ divise P et d’apres la
premiere question P est de degré n et admet —i pour unique racine (car —i
est racine de P!) :

—ni € Specu et E(_p;(u) = Vect((X +1)")
e De la méme facon :
ni € Specu et By (u) = Vect((X —1i)")
* SinX + X ne divise pas X2+ 1, alors (*) montre que i et —i sont racines de
P et P est divisible par X2 + 1. Désignons alors par k, avec 1 < k < |[n/2]
le plus grand entier tel que (X? + 1)* divise P :
P(X) = (X% +1)*Q(X), avec Q(i) # 0 ou Q(—i) # 0

La relation () devient : (X? + 1)Q"(X) = [(n — 2k)X + \]Q(X).

e Si Qi) #0 alors A = —(n — 2k)i et (X +1)Q'(X) = (n — 2k)Q(X). On
déduit alors de la premiére question que —i est I'unique racine de @, cette
racine étant d’ordre n — 2k :

—(n —2k)i € Specu et E(_(n_opyy(u) = Vect((X? + 1)*(X 4 i)"—2F)
e Si Q(—i) # 0, on obtient de méme :
(n —2k)i € Specu et E((,_apyi)(u) = Vect((X? + 1)F(X — i)~ 2¥)
c¢) Finalement les valeurs propres de u sont —ni, —(n —2)i, ..., (n —2)i, ni,
donc sont au nombre de n+1. Comme E est de dimension n+ 1, on en déduit
que u est diagonalisable.

Exercice 9.

Soit p € N,p > 2. On considere 'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées
d’ordre p & coefficients réels. Pour tout A € M,(R), on note ‘A la matrice
transposée de A.
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T U1

Six= : et y = : sont deux vecteurs de RP, on pose :
Tp Yp
P
(@) = ¥ oun

Siz € R”, on note ||z|| = \/(z, ) la norme euclidienne de z.
Enfin, si E est un sous-espace vectoriel de R, on note E+ I’orthogonal de E.
1. Soit A € Mp(R).

a) Montrer que Im(4) C [Ker(tA)]*.

b) Montrer que [Im(A4)]+ C Ker(‘4).

¢) En déduire que Im(A) = [Ker(*4)]*.

2. On considere la matrice A € M,(R) définie par :

00 ... ... ... 0

Lo :
a=|’ :

: . " .0

0 ... .. 0 250

a) Déterminer le noyau de ‘A.

b) Montrer que tout vecteur € RP se décompose de maniére unique sous
la forme : z = 2’ + Az, avec ' € Ker(*4) et 2" € Im(A).
On pose alors z'" = u(x). Vérifier que 'on définit ainsi un endomorphisme de
RP. Déterminer la matrice B associée a u dans la base canonique de RP.

c) Montrer que AB est la matrice de la projection orthogonale sur 'image
de A.

d) Calculer BA. Que constatez-vous ?

3. Reprendre la construction et les calculs précédents pour une matrice A
quelconque de M, (R).

Solution :

1. Notons par une méme lettre un vecteur de RP et la matrice colonne
canoniquement associée.

a) Soit y € Im A, il existe © € RP tel que y = Az. Si u est un vecteur
quelconque de Ker?A on a : (y,u) = (Az,u) = {(Az)u = tat Au = (2, Au) =
(z,0) = 0. Donc y € [Ker!A]* et :
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Im(A) C [Ker(‘4)]*

b) Soit € [Im A]*, on a pour tout vecteur y de RP : (z, Ay) = 0. Donc
pour tout y € RP, (*Ax,y) = 0 et Ay est orthogonal & RP et est donc le
vecteur nul, i.e. y € Ker(*A) :

| [m(A)]- € Ker(‘4)]

¢) Le résultat b) donne, par passage a I'orthogonal : [Ker(*A)]* C Im(A)
et grece a a) :

|Im(4) = [Ker(‘4)]* |

2. a) YA est clairement de rang p — 1, donc son noyau est de dimension 1.
La premiére colonne de A étant nulle, son noyau est la droite engendrée par
le premier vecteur de la base canonique (e1,...,ep) de RP. Son image est
engendrée par les vecteurs colonnes de ‘A, donc en fait par e1,ea,...,€e, 1.

P
b) Soit = Y w;e;. Pour i € [1,p—1], on a: Ae; = %ei+1 et donc :
i=1

4 p—1
x=uxe + Y xie; =1x101 + A( imi+1ei>
i=2 i=1
p—1
On a bien z' = r1e; € Ker(*A) et 2" = 3" izi1e; € Im(PA).
i=1

i=
L’application z — z' est clairement linéaire et :

0 1 0 ... ... 0
0o . 9 .
B =
0
: . . . p—l
O ... ... 0 0 0

c) AB = diag(0,1,...,1), qui est bien la matrice de la projection orthogo-
nale sur Im A = Vect(es, ..., ep).

d) De méme BA = diag(1l,...,1,0) qui est la matrice de la projection
orthogonale sur Vect(ey,...,e, 1) = Im(*4) = (Ker 4)*.
3. Si A est une matrice quelconque de M, (R).
D’apres 1. on a R? = Ker(*A) @ Im(A) = Ker(A) @ Im(*A).
Soit z € RP. On peut écrire x = z' + Ay, avec 2’ € Ker(*A) et y € RP.
Le vecteur y s’écrit y = u + 2", avec u € Ker A et 2 € Im(*A).
On obtient donc x = z' + Az", avec 2’ € Ker(*A) et 2" € Im(*A4).
Siz=a+ Az" = 2] + Az{ sont deux telles décompositions, on a :

) —z' = A(z" — =)
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Dou z} — x1 = 0, car Ker(*4) et ImA sont supplémentaires, donc
d’intersection réduite au vecteur nul.

Ainsi 2" — 2} € Ker A et comme ce vecteur appartient aussi & Im(*A) =
[Ker A]*, il s’agit du vecteur nul.

Finalement la décomposition est bien unique et u est bien une application.
La linéarité de u est évidente.

Par construction : ABz = AB(z' + Az") = Ax" = pima(z), donc AB =
Py 4.

D’autre part, z = y' + 3", avec y' € Ker A et " € Im(*A). On en tire :
BAr = BAY" = y" = prm(ta)(2), soit BA = Py ¢4.

Exercice 10.

Soit E I’ensemble des polynémes P & coefficients réels vérifiant :
P(X)P(X +1) = —P(X?) (%)

1. Trouver les polynémes constants vérifiant la relation (x).

2. On suppose désormais que P € E a un degré supérieur ou égal a 1.

a) Soit « une racine (éventuellement complexe) de P. Montrer que Vp €
N, o?" est également racine de P. Que peut-on conclure sur le module de a ?

b) Montrer que si « est racine de P, alors (a — 1)? est également racine de
Pp.

c¢) Quelles sont les racines possibles de P ?
d) Montrer que P est de la forme P(X) = —X"(X —1)", avec n > 1.

3. a) Montrer que :

1
Q) » [ PoQr
définit un produit scalaire sur R[X]. ’

b) La famille des polynomes ([X"(X — 1)"]("))n>1 est-elle orthonormée
pour ce produit scalaire ?
(On rappelle que S™ désigne la dérivée n®™ du polynome S)

Solution :

1. Si P est un polynoéme constant C la relation (%) est équivalente a
C?+C=0,s0it C=00uC = —1.

2. a) Supposons que P(a) = 0. La relation () entraine alors que P(a?) = 0,
donc en itérant ce processus, P(a*) = 0, et par une récurrence immédiate
P(a*") = 0, pour tout p € N.
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On en déduit que || =1 ou @ = 0. En effet, P admettant un nombre fini de
racines distinctes, il existe p > ¢ tels que " = o*” soit @ = 0 ou *" 2" =1,
ce qui entraine |a| = 1.

b) Utilisons la relation (x) avec 0 = P(a — 1)P(a) + P((a — 1)?), ce qui
entraine que (o — 1)? est racine de P. En appliquant la question 2.a, il vient
a=louja-1=1
En conclusion, si P(a) = 0, alors :

lal =1
a=0oua=1ou et
la—1] =1
¢) La troisitme condition se réécrit |e?* — 1| = 1, avec ¢ € [0,27[. Or :

et —1 =e/?(2i sin%) et donc |et — 1] = 2sin%
et :
et —1] =1 = sin(t/2) = 1/2, soit t = :i:% + 2k
Par suite @ = —j ou a = —j52.
L’ensemble des racines possibles de P est donc S = {0,1,—j,—j?}. Or si
—j est racine, (—j)? = j2 également, ce qui n’est pas le cas. De méme avec
—42. Ainsi :
S c{o0,1}
d) Ainsi, P est de la forme P(X) = AXP(X —1)¢, avec A € C* et p,g € N.
Ecrivons alors la relation (*) pour un tel polynome :
MXP(X —1)9(X +1)PX9+AX?P(X2-1)1=0
ou :
XP(X —1)IMX +1)PX?T+ XP(X +1)7] =0
donc :
AX +1)PXI4+ XP(X + 1)1 =
Comme les termes de degré (p+ ¢) doivent se simplifier, il vient A = —1, puis
en substituant a X la valeur 1 : 27 = 2P, soit p = q.

Réciproquement les polynémes de la forme —X™(X — 1)" sont solutions de
(%)
3. a) C’est quasiment une question de cours.

b) Soit pour tout n > 1, P,(X) = X"(X —1)". C’est un polyndme de degré
2n, et 0,1 sont des racines de multiplicité n.
Soit n > m. Une intégration par parties donne :

1 1
| PO @ = [PV o), - [P R e
0 0

1
:i/%“Wm#MWMt
0
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car 0 et 1 sont des racines de P,(lnfl)(t). En recommencant ce processus n
fois, on obtient :
1 1
/%memmh44ﬁ/mw%ﬁ“w¢=mwmmaww
0 0
est le polynéme nul.

La famille donnée est donc orthogonale pour ce produit scalaire. Par contre
elle n’est pas orthonormée, car :

/1P}/’) ()P (t) dt = (—1)”(2n)!/1t”(t 1) dt
0 0

1
Notons I(p,q) = / tP(t — 1)? dt. Une intégration par parties donne :
0

1
_ _4q p+ler _ 1\a=1 94 — _ _ 4 _
I.0) = 5 [ #7= )t e = T+ g =)
Donc : . .
—(—1)9_4 q— 1 —(_1)q— 4P
Donc :

/0 P (0P (1) dt = (2n)! (22”221)! SO

Exercice 11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux endomorphismes
de E.

1. Montrer que :

Ker(g)1m(s)) = Ker(g) N Im(f)
(9)1m(s) désignant la restriction de g a 'image de f).

2. En déduire :
a) rg(g o f) = rg(f) — dim(Ker(g) NTm(f)).
b) rg(g o f) > rg(f) +rg(g) — dim(E).
(rg(u) désignant le rang d’un endomorphisme u de E).

Solution :

1.0n a:

v €Ker(gjmmys) <= r€lmfet gy =0z €lmfetgx)=0
Donc :

‘ Ker(g)m(s)) = Ker(g) N Im(f) ‘

2.a) On a:rg(go f) = dim[g(f(E))] = dim(Im(gjm s) = r&(g|1m(s))-
Par le théoreme du rang, appliqué & gmm(y), il vient :
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rg(g e f) = dimIm f — dim(Ker(gm(y))) = rg(f) — dim(Ker(g) N Im(f))

b) Comme Ker(g) NIm(f) C Kerg on a:
dim(Ker(g) NIm(f)) < dim(Ker g) = dim E — rg(g)

ce qui donne, en remplacant, le résultat demandé :
|r8(g 0 f) > rg(f) + rglg) — dim(E) |

Exercice 12.

On note R[X] lespace vectoriel des fonctions polynémes & coefficients réels.
A tout P € R[X], on associe la fonction :

+oo 5
o(P) : x —> / e U P(x +t)dt
—0o0

1. a) Montrer que pour tout P € R[X], pour tout (a,b) € R* :

o ) (4
P(b) ::ZO(b—a)’“P ';c!( )

b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

On note D ’endomorphisme de R[X] qui & toute fonction polynéme P associe
sa fonction polynéme dérivée P’.

2. Montrer qu'’il existe une suite de réels (an)nen, que 'on explicitera, telle
que, pour tout P € R[X], on a :

+o0o
o(P) = T a,D"(P)

(D™ désignant l'itéré n®™ de D, i.e. D° = Id, D> = Do D,...).
+00
Déterminer la valeur des (a,,) en fonction de n et de / e dt.
— 00

3. Quels sont les éléments propres de ¢ ?

Solution :

1. a) La série se trouvant dans le membre de droite de I’égalité est en fait

une somme finie, puisque si p est le degré de P, alors pour tout k > p + 1,

P®)(a) = 0.

La formule demandée n’est en fait rien d’autre que la formule de Taylor pour

les polynomes, formule qui est exacte, si son ordre est suffisamment grand.
+o0

b) L’intégrale / e*t2P(:z: + t)dt existe pour tout z réel. En effet,

— 00

Papplication t — e’t2P(m + t) est continue sur R et tlim t2e_t2P(a} +t)=0

— 00
entraine la convergence de l'intégrale.
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En utilisant la question précédente, il vient :

+00 oo gk plk) (g
wmwz/e4éﬂﬁL1

k!
et comme la somme est finie :

o] +0o0o 5
wmwzng@/e%%ﬂ

dt

ce qui montre que ¢(P) est un polynome.
La linéarité est une conséquence de la linéarité de l'intégrale.

2. Par la question précédente, pour tout n > 0 :
L[ e
an =~ e Ut dt
©J —0o0
On remarque que as, 11 = 0, par imparité de la fonction a intégrer. Quant a

Ao, il suffit d’utiliser une intégration par parties (& justifier avec soin!) pour

obtenir pour tout n > 0 :
]_ 2
. _ 1 —t* 4
dan 22”n!/c: ¢ t

3. Soit A une valeur propre de ¢} il existe un polynome P non nul de degré
p > 0 tel que p(P) = AP, qui se réécrit :

p
S anD"(P) = AP
n=0

Or pour tout n tel que 0 < n < p, deg D*(P) = p—n et ag # 0. Donc seul
D°(P) = P est de degré p, les autres étant de degré strictement inférieur.
Ainsi A = ag.

L’équation ¢(P) = AP se réécrit :

P
3 ap PP (2) =0
k=1
Or la famille (P'(z),...,P®(z)) est une famille de polynomes de degrés
échelonnés. C’est donc une famille libre et pour tout & > 1,a; = 0, ce qui
n’est pas vérifié.

La seule possibilité est que la sommation précédente n’existe pas, donc que
le degré p de P soit nul, donc que P soit un polynome constant.
Réciproquement tout polynome constant est associé a la valeur propre ag.

Exercice 13.

Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R3
est :

S

Il
O N =
O =N
W = =
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1. Soit (a,b,c) € R?, (a,b,c) # (0,0,0). Montrer que

P={(x,y,2) € R®/ azx + by + cz = 0}
est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (appelé aussi plan vectoriel) de
R3.
2. Soient P d’équation azx + by + cz = 0 et @ d’équation ux + vy + wz = 0
deux tels plans.

Montrer que P = @ si et seulement s’il existe A € R* tel que (u,v,w) =
A(a, b, c).

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

4. Un sous-espace vectoriel F' de R® est dit stable par f si f(F) C F.
Déterminer les sous-espaces vectoriels de R® stables par f.

Solution :

1. Soit ¢ 'application définie sur R® par : ¢(z,y,2) = ax + by + cz.

C’est une application linéaire non nulle (car (a,b,c) # (0,0,0)) et & valeurs
dans R, donc ¢ est de rang 1, et, par le théoreme du rang, P = Kery est
bien un sous-espace de R® de dimension 2.

2. Si (u,v,w) = Aa,b,c), alors ax + by + cz = 0 <= uzx + vy + wz = 0 et
P=qQ.
Réciproquement supposons que l'on ait P = Q.
Quitte a changer les noms des coordonnées, on peut supposer que a # 0. Alors
ar+by+cz =04z = —% y— g z <= (z,y,2) = y(—%, 1,0)+z(—§,0, 1)
Les vecteurs (—g, 1,0) et (—g, 0,1), ou mieux (b, —a,0) et (¢, 0, —a) forment
une base de P.
Si P = @, ces vecteurs appartiennent aussi a ) et :

{ ub —av =0

uc—aw:O’SOit : (u,v,w) :%(a,b,c).

3. La méthode du pivot de Gauss montre que les valeurs propres de A sont
—1 et 3. La résolution des systemes AX = AX donne ensuite :

E_1)(f) = Vect(1,-1,0) et E3)(f) = Vect(1,1,0)

4. x Trivialement, {0} est le seul sous-espace stable de dimension 0, et R? est
le seul sous-espace stable de dimension 3.

* Soit D une droite et v un vecteur directeur de D.

Ona: f(D)C D<= f(v)e D<= 3INeR, f(v) =M.

Ainsi une droite est stable par f si et seulement si elle est engendrée

par un vecteur propre de f. Il existe donc deux droites stables par f :
E_1)(f) = Vect(1,-1,0) et E(3)(f) = Vect(1,1,0).



74 ESCP-EAP 2001 - Oral

* Soit P un plan stable, ax + by + cz = 0 une équation de P.
(x,y,2) € P = f(x,y,z) € P g’écrit :
ax+by+cz=0 = (a+2b)x+ (2a+by+ (a+b+3c)z=0
On a (a + 2b,2a + b,a + b+ 3c) # (0,0,0) et on peut appliquer les résultats
de la question 2. Il existe donc A # 0 tel que :

a+2b=M\a
2a+b=MXb
a+b+3c= X
a a
cequiserééerit : A | b | =X Db
c
a
Ainsi [ b | est un vecteur propre de {A. Un calcul immédiat montre que t4A
c

a les mémes valeurs propres que A et que 'A admet deux droites propres
engendrées respectivement par

0 1
0 et -1
1 0

Ainsi A admet deux plans stables d’équation z =0 et z —y = 0.

Exercice 14.
Dans cet exercice on confondra polynome et fonction polynéme associée.

Soit u lapplication qui & un polynéme P de R[X] associe u(P) défini par :
+o0
Ve eR, u(P)(z) = ez/ e tP(t)dt

T

1. Montrer que u(P) est bien défini. Calculer u(X*), pour tout k¥ € N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X].

2. Soit n € N fixé. On note R, [X] l'ensemble des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.

a) Montrer que R, [X] est stable par u.

b) Soit v 'application définie sur R, [X] par : VP € R, [X],v(P) = u(P)
Montrer que v réalise un automorphisme de R, [X].

Quelle est la matrice A associée & v dans la base canonique de R, [X]?
L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. Déterminer A~!, l'inverse de A.

4. Si P est un polynéme tel que pour tout z € R, P(z) > 0, montrer que,

pour tout x réel :

> P®(z) >0
keN
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Solution :

1. Soit P un polynéme de degré p.
L’application t — e~tP(t) est continue sur R; de plus t_ligloo t2.e7tP(t) =0
entraine la convergence de 'intégrale définissant u(P)(z).
La linéarité de P découle de la linéarité de 'intégrale.
Il est évident que u(l) = 1.
Soit n > 1. Une intégration par parties (d’abord sur un segment, suivie d’un
passage a la limite) donne :
w(X") = X" + nu(X")

Ainsi, par récurrence :

w(X™) = X" +nX"t+nn—-1)X""2+.- +n!
Ceci montre que u(P) est une fonction polynomiale, quel que soit le polyndéme
P.

2. a) La stabilité de R,[X] a été démontrée dans la question précédente,
puisque pour tout n > 0, u(X") € R, [X].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de R,[X].
Toujours par la question 1. la famille (u(1),u(X),...,u(X™)) est une famille
de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n; c’est donc une base de R, [X],
ce qui montre que v est un automorphisme de R, [X].

La matrice A est triangulaire supérieure de la forme A = (a;,;), avec :
it
ai7j:{l'! sii <y
0 sii>j
La diagonale de A n’est formée que de 1. La seule valeur propre de A est
donc 1.

Si A était diagonalisable, elle serait semblable & une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale i.e. la matrice identité; elle serait
donc égale a l’identité, ce qu’elle n’est pas.

3. Comme, pour tout k tel que 0 < k < n, u(X*) = X* + ku(X* 1), on a :

v (XF) = XF - pXFL
ce qui entraine que pour tout P € R, [X] :
v Y (P)=P-P
On en déduit facilement la matrice A~!, également triangulaire supérieure, les

coefficients diagonaux valant 1, la diagonale étant bordée d’une sur-diagonale
formée des nombres —1,—2, ..., —n.

4. Posons Q(X) = S° P®(z). On remarque qu’en fait cette somme est finie,
keN
ce qui montre I'existence du polynéme @. On vérifie alors que @) — Q' = P,
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donc que P = v~ 1(Q) ou Q = v(P), ce qui donne, par la définition de u et
la positivité de P, le résultat escompté.

Exercice 15.
Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note 0, la matrice nulle de M, (R)
et on se donne A € M, (R).

1. Montrer qu’il existe un polynéme non nul P € R,2[X] (c’est-a-dire de
degré inférieur ou égal a n?) tel que P(A) = 0,.

2. On suppose P(0) # 0. Montrer que A est inversible et exprimer A~! en
fonction de A et des coefficients de P.

3. On suppose que 0 est racine d’ordre k de P : il existe alors un polynéme

Q tel que Q(0) # 0 et P(X) = X*Q(X).
Montrer que A est inversible si et seulement si Q(A) = 0y,.

Solution :

1. La famille (I, A, A2, ..., A"") est une famille de M,,(R) de cardinal n?+1.
C’est donc une famille liée et il existe une combinaison non triviale de ces
matrices donnant 0,,, donc un polyndéme P de degré inférieur ou égal & n? tel
que P(A) =0,
2. Dire que P(0) # 0 signifie que dans la combinaison linéaire précédente le
coefficient ag de I n’est pas nul, soit :

aol + a1 A+---+ anzA”2 =0y, avec ag # 0
donc :
I= —alo(alA 4+ 4 anzA”Z) = —alo(all +asA+---+ anzAn2_1)A
On sait alors qu’il est inutile de vérifier 'inversibilité de 'autre coté et A est
inversible, d’inverse :

A71 = —a—]'()(all+(12A+ +an2An271)

3. 0n a: A*Q(A) = 0, avec Q(0) # 0.
e si A est inversible, alors Q(A4) = 0,, (on multiplie & fois & gauche par A~1).

e si Q(A) = 0,, on est revenu a la situation de la question 2 et A est
inversible.

Exercice 16.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4. On note 0 ’endomorphisme nul
de E et I Papplication identité de E.

On considére un endomorphisme u de E tel que u® + u? +u = 0.

On pose By = Ker(u? + u + I) et E» = Keru.
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1. Montrer que Imu C E; et que F; et Ey sont stables par u.

2. Montrer que :

a) By ® E;, = E.

b) E; =Imu.

¢) Bs = Im(u® +u+1I).
3. a) Montrer que, pour tout vecteur non nul z de Ey, la famille (m, u(m)) est
libre.

b) Montrer que s’il existe deux vecteurs xz et y de E; tels que la famille
(z,u(z),y) soit libre, alors la famille (z,u(z),y,u(y)) est libre.

c¢) Quelles sont les dimensions possibles de E; ?

Solution :

On sait que pour tout « € F :

(%) (W 4+ u? +u)(z) = u((u? + u+ Id)(z)) = (u* + u+ Id)(u(z)) =0
1. Soit y € Imw. Il existe z € E tel que y = u(z). Alors (u?+u+1I)(u(z)) =0,
soit y € By et Imu C Ej.

x Soit z € E1, (on a donc (u? 4+ u + Id)(z) = 0).
Alors (u? +u+I)(u(z)) = u((u? + u + Id)(z)) =0 et u(z) € E.
* Soit @ € Es, (on a u(z) = 0). Alors u(u(z)) =0 et u(z) € E».

2. a) Soit z € E. Le vecteur z s’écrit sous la forme
(z 4+ u() + u?(z)) + (—u(z) —v?(z)) =y + 2.
La relation (x) entraine que y € E; et z € Es.
Enfin si x € Ey N E», alors :
u(z) =0, (u? + u + Id)(z) et donc z = Id(z) = 0
La somme précédente est donc directe et

b) Le sous-espace vectoriel E, étant supplémentaire & E; = Keru, sa

dimension est celle de Imu. Mais F; contient Imu ; on a donc .

¢) La relation (x) montre que Im(u?+u+1I) C Es. On conclut comme dans
la question précédente en utilisant les dimensions de ces deux sous-espaces :

‘Im(u2+u+1):E2‘.

3. a) Supposons que la famille (m,u(w)) soit lie. Il existe A € R tel que
u(xz) = Az, ce qui signifie que A est valeur propre réelle de u associée au
vecteur propre x.
Mais u*(x) = A¥z, k > 2 entraine que :

0=(u+u?+u)(z) =N+ A2+ Nz
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Comme z # 0, il vient A = 0 (car A2 + A+ 1 = 0 n’a pas de solution réelle).
Donc u(z) =0 et © = (u? + u + Id)(x) = 0. D’ott la contradiction et :

(z,u(z)) est libre

b) Supposons que la famille (z,u(z),y,u(y)) soit liée. Il existe quatre
scalaires a, b, ¢, d non tous nuls tels que ax + bu(x) + cy + du(y) = 0.
Comme (z,u(z),y) est libre, d est non nul et quitte & diviser par d, on peut
supposer d = —1, et :

il existe trois réels (a, b, c) non tous nuls tels que u(y) = ax + bu(x) + c(y)-
On a alors :
u?(y) = (ac — b)x + (be — b+ a)u(z) + Ay
et
0=(u?+u+Id)(y) = (ac—b+a)x + (be + a)u(x) + (> + ¢+ 1)y
en contradiction avec (a:, u(x), y) libre, puisque ¢ + ¢+ 1 # 0.

c) Par la question précédente, si dimE; > 1 alors dimE; > 2 et si
dim E; > 3 alors dim E; > 4. Les dimensions possibles de E; sont donc
{0,2,4}.

Exercice 17.

Soient A et B les matrices de M3(R) définies par :

2 4 4 5 2 -1
A:% 4 -2 4 |, B:% 2 2 2
4 4 -2 1 2 5

1. a) Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser dans une base
orthonormée.

b) Montrer qu’il existe une matrice P € GL3(R) telle que P"1AP et
P~!BP soient toutes deux diagonales.
2. Soit F' Iapplication définie sur M3(R) par, pour tout X € M3(R) :
F:X+—AX - XB
a) Montrer que 'application F' est un endomorphisme de Mj3(R).

b) Soit U un vecteur colonne propre de A et V' un vecteur colonne propre
de B. Calculer F(U.'V).

c) F est—elle un automorphisme de M3(R) ?
d) F est—elle diagonalisable ?

Solution :

1. a) b) On peut évidemment chercher les éléments propres de A et B par la
technique habituelle du pivot de Gauss. On peut aussi remarquer que :
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1/3 1/3 1/3
*A=—-T+2|1/3 1/3 1/3 | =-1+2J.
1/3 1/3 1/3
La matrice J vérifie J> = .J, donc est une matrice de projecteur (non

dégénéré). Ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associé le plan
P d’équation = + y + z = 0 et 1, de sous-espace propre associé la droite D
dirigée par le vecteur (1,1,1).
Par conséquent les valeurs propres de A sont —1 et 1, avec :
E1)(A)=P; Ey(4) =D

% On a B? = B, donc B représente aussi un projecteur (non dégénéré) et ses
valeurs propres de sont 0 et 1, avec :

E)(B) = Ker B est la droite D' dirigée par (1,-2,1);

E1)(B) est le plan P' d’équation © — 2y + z = 0.
Comme D' C P et D C P’, les vecteurs (1,1,1) et (1,—2,1) sont propres a
la fois pour A et B et on complete avec le vecteur (1,0, —1) qui appartient a
P NP’ ce qui donne une base orthogonale propre & la fois pour A et B.

1 V3 V2
En normant ces vecteurs, on prend donc : P = % -2 0 V2

1 -3 V2
et \ P~'AP = diag(—1,—1,1); P~'BP = diag(0,1,1) \

2. a) Il est clair que pour tout X € M3(R), F(X) € M3(R). La linéarité de
F résulte de la distributivité du produit sur ’addition.

b) Si AU = AU et BV = uV, alors U'V € M3(R) et 'VB = p'V (car B
est symétrique), d’ou :

|F(U'V) = AU'V —U'VB = \U'V — uU'V = (\— p)U*V |

Ainsi cette matrice est vecteur propre de F' associée a la valeur propre A — p.

c¢) La valeur propre 1 étant commune & A et B, F admet 0 comme valeur
propre et n’est donc pas inversible.

d) A et B admettent une base orthonormée commune de vecteurs propres
(Uy,Us,Us). Par la question précédente, les 9 matrices U;'U; (1 < i,5 < 3)
sont des vecteurs propres de F.

Montrons qu’elles forment une famille libre.

Supposons que Y. A;;U;!U; = 0. En multipliant & droite par Uy et en
14,53

remarquant que la famille est orthonormée (donc ‘UpUj, = ||Uk||> = 1 et

tU;Ur, = 0 lorsque k # j), il vient :

3
Y AU =0
i=1
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ce qui entraine par la liberté de (Ur,Us,Us) que A;x = 0 pour 1 <@ < 3, et
ceci quel que soit k tel que 1 < k < 3.

La liberté est bien acquise et 'endomorphisme F' est donc diagonalisable.

Exercice 18.

Soit n un entier naturel tel que n > 2 et soit £ = M,,(R) Pespace vectoriel
des matrices carrées a n lignes et n colonnes, a coeflicients réels.

Pour (i,j) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de M,(IR) qui ne contient que
des 0 sauf en position (i, ) ou se trouve un 1.

On rappelle que les n? matrices E; ; forment une base de E. Enfin, on note
I la matrice identité.

a) Trouver une matrice de E non nulle et non inversible.

b) Trouver une droite de E qui ne contient aucune matrice inversible.

2. Soit j un entier de {1,2,...,n% —n}. Trouver un sous-espace vectoriel de
E de dimension j qui ne contient aucune matrice inversible.

3. a) Calculer le produit E; ;Ej ¢.

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension n? — 1. Construire
une application linéaire non nulle f de E dans R telle que Ker f =H.

c¢) Tout élément A € M,,(R) s’écrivant sous la forme A = Z Z a; ;B j,
i=1 j=

on note, pour tout (i,j) € [1,n]?, X;; I'application de E dans R deﬁme par
Xij(4) = as;.
Soit f une apphcatlon linéaire de E dans R. Montrer qu’il existe n? réels
(ai) tels que = 3° 3 a;; X
i=1j=1
d) Dans cette question seulement, on fait ’hypotheése que ¢ # j implique
n

que a;; = 0. Montrer que la matrice M = E, ; + > E; 1 est élément de H

et qu’elle est inversible.
e) Dans le cas ou '’hypothese faite en d) n’est pas vérifiée, montrer que,

Lo . _ [
pour un couple (i, j) & préciser, la matrice N = I — a; E; ; est dans H et

que N est inversible.
Qu’en conclure ?

Solution :

1. a) Toute matrice E; ; est non nulle et non inversible puisque de rang 1.

b) Le sous-espace vectoriel engendré par E; ; est une droite. Tout élément
de ce sous-espace est de la forme AE; ; (A réel), et est non inversible.
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2. Soit F' le sous-espace de E formé des matrices dont la derniere colonne ne
comporte que des zéros. Cet espace est engendré par les matrices E; ;, avec
1<ig<netl<j<n—1.1lest de dimension n(n—1) et ne contient aucune
matrice inversible.

Pour j € [1,n% — n], tout espace engendré par j matrices choisies parmi
les matrices précédentes est de dimension j et ne contient a fortiori aucune
matrice inversible.

3. a) C’est une question de cours : E; ;Ey ¢ = d; . E; ¢, ot § est le symbole de
Kronecker, i.e. §;; vaut 0si j # ket 1sij=k.

b) Soit (My, Mas,...,M,2_1) une base de H, que 'on compléte avec un
vecteur M,z pour obtenir une base de E = M, (R).
Par le théoreme fondamental de l'algebre linéaire il existe une application
linéaire f et une seule de E dans R telle que : f(M,2) = 1 et Vi €
[1,n2 — 1], f(M;) = 0.
Par construction méme H est inclus dans Ker f et comme f est non nulle,
Ker f n’est pas E tout entier. Donc :

c) X;,; est bien une application linéaire de £ dans R (elle associe a toute
matrice A, son terme d’indices (i, j)).
On sait que dim £(E,R) = n?.
La famille (X; j)1<i<n,1<j<n est une famille de £(E,R) de cardinal n?.
C’est une famille libre, car si ) «; ;X;; = 0, alors > «a; ;X ;(Eg¢) =0, ce

1, 2

qui se réduit a ay ¢ = 0. ! !
C’est donc une base de L(E,R) et f se décompose sur cette base.

n
d) L’application f définie dans la question 3. a) vérifie ici f = Y a;;Xi ;.

i=1
Donc : .
f(M)=f(EBp1+ > Eii-1)=0+0=0
i=2
et M € H.
La matrice M est inversible, car elle représente un endomorphisme de
permutation ; en effet, si 'on note (e, es,...,e,) la base canonique de R" et

¢ 'endomorphisme de R dont la matrice associée dans cette base est M,
alors :

pler) =en, et Vi > 2,0(e;) =e;_1
On montre alors facilement que ™ = Id, donc M™ = I et I'inverse de M est
ML
e) Choisissons un couple (Z,j) tel que i # j et a;; # 0.
On a alors f(N) = £(1) = LU f(B, ;) = £(1) = (1) = 0 et N € .
i,J

La matrice N est trigonale sans terme diagonal nul, donc est inversible.
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En conclusion, tout sous-espace de E de dimension n? — 1 contient au moins
une matrice inversible.

Exercice 19.
Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul donné.

On se place dans 'espace vectoriel E,, des applications de R dans R de la
forme f : z +— e*.P(z), ou P est un polynome a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & n (donc de R, [X]).

1. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions de
classe C*° de R dans R. Montrer qu’il est de dimension finie. En donner une
base.

2. Soit A D'opérateur de dérivation défini sur E,, par, pour tout f € E,, :
Vo e R A(f)(z) = f'(x)

ou f’ désigne la dérivée de f.

Montrer que A est un automorphisme de E,.

3. a) Montrer qu’il existe une unique fonction h de E, telle que A"t (h) = g,

avec g : x +— e*.z™ (on ne cherchera pas & expliciter h).

b) Déterminer, en fonction de h et de ses dérivées successives, les applica-
tions f de C*° (R, R), vérifiant :
D" (f) = g, et f(0) = f'(0) = f"(0) = ... = f™(0) =0

Ou D désigne 'opérateur de dérivation sur ’ensemble des fonctions dérivables

4. Déterminer les éléments propres de A. Cet endomorphisme est—il diago-
nalisable ?

Solution :

1. Par définition, E,, est 'ensemble des combinaisons linéaires des fonctions
e; &+ e®.xt i décrivant [0,n]. Ces fonctions étant clairement des fonctions
de classe C*° sur R, E,, est un sous-espace de C* (R, R) et (eg,ey,...,e,) en
est un systeme générateur.

n
Enfin si ) A;e; est Papplication nulle, alors, une exponentielle n’étant jamais
i=0
n

nulle, on a Vo € R, 3° \ja? = 0 et tous les \; sont nuls.
=0
(eo,é€1,...,6,) est libre, donc est une base de E,, qui est de dimension n + 1.
2. A est évidemment linéaire et si f : x — e* P(z), alors :
A(f) : @z — €% (P(z) + P'(z))
Donc A(f) € E,, et A est un endomorphisme de E,.
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Enfin, avec les notations précédentes : f € Ker A <= P+ P' =0<= P =0
et Ker A se réduit a la fonction nulle : A est injectif et puisque E, est de
dimension finie :
A € GL(E,)
3. a) A étant un automorphisme de E,,, il en est de méme de A" et g admet
un antécédent unique (dans E,), par automorphisme A™*!. On a d’ailleurs
h=A—(t)(g),
b) On cherche f sous la forme f = h+ ¢. Alors f convient si et seulement
si:
D"t (p) =0et Vi € [0,n —1],0" (0) = —n*)(0)
La premiere relation indique que ¢ est une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a n et, par la formule de Taylor :
ole) = - 35 L0
k=0 :
4. Soit A une éventuelle valeur propre de A et f une fonction propre associée.
La fonction f est de la forme  — e* P(x), ou P est une fonction polynomiale
de degré inférieur ou égal a n.
Af = \f sécrit : Vo € R e” (P(z) + P'(z)) = \.e"P(z), soit :
A=-1HP =P
* Si A =1, alors P est un polyndéme constant ;
* Si A # 1, alors P est nécessairement le polynéme nul (sinon, P et P’
auraient le méme degré!)
En conclusion 1 est la seule valeur propre de A et E(;)(A) = Vect(z — e*).
Comme n est non nul, Vect(x — e®) # E, et A n’est pas diagonalisable.

Exercice 20.

Soit E = M2(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
On désigne par L(E) ’ensemble des endomorphismes de E.

Un endomorphisme D de E est appelé dérivation dans FE s’il vérifie : pour

tout (p,q) € E%, D(pg) = D(p)q + pD(q).
On désigne par D(E) I’ensemble des dérivations dans E.

T

1. Soit D une dérivation dans F et X = ( 0

D(X).

2. Montrer que si a € E est donné, application D, de E dans E définie par,
pour tout p € E :

0 . . .
g | avec e réel. Déterminer

D.(p) = ap — pa
est une dérivation.

3. Montrer que D(E) est un sous—espace vectoriel de L(E).
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4. Montrer que si D; et Dy sont deux dérivations dans F, alors il en est de
meéme de D1 OD2 — D2 OD1.

Solution :

1. Par linéarité de D : D(X) = D(zl,) = zD(I>).

Or D(IQ) = D(IQ[Q) = IQD(IQ) +D(Ig)[2 = 2D([2) et donc D(IQ) = 0, soit :

D(X)=0

2. % D, est linéaire de E dans F, car :

Vp,q € E,YA € R, Do(p+Aq) = a(p+Aq) — (p+Ag)a = ap —pa + \(ag — qa)
= Dq(p) + ADal(q)

et D,(p) est bien une matrice carrée d’ordre 2.

*xVp,q € E,Du(p)q +pDa(q) = (ap — pa)g + plaq — qa) = a(pq) — (pg)a
= Da(pq)

Donc D, est une dérivation sur E.

3. L’application nulle est une dérivation sur E et on vérifie facilement que si
Dy et D5 sont deux dérivations, alors pour tout scalaire A € R, Dy + AD5 est
une dérivation. L’ensemble des dérivations est donc un sous-espace vectoriel
de L(E).
4. x Dy o Dy — Dy o Dy est encore un endomorphisme de E (algebre des
endomorphismes).
* Pour toutes matrices p et ¢ de E :
(D1 0Dy — D30 Di)(pg) = (D1 o D2)(pg) — (D2 o D1)(pq)

= D1 (D2(p)q + pD2(q)) — D2(D1(p)g + pD1(q))

= Di(D2(p)a) + D1(pD2(q)) — D2(D1(p)g) — D2 (pD1(q))

= (D1 0 D3)(p)q + D2(p)D1(q) + D1(p)D2(q) + p(D1 © D2)(q)

—(D2 o D1)(p)q — D1(p)D2(q) — D2(p)D1(q) — p(D2 0 D1)(q)

et il reste :
(D10D2—Dy0D1)(pg) = (D10 Dy~ DsoDi)(p)g+p(D1oDz—DyoD1)(q)
Donc (D; o Dy — D2 o Dy) est encore une dérivation.

Exercice 21.

Soient n un entier naturel tel que n > 3 et E = R,,_1[X] 'espace vectoriel
des polynomes a coefficients réels, de degré strictement inférieur a n.
Soient a et b deux réels distincts.

1. a) Montrer que F,, F}, et F' définis ci-apres, sont des sous—espaces vectoriels
de E.
i) F, ={P € E/P(a) = 0}.
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ii) F, ={P € E/P(b) = 0}.
iii) F = {P € E/P(a) = P(b) = 0}.
b) Montrer que la famille des polynémes :
(X —a),X(X —a), X*(X —a),..., X" 2(X —a))
forme une base de Fj,.

c¢) Déterminer une base de F.

2. Soit u ’application de E dans E définie, pour tout P € E par :
(u(P))(X) = P(a)X + P(b)
a) Montrer que u est une application linéaire.
b) Déterminer Ker(u) et Im(u).

3. Montrer que ¥ = F, + F}.

Solution :

1. a) ¢, : P — P(a) est clairement une application linéaire de E dans R et :
F, = Kery,, F;, = Keryy, F' = F, N F}, sont des sous-espaces vectoriels de
E.

b) P € R,_1[X] appartient & F, si et seulement si a est racine de P, donc
si et seulement si P est divisible par (X — a), donc est de la forme (X —a)Q,
avec deg Q < n — 2. Ainsi :

n—2 .
P € F, < J(ap,ai,...,an—2) ER*"L P=73 aq;(X —a)X!
i=0
La famille proposée est donc génératrice de F,. Comme elle est clairement

libre (elle est & degrés échelonnés de 1 & n — 1) c’est une base de F,.

b) De la méme fagon ((X —a)(X —b)X?), _, ., est une base de F.

2. a) Pour tous polynoémes P, Q et tout scalaire A :
u(P+AQ) = (P + AQ)(a)X + (P + \Q)(b)
= P(a)X + P(b) + )\(Q(a)X + Q(b))
= u(P) + \u(Q)
b) x P € Keru <= P(a)X + P(b) =0<= P(a) =P(b)=0<= P F:
Keru = F
* Comme dim Keru = dim F' = n—2 et dim E = n, par le théoréme du rang,
dimImwu = 2. Or Im u est clairement inclus dans R; [X], donc :
Imu = Ry [X]
3. dim(F, + F}) = dim F, + dim F}, — dim(Fy, N F}).
OrdimF, =dim Fy =n —1 et dim(F, N F;) = dim F = n — 2, donc :
dim(Fy, + Fp) =n=dimE
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L’inclusion Fj, + F, C FE étant banale, on conclut a I’égalité.

Exercice 22.

Soit E = M,,(C) l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes. On note S (respectivement A) le sous—espace vectoriel
de E formé des matrices symétriques, (respectivement antisymétriques).

On rappelle que M désigne la matrice transposée de la matrice M et I la
matrice identité de FE.

Soient («,3) deux nombres complexes donnés non nuls, et f P'application
définie sur E par, pour tout M € E :

F(M) = aM + B'M
1. Montrer que E =S @ A.

2. Exprimer f a ’aide de p et ¢, ou ¢ = I — p, quand p désigne le projecteur
sur S de direction A.

3. Exprimer f2 = f o f en fonction de f et de I.

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un
automorphisme de E. Exprimer alors f~! en fonction de f et de I.

5. Exprimer, pour tout k € N*, f* en fonction de p, q, a, 3.
En déduire la puissance k™ de la matrice :

a+pB 0 0 0

_ 0 a B 0
A= 0 8 « 0
0 0 0 a+p

Solution :

1. x La matrice nulle est symétrique et toute combinaison linéaire de matrices
symétriques est symétrique. Idem pour les matrices antisymétriques. Donc S
et A sont des sous-espaces vectoriels de E.

* Seule la matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique : SN A =
{0}

*Pour M € E,ona: M= M +'M + M _2tM et la premiere matrice est
symétrique, la seconde antisymétrique : £ = S + A.

Ainsi : E=SaA

2.0na:p(M)= Mg Metq(M):M_ith donc :
M = p(M) + q(M), ‘M = p(M) — q(M)
(M) + q(M)) + B(p(M) — q(M)) :

)
a+P)p+(a=p)g=(a+pp+(a-p)Id-p)
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3. Comme p? = p,q> = qet poqg = qop =0 (couple de projecteurs associés),
ona: f?=(a+p)’p+(a—-pB)>*q=(a+p)’p+(a—pB)*(Id-p)

Ainsi :

f=(a—-p)Id+28p

f? = (a— B)%Id + 4aB8p
et, en éliminant p : f?—2af = (8% —a?)Id.

4. % Si 3% # o2, Iécriture précédente donne : (f — 7 20 5 Id) o f = 1Id, ce
—a

qui prouve que f est un automorphisme et fournit f~!.

* Si B = —a, alors f(I) = 0 et f n’est pas injective, donc n’est pas un
automorphisme.

* Si f = a, alors pour n’importe quelle matrice M antisymétrique, on a
f(M) =0 et f n’est pas injective, donc n’est pas un automorphisme.

5. Par récurrence simple : Vk € N*, f¥ = (a + 8)*p + (o — B)*q.

SOltE1:<é 8>,E2:<8 é>7E3:<(1) 8) etE1:<8 (1)>

La famille B = (E1, Es, E3, E,) est la base canonique de M2(R) et :

A= Mp(f)
On a:
1 0 0 0 0 0 0 0
B o 172 172 0 B o =172 172 0
P=Ms)= | 1)9 1j2 o Q=M@ =1( 15 _1/2 ¢
0 0 0 1 0 0 0 0

Alors : AF = Mp(f*) = (a+ B)*P + (a — B)¥Q et on explicite aisément les
coefficients de A*.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et soit E = R, [X] lespace
vectoriel des polyndmes a coefficients réels de dégré inférieur ou égal a n.
On considére une liste (a; ..., an,a,+1) de réels deux a deux distincts et 'on
définit une application ¢ de E? dans R par :

M(P.Q) € B,0(PQ) = % Pla)Q(e)

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E2.

2. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E formée de polyndémes P
tels que, pour tout k& € {0,...,n}, le degré de P soit égal a k et dont le
terme de degré k soit positif.

Solution :
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1. ¢ est évidemment bilinéaire et symétrique.
n+1

VP e E,¢(P,P) = > P*(a;x) > 0 et cette expression n’est nulle que si P
k=1

admet ay,...,a,4+1 pour zéros. Comme P est de degré inférieur ou égal a n,
ceci ne peut se produire que pour P = 0.

‘ ¢ est un produit scalaire‘

2. Il suffit d’appliquer a la base canonique (1, X, ..., X™) de E, et & ce produit
scalaire, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 24.

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soit (eg, e, .. ., e,) un systéme de vecteurs
unitaires tels que, pour tout x € F :

Izl = 3 (2, ex)?

k=1
1. Montrer que (e, €2, ..., €e,) est un systéme orthonormal.
2. Soit F' = Vect(ey,e2,...,6,), ¢ un vecteur de E et y sa projection

orthogonale sur F'. Montrer que z = y.

3. En déduire que (ey,e2,...,e,) est une base orthonormale de E.

Solution :

1. On applique la relation pour chaque z =e; :
n

n
el = 3 (ej er)®, dot: 30 (ej,ex)? =0.
k=1 k=1 k]
Par conséquent : Vj # k, (ej,ex) = 0 et la famille, qui est normée, est bien

orthonormée.

n n
2.0nay= 3 (z,e)e; et donc (z,y) = 3 (z,e;)(z, ;) = [|z]]*.
i=1 i=1
n
De méme [ly[|* = 3= (z,e;)* = ||z[]*.
i=1

On en déduit : ||z — y||> = ||z||* — 2(z,y) + ||y[|> =0 et z = y.

3. La projection orthogonale sur F est ’identité, par conséquent F' = E et la
famille (eq,...,ey) est une base orthonormée de E.

Exercice 25.
Soit n € N* et E,, I'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur
ou égal a n. Soit a un réel fixé. On consideére, pour k € [0,n], 'application
fi définie sur E,, par :

fe(P) = P™(a)
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ott P désigne la dérivée d’ordre k de P.
1. Montrer que f; est une application linéaire de E,, dans R.

2. On pose, pour j € [0,n],Q;(X) = (X — a)/. Pour tout k et pour tout j
dans [0,n], calculer fi(Q;).

3. En déduire que (fo, f1,-- -, fn) est une base de L(E,,R).

4. Soit b un réel différent de a et m un entier tel que 0 < m < n.
On définit 'application g de E, dans R par g(P) = P(™)(b).
Montrer que g est linéaire et donner les coordonnées de g dans la base

(fO:---:fn)'

Solution :

1. L’application fj est bien définie sur E, (une fonction polynéme est
indéfiniment dérivable) et a valeurs dans R. La linéarité de f; n’est autre
que la linéarité de la dérivation.

2.8ij #k, fi(Q;) =0 (si k> j, alors Q') est le polynome nul et si k < j,

ng) contient encore le facteur X — a)
Tandis que pour j = k, il vient fi(Qr) = k!.

n
3. Soit (Ao, ..., \n) € R tel que > Apfr =0, on a donc en particulier :

k=0
n
Vje [[O,n]], Z )\kfk(Qj) =0, e /\]_]' =0
k=0
Ainsi tous les coefficients A; sont nuls et la famille (fo,..., f,) est libre dans

L(E,R). Comme cet espace est de méme dimension que E, & savoir n + 1, il
s’agit d’une base de L(E, R).
4. On applique la formule de Taylor (exacte!) au polynéome P(™) :

_ S \n—m
p(m) (b) = P(m)(a) + bI_'aP(erl)(a) N %P(n) (a)

Les coordonnées de g sont donc :

(b _ a)nfm

(0,...,0,1,b—a,..., o=y

Les m — 1 premieéres coordonnées étant nulles.

Exercice 26.

Soit m > 2 un entier naturel et E l’espace vectoriel des polynomes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal & (n — 1). Soit T V'application
qui & tout polynome P € E, associe le polynoéme ) = T'(P) défini par :
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Q(Y) = P(x)+ =X p/(x)
ot P' désigne le polyndéme dérivé de P.
1. Montrer que 7" est un endomorphisme de F.
2. Donner la matrice associée a T' dans la base canonique de E.
3. Montrer que T admet n valeurs propres distinctes Ay < Ao < -+ < A,

4. a) Déterminer le sous—espace propre associé & la valeur propre A,.

b) Soit k € [1,n — 1] et P un vecteur propre associé & la valeur propre Ag.
Montrer que P(1) = 0.
On pose alors P(X) = (X — 1)"R(X), avecr > 1 et R(1) # 0.
Préciser le degré de R.
c) En déduire le sous—espace propre associé a la valeur propre Ay
5. On considere la suite de polynomes définie par Uy (X) = X" ! et, pour
tout j > 1, par la relation :
Ujr1(X) =T (Uj)(X).
a) Montrer que :
n—1
Ui(X) = 5 Ch (X =Dt
k=0
b) En déduire expression de U;(X) en fonction de 1, X —1,..., (X —1)" "1,
ceci pour tout j > 2.

Exercice 27.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), un endomor-
phisme de E. Soit :

L(u) ={v e L(E)] uov =0}
Montrer que L(u) est un sous—espace vectoriel de L(E) et déterminer sa
dimension.

Solution :

Onawuov=0<= Imv C Keru <= v est en fait une application linéaire
de E dans Keru.
Par conséquent L(u) est isomorphe (voire égal) & L(E,Keru), et donc :

‘ dim L(u) = dim Ex dim Keru = n(n — rgu) ‘

Exercice 28.

On considére deux entiers n et p tels que 2 < p < n et E = L(C") espace
vectoriel des endomorphismes de C". On considere I I’application identité de
E et p éléments distincts non nuls (f1, fa, ..., fp) de E vérifiant :

fitfo+---+fo=1, et fiof; =0, pour tout i # j
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Soient p nombres complexes ag,as,...,q, deux a deux distincts et f
I’endomorphisme :

f=afitasfo...+apfy
1. Montrer que pour tout i € {1,...,p}, f; est un projecteur de C"*. Qu’en
déduit-on pour C" relativement & Im f; et Ker f; 7

2. Pour k entier naturel, calculer f*.
3. Montrer que (f1, f2,.-., fp) est une famille libre de E.
4. Montrer que les seules valeurs propres de f sont les complexes a1, as, ..., qp
et que, si 'on note FE; le sous-espace propre associé a la valeur propre a;, on
a:

(O :E1®E2@...@Ep
5. Montrer que la famille (I, f, f2,..., fP~!) est libre dans E. En déduire que
pour tout i € {1,...,p}, il existe un polynéme P; de C[X], de degré inférieur
ou égal a (p — 1), tel que f; = P;(f) et que 'on a Pi(ey;) = 1 et Pi(aj) =0
pour j # i. En déduire 'expression de P;.

Solution :

1. Soit ¢ un entier tel que 1 < i < n. On peut écrire :
P P
fiZinkZ fr :kZ(fiofk):fiz
=1 =1
ce qui signifie que f; est un projecteur de C". On sait alors que :

|C" =Im fi Dker f;

2. Utilisons la question précédente :
P

2:19.'1).':1919. . :p22: -
f > ajfjo Z o f Z > ajonfio fi E a;j f; > a; f;

Jj=1 j=1 Jj=1lk=1 j=1 Jj=1
On montre ensuite par récurrence que pour tout k > 2,

fr= 3 akg)
73J7

j=1

3. Ecrivons que : f = ay fy +agfo...+apf, =0.
Alors, pour tout i € {1,...,p}
0=fiof=aiff =aifi
On conclut en remarquant qu’aucun des endomorphismes f; n’est identique-
ment nul : Vi,a; =0, et :
(f1,-.., fp) est une famille libre

4. Pour tout i € {1,...,p}, a; est valeur propre de f, car si z; est un élément
de Im f;, alors z; = f;(z;) et :
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P
(@) = 3 awfi(fi(zi)) = aifi(w:) = i
k=1
Nous venons en fait de montrer que «; est valeur propre de f, de sous-espace
propre associé contenant Im f;.

Mais la relation fi + fo + -+ fp, = Id, donne, pour tout z € C* :
z = fi(z) + fole) + -+ fp(x)
ce qui signifie que C* =Im f; +Im fo +--- +Im f,.
A fortiori, on a C* = E; +- - -+ E,, et comme cette somme est directe (somme
de sous-espaces propres) :

[C'=EoEe ok

Les seules valeurs propres de f sont ainsi {a1,a2,...,ap}.

5. Ecrivons que pour tout z € C" :
aor + a1 f(z) +---ap_1fPHz) =0
Pour x = x; vecteur propre de f associé a la valeur propre q;, il vient :

p—1
(Y arab)z; =0
k=0

p—1

Le polynéme Y apX* est de degré (k — 1) et admet k racines distinctes
k=0

p,Qa,. .., ¢ il s’agit du polyndme nul, et tous les a; sont nuls.

La famille (Id,f, f%,...,fP"!) est libre et incluse dans Vect(fi,...,fp).
Donc :

Vect(I, f, f2,..., fP~1) = Vect(f1,..., fp)
Ainsi, pour tout i € {1,2,...,p}, fi est combinaison linéaire des éléments de
la famille (Id, f, f2,..., fP~1), soit :

p—1 )
fi=PFi(f)= > ai;f’
=0
OrsizelImf;:
p—1 . p—1 .
a;r = fi(z) = Y a; i fi(x) = (Y aijal)v et Pi(a;) =1
j=0 j=0
et siz €lmf;, avec j #1i :
0= fl(ilf) = Pi(ozj):z: et Pl-(aj) =0
Le polynéme P; n’est autre que le polyndéme interpolateur de Lagrange aux
points (o, ..., ap), soit :

[[(X =)

J#i

I] (@i —ay)

J#i

Pi(X) =

Exercice 29.
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On définit les polynémes (G)r>0 par :
Go(X)=1,G1(X) =X
XX-DHX-2)...X—-k+1
{kaz X=X =2 )

1. a) Etablir, pour tout entier k > 1, la relation :
Gk(X + 1) — Gk(X) = Gk_l(X)

b) Montrer que, pour tout p € Z, on a Gy(p) € Z.

2. a) Que dire de la famille (G’“)keN ?

b) Soit () un polynéme quelconque de degré n. Montrer I’équivalence des
propositions suivantes :
i) pour tout p € Z,on a Q(p) € Z

,pour k=2

n
ii) il existe des entiers relatifs ag, a1, . .., a, tels que : Q(X) = > ar G (X)
k=0

(On pourra procéder par récurrence sur n et considérer le polynéme :
P(X)=Q(X +1) - Q(X) ).
3. Soit f une fonction continue de Rt dans R.

a) Montrer qu'’il existe une unique suite de réels (a,)nen telle que, pour
tout n € N, la fonction
n
x> flx) = 3 ag Gr(x)

k=0
soit nulle lorsque x est égal aux n + 1 entiers consécutifs 0, 1,..., n.

b) Soit b € R’ . Montrer que la suite ainsi associée a la fonction z — f(z) =
b* est (ap)nen = ((0—1)"), -

Solution :
1. a) On vérifie immédiatement que G1(X + 1) — G1(X) = Go(X).
Sik > 2,alors:
Ge(X +1) - Ge(X) =
= Gr-1(X)
b) e sip >k, alors Gi(p) = Ck e N.
e si0 < p<k,alors Gg(p) = 0.
e sip<O0,alors:
k41 (=p+1)(=
Gr(p) = (—1)k( prk+l)--(cp+Dl=p) _ (_l)kclip+k+1 €L

X(X -1 (X—k+2)
!

[(X+1)— (X —k+1)]

k!
2. a) On remarque que pour tout k € N, G}, est un polynéme de degré k. Ainsi
la famille (Gy, G4, ...,G,) est une famille formée de polyndmes échelonnés

en degrés, depuis 0 jusqu’a n, donc est une base de R, [X].

b) Il est évident que ii) = i) par la question 1. b).
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Démontrons 'implication contraire par récurrence sur le degré de @ :

* L’implication réciproque est vérifiée pour tout polyndéme ) de degré 0
(polyndéme constant).

* Supposons la réciproque montrée pour tout polynome de degré inférieur
ou égal a n — 1. Par la question 2.a), tout polynéme @ de degré n s’écrit sous

n
la forme Q = )" arpGr(X), avec (ay) réels. Soit alors :
k=0

P(X)= QX +1) = Q(X) = 3 agp1Gr(X)

P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1, qui vérifie, pour tout
pPEL:

P(p) =Q(p+1) — Q(p) € Z (hypothese sur Q)
L’hypothese de récurrence appliquée a P donne alors : pour tout k£ élément
de {0,...,n — 1}, ag+1 € Z. Mais ap = Q(0) € Z également et donc Q(X)
admet bien une décomposition de la forme annoncée.
On conclut par le principe de récurrence.

3. a) La condition demandée s’écrit sous forme d’un systéme triangulaire
d’équations linéaires :

f(0) =ao
f(].) = agp + a;
f(2) =ag +2a1 + a2

f(n) =C%p +---Ckay, +--- + Cla,
Ce systeme admet une unique solution (la matrice associée est triangulaire

avec des 1 sur la diagonale, donc sans terme diagonal nul), cette solution
(ao, - - -,ay) ne dépendant que de (f(0),..., f(n)).

b) Les réels a,, vérifient :

n p
f(p) =3 arGr(p) = X axC}, pour 0 < p < n
k=0 k=0

e pour k =0, il vient ap = f(0) = (b —1)°.
e supposons que pour tout k tel que 0 <k <m — 1,a; = (b— 1)*. Alors :
m m—1
b= f(m) = 3 aCp = 3 Chb—1* +am
k=0 k=0

ce qui entraine que a,, = (b — 1)™ par la formule du biné6me de Newton. On
conclut encore une fois par le principe de récurrence.

Exercice 30.

Soit a et b deux réels distincts.
On désire déterminer une solution de I’équation :
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(Ey) (X —a)"4, + (X -b)"B, =1
d’inconnues A4, et B, dans R,_;[X], ’espace des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal & (n — 1).

1. Montrer que si (E,) admet un couple solution, celui-ci est unique.

2. On consideére les ensembles :
F={(X—-a)"P/PeR,1[X]} et G={(X-0"P/PecR,1[X]}

a) Vérifier que F' et G sont des espaces vectoriels dont on précisera la
dimension.

b) Déterminer F' N G. En déduire la dimension de F' + G.

c¢) En déduire que (E,) admet une solution unique.

3. a) Montrer qu'’il existe un polynéme P, dont on précisera le degré,
vérifiant :

VzeR, /x((t —a)(t — b))ni1 dt = (z — a)"P,(z)
b) Etablir I'identité :
Ve eR (x —a)"Py(z) + (b—2x)"Py(a+b—1z) = (b—a)"P,(b).

c) Exprimer le couple solution de (E,,) en fonction du polynéme P,.

Solution :

1. Supposons que (E,) admette deux couples solutions (A,, By,) et (Cy, D)
éléments de R,_1[X]. On a alors :

(X' —a)"(An — Cn) = (X = b)"(Dn — Bn)
Le réel a est alors racine d’ordre de multiplicité au moins n du polynome
D,, — B,, ce qui entraine que c’est le polyndéme nul, puisqu’il est de degré
inférieur ou égal a (n — 1). De méme A,, = C,,.
2.a) On vérifie aisément que F et G sont des sous-espaces vectoriels de
Rap—1[X]. Une base de F est :
(X —a)", X(X —a)?,...,. X" 1(X —a)"
(c’est une famille libre et génératrice). Donc dim F' = n.
De méme, une base de G est :
(X —b)", X(X —b)n,..., X" (X —b)"
et dimG = n.
b) Soit @ € FFNG. 1l existe deux polynomes P, et P, de R,,_; [X] tels que :
Q= (X —a)"Pi(X) = (X —b)"P(X)
Une démonstration identique a celle de la question 1. montre que P, = P, =
0, donc @ = 0.
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On en déduit que dim(F +G) =dim F+dim G = 2n. Or FO G C Rop—1 [X].
L’égalité des dimensions implique que :
F S5 G - RQn_l [X]
c¢) En particulier, 1 € F+G ; on déduit des questions précédentes I’existence
d’une solution de (E,).

T

3. a) Posons F(z) = / ((t—a)(t— b))n_1 dt. F est une fonction dérivable
et pour tout z réel : ¢

F'(z) = (z —a)" '(z - 0"
F' est donc une fonction polynomiale dont la dérivée admet a comme racine

d’ordre (n—1). Mais comme F'(a) = 0, on peut donc conclure que a est racine
d’ordre n de F.

b) Le changement de variable affine u = a + b — ¢ donne :

bta—x z
F(b+a—ﬂt)=/ ((t—a)(t—b))”’ldtz—/b ((@—w)(b—u)" " du
b
:/ ((a—u)(b—u))nildu

D’otu :
b
Fz) + Fla+b—g) = / ((t = a)(t = b)""* dt = F(b)
ce qui se traduit par : ’
(z —a)"P,(z)+ (b—z)"P(a+b—1z) = (b—a)"P,(b)

¢) Comme (t—a)(t—b) < 0 pour t € [a,b], le signe de ((t—a)(t—b))n_1 reste
constant sur cet intervalle, ce qui entraine que F'(b) # 0 donc que P,(b) # 0.
En utilisant I'unicité de la solution de (E,,), I’équation précédente se traduit
par :

T —a A 1) —z nPalatb—m)
( ) (b—a)"Py,(b) T b-2) (b —a)"Py,(b) 1
donc : Pu(X) Pulat b X)

Remarque : On a (X —a) — (X —b) =b— a, donc :
[(X —a) = (X =b)P"~! = (b—a)*"
En développant par la formule du bin6me on obtient une expression de la
forme :
(X = A)"an(X) + (B=)b)"Ba(X) = (b—a)*
ou ay, et 3, sont des polyndmes de degrés adéquats, il suffit alors de diviser
par (b — a)?"~! pour obtenir une autre expression de A, et B,.
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