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PROBABILIT�ES

Exercice 1.

Soit n un entier naturel, n > 2.

Soient (X1; X2; : : : ; Xn; Z), n+1 variables al�eatoiresmutuellement ind�ependantes,
suivant toutes la loi uniforme sur l'intervalle [0; 1].

1. On pose, pour tout 1 6 k 6 n : Yk =
kQ
i=1

Xi = X1X2 � � �Xk.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire L1 = ln
� 1
Y1

�
, o�u ln d�esigne la

fonction logarithme n�ep�erien.

Reconnâ�tre la loi suivie par L1.

b) En d�eduire la loi de la variable al�eatoire lnYk, en reconnaissant au
pr�ealable la loi suivie par la variable al�eatoire � lnYk.

2. Pour tout n 2 N
� , Vn est une variable al�eatoire suivant la loi 
(1; n) (loi

Gamma de param�etres 1 et n). Soit W une variable al�eatoire suivant la loi
de Poisson de param�etre s > 0.
On note Fn la fonction de r�epartition de Vn et G la fonction de r�epartition
de W .

a) D�eterminer une relation entre Fn(s) et Fn�1(s), pour tout n > 2.

b) Montrer que pour tout n > 1 : 1� Fn(s) = G(n� 1).

3. On note Rn la variable al�eatoire d�e�nie par Rn = Yn

Z
.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Rn.

b) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (Rn < 1).
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Solution :

1. a) On a L1 = � lnY1. Donc L1(
) = R
+ , et pour tout x > 0 :

FL1(x) = P (Y1 > e�x) = 1� e�x

Ainsi L1 suit la loi exponentielle E(1) d'esp�erance et de variance �egales �a 1.
Une densit�e de L1 est donn�ee par :

fL1(x) =
n

0 si x 6 0
e�x si x > 0

b) On a � ln(Yk) =
kP
i=1

� ln(Xi). L'ind�ependance des variables al�eatoires

(Xi) (donc des variables al�eatoires (ln(Xi)) permet d'a�rmer que � ln(Yk)
suit la loi Gamma 
(1; k), de densit�e :(

0 si x 6 0
e�xxk�1

(k � 1)!
si x > 0

Donc ln(Yk) a pour densit�e :(
0 si x > 0

ex(�x)k�1

(k � 1)!
si x < 0

puisque Fln(Yk)(x) = 1� F� ln(Yk)(�x) pour tout x r�eel.

2. a) On sait que :

Fn(s) = P (Vn < s) =

Z
s

0

e�xxn�1

(n� 1)!
dx

Une int�egration par parties, les fonctions �etant de classe C1 sur R donne :

Fn(s) =
h
� e�xxn�1

(n� 1)!

is
0
+

Z
s

0

e�xxn�2

(n� 2)!
dx = e�ssn�1

(n� 1)!
+ Fn�1(s)

Comme F1(s) = 1� e�s, il vient :

Fn(s) = 1�
nP

k=1

e�ssk�1

(k � 1)!

b) Il vient imm�ediatement :

1� Fn(s) =
nP

k=1

e�ssk�1

(k � 1)!
= P (W 6 n� 1) = G(n� 1)

3. a) On a : ln(Rn) = ln(Yn) + (� lnZ). Par ind�ependance des variables
al�eatoires en jeu, pour tout x r�eel :

flnRn
(x) =

Z +1

�1
flnYn(u)f� lnZ(x� u) du

et :
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flnRn
(x) =

Z 0

�1

eu(�u)n�1

(n� 1)!
f� lnZ(x � u) du

� si x 6 0 :

flnRn
(x) = e�x

(n� 1)!

Z
x

�1
e2u(�u)n�1 du = e�x

2n

Z +1

�2x

e�yyn�1dy
(n� 1)!

= e�x

2n
(1� Fn(�2x))

� si x > 0 :

flnRn
(x) = e�x

(n� 1)!

Z 0

�1
e2u(�u)n�1 du = e�x

2n

Pour terminer, on remarque que pour tout u > 0, fRn
(u) = flnRn

(lnu)� 1
u
,

donc :

? si 0 6 u 6 1 : fRn
(u) = 1

2n

n�1P
k=0

(�2 lnu)k

k!

? si u > 1 : fRn
(x) = 1

2nu2
.

b) Ainsi :

P (Rn < 1) = 1� P (Rn > 1) = 1� 1
2n

Exercice 2.

Soit n un entier naturel non nul. Une bô�te contient (2n+1) jetons bicolores
(une face est blanche, l'autre est noire). Les jetons sont num�erot�es de 1 �a
2n+ 1 sur leur face blanche, les faces noires ne portant pas de num�ero.

On lance simultan�ement tous les jetons et on observe leurs faces sup�erieures.

1. Une et une seulement des deux couleurs apparâ�t un nombre impair de
fois. Soit X la variable al�eatoire associ�ee �a ce nombre.

a) D�eterminer la loi de X .

b) Calculer son esp�erance et sa variance.

2. Suite au lancer, on ramasse les jetons de la couleur apparaissant un nombre
impair de fois et on note les num�eros de leur face blanche. Soit Y la variable
al�eatoire repr�esentant le plus petit de ces nombres.

a) Soit k 2 [[0; n]], d�eterminer la loi conditionnelle de Y , conditionn�ee par
l'�ev�enement (X = 2k + 1).

b) En d�eduire la loi de Y . Calculer son esp�erance.

Solution :

1. a) On a X(
) = f2k + 1; 0 6 k 6 ng et l'�ev�enement (X = 2k + 1)

correspond �a l'union des �ev�enements hh on a obtenu (2k +1) jetons blancs et
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(2n� 2k) jetons noirs parmi les (2n+ 1) ii ou hh on a obtenu (2k + 1) jetons
noirs et (2n� 2k) jetons blancs parmi les (2n+ 1) ii.

Par incompatibilit�e et mod�ele binomial associ�e, il vient :

P (X = 2k + 1) = 2
C2k+1
2n+1

22n+1
=

C2k+1
2n+1

22n

b) L'esp�erance de X est donn�ee par :

E(X) =
nP

k=0

(2k + 1)P (X = 2k + 1) = 1
22n

nP
k=0

(2k + 1)C2k+1
2n+1

= 2n+ 1
22n

nP
k=0

C2k
2n = 2n+ 1

2

(car (1 + 1)2n = 22n et (1� 1)2n = 0, d'o�u
nP

k=0

C2k
2n = 22n�1).

On a �egalement :

E(X(X � 1)) = 1
22n

nP
k=0

(2k + 1)(2k)C2k+1
2n+1 =

(2n+ 1)(2n)

22n

nP
k=1

C2k�1
2n�1

et, en utilisant la même technique : E(X(X � 1)) =
(2n+ 1)(2n)

4
et :

V (X) = 2n+ 1
4

2. a) On a (Y=(X = 2k + 1))(
) = [[1; 2n� 2k + 1]] et :

P (Y = `=X = 2k + 1) =
C0
`�1C

2k
2n+1�`

C2k+1
2n+1

En e�et parmi les �echantillons de (2k + 1) jetons pris parmi (2n + 1) (sans
remise), on d�enombre ceux dont aucun ne porte un num�ero inf�erieur ou �egal
�a `� 1 et dont 2k portent des num�eros sup�erieurs ou �egaux �a `+1, un jeton
valant `.

b) Pour tout ` 2 [[1; 2n+ 1]] :

P (Y = `) =
b(2n+1�`)=2cP

k=0

P (Y = `=X = 2k + 1)P (X = 2k + 1)

soit :

P (Y = `) =
b(2n+1�`)=2cP

k=0

C2k
2n+1�`
C2k+1
2n+1

�
C2k+1
2n+1

22n

et, pour ` 2 [[1; 2n]] :

P (Y = `) = 1
22n

b(2n+1�`)=2cP
k=0

C2k
2n+1�` =

1
22n

1
2
22n+1�` = 1

2`

Pour ` = 2n+ 1 :

P (Y = 2n+ 1) = 20

22n
= 1

22n

L'esp�erance de Y vaut alors :
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E(Y ) =
2nP
`=1

`

2l
+ 2n+ 1

22n
= 2

�
1� 1

22n+1
�

Exercice 3.

On consid�ere deux urnes U1 et U2. On suppose que U1 (respectivement U2)
contient n1 boules noires et b1 boules blanches (resp. n2 boules noires et b2
boules blanches).
On choisit de fa�con �equiprobable une des deux urnes puis on y e�ectue deux
tirages successifs d'une boule avec remise.
Soit N1 (resp. N2) l'�ev�enement hh tirer une boule noire au premier (resp. au
second) tirage ii.

1. Quelle est la probabilit�e de N1 ? Quelle est la probabilit�e de N2 ?

2. Quelle est la probabilit�e de tirer une boule noire au second tirage sachant
que l'on a tir�e une boule noire au premier tirage ?

3. Les �ev�enements N1 et N2 sont-ils ind�ependants ?

Solution :

1. En utilisant le syst�eme complet (U1; U2), o�u Ui est l'�ev�enement hh les tirages
se font dans l'urne Ui ii, il vient :

P (N1) = P (N1=U1)P (U1) + P (N1=U2)P (U2)
Soit :

P (N1) =
1
2

� n1
n1 + b1

+ n2
n2 + b2

�
Le r�esultat est �evidemment le même pour N2.

2. P (N2=N1) =
P (N1 \N2)

P (N1)
et comme on ne change pas d'urne entre les

deux tirages :
P (N1 \N2) = P (N1 \N2=U1)P (U1) + P (N1 \N2=U2)P (U2)
Soit :

P (N1 \N2) =
1
2

�� n1
n1 + b1

�2
+
� n2
n2 + b2

�2�
Et en rempla�cant et d�eveloppant :

P (N2=N1) =
n
2
1(n2 + b2)

2 + n
2
2(n1 + b1)

2

(n21 + b1)(n2 + b2)
2 + (n22 + b2)(n1 + b1)

2

3. Les �ev�enements N1 et N2 sont ind�ependants si et seulement si :

P (N1 \N2) = P (N1)P (N2)
Soit , si et seulement si :

1
2

��
n1

n1 + b1

�2
+
�

n2
n2 + b2

�2�
= 1

4

�
n1

n1 + b1
+ n2
n2 + b2

�2
En d�eveloppant, il reste :

� n1
n1 + b1

� n2
n2 + b2

�2
= 0
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Ceci est r�ealis�e si et seulement si n1
b1

= n2
b2

(ce qui n'est pas �etonnant).

Exercice 4.

Une rampe verticale de spots nomm�es de bas en haut S1; S2; S3; S4 change
d'�etat de la mani�ere suivante :
� �a l'instant t = 0, le spot S1 est allum�e.
� si �a l'instant t = n (n > 0), le spot S1 est allum�e, un (et un seul) des spots
S1; S2; S3; S4 s'allume �a l'instant t = n+ 1, et ceci de mani�ere �equiprobable.
� si �a l'instant t = n (n > 0), le spot Sk (2 6 k 6 4) est allum�e, le spot Sk�1
s'allume �a l'instant t = n+ 1.
� �a chaque instant, un seul spot est allum�e.

Soit X la variable al�eatoire repr�esentant le premier instant, s'il existe, o�u le
spot S2 s'allume.

1. Calculer la probabilit�e pour que le spot S1 reste constamment allum�e
jusqu'�a l'instant n (n 2 N donn�e). En d�eduire que X est bien une variable
al�eatoire.

2. Calculer la probabilit�e des �ev�enements (X = 1) et (X = 2).

3. Calculer la probabilit�e des �ev�enements (X = n) pour n > 3.

4. D�eterminer l'esp�erance de X .

Solution :

1. Le spot S1 reste constamment allum�e jusqu'�a l'instant n avec la probabilit�e�1
4

�n
.

D�es que le spot S1 s'�eteint, alors l'un des spots S2; S3 ou S4 s'allume et il n'y
a plus qu'�a attendre : on est sûr que S2 s'allumera.
Par le th�eor�eme de continuit�e monotone d'une probabilit�e, la probabilit�e que

le spot S1 reste ind�e�niment allum�e vaut lim
n!1

�1
4

�n
= 0. On est donc quasi-

certain que le spot S2 s'allumera et
1P
k=1

P (X = k) = 1 : X est bien une

variable al�eatoire.

2. ? P (X = 1) = 1
4
(le spot S2 s'allume �a l'instant 1).

? (X = 2) est r�ealis�e, soit si le spot S1 reste allum�e �a l'instant 1 et le spot S2
s'allume �a l'instant 2, soit si le spot S3 s'allume �a l'instant 1 (et S2 s'allumera
n�ecessairement �a l'instant 2), donc :

P (X = 2) = 1
4
1
4
+ 1

4
1 = 5

16

3. Soit n > 3, S2 s'allume pour la premi�ere fois �a l'instant n si et seulement
si :
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? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 1 et S2 s'allume �a l'instant n ;

? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 2 et S3 s'allume �a l'instant n� 1 ;

? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 3 et S4 s'allume �a l'instant n� 2 ;

Soit, par disjonction :

8n > 3; P (X = n) = 1
4n�1

1
4
+ 1

4n�2
1
4
+ 1

4n�3
1
4
= 21

4n

4. La convergence de la s�erie �etant �evidente :

E(X) =
1P
n=1

n:P (X = n) = 1
4
+ 2 5

16
+ 21

1P
n=3

n

4n

E(X) = 7
8
� 21

4
� 21

8
+ 21

4

1P
n=1

n

4n�1

E(X) = 7
3

Exercice 5.

1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N.

a) Montrer que, pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

k:P (X = k) =
n�1P
k=0

P (X > k)� n:P (X > n)

En d�eduire que si X admet une esp�erance, alors :

E(X) =
+1P
k=0

P (X > k)

b) Montrer de même que si X admet une variance, alors :

E
�
X

2
�
=

+1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)

2. On dispose d'une urne contenant N boules num�erot�ees de 1 �a N . On
e�ectue, �a partir de cette urne, n tirages successifs d'une boule, avec remise,
et on note X le plus grand nombre obtenu.

a) Calculer l'esp�erance de X . Pr�eciser la loi de X .

b) D�eterminer un �equivalent de E(X) lorsque N tend vers l'in�ni, �a n �x�e
(on pourra comparer �a une int�egrale).

c) Z = n+ 1
n

X est-il un estimateur sans biais de N ?

d) Dans les mêmes conditions, d�eterminer un �equivalent de la variance
V (X).

Solution :

1. a) On peut �ecrire, pour tout n 2 N
� :
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nP
k=0

kP (X = k) =
nP

k=1

k[P (X > k � 1)� P (X > k)]

=
n�1P
k=1

(k + 1� k)P (X > k)� nP (X > n) + P (X > 0)

=
n�1P
k=0

P (X > k)� nP (X > n)

Si X admet une esp�erance, la s�erie
P

kP (X = k) converge. Mais :

0 6 nP (X > n) = n

1P
k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

kP (X = k)

Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'in�ni, comme reste d'une
s�erie convergente. Donc :

E(X) =
+1P
k=0

P (X > k)

b) Utilisons le même type d'argument. Pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

k
2
P (X = k) =

nP
k=1

k
2[P (X > k � 1)� P (X > k)]

=
n�1P
k=1

�
(k + 1)2 � k

2
�
P (X > k)� n

2
P (X > n) + P (X > 0)

=
n�1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)� n
2
P (X > n)

Si X admet une variance, X admet un moment d'ordre 2, et la s�erieP
k
2
P (X = k) converge. Mais :

0 6 n
2
P (X > n) = n

2
1P

k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

k
2
P (X = k)

Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'in�ni, comme reste d'une
s�erie convergente. Donc :

E
�
X

2
�
=

+1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)

2. a) Il est imm�ediat que pour tout k 2 [[1; N ]] :

P (X 6 k) =
�
k

N

�n
; et P (X > k) = 1�

�
k

N

�n
Donc, par la question pr�ec�edente :

E(X) =
N�1P
k=0

�
1�

�
k

N

�n�
= N �

N�1P
k=0

�
k

N

�n
Quant �a la loi de X (on a : X(
) = [[1; N ]]) :

P (X = k) = P (X 6 k)� P (X 6 k � 1) =
k
n � (k � 1)n

N
n

Ce calcul �etant valable même pour k = 1.
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b) On a :
N�1P
k=0

�
k

N

�n
= N

�
1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n�
Or, lorsque N tend vers l'in�ni :

1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n � Z 1

0

x
n
dx = 1

n+ 1

ce qui donne, pour N grand :

E(X) � N � N

n+ 1
= nN

n+ 1

c) On en conclut que Z est un estimateur asymptotiquement sans biais de
N .

d) On refait un calcul analogue :

E(X2) =
N�1P
k=0

(2k + 1)P (X > k) =
N�1P
k=0

(2k + 1)�
N�1P
k=0

(2k + 1)
�
k

N

�n
= N +N(N � 1)� 2N2 � 1

N

N�1P
k=0

�
k

N

�n+1 �N � 1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n
= N

2 � 2N2
�Z 1

0

x
n
dx+ o(1)

�
�N

�Z 1

0

x
n
dx+ o(1)

�
E(X2) = N

2 � 2N2

n+ 2
� N

n+ 1
+ o(N2) = n

n+ 2
N

2 + o(N2)

Et comme [E(X)]2 = n
2

(n+ 1)2
N

2 + o(N2), il vient, pour N tendant vers

l'in�ni :

V (X) � n

(n+ 1)2(n+ 2)
N

2

Exercice 6.

Dans cet exercice, 
 d�esigne un ensemble �ni non vide, P(
) l'ensemble des
parties de 
 et (
;P(
); P ) un espace probabilis�e.

On note F l'ensemble des applications de 
 dans R. Si X 2 F , on note
E(X) l'esp�erance de la variable al�eatoire X .

Si A est une partie de 
, on note 1A la fonction caract�eristique de A,
c'est-�a-dire l'application d�e�nie pour tout ! 2 
 par :

1A(!) =
n
1 si ! 2 A

0 sinon

1. Soit A � 
. Calculer E(1A).

2. Montrer que l'application ' d�e�nie sur F �F par :

' : (X;Y ) 7! E(XY )

est un produit scalaire sur F si et seulement si pour tout ! 2 
; P (f!g) > 0.
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Dans la suite de l'exercice, on supposera que P v�eri�e cette propri�et�e et F
sera muni de ce produit scalaire.

3. Soit X 2 F une variable al�eatoire non constante.

On note G le sous-espace vectoriel de F engendr�e par X et la variable
al�eatoire constante �egale �a 1, soit G = Vect(X; 1
).

Soit Y 2 F .
a) D�eterminer les r�eels a0 et b0 pour lesquels Y � a0X � b0 est orthogonal

�a tout �el�ement de G.

b) En d�eduire l'expression de la projection orthogonale de Y sur G qu'on
notera pG(Y ).

c) Comparer E(pG(Y )) et E(Y ).

d) On suppose que X = 1A, avec A partie de 
 non vide et distincte de 
.
Montrer que pour tout B � 
 :

pG(1B) = P (B=A)1A + P (B=A)1
A

o�u P (U=V ) d�esigne la probabilit�e conditionnelle de l'�ev�enement U , sachant
que l'�ev�enement V est r�ealis�e.

Solution :

1. E(1A) = 1:P (A) + 0:P (A) = P (A).

2. ? L'application ' est bilin�eaire (par lin�earit�e de l'esp�erance), sym�etrique
(par commutativit�e du produit dans R, donc dans F) et �egalement positive
(car si X 2 F ; '(X;X) = E(X2) > 0).

? Si ' est un produit scalaire, pour tout ! 2 
, X = 1f!g est un �el�ement
non nul de F , donc '(X;X) = E(1f!g

2) = E(1f!g) = P (f!g) > 0.

? R�eciproquement, supposons que 8! 2 
; P (f!g) > 0. Soit X 2 F non
nulle. Alors il existe !0 2 
 tel que X(!0) 6= 0.
Dans ces conditions '(X;X) = E(X2) > X

2(f!0g)P (f!0g), donc ' est bien
un produit scalaire.

3. a) Y � a0X � b0 2 G
? ()

�
'(Y � a0X � b0; 1
) = 0
'(Y � a0X � b0; X) = 0

()
�
a0E(X) + b0 = E(Y )
a0E(X

2) + b0E(X) = E(XY )

()

8><
>:
a0 =

E(XY )�E(X)E(Y )

V (X)
=

Cov(X;Y )

V (X)

b0 = E(Y )�E(X)
Cov(X;Y )

V (X)

Notons que V (X) 6= 0, puisque X n'est pas constante.

b) pG(X) est l'unique �el�ement Z de G tel que Y � Z 2 G
?, donc :
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pG(X) =
Cov(X;Y )

V (X)
X +E(Y )�E(X)

Cov(X;Y )

V (X)

c) E(pG(Y ) = a0E(X) + b0 = E(Y ) (cons�equence de Y � pG(Y ) ? 1
)

d) Remarquons que A 6= 
 et A 6= ;, donc X = 1A n'est pas constante.

Cov(1A; 1B) = E(1A1B)�E(1A)E(1B) = E(1A\B)�E(1A)E(1B), donc

Cov(1A; 1B) = P (A \B)� P (A)P (B)

V (1A) = P (A)P (A) (car 1A suit la loi de Bernoulli de param�etre P (A)).

pG(1B) = a01A + b0(1A + 1
A
) = (a0 + b0)1A + b01A

avec :

a0 + b0 = E(1B) +
Cov(1A; 1B)

V (1A)
(1�E(1A))

= P (B) +
P (A \ B)� P (A)P (B)

P (A)
=

P (A \ B)
P (A)

= P (B=A)

et :

b0 = E(1B)�E(1A)
Cov(1A; 1B)

V (1A)
= P (B)� P (A \ B)� P (A)P (B)

P (A)

= P (B=A)

Finalement :

pG(1B) = P (B=A)1A + P (B=A)1
A

Exercice 7.

On consid�ere une suite de parties ind�ependantes de hhpile ii ou hh face ii, la
probabilit�e d'obtenir hhpile ii �a chaque partie �etant �egale �a p (o�u p 2 ]0; 1[).

Si n 2 N
� , on note Tn le num�ero de l'�epreuve amenant le n�eme

hhpile ii.

En�n, on pose A1 = T1 et pour n > 2; An = Tn � Tn�1.

1. Quelle est la loi de T1 ? Donner la valeur de son esp�erance.

2. Soit n > 2. Montrer que A1; A2; : : : ; An sont des variables al�eatoires
ind�ependantes qui suivent une même loi.

3. On pose �n = f(x1; : : : ; xn) 2 R
n
=

nP
i=1

xi = 1g et on d�e�nit l'application

f de �n dans R par, pour tout (x1; : : : ; xn) 2 �n : f(x1; : : : ; xn) =
nP
i=1

x
2
i

a) Soit (h1; : : : ; hn) 2 R
n tel que

� 1
n
+ h1;

1
n
+ h2; : : : ;

1
n
+ hn

�
2 �n.

Simpli�er :

f
� 1
n
+ h1;

1
n
+ h2; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
;
1
n
; : : : ;

1
n

�
b) En d�eduire que f admet un minimum atteint en un unique point de �n

que l'on pr�ecisera.
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4. Montrer que si n 2 N
� est �x�e, il existe parmi les combinaisons lin�eaires

de T1; : : : ; Tn un estimateur sans biais de 1
p
qui est de variance minimale et

pr�eciser quel est cet estimateur. Cet estimateur est-il convergent ?

Solution :

1. La variable al�eatoire T1 est le temps d'attente du premier hhpile ii, elle suit

la loi g�eom�etrique de param�etre p, donc d'esp�erance 1
p
.

2. NotonsXn la variable al�eatoire �egale �a 1 si la partie num�ero n am�ene hhpile ii

et 0 sinon. Les variables Xn sont des variables de Bernoulli ind�ependantes de
même param�etre p.
Soit (i1; : : : ; in) 2 (N� )n. L'�ev�enement (A1 = i1; : : : ; An = in) est :
(X1 = � � � = Xi1�1 = 0; Xi1 = 1; Xi1+1 = � � � = Xi1+i2�1 = 0; Xi1+i2 = 1; ::
jusqu'�a Xi1+���+in = 1)
Donc, en posant q = 1� p :

P (A1 = i1; : : : ; An = in) = q
i1�1pqi2�1p : : : qin�1p (�)

En sommant pour (i1; : : : ; in�1) 2 (N� )n�1, on obtient compte tenu du fait

que
1P
k=1

q
k�1

p =
p

1� q
= 1 :

P (An = in) = q
in�1p

Ce qui prouve que An suit la loi g�eom�etrique de param�etre p, donc les
variables Ak sont toutes de même loi.

De plus, l'expression (�) prouve que :

P (A1 = i1; : : : ; An = in) =
nQ

k=1

P (Ak = ik)

Ce qui prouve l'ind�ependance des variables An pour n 2 N
� .

3. a) Remarquons que
� 1
n
+h1; : : : ;

1
n
+hn

�
2 �n si et seulement si

nP
i=1

hi = 0.

Dans ces conditions :

f
� 1
n
+ h1; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
; : : : ;

1
n

�
=

nP
i=1

�� 1
n
+ hi

�2 � 1
n
2

�
=

nP
i=1

h
2
i
.

b) f
� 1
n
+ h1; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
; : : : ;

1
n

�
est toujours > 0, avec �egalit�e

seulement si tous les hi sont nuls. On en d�eduit que f admet un minimum

global sur �n atteint uniquement en
� 1
n
; : : : ;

1
n

�
.

4. On remarque que Vect(T1; : : : ; Tn) = Vect(A1; : : : ; An).

Si (x1; : : : ; xn) 2 R
n , E(x1A1+� � �+xnAn) =

1
p

nP
i=1

xi, donc x1A1+� � �+xnAn

est un estimateur sans biais de 1
p
si et seulement si (x1; : : : ; xn) 2 �n.

Dans ces conditions, vu l'ind�ependance des Ai :
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V (x1A1 + � � �+ xnAn) =
nP
i=1

x
2
i
V (Ai) = V (A1)f(x1; : : : ; xn)

Cette variance est minimale si et seulement si (x1; : : : ; xn) =
� 1
n
; : : : ;

1
n

�
.

Il existe donc parmi les combinaisons lin�eaires de T1; : : : ; Tn un estimateur

sans biais de variance minimale qui est 1
n

nP
i=1

Ai =
1
n
Tn.

Cet estimateur est convergent, puisque V
� 1
n
Tn

�
= 1

n
V (T1) �!

n!1
0.

Exercice 8.

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

On consid�ere deux variables al�eatoires ind�ependantes, X1 et X2, d�e�nies sur
le même espace probabilis�e (
;B; P ) et suivant la loi uniforme discr�ete sur
f1; 2; : : : ; ng.
1. Soit a un entier de f1; 2; : : : ; ng et Y la variable al�eatoire d�e�nie par :

8! 2 
; Y (!) =

�
X1(!) si X2(!) 6 a

X2(!) si X2(!) > a

a) D�eterminer la loi de Y . (V�eri�er que l'on a bien obtenu une loi de
probabilit�e).

b) Calculer l'esp�erance de Y et la comparer �a celle de X1.

c) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette esp�erance est-elle maximale ?

2. Soient a et b deux entiers de f1; : : : ; ng.
On d�e�nit la variable al�eatoire Z par :

8! 2 
; Z(!) =

8<
:
X1(!) si X2(!) 6 a

X2(!) si a < X2(!) 6 b

X1(!) si X2(!) > b

a) D�eterminer la loi de Z ainsi que son esp�erance.

b) Pour quelles valeurs du couple (a; b) cette esp�erance est-elle maximale ?

Solution :

1. a) On a Y (
) = [[1; n]] et, par ind�ependance des variables al�eatoires X1 et

X2 :

� si k 6 a, P (Y = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] = 1
n
� a

n
.

� si k > a, P (Y = k) = P [(X1 = k) \ (X2 > a)] + P [(X2 = k) \ (X2 > a)]

= 1
n
+ a

n
2 .

On a bien : a

n
2 � a+ a

n
2 � (n� a) + n� a

n
= 1

b) Le calcul de l'esp�erance est facile :
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E(Y ) =
aP

k=1

k
a

n
2 +

nP
k=a+1

k
a

n
2 +

nP
k=a+1

k

n
=

a(n+ 1)
2n

+
(a+ n+ 1)(n� a)

2n

= E(X1) +
a

2n
(n� a) > E(X1)

c) On v�eri�e que :

E(Y ) = 1
2n

�5
4
n
2 + n� (a� n

2
)2
�

Ainsi E(Y ) est maximale pour a� n

2
le plus petit possible :

� si n est pair, c'est pour a = n

2
,

� si n est impair, c'est pour a = n� 1
2

ou a = n+ 1
2

.

2. a) On proc�ede dans cette question comme dans la question pr�ec�edente :

� si k 6 a, P (Z = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] + P [(X1 = k) \ (X2 > b)]

= 1
n
2 (a� b+ n).

� si k > b, la m�ethode et le r�esultat sont identiques,

� si a < k 6 b,

P (Z = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] + P [(X2 = k) \ (a < X2 6 b)]
+P [(X1 = k) \ (X2 > b)]

= 1
n
2 (a� b+ n) + 1

n

Le calcul de l'esp�erance donne :

E(Z) = 1
2n

�
b
2 � a

2 � bn+ an+ n
2 + n

�
= E(X1) +

b� a

2n
(b+ a� n)

b) De plus :

E(Z) = 1
2n

��
b� n

2

�2 � �a� n

2

�2
+ n

2 + n
�

E(Z) est maximale pour a = n=2 si n est pair et pour a = n� 1
2

ou a = n+ 1
2

si n est impair (voir la question pr�ec�edente) et b tel que
�
b � n

2

�2
maximal,

soit b = n.

Exercice 9.

Soient X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes �a valeurs dans R�+ de
densit�es respectives fX et fY .

1. a) On pose U = ln(X) et V = ln(Y ).

Exprimer des densit�es fU et f�V de U et de �V �a l'aide de fX et de fY .

b) D�eduire de la question pr�ec�edente une expression d'une densit�e de T =

ln
�
X

Y

�
.

c) Montrer qu'une densit�e g de X

Y
est :

g(x) =

�
0 si x 6 0

1
x
fT (lnx) si x > 0
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2. Montrer que le quotient de deux variables exponentielles ind�ependantes de
param�etres respectifs � et � suit une loi de Pareto dont on d�eterminera les
param�etres.

3. On admet que si les variables X et Y sont �a valeurs dans R� , une densit�e

g de X

Y
est d�e�nie, pour tout x r�eel par :

g(x) =

Z +1

�1
jtjfX(xt)fY (t) dt

D�eterminer la loi du quotient de deux variables al�eatoires ind�ependantes
suivant la loi normale centr�ee r�eduite.

On rappelle qu'une variable al�eatoire X suit une loi de Pareto de param�etres

� > 0, a > 0 et x0 lorsqu'une densit�e de X est donn�ee par :

f(x) =

(
�

a

�
a

x� x0

��+1
si x� x0 > a

0 sinon

Solution :

1. a) Les variables al�eatoires U et V sont �a valeurs dans R. Pour tout x 2 R :

[U 6 x] = [X 6 ex] =) FU (x) = FX (e
x) =) fU (x) = exfX(e

x)

(o�u FW d�esigne la fonction de r�epartition et fW une densit�e de la variable
al�eatoire �a densit�e W ). De même :

[�V 6 x] = [Y > e�x] =) FV (x) = 1� FY (e
�x) =) fV (x) = e�xfY (e

�x)

b) On remarque que T = ln(X) � ln(Y ) = U � V . Les variable X et Y
�etant ind�ependantes, il en est de même pour U et V , et une densit�e de T est
donn�ee par convolution :

fT (x) =

Z +1

�1
fU (t)f�V (x� t) dt =

Z +1

�1
etfX(e

t)e�x+tfY (e
�x+t) dt

c) On remarque que X

Y
= eT . La variable al�eatoire X

Y
est �a valeurs dans

R
�
+ et pour tout x > 0 :�

X

Y
6 x

�
= [T 6 lnx] =) FX=Y (x) = FT (lnx)

Par d�erivation, une densit�e de X

Y
est d�e�nie par :

g(x) =

�
0 si x 6 0

1
x
fT (lnx) si x > 0

2. C'est une application de la question pr�ec�edente. Si X suit la loi E(�), si Y
suit la loi E(�), et si X;Y sont ind�ependantes, X

Y
a pour densit�e :

g(x) =

8<
:

0 si x 6 0

��

Z +1

0

u:e�(�x+�)u du si x > 0
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Donc, pour x > 0, apr�es une int�egration par parties :

g(x) =
��

(�x + �)2
=

�=�

(x+ �=�)2

On reconnâ�t une loi de Pareto de param�etres � = 1; a = �=�; x0 = ��=�.

3. Il su�t d'appliquer la formule propos�ee :

g(x) = 1
2�

Z +1

�1
jtj:e�(xt)

2
=2 e�t

2
=2
dt = 1

�

Z +1

0

t:e�(x
2+1)t2=2

dt

Soit, en int�egrant hh�a vue ii :

g(x) = 1
�(x2 + 1)

On dit que X

Y
suit une loi de Cauchy.

Exercice 10.

1. Soient deux entiers naturels n et r avec 0 6 r 6 n.

On d�e�nit la fonction Fr;n sur R par :

8x 2 R; Fr;n(x) =
nP

k=r

C
r

k
x
k

a) Montrer que pour tout x r�eel, on a (1 � x)Fr;n(x) = xFr�1;n�1(x) �
C
r
nx

n+1.

b) Soit x 2 ]0; 1[ et r 2 N �x�es. Donner un �equivalent simple de Cr
n
x
n+1

quand n tend vers l'in�ni.

c) Montrer que pour tout x tel que 0 < x < 1 et r 2 N �x�es, Fr;n(x) admet
une limite lorsque n tend vers l'in�ni et d�eterminer cette limite.

On dispose de deux pi�eces de monnaie. La premi�ere pi�ece donne hhPile ii avec
la probabilit�e p et la seconde avec la probabilit�e q = 1� p. (p 2]0; 1[).
� on lance la premi�ere pi�ece jusqu'�a obtenir pour la premi�ere fois hhPile ii.

Soit N le nombre de lancers e�ectu�es.

� on lance alors N fois la seconde pi�ece et on note X la variable al�eatoire
�egale au nombre de hhPile ii obtenus durant ces N tirages.

2. a) D�eterminer la loi de X .

b) Calculer son esp�erance. Commenter les cas o�u p = q = 1=2 et o�u p est
de la forme 1=r.

Solution :

1. a) On utilise la relation appel�ee hhdu triangle de Pascal ii, soit :

Cr

k
= Cr�1

k�1 +Cr

k�1
avec les conventions habituelles de nullit�e.
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Pour tout x r�eel :

Fr;n(x) =
nP

k=r

Cr

k
x
k =

nP
k=r

Cr�1
k�1x

k +
nP

k=r

Cr

k�1x
k

Or :
nP

k=r

Cr�1
k�1x

k =
n�1P

k=r�1
Cr�1
k

x
k+1 = xFr�1;n�1(x)

nP
k=r

Cr

k�1x
k =

nP
k=r+1

Cr

k�1x
k
; car Cr

r�1 = 0

nP
k=r

Cr

k�1x
k =

nP
k=r

Cr

k
x
k+1 = x (Fr;n(x)� C

r
n
x
n)

D'o�u :
(1� x)Fr;n(x) = xFr�1;n�1(x)� C

r
n
x
n+1

b) Soit x 2]0; 1[. Raisonnons par r�ecurrence sur r :

� si r = 0, F0;n(x) =
nP

k=0

x
k admet 1

1� x
pour limite lorsque n tend vers

l'in�ni.

� si r = 1, F1;n(x) =
nP

k=0

kx
k admet x

(1� x)2
pour limite lorsque n tend vers

l'in�ni.

� supposons que pour r > 0, Fr�1;n(x) admette x
r�1

(1� x)r
pour limite lorsque

n tend vers l'in�ni ; la relation pr�ec�edente et la remarque suivante :

Cr

n
x
n+1 =

n(n� 1) : : : (n� r + 1)
r!

x
n+1 � n

r

r!
x
n+1

quantit�e qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni (pr�epond�erance classique),
donnent pour x 2 ]0; 1[ :

lim
n!+1

Fr;n(x) =
x
r

(1� x)r+1

2. a) La loi conditionnelle deX , conditionn�ee par la r�ealisation de l'�ev�enement
[N = n] est une loi binomiale de param�etres n et q, et ([N = n])n2N� est un
syst�eme complet d'�ev�enements. Donc pour tout k 2 N

� :

P (X = k) =
1P
n=1

P (X = k=N = n)P (N = n) =
1P
n=k

Ck

nq
k
p
n�k

pq
n�1

=
�q
p

�k�1 1P
n=k

Ck

n(pq)
n =

�q
p

�k�1 (pq)k

(1� pq)k+1
=

pq
2k�1

(1� pq)k+1

Et pour k = 0 :

P (X = 0) =
1P
n=1

q
n
pq

n�1 = q

p

1P
n=1

(q2)n =
pq

1� q
2 =

q

1 + q

b) La s�erie
P
k

k
pq

2k�1

(1� pq)k+1
est convergente.

Le terme g�en�eral s'�ecrit :
pq

(1� pq)2
k
� q

2

1� pq

�k�1
, avec 0 <

q
2

1� pq
< 1.
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On a alors :

E(X) =
1P
k=1

k
pq

2k�1

(1� pq)k+1
=

pq

(1� pq)2

1P
k=1

k
� q

2

1� pq

�k�1
=

pq

(1� pq)2
1

(1� q2

1�pq )
2
=

pq

(1� pq � q
2)2

=
q

p

? Si p = q = 1=2, on joue en moyenne 2 fois avec la premi�ere pi�ece et on
a donc en moyenne 1 fois Pile avec la seconde. Le r�esultat ci{dessus parâ�t
normal.

? Si p = 1=r, E(N) = r et on joue en moyenne r fois avec la probabilit�e
r � 1
r

d'obtenir Pile. On obtient Pile en moyenne (r � 1) fois. On retrouve

E(X) =
q

p
.

Exercice 11.

1. Soit X une variable al�eatoire �a densit�e suivant la loi uniforme sur ]0; 1].
On pose Y = lnX .

D�eterminer la loi de Y .

2. Soit (a; b) deux variables al�eatoires �a densit�e, ind�ependantes, d�e�nies sur
un espace probabilis�e (
;B; P ), suivant toutes deux la loi uniforme sur ]0; 1].
A tout ! 2 
, on associe l'�equation :

a(!)x2 � b(!)x+ 1 = 0

On note �(!) et �(!) les racines dans C de cette �equation.

D�eterminer la loi de la variable al�eatoire S d�e�nie par :

S(!) = �(!) + �(!)

Solution :

1. On sait que Y (
) = ]�1; 0]. Aussi pour tout x 6 0 :

P (Y 6 x) = P (ln(X) 6 x) = P (X 6 ex) = FX (e
x)

o�u FX est la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire X .
Par cons�equent :

FY (x) =
n
FX(e

x) = ex si x 6 0
1 si x > 0

et une densit�e de Y est alors :

fY (x) =
n
ex si x 6 0
0 si x > 0

2. On sait que : S(!) = �(!) + �(!) =
b(!)
a(!)

Pour d�eterminer la loi de S on �etudie la loi de lnS = ln b� ln a = Z1 � Z2,
avec comme densit�es respectives :
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fZ1(x) =
n
ex si x 6 0
0 si x > 0

f�Z2(x) =

�
e�x si x > 0
0 si x < 0

Une densit�e h de ln(S) est alors d�e�nie par convolution :

h(x) =

Z +1

�1
fZ1(t)f�Z2(x� t) dt =

Z 0

�1
etf�Z2(x� t) dt

donc :

h(x) =

8>><
>>:

Z
x

�1
e2t�x dt = ex

2
si x 6 0Z 0

�1
e2t�x dt = e�x

2
si x > 0

En�n, comme S(
) = R
+ , il vient, pour x > 0 :

P (S 6 x) = P (lnS 6 lnx) = FlnS(ln x)
soit :

FS(x) =

�
0 si x 6 0

FlnS(lnx) si x > 0
et :

fS(x) =

( 0 si x < 0
1=2 si 0 6 x 6 1

1=(2x2) si x > 1

Exercice 12.

Soit I =

Z 1

�1

x dx

(1 + x
2)
p
1� x4

.

1. Montrer que I converge. D�eterminer sa valeur.

2. Soit f d�e�nie par :

f(x) =

8<
:

0 si x < 0 ou x > 1
2x

(1 + x2)
p
1� x4

si 0 6 x < 1

a) Montrer que f est une densit�e de probabilit�e.

b) Soit X une variable al�eatoire ayant f pour densit�e.
X a-t-elle une esp�erance ? une variance ?

Solution :

1. La fonction g : x 7!
x

(1 + x2)
p
1� x4

est continue sur ]�1; 1[, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

� au voisinage de 1, on a 0 < g(x) � 1
4
p
1� x

fonction qui est int�egrable au

voisinage de ce point (int�egrale de r�ef�erence de Riemann).

� au voisinage de �1, on fait un raisonnement identique en valeur absolue,
ou mieux on invoque l'imparit�e de la fonction �a int�egrer.
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En�n, puisque g est impaire et l'int�egrale convergente, il vient :

I = 0

2. a) La fonction f est positive et continue sur R n f1g. De plus :Z +1

�1
f(x) dx = 2

Z 1

0

g(x) dx = lim
a;b!0

Z 1�a

b

2x

(1 + x
2)
p
1� x4

dx

La fonction cosinus est bijective de [0; �=2] sur [0; 1] et de classe C1. Posons
x =

p
cos t. Il vient :

2

Z 1

0

g(x) dx = lim
�!0;�!�=2

Z
�

�

2 dt
2(1 + cos t)

= lim
�!0;�!�=2

Z
�

�

dt

2 cos2(t=2)

2

Z 1

0

g(x) dx = lim
�!0;�!�=2

�
tan t

��
�
= 1

b) Au voisinage du point 1, on a :

0 < 2xn

(1 + x
2)
p
1� x4

� 2p
1� x

Ainsi, l'int�egrale d�e�nissant E(Xn) est convergente, et X admet un moment
d'ordre n, ceci pour tout n 2 N

� .

Exercice 13.

Soient n et p deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux �a 2.

1. Soient (X1; X2; : : : ; Xn; Y1; Y2; : : : ; Yp), n+p variables al�eatoires ind�ependantes
suivant toutes la loi uniforme sur [0; 1].
On note :

Rn = max(X1; X2; : : : ; Xn); Sp = max(Y1; Y2; : : : ; Yp)

a) D�eterminer la loi de Rn et la loi de Sp.

b) En d�eduire la loi de lnRn et celle de lnSp, o�u ln repr�esente la fonction
logarithme n�ep�erien.

c) En d�eduire une densit�e de la variable al�eatoire P = RnSp.

d) Montrer que P admet des moments de tous ordres. Calculer son
esp�erance.

2. Soient (x1; x2; : : : ; xn; y1; y2; : : : ; yp), n+ p nombres r�eels positifs ou nuls.
Montrer que :

max(x1; x2; : : : ; xn) �max(y1; y2; : : : ; yp) = max
16i6n;16j6p

(xiyj)

3. En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, on cherche �a d�eterminer

la loi de P de la mani�ere suivante :
� on d�etermine la loi du produit XiYj , pour tout 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 p.
� on d�etermine la loi de max

16i6n;16j6p
XiYj .

Cette m�ethode pr�esente un inconv�enient majeur. Lequel ?
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Solution :

1. a) On sait que Rn(
) = [0; 1], et pour tout x de cet intervalle :

P (Rn < x) =
nQ
i=1

P (Xi < x) = x
n

Donc la fonction de r�epartition de Rn est donn�ee par :

FRn
(x) =

(
0 si x < 0
x
n si 0 6 x 6 1

1 si x > 1

Le calcul de la loi de Sp est identique.

b) On a ln(Rn )(
) = R
� , et pour tout x 6 0 : FlnRn

(x) = enx. Une densit�e
est alors :

flnRn
(x) =

n
0 si x > 0

n:enx sinon

Le calcul de la loi de lnSp est identique.

c) Par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu, et par convolution, si
on pose Z = lnRn + lnSp :

fZ(x) =

Z
R

flnRn
(u)flnSp(x� u) du =

Z 0

x

np:epxe(n�p)u du pour x < 0

Donc :
� si n = p

fZ(x) =

�
�xn2:enx si x < 0

0 sinon
� si n 6= p

fZ(x) =

�
np

n� p
(epx � enx) si x < 0

0 sinon

Puis fP (x) = fZ(lnx)� 1
x
, soit :

si n 6= p : fP (x) =

�
np

n� p
(xp�1 � x

n�1) si x 2 [0; 1]

0 sinon

si n = p : fP (x) =

�
�n2xn�1 ln(x) si x 2]0; 1]

0 sinon

d) On voit que E(P k) existe d�es que n > 1 et p > 1 et un calcul imm�ediat
donne :

E(P ) =

8<
:

�
n

n+ 1

�2
si n = p

np

(n+ 1)(p+ 1)
si n 6= p

2. Classons les (xi)16i6n et les (yj)16j6p en notant :
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�
min(xi) = x(1) 6 x(2) 6 : : : 6 x(n) = max(xi)
min(yj) = y(1) 6 y(2) 6 : : : 6 y(p) = max(yj)

Alors max(xi) � max(yj) = x(n):y(p) et ce produit reste sup�erieur �a tout
produit xk:y`.

3. Il est simple de d�eterminer la loi de XiYj , pour tout 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 p.
Mais les np variables al�eatoires XiYj ne sont pas ind�ependantes !
La loi de max

i;j

(XiYj) sera nettement plus di�cile �a obtenir.

Exercice 14.

On consid�ere un espace probabilis�e (
;B; P ) et deux variables al�eatoires X
et Y d�e�nies sur 
 et �a valeurs dans f1; : : : ; n+1g, o�u n est un entier naturel
sup�erieur ou �egal �a 2.

On pose, pour tout couple (i; j) 2 f1; : : : ; n+ 1g2,
ai;j = P (X = i; Y = j)

On suppose que :

ai;j =

(
1

2n
si ji+ j � (n+ 2)j = 1

0 sinon

1. a) V�eri�er que la famille (ai;j) ainsi d�e�nie est bien une loi de probabilit�e
de couple.

b) Ecrire la matrice A 2 Mn+1(R) dont le terme g�en�eral est ai;j . V�eri�er
que A est diagonalisable.

2. D�eterminer les lois de probabilit�e de X et Y .

3. Pour tout couple (i; j) 2 f1; : : : ; n+ 1g2; on pose :

bi;j = P (X = i=Y = j)

(o�u P (A=B) d�esigne la probabilit�e conditionnelle de A, sachant que B est
r�ealis�e).

D�eterminer la matrice B 2Mn+1(R) dont le terme g�en�eral est bi;j .

Montrer que le vecteur v =

0
BBB@

P (X = 1)
...
...

P (X = n+ 1)

1
CCCA est vecteur propre de B.

Solution :

1. a) Tous les scalaires ai;j sont positifs ou nuls. D�eterminons le nombre de
termes ai;j non nuls. Ce sont les termes pour lesquels :

� soit i + j = n + 3, avec 1 6 i; j 6 n + 1, soit tous les couples (i; j) de la
forme (i; n+3� i), avec 1 6 i; n+3� i6 n+1 ou 2 6 i 6 n+1. Il y en a n ;
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� soit i + j = n + 1, avec 1 6 i; j 6 n + 1, soit tous les couples (i; j) de la
forme (i; n + 1 � i), avec 1 6 i; n + 1 � i 6 n + 1 ou 1 6 i 6 n. Il y en a n
�egalement.

Au total il y en a 2n. Ceci montre que
P

16i;j6n+1

ai;j = 1 et on a bien d�e�ni

une loi de probabilit�e.

b) La matrice A s'�ecrit sous la forme :

A =

0
BBBBBBBB@

0 : : : : : : : : : 1=2n 0
0 : : : : : : 1=2n 0 1=2n
... . .

.
. .
.

. .
.

0
... . .

.
. .
.

. .
. ...

1=2n . .
.

. .
. ...

0 1=2n : : : : : : : : : 0

1
CCCCCCCCA

La matrice A est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base
orthonorm�ee.

2. La loi de X est donn�ee par P (X = i) =
n+1P
j=1

ai;j . Donc :

� P (X = 1) = 1
2n

, (a1;n 6= 0).

� P (X = n+ 1) = 1
2n

, (an+1;2 6= 0).

� pour 2 6 i 6 n; P (X = i) = 1
n
, (ai;n+3�i; ai;n+1�i 6= 0).

Par raison de sym�etrie Y suit la même loi que X .

3. a) On a, pour tout 1 6 i; j 6 n+ 1 : bi;j =
ai;j

P (Y = j)

� b1;j 6= 0 si et seulement si j = n. Donc b1;n = 1
2
.

� bn+1;j 6= 0 si et seulement si j = 2. Donc bn+1;2 =
1
2
.

� Pour 2 6 i 6 n, bi;j 6= 0 si et seulement si j = n+ 3� i ou j = n+ 1� i.
Donc : �

b2;n+1 = 1 bi;n+3�i = 1=2
bn;1 = 1 bi;n+1�i = 1=2

ce qui donne la matrice :

B =

0
BBBBBBBB@

0 : : : : : : : : : 1=2 0
0 : : : : : : 1=2 0 1
... . .

.
. .
.

. .
.

0
... . .

.
. .
.

. .
. ...

1 0 1=2 . .
. ...

0 1=2 : : : : : : : : : 0

1
CCCCCCCCA

b) On v�eri�e alors ais�ement que :
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B

0
BBBB@

1=2n
1=n
...

1=n
1=2n

1
CCCCA =

0
BBBB@

1=2n
1=n
...

1=n
1=2n

1
CCCCA

Exercice 15.

Soit p 2 ]0; 1[ et q = 1� p: On consid�ere la matrice A 2M3(R) d�e�nie par :

A =

0
@ 0 1 0

0 0 1
�p2q 0 1

1
A

1. Montrer que les valeurs propres de A sont p et les deux r�eels a et b d�e�nis
par : �

a+ b = q

ab = �pq

2. On consid�ere une suite d'�epreuves de Bernoulli ind�ependantes d�e�nies sur
un même espace probabilis�e (
;B; P ), pour lesquelles, �a chaque �epreuve, la
probabilit�e du succ�es est p.
Si l'on obtient deux succ�es cons�ecutifs, on dit que l'on a r�ealis�e un doubl�e.
Pour tout n > 2; on note :

� An l'�ev�enement hh le premier doubl�e est obtenu par un succ�es �a la (n� 1)�eme

�epreuve et un succ�es �a la n�eme �epreuve ii.
� Bn l'�ev�enement : hhun doubl�e au moins est obtenu dans les n premi�eres
�epreuves ii.

On note pn = P (An) et on pose p1 = 0.

a) Montrer que P (Bn) =
nP

k=1

pk, puis que :

pn+3 = p
2
q

�
1�

nP
k=1

pk

�
b) En d�eduire que, pour tout n 2 N

� : pn+3 = pn+2 � p
2
qpn, puis que :

pn = p
2 a

n�1 � b
n�1

a� b

Solution :

La m�ethode du pivot de Gauss appliqu�ee �a la matrice A� �I donne :

A� �I �

0
@�p2q 0 1� �

0 p
2
q �(� � 1)

0 0 P (�)

1
A

o�u :
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P (�) = �
3 � �

2 � p
3 + p

2 = (�� p)(�2 � �q � pq)

Ainsi � est valeur propre de A si et seulement si � = p ou �
2 � �q � pq = 0.

Les racines a et b de cette derni�ere �equation sont r�eelles et distinctes (car son
discriminant � = q

2 + 4pq est strictement positif), et elles v�eri�ent :�
a+ b = q

ab = �pq

2. a) L'�ev�enementBn est hhun doubl�e au moins est obtenu dans les n premi�eres
�epreuves ii. C'est donc �egalement hhun premier doubl�e est obtenu dans les n
premi�eres �epreuves ii. Ainsi :

Bn =
nS

k=2

Ak

�ev�enements qui sont deux �a deux incompatibles. Donc :

P (Bn) =
nP

k=2

P (Ak) =
nP

k=1

P (Ak) (car p1 = 0)

Notons Si (resp. Ei) l'�ev�enement hhobtenir un succ�es (resp. un �echec) �a la
i
`eme �epreuve ii. On a alors :

Bn+3 = Bn \ En+1 \ Sn+2 \ Sn+3
et, par ind�ependance :

pn+3 = P (Bn)P ([En+1 \ Sn+2 \ Sn+3]=Bn) = (1� pn)p
2
q

Donc :

pn+3 = p
2
q
�
1�

nP
k=1

pk

�
b) On a :

pn+3 � pn+2 = p
2
q
�
1�

nP
k=1

pk

�
� p

2
q
�
1�

n�1P
k=1

pk

�
= �p2qpn

En�n, montrons la relation :

pn = p
2 a

n�1 � b
n�1

a� b

par r�ecurrence sur n.

� La relation est v�eri��ee pour n = 1 (p1 = 0) et n = 2 (p2 = p
2) ;

� supposons la relation v�eri��ee jusqu'�a un certain ordre n+ 2. Alors :

pn+3 = pn+2 � p
2
qpn = p

2 a
n+1 � b

n+1

a� b
� p

4
q
a
n�1 � b

n�1

a� b

=
p
2

a� b

�
a
n�1(a2 � p

2
q)� b

n�1(b2 � p
2
q)
�

Or, par la premi�ere question, a et b v�eri�ent a2 � p
2
q = a

3
; b

2 � p
2
q = b

3, ce
qui permet d'achever la d�emonstration de la r�ecurrence.

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout r�eel a, l'int�egrale I(a) =

Z +1

a

dt

e2t + 1
est conver-

gente et la calculer.
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2. Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f : x 7! 1
�(1 + x

2)

V�eri�er que f est une densit�e de probabilit�e (on pourra utiliser le changement
de variable x = tanu).

3. Montrer, en les calculant, qu'il existe deux r�eels A et B, ind�ependants de
u tels que, 8u 2 R

+ :
1

(u+ 1)(e2x + u)
= A

u+ 1
+ B

e2x + u

4. On consid�ere deux variables al�eatoires X et Y , ind�ependantes, de densit�e
f .

a) D�eterminer une densit�e de ln jX j.
b) D�eterminer une densit�e de Z = ln(jXY j).

Solution :

1. La fonction t 7! 1
e2t + 1

est continue sur R (car son d�enominateur est

continu et ne s'annule pas), donc int�egrable sur tout segment de R.

Au voisinage de +1 : 0 < 1
e2t + 1

� e�2t, fonction qui est int�egrable sur ce

voisinage. On en d�eduit que I(a) existe par le th�eor�eme de comparaison des
int�egrales de fonctions positives.

Le changement de variable u = e�t donne :

I(a) =

Z e�a

0

udu

u
2 + 1

= 1
2

�
ln(u2 + 1)

�e�a
0

= 1
2
ln(e�2a + 1)

2. La fonction f est continue sur R �a valeurs positives. Le changement de
variable u = tanx donne :Z

R

f(x) dx = 1
�

Z �=2

��=2
du = 1

3. Il su�t de r�eduire au même d�enominateur et d'identi�er pour obtenir :

1
(u+ 1)(e2x + u)

= 1
1� e2x

�
1

u+ 1
+ e2x

e2x + u

�
4. a) Pour tout x r�eel :

P (ln jX j 6 x) = P (jX j 6 ex) = P (e�x 6 X 6 ex) = FX (e
x)� FX(e

�x)

et si g d�esigne une densit�e de ln jX j :

8x 2 R; g(x) = 2:ex

�(e2x + 1)

b) On a Z = ln jXY j = ln jX j + ln jY j. Ces deux variables al�eatoires sont
ind�ependantes, puisque X et Y le sont. Une densit�e h de Z est alors donn�ee

par convolution :
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h(x) =

Z +1

�1
g(t)g(x� t) dt = 4:ex

�
2

Z +1

�1

dt

(e2t + 1)(e2x�2t + 1)
ou

h(x) = 4:ex

�
2

Z +1

�1

e2t dt
(e2t + 1)(e2x + e2t)

Pour x 6= 0 et en utilisant la question pr�ec�edente :

J =

Z +1

�1

e2t dt
((e2t + 1)(e2x + e2t)

= 1
1� e2x

Z +1

�1

� 1
e2t + 1

� 1
e
2(t�x) + 1

�
dt

On ne peut partager cette derni�ere int�egrale en deux, puisque chaque int�egrale
diverge en �1. Il faut donc �ecrire : :

J(a) =

Z +1

a

dt

e2t + 1
�
Z +1

a

dt

e2(t�x) + 1

= 1
2
ln(e�2a + 1)� 1

2
ln(e�2(a�x) + 1) = 1

2
ln
� e�2a + 1
e�2(a�x) + 1

�
et : lima!�1 J(a) = 1

2
ln
� 1
e2x
�
= �x

Donc, pour x 6= 0 :

h(x) = 4x:ex

�
2(e2x � 1)

qui se prolonge par continuit�e en 0 par h(0) = 2
�
2 .

Exercice 17.

On admet que la mesure d'une grandeur physique, dont la valeur exacte est
m, suit une loi normale N

�
m;

m

10

�
, d'esp�erance m et d'�ecart-type m

10
.

On e�ectue une s�erie de n mesures ind�ependantes et on note Yn la moyenne
des r�esultats obtenus.

1. Montrer que Yn est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Combien faut-il e�ectuer de mesures pour que l'erreur relative commise
sur m soit inf�erieure �a 1% avec une probabilit�e sup�erieure �a 0;9 ?

On pourra utiliser la table de la loi normale jointe au sujet.

Solution :

1. La variable al�eatoire Yn suit la loi normale N
�
m;

m

10
p
n

�
, donc son

esp�erance et sa variance valent :

E(Yn) = m; V (Yn) =
m

2

10n2

Ainsi Yn est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Notons Y �
n la variable centr�ee r�eduite associ�ee �a Yn. Alors :
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P
�
jYn �mj < m

100

�
= P

�
jY �
n
j <

p
n

10

�
= 2�

�pn
10

�
� 1

o�u � est la fonction de r�epartition de N (0; 1). D'o�u, en utilisant une table de
la fonction � :

2�
�pn
10

�
� 1 > 0:9()

p
n

10
> 1:65() n > 273

Exercice 18.

On e�ectue une suite ind�e�nie de lancers d'une pi�ece �equilibr�ee. Pour tout
n 2 N

� , on d�esigne par pn la probabilit�e qu'au cours des n premiers lancers
le r�esultat hhPile ii n'ait pas �et�e obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1; p2 et p3.
Dans la suite on pose p0 = 1.

b) Montrer que pour tout entier n sup�erieur ou �egal �a 3, on a :

pn = 1
2
pn�1 +

1
4
pn�2 +

1
8
pn�3 (?)

2. a) Montrer que pour tout x 2 [0; 1], la s�erie
P

pnx
n est convergente.

b) Pour x 2 [0; 1], calculer la somme de la s�erie
+1P
n=0

pnx
n.

3. a) Montrer que l'�equation (E) : 8x3 � 4x2 � 2x� 1 = 0 admet une unique
racine r�eelle ; on la note r. Encadrer r par deux entiers cons�ecutifs.

b) Montrer que l'�equation (E) admet deux racines complexes conjugu�ees,
! et !, de module strictement inf�erieur �a r.

c) Montrer que la suite (pn) est une combinaison lin�eaire des trois suites
(rn); (!n) et (!n). (On pourra montrer que le C {espace vectoriel des suites
complexes v�eri�ant la relation (?) est de dimension 3).

d) En d�eduire la convergence et la limite de la suite (pn)n. Donner une
explication du r�esultat obtenu.

Solution :

1. a) On trouve p1 = p2 = 1 et p3 = 7
8
, puisque l'�ev�enement contraire

hhobtenir trois Piles cons�ecutifs ii se r�ealise avec la probabilit�e 1
8
.

b) Si n > 4, on n'a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F1 ou P1F2 ou P1P2F3, o�u Pi (resp. Fi) consiste �a obtenir Pile
(resp. Face) au i�eme lancer. A l'issue de chacune de ces s�equences on est alors
revenu au point de d�epart.
Ainsi, notons A l'�ev�enement hhne pas obtenir 3 Piles cons�ecutifs au cours des
n premiers lancers ii :

pn = P (A=F1)P (F1) + P (A=(P1 \ F2))P (P1 \ F2)
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+P (A=(P1 \ P2 \ F3))P (P1 \ P2 \ F3)
soit :

pn = 1
2
pn�1 +

1
4
pn�2 +

1
8
pn�3

2. a) Comme 0 6 pn 6 1, pour tout n 2 N, on a pour 0 6 x < 1,
0 6 pnx

n 6 x
n. On en d�eduit la convergence de la s�erie

P
pnx

n.

b) Par convergence des s�eries en question, on peut �ecrire :P
n>3

pnx
n = x

2

� P
n>3

pn�1x
n�1�+ x

2

4

� P
n>3

pn�2x
n�2�+ x

3

8

� P
n>3

pn�3x
n�3�

ou, en notant S(x) =
1P
n=0

pnx
n :

S(x)� 1� x� x
2 = x

2

�
S(x)� 1� x

�
+ x

2

4

�
S(x)� 1

�
+ x

3

8
S(x)

soit :

S(x) = 2x2 + 4x+ 8
8� 4x� 2x2 � x

3

3. a) Soit P (x) = 8x3 � 4x2 � 2x� 1. On a :

P
0(x) = 24x2 � 8x� 2 = 24(x� 1=2)(x+ 1=6).

Ceci permet d'�etudier les variations de P sur R et d'en d�eduire que P (x) < 0
pour x 6 1=2, puis que P est strictement croissante sur [1=2;+1[.

Comme P (0)P (1) < 0, l'�equation (E) admet une unique racine r�eelle r

appartenant �a ]0; 1[.

b) On remarque d'abord que P �etant un polynôme r�eel de degr�e 3,
le th�eor�eme de d'Alembert permet d'a�rmer que P admet deux racines
complexes conjugu�ees ! et !.

Soit donc ! tel que P (!) = 0. Alors 8!3 = 4!2 + 2! + 1 entrâ�ne que

8j!j3 6 4j!j2 + 2j!j+ 1

donc que P (j!j) < 0, ce qui d'apr�es les variations de P entrâ�ne que j!j < r.

c) Le C {espace vectoriel S des suites complexes v�eri�ant la relation (?) est
de dimension 3.

? On montre en e�et facilement que c'est un sous-espace vectoriel de l'espace
des suites sur C .

? Il su�t ensuite de montrer que les suites (un); (vn); (wn) de S d�e�nies par :8<
:
u0 = 1 u1 = 0 u2 = 0
v0 = 0 v1 = 1 v2 = 0

w0 = 0 w1 = 0 w2 = 1

en forment une base.

� toute suite de S �etant d�e�nie par ses trois premiers termes est donc com-
binaison lin�eaire des trois suites d�e�nies ; la famille propos�ee est g�en�eratrice.
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� ces trois suites forment un syst�eme libre, puisque toute suite de S
identiquement nulle a ses trois premiers termes nuls et donc tous ses termes
nuls.

Montrons que les trois suites (rn); (!n); (!n) forment un syst�eme libre :
si pour tout n > 0 : �rn + �!

n + �!
n = 0, on divise par rn, puis on fait

tendre n vers l'in�ni pour obtenir � = 0. En faisant alors n = 0, puis n = 1,
comme ! 6= !, il vient � = � = 0.

d) On a donc pour tout n 2 N, pn = �r
n + �!

n + �!
n.

Comme j!j = j!nj < r, il vient :
lim

n!+1
pn

�r
n
= 1

soit pn � �r
n, et comme 0 < r < 1 :

lim
n!+1

pn = 0

Explication : lors d'un hhgrand ii nombre de lancers, il y aura presque
certainement une s�equence de 3 piles cons�ecutifs.

Exercice 19.

On note Xn;p une variable al�eatoire binomiale de param�etre (n; p), o�u n est
un entier naturel non nul et p un r�eel de ]0; 1[.

1. On pose pk = P [Xn;p = k], avec k 2 [[0; n]]. Rappeler la formule donnant
pk.

2. Soit k un entier naturel compris au sens large entre 0 et n � 1, on pose

t(k) =
pk+1

pk
.

Calculer t(k) en fonction de n; p, et k.

3. Les nombres n et p �etant suppos�es �x�es tels que le produit n:p soit �egal �a
un entier naturel non nul �, montrer qu'il existe un unique entier naturel k0
compris entre 0 et n� 1, que l'on calculera en fonction de n et p, puis de �,
tel que :

� pour tout entier naturel k, 0 6 k 6 k0 =) t(k) > 1; et

� pour tout entier naturel k, n� 1 > k > k0 =) t(k) < 1.

En d�eduire la valeur M(n; p) du maximum de pk, et une valeur kmax de
l'indice k pour laquelle ce maximum est atteint.

4. On suppose maintenant que la variable al�eatoire binomiale Xn;pn a pour
param�etre (n; pn), avec pn 2 ]0; 1[.
On cherche �a �etudier le comportement de M(n; pn) selon les valeurs de n.

On continue �a supposer que pour tout n entier naturel, npn = � est �x�e, �
entier naturel non nul.

a) Montrer que M(n; pn) admet lorsque n tend vers l'in�ni une limite �nie
que l'on d�eterminera en fonction de �.
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b) Comparer le r�esultat obtenu avec la valeur du maximum de la loi de
Poisson de param�etre �.

Solution :

1. 8 k 2 [[0; n]]; pk = Ck

np
k(1� p)n�k.

2. En revenant aux factorielles : t(k) = n� k

k + 1
p

1� p
.

3. Pour k 2 [[0; n� 1]] : t(k) > 1() (n� k)p > (k + 1)(1� p)

() (n+ 1)p > k + 1

Le nombre k0 cherch�e est donc b(n+ 1)p� 1c, car on v�eri�e facilement que
ce nombre est bien compris entre 0 et n� 1.

Or k0 + 1 = b(n+ 1)pc = bnp+ pc = bnpc = �, et :

M(n; p) = C�

n
p
�(1� p)n��

4. a) En rempla�cant et en utilisant la relation n:pn = � :

M(n; pn) =
n!

�!(n� �)!

� pn

1� pn

��� 1
1� pn

��n
= �

�

�!

�
1� �

n

�n��
�
n(n� 1) � � � (n� �+ 1)

n � n � � �n
Or

�
1� �

n

�n��
= exp

�
(n� �) ln(1� �

n
)
�
= exp

�
(n� �)(��

n
+ o(n�1)

�
= exp

�
� �+ o(1)

�
�!
n!1

e��

et lim
n!1

n(n� 1) � � � (n� �+ 1)
n � n � � �n = 1, d'o�u :

lim
n!1

M(n; pn) =
�
�
:e��

�!

b) Soit Y ,! P(�) et qk = P (Y = k) = �
k
:e��

k!
. Alors :

qk+1

qk
= �

k + 1
et le maximum de qk est obtenu pour q�.

On trouve donc le même r�esultat que dans la question pr�ec�edente (ce qui
n'est pas tr�es �etonnant puisque l'on est dans les conditions d'approximation
du ph�enom�ene binomial par le ph�enom�ene de Poisson).

Exercice 20.

Soit f la fonction de R dans R d�e�nie par :

f(x) = e�x

(1 + e�x)2

1. Montrer que f est une densit�e de probabilit�e. D�eterminer la fonction de
r�epartition d'une variable al�eatoire X ayant f pour densit�e.
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2. Soit ' la fonction de R dans R d�e�nie par :

'(x) = ex � 1
ex + 1

Etudier les variations de '. Montrer que ' r�ealise une bijection de R sur
]�1; 1[ et d�eterminer sa bijection r�eciproque.

3. On d�e�nit une variable al�eatoire Y par :

Y = '(X) = eX � 1
eX + 1

D�eterminer la fonction de r�epartition et une densit�e de Y .

Solution :

1. La fonction f est d�e�nie sur R, continue et positive.

On remarque que x 7! 1
1 + e�x

est une primitive de f et donc :Z
b

a

f(t) dt = 1
1 + e�b

� 1
1 + e�a

L'int�egrale

Z +1

�1
f(t) dt est convergente et vaut 1 :

f est une densit�e de probabilit�e

Si X est une variable al�eatoire de densit�e f , on a :

8x 2 R; F (x) = P (X 6 x) = 1
1 + e�x

2. La fonction ' est d�e�nie sur R, d�erivable, et : '0(x) = 2:ex

(1 + ex)2
> 0.

Comme lim
x!�1

'(x) = �1 et lim
x!+1

'(x) = 1, ' r�ealise une bijection

strictement croissante de R sur ]�1; 1[.

y = ex � 1
ex + 1

() ex =
1 + y

1� y
et donc 8 y 2 ]�1; 1[; '�1(y) = ln

�1 + y

1� y

�
.

3. Y prend ses valeurs dans ]�1; 1[ et, pour tout x de ]�1; 1[ :

P (Y 6 x) = P ('(X) 6 x) = P
�
X 6 '

�1(x)
�
= P

�
X 6 ln

�1 + x

1� x

��
=

1

1 + e� ln( 1+x
1�x )

=
1

1 + 1�x
1+x

= x+ 1
2

Ainsi : Y ,! U(]�1; 1[)

Exercice 21.

1. Soit p 2 ]0; 1[. On dispose d'une pi�ece amenant hhpile ii avec la probabilit�e
p. On lance cette pi�ece jusqu'�a obtenir pour la deuxi�eme fois hhpile ii. Soit X

le nombre al�eatoire de hh face ii obtenus au cours de cette exp�erience.
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a) D�eterminer la loi de X . V�eri�er que
1P
n=0

P (X = n) = 1.

b) Montrer que X admet une esp�erance et calculer sa valeur.

2. On proc�ede �a l'exp�erience suivante : si X prend la valeur n, on place n+1
boules num�erot�ees de 0 �a n dans une urne et on tire ensuite une boule de
cette urne.

On note alors Y le num�ero obtenu.

a) D�eterminer la loi de Y.

b) Montrer que Y admet une esp�erance et calculer sa valeur.

3. On pose Z = X � Y . Donner la loi de Z et v�eri�er que Z et Y sont
ind�ependantes.

Solution :

1. a)X(
) = N et pour n 2 N, l'�ev�enement (X = n) est r�ealis�e si et seulement
si on obtient exactement une fois hhpile ii au cours des (n+1) premiers lancers,
le (n+ 2)�eme lancer amenant hhpile ii, soit, avec q = 1� p :

8n 2 N; P (X = n) = (n+ 1)pqnp = (n+ 1)p2qn

La s�erie rencontr�ee est une s�erie de r�ef�erence et :
1P
n=0

P (X = n) = p
2
1P
k=1

kq
k�1 = p

2 1
(1� q)2

= 1

b) La convergence est �a nouveau �evidente, et :

E(X) =
1P
n=1

n:P (X = n) = p
2
q

1P
k=2

k(k � 1)qk�2 = p
2
q

2
(1� q)3

E(X) =
2q
p

2. a) 8n 2 N;8 k 2 [[0; n + 1]]; P (Y = k=X = n) = 1
n+ 1

et, par la formule

des probabilit�es totales :

8 k 2 N; P (Y = k) =
1P
n=0

P (Y = k=X = n)P (X = n)

=
1P
n=k

(n+ 1)p2qn 1
n+ 1

= p
2
q
k

1P
n=k

q
n�k = p

2
q
k 1
1� q

8 k 2 N; P (Y = k) = pq
k

b) Y + 1 ,! G(p) et E(Y ) = 1
p
� 1 =

q

p
.

3. La variable Z prend ses valeurs dans N et (Z = h) =
1S
j=0

[(Y = j) \ (X =

h+ j)].
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Cette r�eunion �etant disjointe, il vient :

P (Z = h) =
1P
j=0

P (Y = j=X = h+ j)P (X = h+ j) =
1P
j=0

p
2
q
h+j

8h 2 N; P (Z = h) = p
2
q
h 1
1� q

= pq
h

On a : P [(Z = h) \ (Y = j)] = P [(X = h+ j) \ (Y = j)]

= P (Y = j=X = h+ j)P (X = h+ j) = p
2
q
h+j

On constate que l'on a : P [(Z = h) \ (Y = j)] = P (Z = h)P (Y = j) et :

Y et Z sont ind�ependantes

Exercice 22.

Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f(x) =

�
a:3�x si x > 0
a:3x si x < 0

1. D�eterminer a pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

2. Soit X une variable al�eatoire admettant f pour densit�e.

a) D�eterminer la fonction de r�epartition de X

b) Montrer que X admet une esp�erance E(X) et la calculer.

3. On pose Y = 3X .

a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Y .

b) Y admet-elle une esp�erance ?

Solution :

1. La fonction f est continue sur R, positive si a > 0 et :Z +1

0

3�x dx =

Z +1

0

e�x ln 3 dx = 1
ln 3Z 0

�1
3x dx =

Z 0

�1
ex ln 3 dx = 1

ln 3

Ainsi f est une densit�e de probabilit�e si

Z +1

�1
f(x) dx = 1, i.e. si a = 1

2
ln 3

2. a) ? Si x 6 0, F (x) = 1
2
ln 3

Z
x

�1
et ln 3 dt = 1

2
3x.

? Si x > 0, F (x) = F (0) +

Z
x

0

e�t ln 3 dx = 1� 1
2
3�x.
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b) L'int�egrale

Z +1

0

tf(t) dt est convergente, car la fonction �a int�egrer est

n�egligeable au voisinage de +1 devant 1
t
2 ; il en est de même par imparit�e

pour l'int�egrale

Z 0

�1
tf(t) dt et, toujours par imparit�e :

E(X) = 0

3. Y prend ses valeurs dans R+ et :

8x > 0; P (Y 6 x) = P (3X 6 x) = P (X 6 lnx
ln 3

).

? Si 0 6 x 6 1, FY (x) =
1
2
3
lnx
ln 3 = x

2

? Si x > 1, FY (x) = 1� 1
2
3�

lnx
ln 3 = 1� 1

2x

b) Pour x > 1, on prend pour densit�e de Y la fonction f : x 7! 1
2x2

; comme

xf(x) �
(+1)

1
2x

,

Z +1

0

xf(x) dx est divergente et Y n'a pas d'esp�erance.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel de N� . Une urne contient n boules num�erot�ees depuis
1 jusqu'�a n. On e�ectue trois tirages au hasard d'une boule de cette urne, en
repla�cant �a chaque fois la boule obtenue avant le tirage suivant.

On d�esigne par M la variable al�eatoire �egale au plus grand des num�eros
obtenus et parm la variable al�eatoire �egale au plus petit des num�eros obtenus,
et en�n, par Z la variable al�eatoire �egale �a M �m.

1. a) D�eterminer les valeurs prises par la variable al�eatoire Z.

b) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Z.

c) D�eterminer, en fonction de l'entier n, l'esp�erance E(Z).

2. a) D�eterminer un polynôme P de R[X ] tel que :

P (X + 1)� P (X) = nX
3 �X

4

b) En d�eduire la variance V (Z) en fonction de n.

Solution :

1. a) Z(
) = [[0; n� 1]].

b) ? (Z = 0) est r�ealis�e si on obtient trois fois la même boule, donc :

P (Z = 0) =
nP
i=1

� 1
n

�3
= 1
n
2

? Pour k 6= 0, (Z = k) est r�ealis�e si le plus petit num�ero obtenu vaut i, le

plus grand valant alors i+ k, et i pouvant varier depuis 1 jusqu'�a n� k.
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Il existe 6(k � 1) tirages r�ealisant min = i;max = i+ k, le troisi�eme num�ero
obtenu �etant strictement compris entre i et i+k (on choisit les trois num�eros,
et on peut les ordonner de 3! fa�cons), et il existe 3 tirages o�u le min est doubl�e
et �egalement trois tirages o�u le max est doubl�e.

Ainsi :

P (Z = k) =
n�kP
i=1

6(k � 1) + 6

n
3 =

6k(n� k)

n
3

c) Ainsi E(Z) = 1
n
3

n�1P
k=1

6k2(n� k) = 6
n
3

�
n

nP
k=1

k
2 �

nP
k=1

k
3
�

E(Z) = n
2 � 1
2n

2. a) Par disparition des termes de plus haut degr�e, on cherche un polynme
de degr�e 5 et, par identi�cation, on trouve :

P (X) = �X
5

5
+ n+ 2

4
X

4 � 3n+ 2
6

X
3 + n

4
X

2 + 1
30

X

Par addition : P (n)� P (1) = P (n) =
nP

k=1

k
3(n� k), d'o�u :

V (Z) = E(Z2)� [E(Z)]2 = 6
n
3P (n)�

�
n
2 � 1
2n

�2
, soit :

V (Z) = n
4 � 1
20n2

Exercice 24.

Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires ind�ependantes d�e�nies sur
un espace probabilis�e (
;B; P ) �a valeurs dans f�1; 1g, telles que pour tout
n > 1 :

P (Xn = 1) = P (Xn = �1) = 1
2

1. a) Calculer l'esp�erance E(etXn), pour t r�eel �x�e.

b) Montrer que pour tout t r�eel, on a E(etXn) 6 et
2
=2.�

on rappelle que pour tout r�eel t : et =
+1P
n=0

t
n

n!

�

Pour tout n > 1, on pose Sn =
nP

k=1

Xk.

2. a) Calculer l'esp�erance E(etSn) en fonction des nombres E(etXk ), 1 6 k 6

n.

b) Calculer pour tout t r�eel, lim
n!+1

E(etSn=
p
n).

3. Soit a un r�eel strictement positif.
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a) Montrer que, pour tout t r�eel :

P (Sn > a) 6 e�taE(etSn)

b) En d�eduire que :

P (Sn > a) 6 e�a
2
=2n

c) En d�eduire un majorant de P (jSnj > a).

Solution :

1. a) On a : E(etX) = 1
2

�
et + e�t

�
.

b) On a 1
2

�
et + e�t

�
=

1P
n=0

t
2n

(2n)!
et et

2
=2 =

1P
n=0

t
2n

2n:n!

Or (2n)! = 2n:n!
�
1:3: : : : (2n�1)

�
> 2n:n! et donc, par sommation et passage

�a la limite :
8 t 2 R; E(etXn ) 6 et

2
=2

2. a) E(etSn) = E(
nQ

k=1

etXk ) et les variables X1; : : : ; Xn �etant ind�ependantes,

il en est de même des variables etX1 ; : : : ; etXn . L'esp�erance de leur produit
est donc le produit de leurs esp�erances :

E(etSn) =
�
E(etX )

�n
=
�et + e�t

2

�n
b) En rempla�cant t par tp

n
il vient : E(etSn=

p
n) =

�et=pn + e�t=
p
n

2

�n
=

un.

Un d�eveloppement limit�e, pour n tendant vers l'in�ni donne :

lnun = n ln
�et=pn + e�t=

p
n

2

�
= n ln

�
1 + t

2

2n
+ o(n�2)

�
= t

2

2
+ o(n�1)

Par cons�equent lnun ! t
2

2
et lim

n!1
un = et

2
=2

3. a) Comme E(etSn) > 1 (faire une �etude rapide de la fonction t 7! et + e�t

2
sur R) le r�esultat est banal pour t 6 0.

Supposons donc t > 0. Le th�eor�eme de transfert donne :

E(etSn) =
P

k2Sn(
)
etkP (Sn = k) >

P
k2Sn(
)=k>a

etkP (Sn = k)

E(etSn) >
P

k2Sn(
)=k>a
etaP (Sn = k) = etaP (Sn > a)

Soit :
P (Sn > a) 6 e�taE(etSn)

b) Ainsi, grce au r�esultat 1. a) : 8 t 2 R; P (Sn > a) 6 e�taent
2
=2.
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Or t 7! �ta+ nt
2

2
est minimale pour t = a

n
, le minimum valant � a

2

2n
, donc :

P (Sn > a) 6 e�a
2
=2n

c) (jSnj > a) = (Sn > a) [ (Sn 6 �a), mais Sn et �Sn suivent la même
loi, donc par disjonction :

P (jSnj > a) = 2P (Sn > a) 6 2:e�a
2
=2n

Exercice 25.

Soit (
;B; P ) un espace probabilis�e. Toutes les variables al�eatoires de cet
exercice seront d�e�nies sur cet espace.

Soit U une variable al�eatoire suivant la loi uniforme sur ]0; 1]. On pose
D = � lnU .

1. a) D�eterminer la loi de D, puis la loi de D� = D

�
, pour � > 0.

b) D�eterminer la loi de 1� U .

2. Soit p 2 ]0; 1[ un r�eel donn�e.

a) On pose pour tout k 2 N
� :

Ek = f! 2 
=(1� p)k 6 (1� U)(!) < (1� p)k�1g
Montrer que ([U = 1]; (Ek)k>1) constitue un syst�eme complet d'�ev�enements.

b) On d�e�nit une application G sur 
 �a valeurs dans N par :

8! 2 
; G(!) =

�
0 si U(!) = 1
k si ! 2 Ek

Montrer que G est une variable al�eatoire. Quelle est la loi suivie par G ?

3. En Turbo{Pascal, la fonction random simule une variable al�eatoire suivant
la loi uniforme sur [0; 1].
Ecrire un programme en Turbo{Pascal qui simule la loi de D� puis celle de
G d�etermin�ees dans les questions pr�ec�edentes.

Solution :

1. a) U(
 = ]0; 1] =) D(
) = [0;+1[ et :

8x > 0; P (D 6 x) = P (� lnU 6 x) = P (U > e�x) = 1� e�x

On reconnâ�t alors dans la loi de D la loi exponentielle de param�etre 1.

On voit alors facilement que D� =
1
�
D suit la loi exponentielle de param�etre

�.

b) Si U ,! U(]0; 1]), alors 1� U ,! U([0; 1[).

2. a) Si k 6= `, alors Ek \ E` = ;, pour tout k, Ek \ [U = 1] = ; et en�n, la
suite d�e�nie sur N par k 7! (1� p)k est strictement d�ecroissante de premier
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terme 1 et de limite nulle. Par cons�equent [U = 1][
1S
k=1

Ek = 
, et on a bien

a�aire �a un syst�eme complet.

b) On a G(
) = N et :
8 k > 1; P (G = k) = P ((1�p)k 6 1�U < (1�p)k�1) = (1�p)k�1� (1�p)k

= p(1� p)k�1

et P (G = 0) = P (U = 1) = 0.

Donc G suit la loi g�eom�etrique de param�etre p.

3. a)
Function expo(lambda :real)

begin

expo := 1/lambda*(-ln(random))

end ;

b)
Function geom(p :real)

var x :real

begin

x :=random

if x=1 then geom :=0

else geom := ceil(ln(1-x)/ln(1-p))

end ;

En e�et : (1� p)k 6 1� U 6 (1� p)k�1 () k � 1 <
ln(1� U)

ln(1� p)
6 k

Exercice 26.

1. Si X est une variable al�eatoire de densit�e uniforme sur ]0; 1], quelle est la
loi de Y = � lnX ?

2. a) Si (Xi)16i6n est un n-uplet de variables al�eatoires ind�ependantes de

même loi que X , quelle est la loi de la variable al�eatoire Zn =
nQ
i=1

Xi ?

b) Calculer l'esp�erance et la variance de la variable al�eatoire Zn.

3. Un individu g�en�ereux, dispose initialement d'une somme d'argent de a

euros.
A chaque rencontre qu'il fait, il partage ce qui lui reste de fortune (r euros) de
mani�ere al�eatoire entre lui-même et cette personne, en choisissant au hasard
un nombre x entre 0 et 1, en s'accordant xr euros et en donnant le reste au
bienheureux (on admet que les euros puissent être ind�e�niment divisibles).

A l'issue de n rencontres il lui reste B euros. Que peut-on dire de En = 2nB ?

Solution :
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1. La fonction ln �etant bijective de ]0; 1] sur R� , Y prend ses valeurs dans
R
+ et :

8x > 0; P (Y 6 x) = P (� lnX 6 x) = P (X > e�x) = 1� e�x

Y ,! E(1)

2. a) Soit Sn = � ln(Zn) =
nP
i=1

Yi, o�u Yi = � ln(Xi).

Chaque Yi suit la loi E(1) et les Yi sont ind�ependantes, on en d�eduit que Sn
suit la loi Gamma de param�etre (1; n), c'est-�a-dire qu'une densit�e de Sn est :

fSn(x) =
x
n�1e�x

(n� 1)!
, si x > 0 ; fSn(x) = 0 sinon

Alors, pour tout x de ]0; 1], on a :

FZn(x) = P (Zn 6 x) = P (Sn > � lnx) = 1� FSn(� lnx), soit :

FZn(x) = 1�
Z � lnx

0

t
n�1e�t

(n� 1)!
dt

Une densit�e fZn de Zn s'obtient par d�erivation et :

8x 2 ]0; 1[; fZn(x) =
1
x
fSn(� lnx) =

(� lnx)n�1

(n� 1)!

b) E(Zn) =
1

(n� 1)!

Z 1

0

x(� lnx)n�1 dx.

Le changement de variable u = � lnx donne :

E(Zn) = 1
(n� 1)!

Z +1

0

e�2uun�1 du = 1
2n(n� 1)!

Z +1

0

e�vvn�1 dv = 1
2n

(int�egrale de r�ef�erence pour la loi Gamma).

On trouve de même E(Z2
n
) = 1

3n
, soit :

E(Zn) =
1
2n

; V (Zn) =
1
3n

� 1
4n

3. On a En = 2nB = 2na
nQ
i=1

Xi = 2naZn.

? E(En) = a et En est un estimateur de a.

? V (En) = a
2
��4
3

�n � 1
�
�!
n!1

+1 : En est un estimateur non convergent.

Exercice 27.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2 et on appelle Hn le nombre
nP
i=1

1
i
, que

l'on ne cherchera pas �a simpli�er.

On dispose dans une urne n jetons num�erot�es de 1 �a n.
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1. Dans un premier temps, on pr�el�eve au hasard ces n jetons, un par un et
sans remise.

On note u = (u1; u2; : : : ; un) les num�eros des jetons dans l'ordre dans
lequel ils ont �et�es tir�es.

Pour u = (u1; u2; : : : ; un), on dit qu'il y a record en i > 2 si l'on a :

ui > max(u1; : : : ; ui�1). On convient qu'il y a record en 1.

a) Pour tout i de [[1; n]], montrer que si pi est la probabilit�e qu'il y ait un

record en i, on a pi =
1
i
.

b) On appelle Sn le nombre de records obtenus au cours des n tirages.
Calculer l'esp�erance de Sn.

2. Dans un deuxi�eme temps, on pr�el�eve, toujours au hasard, successivement,
mais cette fois avec remise, un jeton dont on note le num�ero ui pour le i

�eme

tirage. On dit maintenant qu'il y a record en 1 et en tout i > 2 tel que
ui > max(u1; : : : ; ui�1).
On note r la probabilit�e qu'il n'y ait qu'un record (en 1), c'est-�a-dire que
uk < u1 pour tout k > 2.
Pour tout j > 2, on note rj la probabilit�e de l'�ev�enement :

Aj = (u2 < u1) \ (u3 < u1) \ : : : \ (uj+1 < u1)

S'il y a au moins deux records, on note tn la dur�ee de vie du premier record,
c'est-�a-dire i� 1 si le deuxi�eme record est au rang i.

a) On pose r0 = 1. Montrer que pour tout k > 0, on a rk = 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�k
.

En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral rk est convergente.

b) Pour tout k > 0, exprimer la probabilit�e de l'�ev�enement (tn > k) �a l'aide
de rk et de r. En d�eduire une expression de la probabilit�e de l'�ev�enement
(tn = k) et montrer que r = 0.

c) Calculer l'esp�erance E(tn) de la dur�ee de vie du premier record.

d) Montrer que (tn)n>2 converge en loi vers une variable al�eatoire dont on
pr�ecisera la loi.

Solution :

1. a) On a p1 = 1 et pour i 2 [[2; n]], pi =
1
n!

Ci

n
(i� 1)!(n� i)! = 1

i

En e�et, on a Ci

n
fa�cons de choisir les i premiers jetons, 1 fa�con de placer le

plus grand de ceux-ci en i
�eme position, (n � 1)! fa�cons de placer les (i � 1)

autres et en�n (n � i)! fa�cons de placer �a la suite les (n � i) jetons non
s�electionn�es.

b) Soit Xi la variable al�eatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 s'il y a un

record en i et 0 sinon. On a Sn =
nP
i=1

Xi, d'o�u E(Sn) =
nP
i=1

E(Xi) et, avec



142 ESCP-EAP 2001 - Oral

E(Xi) =
1
i
:

E(Sn) =
nP
i=1

1
i
= Hn

2. a) ? r0 = 1 = 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�0
.

? Pour k > 1, la famille (Bi)16i6n = (u1 = i)16i6n constitue un syst�eme
complet, donc :

rk = P (Ak) =
nP
i=1

P (Ak \ Bi) =
nP
i=1

P [(u1 = i) \ (u2 < i) \ : : : \ (uk < i)]

Par ind�ependance des r�esultats des tirages et �equiprobabilit�e :

rk =
nP
i=1

1
n

�
i� 1
n

�k
= 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�k
Pour i 2 [[0; n� 1]]; 0 6 i

n
< 1 et la s�erie de terme g�en�eral rk est combinaison

de s�eries g�eom�etriques convergentes, donc est elle-même convergente.

b) ? On a P (tn > 0) = 1� r.

? Pour k > 1, P [(u2 < u1) \ : : : \ (uk+1 < u1)] = P (tn > k) + r (si le record
u1 n'a pas toujours pas �et�e �egal�e au rang k + 1, c'est qu'il le sera plus tard
ou jamais, ces deux possibilit�es �etant incompatibles). Ainsi :

8 k 2 N; P (tn > k) = rk � r

Comme P (tn = k) = P (tn > k � 1)� P (tn > k) :

8 k > 1; P (tn = k) = rk�1 � rk

On a alors :
jP

k=1

P (tn = k) = r0 � rj = 1 � rj . La convergence de la s�erie

1P
k=1

rk prouve que son terme g�en�eral tend vers 0, donc
1P
k=1

P (tn = k) = 1, et :

r = 1�
1P
k=1

P (tn = k) = 0

c) On a classiquement, la convergence �etant acquise : E(tn) =
1P
k=0

P (tn >

k) (ce que l'on retrouve en �ecrivant P (tn = k) = P (tn > k � 1)� P (tn > k)
et en s�eparant alors la s�erie en deux).

Par lin�earit�e de la sommation des s�eries convergentes :

E(tn) =
1
n

n�1P
i=0

1P
k=0

�
i

n

�k
= 1

n

n�1P
i=0

1

1� i

n

=
n�1P
i=0

1
n� i

Soit, en r�eindexant :
E(tn) = Hn
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d) Pour tout k de N, lim
n!1

rn =

Z 1

0

t
k
dt = 1

k + 1
(sommes de Riemann).

lim
n!1

P (tn = k) = 1
k
� 1
k + 1

La suite (tn)n>2 converge en loi vers une variable al�eatoireM �a valeurs dans

N
� et de loi 8 k 2 N

�
; P (M = k) = 1

k(k + 1)

Exercice 28.

Soit n un entier naturel au moins �egal �a 2 et soit n variables al�eatoires
X1; X2; : : : ; Xn d�e�nies sur le même espace probabilis�e (
;B; P ).
On suppose que ces variables al�eatoires ont toutes la même esp�erancem et la
même variance �2. On suppose de plus qu'il existe un nombre r�eel r tel que :

8(i; j) 2 [[1; n]]2; i 6= j =) Cov(Xi; Xj) = r:�
2

On pose en�n : X = 1
n
(X1 +X2 + � � �+Xn).

1. Calculer la variance de X en fonction de n; r et �2.

2. Calculer l'esp�erance de
nP
i=1

(Xi �X)2 en fonction de n; r et �2.

3. En d�eduire que � 1
n� 1

6 r 6 1.

4. On consid�ere une urne contenant deux boules blanches et n � 2 boules
noires. On extrait les boules de cette urne, une par une, au hasard et sans
remise.
Pour i 2 [[1; n]], on note Xi la variable al�eatoire valant 1 si la i

�eme boule
obtenue est blanche et 0 sinon.

a) Pour i 2 [[1; n]], calculer la variance de Xi

b) Si i et j sont deux �el�ements distincts de [[1; n]], calculer Cov(Xi; Xj).

c) Montrer que l'encadrement obtenu en 3. ne peut pas être am�elior�e sans
perdre sa g�en�eralit�e.

Solution :

1. Par les propri�et�es de la variance :

V (X) = V
� 1
n

nP
i=1

Xi

�
= 1

n
2

nP
i=1

V (Xi) + 2
P

16i<j6n

Cov(Xi; Xj)

Puis :

V (X) =
�
2(1 + (n� 1)r)

n

2. Il vient :

E
� nP
i=1

(Xi �X)2
�
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= E
� nP
i=1

(Xi �m� (X �m))2
�

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
+E

�
(X �m)

� nP
i=1

(X �m)� 2
nP
i=1

(Xi �m)
��

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
+E

�
(X �m)

� nP
i=1

(X �m)� 2n(X �m)
��

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
� nE(X �m)2 =

nP
i=1

V (Xi)� nV (X)

= �
2(n� 1)(1� r).

3. On sait que V (X) > 0 et que E
� nP
i=1

(Xi�X)2
�
> 0. Les r�esultats des deux

questions pr�ec�edentes donnent :

� 1
n� 1

6 r 6 1

4. Chaque variable al�eatoire Xi suit la loi de Bernoulli B(1; 2=n). Donc :
V (Xi) =

2
(n� 2)n

De plus, pour i 6= j :

P [(Xi = 1) \ (Xj = 1)] =
2(n� 2)!

n!
= 2
n(n� 1)

soit :
Cov(Xi; Xj) =

4� 2n
n
2(n� 1)

et :

�Xi;Xj
=

Cov(Xi; Xj)

�(Xi)�(Xj)
= � 1

n� 1

Mais on peut �egalement avoir r = 1. Pour cela, il su�t de prendre toutes les
variables al�eatoires Xi �egales.
Les in�egalit�es obtenues dans la question 3. sont donc les meilleures possibles.

Exercice 29.

Rappeler pourquoi les s�eries
P
n>1

1
n
2 et

P
n>1

1
n
3 sont convergentes. On notera

�2 =
1P
n=1

1
n
2 et �3 =

1P
n=1

1
n
3

1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N� , telle que pour tout k 2 N
� :

P (X = k) = C
3k2 + 3k + 1
(k(k + 1))3

o�u C est une constante positive.

a) D�eterminer deux r�eels a et b tels que pour tout x 2 R
�+ :

3x2 + 3x+ 1
(x(x + 1))3

= a

x
3 + b

(x+ 1)3
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b) D�eterminer la valeur de C.

c) D�eterminer la valeur de X la plus probable.

2. a) Montrer que X admet une esp�erance E(X) et la calculer.

b) Montrer que X admet une variance V (X) et la calculer.

3. �A l'aide de l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz, montrer que :

(�3)
2 6 E[X(X + 1)]:E

�
X

X + 1

�
4. �Ecrire une proc�edure r�ecursive en Pascal permettant de calculer

nP
k=1

1
k
3 , la

valeur de n �etant donn�ee.

Solution :

1. a) De mani�ere �evidente, on obtient a = 1; b = �1.
b) Il su�t d'�ecrire que

P
k>1

P (X = k) = 1, soit par t�elescopage :

C

1P
k=1

� 1
k
3 �

1
(k + 1)3

�
= 1 et C = 1

c) Une �etude de la position par rapport �a 1 de
P (X = k + 1)

P (X = k)
montre que

la valeur de X la plus probable est 1 et P (X = 1) = 7
8
�

2. a) Toutes les s�eries manipul�ees �etant convergentes, on peut �ecrire :

E(X) =
1P
k=1

�
k

k
3 �

k

(k + 1)3
�
=

1P
k=1

� 1
k
2 �

1
(k + 1)2

+ 1
(k + 1)3

�
et :

E(X) = 1 + �3 � 1 = �3

b) De même :

E(X2) =
1P
k=1

� 1
k
� k

2

(k + 1)3
�
=

1P
k=1

�1
k
� 1
k + 1

+ 2
(k + 1)2

� 1
(k + 1)3

�
Soit, par t�elescopage des premiers termes :

E(X2) = 1 + 2(�2 � 1)� (�3 � 1) = 2�2 � �3

et
V (X) = 2�2 � �3 � �

2
3

3. Les s�eries
P

k(k + 1)P (X = k) et
P

k

k + 1
P (X = k) sont convergentes

et :

E(X(X + 1)) =
1P
k=1

k(k + 1)P (X = k); E
�

X

X + 1

�
=

1P
k=1

k

k + 1
P (X = k)

Par l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz :
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�
2
3 = E(X) =

1P
k=1

kP (X = k)

�
2
3 6

� 1P
k=1

k(k + 1)P (X = k)
�1=2� 1P

k=1

k

k + 1
P (X = k)

�1=2
4. Function Zeta(n :integer) :Real ;

Begin

If n=1 then zeta3 :=1

else zeta3 :=zeta3(n-1)+1/(n*n*n)

end ;

Exercice 30.

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. Soient (Vi)16i6n et (Wj)16j6n,
2n variables al�eatoires ind�ependantes suivant toutes la loi uniforme sur [0; 1].

1. D�eterminer la loi de lnVi (1 6 i 6 n), puis celle de ln
� 1
Wi

�
, o�u ln d�esigne

la fonction logarithme n�ep�erien.

Reconnâ�tre la loi de ln
� 1
Wi

�
. Pr�eciser son esp�erance et sa variance.

2. D�eterminer la loi de Yi =
Vi

Wi

, pour 1 6 i 6 n.

3. On note Zn la variable al�eatoire d�e�nie par Zn = min
16i6n

(Yi).

a) D�eterminer la loi de Zn.

b) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (Zn > 1).

c) Etudier l'existence des moments de Zn.

Solution :

1. On a lnVi(
) = R
� , et pour tout x < 0, FlnVi(x) = ex ; d'o�u une densit�e

de lnVi :

flnVi(x) =
n
ex si x < 0
0 sinon

De la même fa�con, ln(1=Wi)(
) = R
+ et F� lnWi

(x) = 1�e�x sur R+ . d'o�u :

f� lnWi
(x) =

n
e�x si x > 0
0 sinon

La variable al�eatoire ln(1=Wi) suit la loi exponentielle E(1) d'esp�erance 1.

2. On sait que lnYi = lnVi + (� lnWi) et par ind�ependance :

flnYi(x) =

Z
R

flnVi(u)f� lnWi
(x � u) du

D'o�u :

� si x 6 0, flnYi(x) =

Z
x

�1
e�xe2udu = ex

2
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� si x > 0, flnYi(x) =

Z 0

�1
e�xe2udu = e�x

2

Pour tout x > 0, P (Yi 6 x) = P (ln Yi 6 lnx) = FlnYi(lnx).
D'o�u une densit�e de Yi :

fYi(x) =

8><
>:

0 si x < 0
1=2 si 0 6 x 6 1
1

2x2
si x > 1

On remarquera que Yi ne poss�ede pas d'esp�erance.

3. a) Pour tout z 2 R
+ :

P (Zn > z) =
nQ
i=1

P (Yi > z) =
�Z +1

z

fY (x) dx
�n

Donc, en remarquant que FZ(z) = 1� P (Z > z) :

FZn(z) =

8<
:
1�

�
1� z

2

�n
si 0 6 z 6 1

1� 1
(2z)n

si z > 1

ce qui donne pour densit�e :

fZn(x) =

8><
>:

0 si x 6 0
n

2

�
1� z

2

�n�1
si 0 6 x 6 1

n
1

(2z)n�1
� 1

2z2
si x > 1

b) On a imm�ediatement P (Zn > 1) = 1
2n

.

c) L'esp�erance E(Zk
n
) est la somme de :

� l'int�egrale

Z 1

0

n

2

�
1� z

2

�n�1
z
k
dz qui converge quel que soit k 2 N.

� l'int�egrale

Z +1

1

n
1

(2z)n�1
� 1

2z2
z
k
dz qui converge si et seulement si

0 6 k < n.
Les moments existent donc jusqu'au rang n� 1 inclus.
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