3
PROBABILITES

Exercice 1.

Soit n un entier naturel, n > 2.
Soient (X1, Xs, ..., X,, Z), n+1 variables aléatoires mutuellement indépendantes,
suivant toutes la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

1. On pose, pour tout 1 <k <n:Y, =

2

k
X=X X0 - X
=1
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire L; = In (YL), ott In désigne la
1
fonction logarithme népérien.
Reconnaitre la loi suivie par L;.

b) En déduire la loi de la variable aléatoire InY}, en reconnaissant au
préalable la loi suivie par la variable aléatoire —In Y.

2. Pour tout n € N*, V,, est une variable aléatoire suivant la loi v(1,n) (loi
Gamma de parametres 1 et n). Soit W une variable aléatoire suivant la loi
de Poisson de parametre s > 0.
On note F;, la fonction de répartition de V,, et GG la fonction de répartition
de W.

a) Déterminer une relation entre Fy(s) et F,—1(s), pour tout n > 2.

b) Montrer que pour tout n > 1:1— F,(s) = G(n — 1).

3. On note R, la variable aléatoire définie par R, = %

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire R,,.
b) Calculer la probabilité de I’événement (R,, < 1).
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Solution :
l.a)Ona L; = —InY;. Donc L; () = Rt et pour tout z > 0 :
FLl(J}) = P(Y1 > e_z) =1—e"%

Ainsi Ly suit la loi exponentielle £(1) d’espérance et de variance égales & 1.
Une densité de L; est donnée par :

fuia) = {

0 siz<O0
e ™™ six>0

k
b) On a —In(Yy) = > —In(X;). L’'indépendance des variables aléatoires
i=1
(X;) (donc des variables aléatoires (In(X;)) permet d’affirmer que — In(Y%)
suit la loi Gamma (1, k), de densité :

Donc In(Yy) a pour densité :
0 siz >0
{ ez(_m)k—l
(k=1

puisque Fi,(y,)(x) =1 — F_,(y,)(—2z) pour tout x réel.

2. a) On sait que :

Fu(s) = P(Vy < 5) = /Os%dx

Une intégration par parties, les fonctions étant de classe C* sur R donne :

Comme Fi(s) =1—e~%, il vient :

Fas)=1- % €8
C T E G-
b) Il vient immédiatement, :
n —s k—1
1-F,(s)= ) &5 r=PW<n—-1)=Gn-1)
= (k—1)!

3.a) On a : In(R,) = In(Y,) + (—InZ). Par indépendance des variables
aléatoires en jeu, pour tout x réel :
+oo
fiur, (r) = Jiny, (W) f-mz(®—u)du
(oo}

et :
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0 u n—1
flan(m):/ %f;lnz(iﬂ—u)du

oo (1
o sizx<<0:
—x z —x too -y, n—1
— € 2u(_ n—ld _ € €y dy
fiur, (@) = 5= 1)!/_00e ()™ du =" /_zz (n—1)!
= &7 (1~ Fu(-22)
o sixz>0:
e ” 0 2u n—1 e ”
finr, (z) = m-1n1) _° (—u)* ™ du = =3
Pour terminer, on remarque que pour tout u > 0, fr, (v) = fin g, (Inu) x %,
donc :
n—1/_ k
*sioguglszn(u):l > (=2Inu)”
2" k=0 k!
. . 1
*Slu?l.fRn(.'L')—W.

b) Ainsi :

Exercice 2.

Soit n un entier naturel non nul. Une boite contient (2n + 1) jetons bicolores
(une face est blanche, 'autre est noire). Les jetons sont numérotés de 1 a
2n + 1 sur leur face blanche, les faces noires ne portant pas de numéro.

On lance simultanément tous les jetons et on observe leurs faces supérieures.

1. Une et une seulement des deux couleurs apparait un nombre impair de
fois. Soit X la variable aléatoire associée a ce nombre.
a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer son espérance et sa variance.

2. Suite au lancer, on ramasse les jetons de la couleur apparaissant un nombre
impair de fois et on note les numéros de leur face blanche. Soit Y la variable
aléatoire représentant le plus petit de ces nombres.

a) Soit k € [0,n], déterminer la loi conditionnelle de Y, conditionnée par
Pévénement (X = 2k + 1).

b) En déduire la loi de Y. Calculer son espérance.

Solution :

l.a) On a X() = {2k + 1, 0 < k < n} et événement (X = 2k + 1)
correspond a 'union des événements « on a obtenu (2k + 1) jetons blancs et
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(2n — 2k) jetons noirs parmi les (2n + 1) » ou « on a obtenu (2k + 1) jetons
noirs et (2n — 2k) jetons blancs parmi les (2n + 1) ».
Par incompatibilité et modele binomial associé, il vient :

2k+1 2k+1
P(X =2k 4+ 1) = 222neL = Coni

o2n+l 92n
b) L’espérance de X est donnée par :
E(X) = éo(zk +DP(X =2k+1) = éo(zk +1)C2k+L
= 2t $° ot = 2
(car (1 +1)>® =22" et (1 —1)?>" =0, d’ou znj CZk = 92n—1)
On a également : =
B - 1) = e S ek et = Bt )i 5 oy
et, en utilisant la méme technique : E(X(X — 1)) = (271%41)(2") et :
Voo =B
2.a)Ona (Y/(X=2k+1))(Q)=[1,2n—2k+ 1] et :
PY =(/X =2k+1)= 702—1%%1—@
Cont1

En effet parmi les échantillons de (2k + 1) jetons pris parmi (2n + 1) (sans
remise), on dénombre ceux dont aucun ne porte un numéro inférieur ou égal
a f—1 et dont 2k portent des numéros supérieurs ou égaux a £+ 1, un jeton
valant /.

b) Pour tout £ € [1,2n + 1] :
[(2n+1—2)/2]

PY=¢ = > PY =¢/X=2k+1)P(X =2k+1)
k=0
soit : ! /2] ek _
2n+4+1— 2 02 C +
PY ==y 2=
k=0 2n+1

et, pour ¢ € [1,2n] :
[(2n+1—-¢)/2]
—_pn__1 2k _ 11 —¢_ 1
Pour { =2n+1:

I~

20

[\

L’espérance de Y vaut alors :
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2
l
_l+

27;27;1 :2(1—#)

b

E(Y) =

o~
Il

1

Exercice 3.

On consideére deux urnes U; et Us. On suppose que U; (respectivement Us)
contient n; boules noires et by boules blanches (resp. ns boules noires et by
boules blanches).

On choisit de facon équiprobable une des deux urnes puis on y effectue deux
tirages successifs d’une boule avec remise.

Soit N (resp. Na) I’événement «tirer une boule noire au premier (resp. au
second) tirage ».

1. Quelle est la probabilité de N 7 Quelle est la probabilité de Ny 7

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au second tirage sachant
que l'on a tiré une boule noire au premier tirage ?

3. Les événements N7 et N, sont-ils indépendants 7

Solution :

1. En utilisant le systéme complet (U, Us), ou U; est I’événement «les tirages
se font dans I'urne U; », il vient :

P(Ny) = P(N,/Uy)P(Uy) + P(Ny/Uz)P(Us>)

Soit :
_1.m ny
P(Nl)_ 2(n1+bl n2+b2)
Le résultat est évidemment le méme pour Ns.
2. P(N2/Ny) = % et comme on ne change pas d’urne entre les
1

deux tirages :
P(N1 mNg) = P(N1 n NQ/Ul)P(Ul) + P(N1 mNz/Uz)P(Uz)

Soit : ) " X
_ 1 n o
P(N1NNy) = 2((TL1 ‘|‘b1) + (n2+b2) )

Et en remplagant et développant :

n%(nz + b2)2 + n%(nl + b1)2
(n% +b1)(n2 + b2)2 + (n% + by)(n1 + b1)2
3. Les événements N; et N» sont indépendants si et seulement si :

P(N; N Ny) = P(N;)P(N>)

Soit , si et seulement si :

P(N2/Ny) =

1 n 2 ne 2y _ 1 n n 2
5((711-{}1)1) (n2j62) )_4(7114}()1 ’nzij)

En développant, il reste : (n Z} I nﬁ b )2 =0
1+ 01 2 + b2
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Ceci est réalisé si et seulement si % = % (ce qui n’est pas étonnant).
1 2

Exercice 4.

Une rampe verticale de spots nommés de bas en haut S;,S>,S3,Ss change
d’état de la maniere suivante :

e alinstant t = 0, le spot S; est allumé.

e sialinstant ¢t =n (n > 0), le spot S est allumé, un (et un seul) des spots
51,599,593, s’allume a l'instant t = n 4 1, et ceci de maniere équiprobable.
e sialinstant t =n (n > 0), le spot Sk (2 < k < 4) est allumé, le spot Si—_1
s’allume & linstant ¢ = n + 1.

e 4 chaque instant, un seul spot est allumé.

Soit X la variable aléatoire représentant le premier instant, s’il existe, ou le
spot Sy s’allume.

1. Calculer la probabilité pour que le spot S; reste constamment allumé
jusqu’a linstant n (n € N donné). En déduire que X est bien une variable
aléatoire.

2. Calculer la probabilité des événements (X =1) et (X = 2).
3. Calculer la probabilité des événements (X = n) pour n > 3.

4. Déterminer ’espérance de X.

Solution :

1. Le spot S; reste constamment allumé jusqu’a 'instant n avec la probabilité

Deés que le spot Sy s’éteint, alors 'un des spots Ss, S3 ou Sy s’allume et il n’y
a plus qu’a attendre : on est siur que Sy s’allumera.
Par le théoreme de continuité monotone d’une probabilité, la probabilité que

le spot S reste indéfiniment allumé vaut lim (i)n = 0. On est donc quasi-
n— 00

o)

certain que le spot Sy s’allumera et ) P(X = k) = 1 : X est bien une
k=1

variable aléatoire.

2.« P(X=1)= % (le spot Sy s’allume a l'instant 1).
* (X = 2) est réalisé, soit si le spot S; reste allumé a l'instant 1 et le spot Sy
s’allume & linstant 2, soit si le spot S3 s’allume a linstant 1 (et Sz s’allumera

nécessairement a U'instant 2), donc :

_o9y 11 1{_5
P(x=2)=11+11-3

3. Soit n > 3, Sy s’allume pour la premiere fois a I'instant n si et seulement
si:
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* Soit Sy reste allumé jusqu’a 'instant n — 1 et S s’allume a 'instant n ;
* Soit S7 reste allumé jusqu’a 'instant n — 2 et S3 s’allume a l'instant n —1;
* Soit S reste allumé jusqu’a 'instant n — 3 et Sy s’allume a 'instant n — 2 ;

Soit, par disjonction :

1 1 1 1 1 1 21
Vn}g,P(X:n):4n_1z+4n_2z+4n_3124—n

4. La convergence de la série étant évidente :
o0

1 5 < n

E(X)= nP(X=n)=++2-%+21 LA
(X) nZ::I ( )=71+25% PR
E(X):7 21 21,21

L _ a1l _ 241 41 n

8 4 78T 4 gt

\g

Exercice 5.
1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
a) Montrer que, pour tout n € N* :
n n—1
> kEPX=k=> PX>k)—nP(X >n)
k=0 k=0
En déduire que si X admet une espérance, alors :
+o0o
EX)= > P(X>k)
k=0

b) Montrer de méme que si X admet une variance, alors :
—+o0o
E(XQ) =Y (2k+1)P(X > k)
k=0
2. On dispose d’une urne contenant N boules numérotées de 1 & N. On
effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec remise,

et on note X le plus grand nombre obtenu.
a) Calculer P’espérance de X. Préciser la loi de X.

b) Déterminer un équivalent de E(X) lorsque N tend vers 'infini, a n fixé
(on pourra comparer & une intégrale).

c) Z = TLT+1 X est-il un estimateur sans biais de NV 7

d) Dans les mémes conditions, déterminer un équivalent de la variance
V(X).

Solution :

1. a) On peut écrire, pour tout n € N* :
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S RP(X =k) = S k[P(X > k—1) - P(X > k)]

=S (h+1—K)P(X > k) = nP(X > n) + P(X > 0)
k=1

= > P(X >k)—nP(X >n)
k=0

3
—

Si X admet une espérance, la série Y kP(X = k) converge. Mais :

oo oo
0<nP(X>n)=n ), PX=k< ) kP(X=k)
k=n+1 k=n+1
Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers U'infini, comme reste d’une
série convergente. Donc :

B(X) = :f:zP(X > k)

b) Utilisons le méme type d’argument. Pour tout n € N* :

S K2P(X = k) = 21&[ (X >k—1)— P(X > k)]
k=0 =

i ((k+1)2 = k) P(X > k) — n?P(X >n) + P(X > 0)

= X @+ DPX > k) = n*P(X > n)

S >
_ =

Si X admet une variance, X admet un moment d’ordre 2, et la série
S k?P(X = k) converge. Mais :

o0 o0
0<n?P(X>n)=n? Y PX=k < Y KkKPX=k)
k=n+1 k=n+1
Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'infini, comme reste d’une
série convergente. Donc :

B(xX?) = :zz(% 1) P(X > k)

a) Il est immédiat que pour tout k € [1,N] :
P(X<k)=(£)" et P(X > k) =1~ (£)"

N
Donc, par la question précédente :
N—1 k k
E(X) = kZ_:O (1-(F)") =N~ Z ()"

Quant a la loi de X (on a: X(Q) =[1,N]) :

k" — (k —1)"

P(X =k =PX <k -PX<k-1)="—=

Ce calcul étant valable méme pour k£ = 1.
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b) On a :

N—1 N—1
k\n 1 k\n
£\ (L K

5 &=V 5 ()

Or, lorsque N tend vers 'infini :
1N kv g = L
N X ()~ et =

ce qui donne, pour N grand :

N _ nN
BX)~N -7 =551

¢) On en conclut que Z est un estimateur asymptotiquement sans biais de

N.
d) On refait un calcul analogue :
N-1 N-1 N-1 b
EX?)= > 2k+1)PX >k)= > 2k+1)— > (2k+1 (N)
k=0 k=0 k=0
N-1 N-1
= “1)—2N2x L kLl 1 LAY
=N+ N(N-1)-2N xNkZ::O(N) NXNk:o(N)
1 1
— N2 _2N? (/ edr + 0(1)) - N( adw + 0(1))
70 0
2y _ a2 _ 2N N 2y _ . n 2 2
E(X*) =N —— n—|—1+0(N)_n+2N + o(N?)
2
Et comme [E(X)]? = (171)2]\[2 + o(N?), il vient, pour N tendant vers
n
Pinfini :
V(X) ~ n 2

Exercice 6.

Dans cet exercice, ) désigne un ensemble fini non vide, P(2) I’ensemble des
parties de Q et (2, P(Q2), P) un espace probabilisé.

On note F l'ensemble des applications de Q dans R. Si X € F, on note
E(X) lespérance de la variable aléatoire X.

Si A est une partie de 2, on note 14 la fonction caractéristique de A,
c’est-a-dire 'application définie pour tout w € Q) par :

_ 1 siwed
lA(w)_{O sinon

1. Soit A C Q. Calculer E(14).

2. Montrer que I'application ¢ définie sur F x F par :
v: (X,)Y)— E(XY)

est un produit scalaire sur F si et seulement si pour tout w € Q, P({w}) > 0.
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Dans la suite de l’exercice, on supposera que P vérifie cette propriété et F
sera muni de ce produit scalaire.

3. Soit X € F une variable aléatoire non constante.
On note G le sous-espace vectoriel de F engendré par X et la variable
aléatoire constante égale a 1, soit G = Vect(X, 1q).
Soit Y € F.

a) Déterminer les réels ag et by pour lesquels Y — apX — by est orthogonal
a tout élément de G.

b) En déduire 'expression de la projection orthogonale de Y sur G qu’on
notera pg(Y).

c¢) Comparer E(pa(Y)) et E(Y).

d) On suppose que X = 14, avec A partie de Q non vide et distincte de Q.
Montrer que pour tout B C {2 :

pa(lp) = P(B/A)14 + P(B/Z)IZ

ou P(U/V) désigne la probabilité conditionnelle de I’événement U, sachant
que I’événement V est réalisé.

Solution :

1. E(14) = 1.P(A) + 0.P(A) = P(A).

2. x L’application ¢ est bilinéaire (par linéarité de ’espérance), symétrique
(par commutativité du produit dans R, donc dans F) et également positive
(car si X € F,p(X,X) = E(X?) >0).

* Si ¢ est un produit scalaire, pour tout w € 1, X = 1y, est un élément
non nul de F, donc ¢(X, X) = E(1y,1?) = E(14,3) = P({w}) > 0.

* Réciproquement, supposons que Yw € Q, P({w}) > 0. Soit X € F non
nulle. Alors il existe wy € Q tel que X (wp) # 0.

Dans ces conditions p(X, X) = E(X?) > X2({wo})P({wo}), donc ¢ est bien
un produit scalaire.

(Y —apX — by, 1q) =0

(Y —apX —bp,X) =0

{ aoE(X) + by = E(Y)

3.a)Y—a0X—b0€GL<:>{

(10E(X2) + boE(X) = E(XY)
E(XY) - E(X)E(Y) _ Cov(X,Y)
V(X) V(X)

bo = E(Y) — E(X)%

apg =

Notons que V(X) # 0, puisque X n’est pas constante.
b) pe(X) est 'unique élément Z de G tel que Y — Z € G+, donc :
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_ Cov(X)Y) Cov(X,Y)
V(X) V(X)
c) E(pg(Y) =aoE(X) + by = E(Y) (conséquence de Y — pg(Y) L 1)
d) Remarquons que A # Q et A # 0, donc X = 14 n’est pas constante.
Cov(la,15) = E(14lp) — E(14)E(1g) = E(1ans) — E(14)E(1g), donc
Cov(l4,15) = P(ANB) — P(A)P(B)
V(14) = P(A)P(A) (car 14 suit la loi de Bernoulli de parametre P(A)).

pa(1B) =aola +bo(la + 13) = (ap +bo)la + boly
avec :

pa(X) X+ E(Y) - E(X)

o +bo = (1) + AL 1 - (1)
. P(ANB)—- P(A)P(B)  P(ANB) _
_p(n) + o = PGP = P/
et :
bo = E(1p) — E(IA)CO‘{/g(li;)lB) _ P(B) - P(AN B)P—(Z];(A)P(B)
= P(B/A)
Finalement :

pa(1s) = P(B/A)14 + P(B/A)13

Exercice 7.

On considere une suite de parties indépendantes de «pile» ou «face», la
probabilité d’obtenir «pile» & chaque partie étant égale a p (ou p €]0, 1]).

eme

Si n € N*, on note T}, le numéro de I’épreuve amenant le n®"° «pile».

Enfin, on pose Ay =T et pourn >2, A, =T, —T,_1.

1. Quelle est la loi de T3 ? Donner la valeur de son espérance.

2. Soit n > 2. Montrer que A, As,..., A, sont des variables aléatoires

indépendantes qui suivent une méme loi.

n

3. On pose A, = {(z1,...,2n) € R"/ > x; = 1} et on définit I'application
i=1

f de A,, dans R par, pour tout (x1,...,%,) € Ay : f(21,...,2,) = > 22

a) Soit (hy,..., hy) € R tel que (L +hy, Lp o, L) en,
Simplifier :

1 1 1 11 1

f(ﬁ+h1’ﬁ+h2""’ﬁ+h”)_f( ..,—)

n’'n’’
b) En déduire que f admet un minimum atteint en un unique point de A,,
que 'on précisera.
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4. Montrer que si n € N* est fixé, il existe parmi les combinaisons linéaires
de T1,...,T, un estimateur sans biais de 1 qui est de variance minimale et

préciser quel est cet estimateur. Cet estimateur est-il convergent ?

Solution :

1. La variable aléatoire T} est le temps d’attente du premier «pile », elle suit
la loi géométrique de parametre p, donc d’espérance Ilj

2. Notons X, la variable aléatoire égale a 1 si la partie numéro n amene « pile »
et 0 sinon. Les variables X, sont des variables de Bernoulli indépendantes de
méme parametre p.

Soit (i1,...,0n) € (N*)™. L’événement (A1 =iy,..., Ay, =iy,) est :

(Xl == Xilfl = OaXi1 = ]-7Xi1+1 == Xi1+i271 = OaXilJriz =1,.
jusqu'a X, 4.oqq, = 1)

Donc, en posant ¢ =1 —p :

P(A; =iy, ..., A, =i,) = ¢ tpg2~ip...¢1p (¥)
En sommant pour (i1,...,i,_1) € (N*)""1 on obtient compte tenu du fait
k=1p, p_ _ 1.
ue —— =1:
4 k¥1 ¢ “Tq

P(An =in) = g'p
Ce qui prouve que A, suit la loi géométrique de parametre p, donc les
variables Ay sont toutes de méme loi.
De plus, ’expression (*) prouve que :

n
P(A; =id1,..., Ay, =in) = [[ P(Ar =ig)
k=1
Ce qui prouve l'indépendance des variables A, pour n € N*.

n

3. a) Remarquons que (%+h1, . %+hn) € A, siet seulement si Y h; =0.
i=1

Dans ces conditions :

1 1 _ gl 1 3 2_ 1y 5 p2
f(n+h1""’n+hn) f(n n) z;1(( ) n2)_z§1h

b) f(% +hy,o., = —|— h ) (l ﬁ) est toujours > 0, avec égalité
seulement si tous les h; sont nuls. On en déduit que f admet un minimum
global sur A,, atteint uniquement en (%, o %)

4. On remarque que Vect(1y,...,T},) = Vect(4y,...,4,).

Si(z1,...,2,) € R", E(x1 A1+ +x,4,) = % > @, donc xy Ar+- - +xn Ay
i=1

est un estimateur sans biais de L si et seulement si (@1,...,Tn) € Ap.

Dans ces conditions, vu I'indépendance des A; :
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V(e Ay + -+ 2ndn) = 3 22V(Ay) = V(AD S (@1, -, 20)
=1

Cette variance est minimale si et seulement si (z1,...,z,) = (%, el %)

Il existe donc parmi les combinaisons linéaires de Ti,...,T, un estimateur
n

sans biais de variance minimale qui est % A= %Tn.
i=1

Cet estimateur est convergent, puisque V(lTn) = lV(Tl) — 0.
n n n— 00

Exercice 8.

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
On considere deux variables aléatoires indépendantes, X; et Xo, définies sur
le méme espace probabilisé (2, B, P) et suivant la loi uniforme discréte sur

{1,2,...,n}.
1. Soit @ un entier de {1,2,...,n} et Y la variable aléatoire définie par :

_{Xiw) siXhw)<a
Yw € Q,Y(W) - {Xz(w) :1 XQ(W) >a

a) Déterminer la loi de Y. (Vérifier que l'on a bien obtenu une loi de
probabilité).
b) Calculer ’espérance de Y et la comparer & celle de X;.
c) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette espérance est-elle maximale 7
2. Soient a et b deux entiers de {1,...,n}.
On définit la variable aléatoire Z par :
Xi(w) si Xo(w)<a
Ywe N, Z(w) =< Xao(w) sia< Xo(w) <b
Xl(w) si Xz(&)) >b
a) Déterminer la loi de Z ainsi que son espérance.

b) Pour quelles valeurs du couple (a, b) cette espérance est-elle maximale ?

Solution :

1. a) On a Y(Q) = [1,n] et, par indépendance des variables aléatoires X; et
X2 .

e sik<a, P(Y=k)=P(Xi=kn(X<a]=1x2
o sik>a, P(Y =k)=P[(X1 =k)N (X2 >a)]+ P[(X2 = k)N (X2 > a)]
:l_|_l
n n2
Onabien: L xa+L x(n—a)+2=2=1
n n n

b) Le calcul de l'espérance est facile :
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a n n 1)  (a+n+1)(n—a)
EY)=Y k% + kS 4 k_antl)

( ) kgl n? k=a+1 n’? k:§+1 n 2n 2n
= E(X1) + 5-(n —a) > E(X1)

c¢) On vérifie que :

E(Y) =3 (3% +n—(a—1)?)

Ainsi E(Y) est maximale pour a — % le plus petit possible :
e sim est pair, c’est pour a = %,

e sim est impair, c’est pour a = n;l oua= n—2|—1‘

2. a) On procede dans cette question comme dans la question précédente :
e sik<a, P(Z=k)=P[(X1=k)N(X2<a)]+ P[(X1 =k)N (X2 >D)]

%(a—b-{—n).
n

e si k> b, la méthode et le résultat sont identiques,

o sia<k<b,
P(Z=k)=P[(Xi=kN (X2 <a)]+P[(Xa=k)N(a <X <)
+P[(X1 =k)N (X3 > b)]

1

==(a—-b+n)+ 1
n

n
Le calcul de 'espérance donne :
BE(Z)= 2= (1? —a® —bn+an+n? +n) = B(X) + &% (b+a — n)

2n 2n
b) De plus :
1 2 2 ‘
B(z)= L[(b- 1)~ (a- )" +n?+n]
E(Z) est maximale pour a = n/2 sin est pair et pour a = 5 L gua = n—2|- 1

si n est impair (voir la question précédente) et b tel que (b — %)2 maximal,
soit b = n.

Exercice 9.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R’ de
densités respectives fx et fy.

1. a) On pose U =In(X) et V =In(Y).

Exprimer des densités fy et f_y de U et de —V a l'aide de fx et de fy.

b) Déduire de la question précédente une expression d’une densité de T' =

In ().

c) Montrer qu’une densité g de X st :

Y
0 siz<0
9(x) = %fT(lna:) siz >0
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2. Montrer que le quotient de deux variables exponentielles indépendantes de
parametres respectifs A et p suit une loi de Pareto dont on déterminera les
parametres.

3. On admet que si les variables X et Y sont a valeurs dans R*, une densité

g de % est définie, pour tout x réel par :

+oo
o(c) = / ] (at) fr () dt

— 00
Déterminer la loi du quotient de deux variables aléatoires indépendantes
suivant la loi normale centrée réduite.
On rappelle qu’une variable aléatoire X suit une loi de Pareto de paramétres
a>0,a>0 et xzg lorsqu’une densité de X est donnée par :
a+1 .
f(m):{%(#xo)—i_ S1 T —Tp > a
0 sinon

Solution :

1. a) Les variables aléatoires U et V sont & valeurs dans R. Pour tout z € R :
[U<Lz]=[X <€e*] = Fy(z) =Fx(e*) = fu(z) =e"fx(e%)

(ou Fy désigne la fonction de répartition et fy une densité de la variable

aléatoire & densité ). De méme :

[-V<<a]=Y 2e ] = Fy(z)=1-Fy(e™®) = fy(z) =e"fy(e™™)
b) On remarque que T = In(X) — In(Y) = U — V. Les variable X et Y

étant indépendantes, il en est de méme pour U et V, et une densité de 7" est

donnée par convolution :

+0oo +00
fr(z) = / ful)f—v(z —t)dt = / eth(et)e_w+tfy(e_w+t) gt

— 00

¢) On remarque que % = e La variable aléatoire % est a valeurs dans

R’ et pour tout z > 0 :
(& <a] =[T <Ina] = Fy)y () = Pr(ina)
Par dérivation, une densité de % est définie par :
0 siz<0
9(z) = { %fT(lna:) siz>0

2. C’est une application de la question précédente. Si X suit la loi E(N), si Y

suit la loi £(u), et si X, Y sont indépendantes, % a pour densité :

0 siz <0
@ =1
g\ = )\,u/ uwe~ ATt dy siz >0
0



116 ESCP-EAP 2001 - Oral

Donc, pour z > 0, apres une intégration par parties :

Ap /A
g(x) = =
Az +p)” (2 +p/N)°
On reconnait une loi de Pareto de parametres a = 1,a = p/\, o = —p/A.

3. I suffit d’appliquer la formule proposée :
+oo +oo
o0 =g [ et et ra =1 [ttt g
e

2 . o

Soit, en intégrant «a vue» :

1

g(z) = m

On dit que % suit une loi de Cauchy.

Exercice 10.

1. Soient deux entiers naturels n et r avec 0 < r < n.

On définit la fonction F,. , sur R par :
n

Ve eR, F,,(z) =Y Cra*
k=r
a) Montrer que pour tout z réel, on a (1 — z)F, ,(z) = zF,_1p_1(z) —
Cragnti,
b) Soit x €]0,1[ et r € N fixés. Donner un équivalent simple de C7z"*1
quand n tend vers l'infini.

¢) Montrer que pour tout z tel que 0 < z < 1 et r € N fixés, F, ,,(z) admet
une limite lorsque n tend vers l'infini et déterminer cette limite.

On dispose de deux pieces de monnaie. La premiere piece donne « Pile » avec
la probabilité p et la seconde avec la probabilité ¢ = 1 — p. (p €]0, 1|).

e on lance la premiere piece jusqu’a obtenir pour la premiere fois «Pile ».
Soit N le nombre de lancers effectués.

e on lance alors N fois la seconde piéce et on note X la variable aléatoire
égale au nombre de «Pile» obtenus durant ces N tirages.

2. a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer son espérance. Commenter les cas o p = ¢ = 1/2 et ou p est
de la forme 1/r.

Solution :

1. a) On utilise la relation appelée «du triangle de Pascal », soit :
F=Cl+ Gy
avec les conventions habituelles de nullité.
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Pour tout x réel :

n n n
Fon(z) =Y Crak = C;jxk + Y O 2t

O k=r k=r k=r

r:

i Qr=lok — nil Cr-lgk+l _ o

k—1 - k - rfl,nfl(m)

k=r k=r—1

n n

N Ci_jzb= Y Ch_j2*, car Cl_; =0
k=r k=r+1

n n

> szlxk = szk—H =7 (Fr,n(x) - Cha")
k=7r k=r
D’ou :

(1 2)F(2) = 2F, 10 1(x) = Cha*!|

b) Soit x €]0, 1[. Raisonnons par récurrence sur r :

n
e sir =0, Fy,(z) = > z* admet 1 pour limite lorsque n tend vers

= 1-2z
Iinfini.
n
e sir=1,F ,(r) = Y kz* admet ﬁ pour limite lorsque n tend vers
k=0 -z
Iinfini.

r—1
e supposons que pour r > 0, F._; ,(z) admette (fji)r pour limite lorsque
-
n tend vers l'infini ; la relation précédente et la remarque suivante :
rgn+l —m=1...(n=r+1)
" r! r!
quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini (prépondérance classique),

donnent pour z €10,1] :

~

r
n_'mn+1

. _ .’L’T
ngr-{-loo FT’n(x) B (1 - :E)TJrl

2. a) La loi conditionnelle de X, conditionnée par la réalisation de ’événement
[N = n] est une loi binomiale de parametres n et g, et ([N = n]),en+ est un
systeme complet d’événements. Donc pour tout k € N* ;

P(X =)= 3 P(X =k/N =n)P(N =n) = 3 ChqhpFpgn!
n=1 n=~k
k 2k—1
— (D) S gy = (1)) _pg
= n(Pg)" = =
(p) = (p) (1 _ pq)k+1 (1 _pq)kJrl
Et pour £k =0 :
S 145 (2 = 2 q
P X = 0 = n n = L fd = 4
( ) nglqpq pn:lq 1_q2 1+q
) 5 pg?h1
b) La série > k—-———= est convergente.
P (1—pg)tH i )
idral <ot - P4 g k-1 q
Le terme général s’écrit : TE k(g —pq) yavec 0 < 37— < 1.
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On a alors : h1 )
E(X) = P4 — yull k(-4 k=1
&) k; (1—pg)*™" (1 —pg)® 1;::1 (=)
_ P 1 - P4
(I-pa)” (1--)2 (A-pg—q) P

* Si p =¢q = 1/2, on joue en moyenne 2 fois avec la premieére piece et on
a donc en moyenne 1 fois Pile avec la seconde. Le résultat ci—dessus parait
normal.

* Sip=1/r, E(N) = r et on joue en moyenne r fois avec la probabilité
rr;l d’obtenir Pile. On obtient Pile en moyenne (r — 1) fois. On retrouve

E(X) = %.

Exercice 11.

1. Soit X une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur 0, 1].
On pose Y =In X.

Déterminer la loi de Y.
2. Soit (a,b) deux variables aléatoires a densité, indépendantes, définies sur

un espace probabilisé (2, B, P), suivant toutes deux la loi uniforme sur 0, 1].
A tout w € Q, on associe I’équation :

a(w)z? —bw)r+1=0
On note a(w) et B(w) les racines dans C de cette équation.

Déterminer la loi de la variable aléatoire S définie par :

Sw) = a(w) + (W)

Solution :

1. On sait que Y (Q2) =]—o00,0]. Aussi pour tout < 0 :
P(Y <) = P(n(X) < 2) = P(X < ¢%) = Fx (e?)
ou Fx est la fonction de répartition de la variable aléatoire X .
Par conséquent :
Fy(z) = {FX(ex) =e® siz<0

) 1 siz >0
et une densité de Y est alors :

ho=(; 5
2. On sait que : S(w) = a(w) + B(w) = ZE‘::))

Pour déterminer la loi de S on étudie la loi de InS = Inb—Ina = Z; — Zs,
avec comme densités respectives :
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_[e* six <0 _Je™ siz >0
le(w)—{o siz>0 fZZ(m)_{o siz <0

Une densité h de In(S) est alors définie par convolution :

+o0 0
Wo)= [t OF ze-tdt= [ of pe- v

— 00

donc :
z o z
/ eZt*Idt:% siz <0

/ th—xdt:e; siz>0

Enfin, comme S(Q) = R*, il vient, pour z > 0 :
P(S<z)=P(lnS <lnz)=Fhs(nz)

—00

soit :

0 siz <0
(lnz) siz>0
et :

0 siz <0
fs(m):{ 1/2 sio<z <1
1/(22%) siz>1

Exercice 12.

1
SoitI:/ z dz .
—1(1 +x2)\/1 —zt

1. Montrer que I converge. Déterminer sa valeur.

2. Soit f définie par :

0 siz<Oouz>1
f@)y=9 2 Go<z<1
(1+22)v1—at
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire ayant f pour densité.
X a-t-elle une espérance ? une variance 7

Solution :

x
1. La fonction ¢ : # = ——————— est continue sur |—1,1[, donc

(1+22)V1—a*
intégrable sur tout segment de cet intervalle.

1

e au voisinage de 1, on a 0 < g(z) ~ 1 fonction qui est intégrable au
-z

voisinage de ce point (intégrale de référence de Riemann).

e au voisinage de —1, on fait un raisonnement identique en valeur absolue,
ou mieux on invoque I'imparité de la fonction a intégrer.



120 ESCP-EAP 2001 - Oral

Enfin, puisque g est impaire et l'intégrale convergente, il vient :

I=0
2. a) La fonction f est positive et continue sur R\ {1}. De plus :
+ 00 1 l1—a
; 2z
flz dm:2/gm dr = lim
—o0 (@) 0 (@) ab=0Jy (14 22)V/1 -z

La fonction cosinus est bijective de [0,7/2] sur [0,1] et de classe C'. Posons

x = v/cost. Il vient :
1 o *
. 2dt - dt
9 de = 1 STt cost = . ] 2cos2(1/2)
fpo@a= [ arie =i, et

1
2/ g(z)dx = lim [tant]i =1
0

a—0,0—7/2

b) Au voisinage du point 1, on a :
22" 2
0< - ~
1+2>)V1-2t Vi-z
Ainsi, 'intégrale définissant E(X™) est convergente, et X admet un moment
d’ordre n, ceci pour tout n € N*.

Exercice 13.
Soient n et p deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

1. Soient (X1, Xo,..., Xy, Y1,Y2,...,Y},), n+p variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].
On note :
Rn:maX(Xl,Xg,...,Xn), Sp:maX(Yl,Yg,...,Yp)

a) Déterminer la loi de R,, et la loi de S,.

b) En déduire la loi de In R,, et celle de In .S, ou In représente la fonction
logarithme népérien.

c¢) En déduire une densité de la variable aléatoire P = R,,Sp,.

d) Montrer que P admet des moments de tous ordres. Calculer son
espérance.

2. Solent (z1,%2,-..,Tn,Y1,Y2,---,Yp), n + p nombres réels positifs ou nuls.
Montrer que :
max(zy, T2, ..., Tn) - max(y, Yz, ..., Yp) = max  (z;y;)

1<i<n,1<j<p
3. En utilisant le résultat de la question précédente, on cherche a déterminer
la loi de P de la maniere suivante :

e on détermine la loi du produit X;Y}, pour tout 1 <i<n,1<j<p.

e on détermine la loi de max X;Y;.
1<K, 1 <p

Cette méthode présente un inconvénient majeur. Lequel 7
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Solution :
1. a) On sait que R, (2) = [0,1], et pour tout = de cet intervalle :
P(R, <z)=[] P(X; < z) = 2"
i=1

Donc la fonction de répartition de R,, est donnée par :

0 siz<O
FRn(m):{x” sio<z<1
1 siz>1

Le calcul de la loi de S}, est identique.

b) On aln(R,,)(Q2) = R, et pour tout z < 0 : Fi g, () = €"*. Une densité
est alors :

f]an(ﬂ:):{ 0 Sl$>0

n.e™  sinon

Le calcul de la loi de In S, est identique.

c) Par indépendance des variables aléatoires en jeu, et par convolution, si
onpose Z=InR,+1InS), :

0
fZ(x) = /flan (u)flnsp (Z’ - u) du = / np_epze(nfp)u du pour r < 0
R T
Donc :
e sin=p

falz) = { —xn?.e™® s? <0
0 sinon

e sin#p
DP_(epr —ene) sz < 0

fz(z) = { n—p

Puis fp(z) = fz(Inz) x %, soit :

0 sinon

sin#p: fplzx) = { nn_pp(avl’*1 Yy size0,1]

0 sinon

2,.n—1 .

d) On voit que E(P*) existe dés que n > 1 et p > 1 et un calcul immédiat
donne :

()" sin=p

WEDGED NEP

E(P) =

2. Classons les (2;)1<ign €t les (yj)1<j<p en notant :
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Alors max(z;) X max(y;) = ¥(n).Y(p) €t ce produit reste supérieur a tout
produit xg.ye.

3. Il est simple de déterminer la loi de X;Y;, pourtout 1 <i<netl < j<p.
Mais les np variables aléatoires X;Y; ne sont pas indépendantes !
La loi de max(X;Y;) sera nettement plus difficile & obtenir.

i,

Exercice 14.
On considére un espace probabilisé (2, B, P) et deux variables aléatoires X
et Y définies sur Q et & valeurs dans {1,...,n+1}, ol n est un entier naturel
supérieur ou égal a 2.
On pose, pour tout couple (i,5) € {1,...,n+ 1}2,
am = P(X = i,Y :])

On suppose que :

1 S

ai’j:{% sili+j—(n+2)=1
0 sinon

1. a) Vérifier que la famille (a; ;) ainsi définie est bien une loi de probabilité
de couple.

b) Ecrire la matrice A € My41(R) dont le terme général est a; ;. Vérifier
que A est diagonalisable.
2. Déterminer les lois de probabilité de X et Y.
3. Pour tout couple (i,j) € {1,...,n+ 1}2, on pose :

bij =P(X =i/Y =j)
(ou P(A/B) désigne la probabilité conditionnelle de A, sachant que B est
réalisé).
Déterminer la matrice B € M, (R) dont le terme général est b; ;.
P(X =1)

Montrer que le vecteur v = est vecteur propre de B.

P(X =n+1)

Solution :

1. a) Tous les scalaires a; ; sont positifs ou nuls. Déterminons le nombre de
termes a; ; non nuls. Ce sont les termes pour lesquels :

e soiti+j=mn+3,avecl<i4,j <n+ 1, soit tous les couples (i,7) de la
forme (i,n+3—i),avecl <i,n+3—-i<n+lou2<ig<n+1l.llyenan;
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e soiti+j=mn+1,avec 1 <i,j <n+1,soit tous les couples (i,7) de la
forme (i,n+1—i),avec 1 <i,n+1—i<n+loulg<i<n. llyenan
également.

Au total il y en a 2n. Ceci montre que Y>> a;; =1eton a bien défini
1<i,j<n+1
une loi de probabilité.

b) La matrice A s’écrit sous la forme :

0 ... ... ... 1/2m 0
0 ... .. 1/2n 0 1/2n
A= 0
1/2n . :
0 1/2n ... ... .. 0

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée.

n+1
2. La loi de X est donnée par P(X =i) = ) a; ;. Donc:
i=1

o P(X=1)=2 (a1, #0).
e P(X=n+1)= %, (ant1,2 #0).
e pour2<i<n,P(X=1)= %: (@s,n43—i> @int1—i 7 0).
Par raison de symétrie Y suit la méme loi que X.
Qi,j
P(Y =)

b1, # 0 si et seulement si j = n. Donc by ,, = %

3.a)Ona, pour tout 1 <i,j <n+1:b;=

® byy1,; # 0 siet seulement si j = 2. Donc byq1,0 = %

e Pour2<i<n,b;;#0sietseulementsij=n+3—-iouj=n+1-—4.
Donc :
{b2,n+1 =1 bintz—i =1/2
bn,l =1 bi7n+17i = ]-/2
ce qui donne la matrice :

0 ... ... ... 1/20
0 ... ... 1/2 0 1
B= 0
1 0 1/2 . :
0 1/2 ... ... ... 0

b) On vérifie alors aisément que :
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1/2n 1/2n
1/n 1/n
Bl | =]
1/n 1/n
1/2n 1/2n

Exercice 15.

Soit p €]0,1] et ¢ = 1 — p. On considere la matrice A € M3(R) définie par :

0 10
A= 0 0 1
-p’q¢ 0 1

1. Montrer que les valeurs propres de A sont p et les deux réels a et b définis
par :
a+b = ¢
{ ab = —pq

2. On considere une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé (€2, B, P), pour lesquelles, & chaque épreuve, la
probabilité du succes est p.

Si 'on obtient deux succes consécutifs, on dit que ’on a réalisé un doublé.
Pour tout n > 2, on note :

e A, I’événement «le premier doublé est obtenu par un succes a la (n —1)™°
épreuve et un succes a la n®™® épreuve ».

e B, I'événement : «un doublé au moins est obtenu dans les n premieéres
épreuves ».

On note p, = P(A,,) et on pose p; = 0.
n
a) Montrer que P(B,) = > p, puis que :
k=1
5 n
Pnts =P°q <1— Em)
k=1

b) En déduire que, pour tout n € N* : p, 13 = ppi2 — p*qpn, puis que :

. 2an—l_bn—l
Pn=p a—b

Solution :

La méthode du pivot de Gauss appliquée a la matrice A — AI donne :
—p?q¢ 0 1-A
A—-A~ 0 p’¢ XA-1)
0 0 P(X)
ou :
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PA) =N =N =p* +p> = (A =p)(N*> — A\g — pq)
Ainsi X est valeur propre de A si et seulement si A = p ou A2 — A\g — pg = 0.
Les racines a et b de cette derniére équation sont réelles et distinctes (car son
discriminant A = ¢? + 4pq est strictement positif), et elles vérifient :

a+b = gq
ab = —pq

2. a) L’événement B,, est «un doublé au moins est obtenu dans les n premieres
épreuves ». C’est donc également «un premier doublé est obtenu dans les n
premieres épreuves ». Ainsi :
n
B, = U A
k=2
événements qui sont deux a deux incompatibles. Donc :

P(B,) = kz:;ZP(Ak) - kz: P(Ay) (car py = 0)

Notons S; (resp. E;) I’événement «obtenir un succes (resp. un échec) a la

1 ™€ épreuve». On a alors :

Bpis = Bp N Epp1 N Spgo N Spys
et, par indépendance :

Pnt3 = P(B_n)P([EnJrl N Spt2N Sn+3]/B_n) =(1- pn)pzq

Donc :
n

Pnts =p7q(1 = > pr)
b) On a :
n n—1
Pnts — Ptz = P2q(1— X pi) —p%q(1 — X p) = —pPapn

Enfin, montrons la relation :

. 2an71_bn71
Pn =P a—b

par récurrence sur n.
e La relation est vérifiée pour n =1 (p; = 0) et n = 2 (p2 = p?);

e supposons la relation vérifiée jusqu’a un certain ordre n + 2. Alors :
9 an—i—l _ bn+1 4 an—l _ bn—l
! a—>b P a—>b

= Lo (@ (@ = pPq) = 0" (0~ p*q))
Or, par la premiere question, a et b vérifient a®> — p’q = a
qui permet d’achever la démonstration de la récurrence.

Pnts = Pnt2 — PPqpn =P

3,b2 —p2q = b3, ce

Exercice 16.

—+o0o
1. Montrer que pour tout réel a, l'intégrale I(a) = / est conver-
a

e2t + 1
gente et la calculer.
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2. Soit f la fonction définie sur R par :

Sy ————
! 7(1 + z?)
Vérifier que f est une densité de probabilité (on pourra utiliser le changement
de variable z = tanu).

3. Montrer, en les calculant, qu’il existe deux réels A et B, indépendants de
u tels que, Vu € R :
1 __A +_B
(u+1)(e** +u) v+l e 4y
4. On considere deux variables aléatoires X et Y, indépendantes, de densité
f-

a) Déterminer une densité de In |X]|.
b) Déterminer une densité de Z = In(|XY]).

Solution :
1. La fonction ¢ %ﬂ est continue sur R (car son dénominateur est
e

continu et ne s’annule pas), donc intégrable sur tout segment de R.

Au voisinage de +o00 : 0 < 2t1 1"~ e~ 2t fonction qui est intégrable sur ce
e

voisinage. On en déduit que I(a) existe par le théoréme de comparaison des
intégrales de fonctions positives.

Le changement de variable u = e~¢ donne :

—a

e —a
I(a) = udu_ — L2 4 1)) = Iin(e20 + 1
(a) /0 e 2[ n(u® + )]0 5 n(e 2 + 1)

2. La fonction f est continue sur R a valeurs positives. Le changement de
variable v = tan z donne :

w/2
/f(m)dm:l/ du=1
R ™ —7/2

3. Il suffit de réduire au méme dénominateur et d’identifier pour obtenir :

1 __1 ( L, _e® )
(u+ 1) +u) 1—e*®\ut+l " 2 4y
4. a) Pour tout z réel :
P(in|X| < 7) = P(IX| < %) = Pe * < X < %) = Fy(e) — Fx(e™*)
et si g désigne une densité de In|X] :

b) On a Z = In|XY| =1In|X| + In|Y]|. Ces deux variables aléatoires sont
indépendantes, puisque X et Y le sont. Une densité h de Z est alors donnée
par convolution :
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+o0 z [T
wa)= [ ogla—na=25 [ ot

ou too
h(:l?) — 4.e” et dt
7_‘,2 e (e2t 4 1)(e2x +e2t)

Pour z # 0 et en utilisant la question précédente :

+oo 2t +oo
dt 1 1 1
J = = — dt
/ 2t + 1 ( 2 +e2t) 1— e2x /—oo (e2t +1 ez(tfz) + 1)

On ne peut partager cette derniere intégrale en deux, puisque chaque intégrale
diverge en —oo. Il faut donc écrire : :

J(a) = oo dt oo dt
P L@ ]

1 —2a 1 —2(a—=x 1 —2a +1
= 5ln(e 2 +1) - 5ln(e el )+1)_§1H(efe‘z(a*z)+1)
lim,—, o J(a) = %ln (ez%) =—x
Donc, pour z # 0 :
4z.€"
h =
(:E) 71_2 (e2z 1)
qui se prolonge par continuité en 0 par h(0) = %
™

Exercice 17.

On admet que la mesure d’une grandeur physique, dont la valeur exacte est
m, suit une loi normale N (m, 10) d’espérance m et d’écart-type I 15 -

On effectue une série de n mesures indépendantes et on note Y;, la moyenne
des résultats obtenus.

1. Montrer que Y,, est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Combien faut-il effectuer de mesures pour que l'erreur relative commise
sur m soit inférieure & 1% avec une probabilité supérieure & 0,9 7

On pourra utiliser la table de la loi normale jointe au sujet.

Solution :
1. La variable aléatoire Y, suit la loi normale A'(m,——) donc son
espérance et, sa variance valent :

E(Y,) =m, V(Y =

m
10n?
Ainsi Y,, est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Notons Y’ la variable centrée réduite associée a Y,,. Alors :
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P(IY, = ml < fA5) = P(Y;1 < Y1) =28 () -1

ou ® est la fonction de répartition de N'(0,1). D’ot, en utilisant une table de
la fonction @ :

2@(%)—1;0.9@\{—?21.65@712273

Exercice 18.

On effectue une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
n € N* ) on désigne par p,, la probabilité qu’au cours des n premiers lancers
le résultat « Pile » n’ait pas été obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1,p2 et ps.
Dans la suite on pose pg = 1.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 3, on a :
DPn = %pnfl + ipn72 + %pn73 (*)
2. a) Montrer que pour tout z € [0, 1], la série Y p,z™ est convergente.
+0o0
b) Pour z € [0, 1], calculer la somme de la série Y p,a".
n=0
3. a) Montrer que ’équation (E) : 82° — 42% — 22 — 1 = 0 admet une unique
racine réelle ; on la note r. Encadrer r par deux entiers consécutifs.

b) Montrer que ’équation (E) admet deux racines complexes conjuguées,
w et w, de module strictement inférieur a r.

c) Montrer que la suite (p,) est une combinaison linéaire des trois suites
(r™), (Ww™) et (@™). (On pourra montrer que le C-espace vectoriel des suites
complexes vérifiant la relation (x) est de dimension 3).

d) En déduire la convergence et la limite de la suite (p,),. Donner une
explication du résultat obtenu.

Solution :

1. a) On trouve p; = po = 1l et p3 = puisque l’événement contraire

7
8 )
«obtenir trois Piles consécutifs » se réalise avec la probabilité %
b) Sin > 4, on n’a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F; ou Py F» ou Py P> F3, ou P; (resp. F;) consiste & obtenir Pile
(resp. Face) au i*"° lancer. A l'issue de chacune de ces séquences on est alors
revenu au point de départ.
Ainsi, notons A ’événement «ne pas obtenir 3 Piles consécutifs au cours des

n premiers lancers » :
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+P(A/(PLN P, N F3))P(PLN PN F3)
soit :

Dn = %pnfl + ipn72 + %1%—3

2. a) Comme 0 < p, < 1, pour tout n € N, on a pour 0 < z < 1,
0 < ppa™ < 2™. On en déduit la convergence de la série Y p,a”.

b) Par convergence des séries en question, on peut écrire :

2 3
> paz™ = G (2 pao12™ ) + G (2 P2 %) + 5 (X pasr™ )
n>3 n=3 n>3 n>3

oo
ou, en notant S(z) = Y pya™:
n=0
2

S(m)—l—w—m2:%(S(m)—l—m)+%(S(m)—1)+x—35(m)

soit :

_ 22 +4x+8
S =
(z) 8 — 4z — 22% — 1°

3. a) Soit P(xr) =8x% — 422 — 2z — 1. On a :

P'(z) = 242% — 8z — 2 = 24(x — 1/2)(z + 1/6).
Ceci permet d’étudier les variations de P sur R et d’en déduire que P(z) < 0
pour z < 1/2, puis que P est strictement croissante sur [1/2, +00].

Comme P(0)P(1) < 0, ’équation (E) admet une unique racine réelle r
appartenant a ]0, 1[.

b) On remarque d’abord que P étant un polynéme réel de degré 3,
le théoreme de d’Alembert permet d’affirmer que P admet deux racines
complexes conjuguées w et w.

Soit donc w tel que P(w) = 0. Alors 8w® = 4w? 4 2w + 1 entraine que
8lw]? < 4wl + 2lw| +1
donc que P(|w|) < 0, ce qui d’apres les variations de P entraine que |w| < 7.

c) Le C-espace vectoriel S des suites complexes vérifiant la relation () est
de dimension 3.
* On montre en effet facilement que c’est un sous-espace vectoriel de ’espace
des suites sur C.
* Il suffit ensuite de montrer que les suites (uy), (v,), (w,) de S définies par :
Ug = 1 Uy = 0 Uy = 0
Vo = 0 v = 1 V2 = 0
'LUOZO 'LU1:0 'LU2:1
en forment une base.
e toute suite de S étant définie par ses trois premiers termes est donc com-
binaison linéaire des trois suites définies ; la famille proposée est génératrice.
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e ces trois suites forment un systeme libre, puisque toute suite de S
identiquement nulle a ses trois premiers termes nuls et donc tous ses termes
nuls.

Montrons que les trois suites (r"), (w"), (@™) forment un systeme libre :
si pour tout n > 0 : Ar™ + pw™ + vw™ = 0, on divise par r", puis on fait
tendre n vers I'infini pour obtenir A = 0. En faisant alors n = 0, puis n = 1,
comme w # w, il vient p =v =0.

d) On a donc pour tout n € N, p, = Ar™ + pw™ + vw".
Comme |w| = |@"| < r, il vient :

im Pn —
nEIJrrloo Ar™ 1

soit P, ~ Ar™, et comme 0 <r < 1:

lim p,=0

n—+00

Explication : lors d’un «grand» nombre de lancers, il y aura presque
certainement une séquence de 3 piles consécutifs.

Exercice 19.

On note X, , une variable aléatoire binomiale de parametre (n,p), ou n est
un entier naturel non nul et p un réel de ]0, 1.

1. On pose p = P[X, , = k], avec k € [0,n]. Rappeler la formule donnant
Pk-

2. Soit k un entier naturel compris au sens large entre 0 et n — 1, on pose
_ Pr+1
t(k) = .
Pk

Calculer ¢(k) en fonction de n,p, et k.

3. Les nombres n et p étant supposés fixés tels que le produit n.p soit égal a
un entier naturel non nul A, montrer qu’il existe un unique entier naturel kg
compris entre 0 et n — 1, que 'on calculera en fonction de n et p, puis de A,
tel que :

e pour tout entier naturel k, 0 < k < ko = t(k) > 1, et

e pour tout entier naturel k, n — 1>k > ky = t(k) < 1.

En déduire la valeur M (n,p) du maximum de pg, et une valeur kp.x de
I'indice k pour laquelle ce maximum est atteint.

4. On suppose maintenant que la variable aléatoire binomiale X, , . a pour
parametre (n,p,), avec p, €]0,1[.

On cherche a étudier le comportement de M (n,p,) selon les valeurs de n.
On continue & supposer que pour tout n entier naturel, np, = X est fixé, A
entier naturel non nul.

a) Montrer que M (n,p,) admet lorsque n tend vers 'infini une limite finie
que 'on déterminera en fonction de .
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b) Comparer le résultat obtenu avec la valeur du maximum de la loi de
Poisson de parametre A.

Solution :
1. Yk e [0,n],pr = CEp*(1 — p)»—*.

_n—k _p
(k)_k+1 1-p

3.Pourke0,n—1]:t(k) 2 1< (n—k)p> (k+ 1)(1 —p)
= m+p>k+1

Le nombre ko cherché est donc |(n + 1)p — 1], car on vérifie facilement que
ce nombre est bien compris entre 0 et n — 1.

Orko+1=|(n+1)p| =|np+p|=|np] =X\ et:
M(n,p) = Cop*(1—p)"

2. En revenant aux factorielles : ¢

4. a) En remplacant et en utilisant la relation n.p,, = A :

M(n,pn) = A(n . ! (lgnpn)k(l_l )*”
A n—x n(n — n—
= gy e A
Or (1-2)"* = exp ((n - M) In(1 - 2)) = p((n—/\)(—%+0(n’1))

=exp(—A+o(1 ) e
nn—1)---(n—-A+1) _

,do

A —
lim M(n,p,) = AT

Ic
b) Soit ¥ < P(\) et g = P(Y = k) = 22 " Alors :

k-l
ql(c]-lic-l = —kj‘_ T et le maximum de g est obtenu pour gj.

On trouve donc le méme résultat que dans la question précédente (ce qui
n’est pas tres étonnant puisque l'on est dans les conditions d’approximation
du phénomene binomial par le phénomene de Poisson).

Exercice 20.
Soit f la fonction de R dans R définie par :

f(x):m

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Déterminer la fonction de
répartition d’une variable aléatoire X ayant f pour densité.
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2. Soit ¢ la fonction de R dans R définie par :
e’ —1
€Tr) =
#(@) e’ +1
Etudier les variations de . Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur
]—1,1] et déterminer sa bijection réciproque.

3. On définit une variable aléatoire Y par :
Y = p(xX) = =1
et +1
Déterminer la fonction de répartition et une densité de Y.

Solution :

1. La fonction f est définie sur R, continue et positive.
1 est une primitive de f et donc :

On remarque que x +— —

e

1+
b
1 1
t)dt = —
/af() 1+e? 1+e @

—+o0
L’intégrale f(t) dt est convergente et vaut 1 :
oo

f est une densité de probabilité
Si X est une variable aléatoire de densité f, on a :

—T

Ve eR F(z) = P(X <) = %

+e
2. La fonction ¢ est définie sur R, dérivable, et : p'(z) = % > 0.
e
Comme lim ¢(z) = —1 et lim ¢(z) = 1, ¢ réalise une bijection
T——00 T—+00

strictement croissante de R sur |—1, 1[.

y= gi 4__1 et = i—i% et donc Vy €]-1,1[,po *(y) =In (1—+y)

3. Y prend ses valeurs dans |—1, 1] et, pour tout z de |—1,1
PV <) = P(p(X) < 2) = P(X < ™' (1) = P(X <In (

[:
1+
1—2x

)
e (i) 1+ 1= 2
Ainsi : [V < u(-1,1)|

Exercice 21.

1. Soit p €]0,1[. On dispose d’une piece amenant «pile» avec la probabilité
p. On lance cette piece jusqu’a obtenir pour la deuxieme fois «pile». Soit X
le nombre aléatoire de «face» obtenus au cours de cette expérience.
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o)
a) Déterminer la loi de X. Vérifier que ) P(X =n)=1.

n=0

b) Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.

2. On procede a I'expérience suivante : si X prend la valeur n, on place n+ 1
boules numérotées de 0 & n dans une urne et on tire ensuite une boule de
cette urne.

On note alors Y le numéro obtenu.

a) Déterminer la loi de Y.
b) Montrer que Y admet une espérance et calculer sa valeur.

3. On pose Z = X — Y. Donner la loi de Z et vérifier que Z et Y sont
indépendantes.

Solution :

1.a) X(2) = Net pour n € N, ’événement (X = n) est réalisé si et seulement
si on obtient exactement une fois «pile» au cours des (n+ 1) premiers lancers,
le (n + 2)*° lancer amenant «pile», soit, avec ¢ =1 —p :

VneN,P(X =n)=(n+1)pg"p = (n+1)p?q"
La série rencontrée est une série de référence et :

S P(X=n)=p* Y k¢ =p —L =1
n=0 k=1 (1-q)

b) La convergence est & nouveau évidente, et :
o)

E(X)= 3 n.P(X =n) =p*q 3. h(k—1)¢"* = p’q—2—;
n=1 k=2 (1 q)

B(X) =2

2.a)Vne NVk € [0,n+1],P(Y =k/X =n) = n-li—l et, par la formule

des probabilités totales :

VEEN,P(Y = k) = i_'f P(Y = k/X =n)P(X =n)

:Oon_'_]_Zn].:ZkOOnfk:Zk].
nZ:)k( 4" g =P nZzikq A —

3. La variable Z prend ses valeurs dans Net (Z =h) = [V =j)Nn(X =
j=0
h+ )]
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Cette réunion étant disjointe, il vient :

P(Z=h) =5 P(Y = j/X = h+j)P(X = h+j) = . p*q"*i
=0 =0

VheN,P(Z = h) =pq" %_q = pq"

Ona:P(Z=nn{ =j)]=P[X=h+i)n{ =j)
=P(Y =j/X =h+j)P(X =h+j)=p*q"t
On constate que 'on a : P[(Z =h)N (Y =j4)]=P(Z=h)P(Y =j) et :
‘ Y et Z sont indépendantes‘

Exercice 22.

Soit f la fonction définie sur R par :

_Ja37® siz>0
J(@) = {a.39” siz <0

1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
a) Déterminer la fonction de répartition de X

b) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.
3. On pose Y = 3%,
a) Déterminer la fonction de répartition de Y.

b) Y admet-elle une espérance ?

Solution :

1. La fonction f est continue sur R, positive sia > 0 et :

+oo —+o0
/ 3_”d:1::/ e_m”da::%
0 0 n

0 0 1
i — xln3 —
/7003 dx—[we d:z:——ln3
—+o0

IS
Il
D=

Ainsi f est une densité de probabilité si fl@)de =1, i.e si

— 00

2.a) xSiz <0, F(z) = ln3/ etnd dgi = %31

x
«Siz >0, Fz) = F(0) +/ ety =1 132,
0
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—+o0o
b) L’intégrale / tf(t) dt est convergente, car la fonction & intégrer est
0

négligeable au voisinage de +o0o devant %2 ; il en est de méme par imparité
0
pour l'intégrale / tf(t) dt et, toujours par imparité :

— 00

E(X)=0

3. Y prend ses valeurs dans Rt et :

Vo> 0,P(Y <x) = P3¥ <x) = P(X < 1)
Inz

xSi0<z <1, Fy(a) = 53m5 = £

. _lnz
*SIZ’>1,Fy(:E): —%3 In :]__ﬁ

b) Pour > 1, on prend pour densité de Y la fonction f : x — 2% ; comme

x
+oo
zf(x) ~ l, / zf(x)dz est divergente et Y n’a pas d’espérance.
(+00) 2x 0

Exercice 23.

Soit n un entier naturel de N*. Une urne contient n boules numérotées depuis
1 jusqu’a n. On effectue trois tirages au hasard d’une boule de cette urne, en
replacant a chaque fois la boule obtenue avant le tirage suivant.
On désigne par M la variable aléatoire égale au plus grand des numéros
obtenus et par m la variable aléatoire égale au plus petit des numéros obtenus,
et enfin, par Z la variable aléatoire égale & M — m.
1. a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Z.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z.

c) Déterminer, en fonction de l’entier n, l’espérance E(Z).

2. a) Déterminer un polynome P de R[X] tel que :
P(X +1) - P(X)=nX? - X*

b) En déduire la variance V(Z) en fonction de n.

Solution :
1.a) Z(Q) =[0,n —1].
b) x (Z = 0) est réalisé si on obtient trois fois la méme boule, donc :

-1y _ 1
P(Z=0)= =) ==
(Z2=0=%(;)" =
* Pour k # 0, (Z = k) est réalisé si le plus petit numéro obtenu vaut i, le

plus grand valant alors ¢ + k, et i pouvant varier depuis 1 jusqu’a n — k.
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Il existe 6(k — 1) tirages réalisant min = ¢, max = i + k, le troisiéme numéro
obtenu étant strictement compris entre i et i+ k (on choisit les trois numéros,
et on peut les ordonner de 3! fagons), et il existe 3 tirages ot le min est doublé
et également trois tirages ou le max est doublé.

Ainsi : i
n~r6(k—1)+6 6k(n — k
P(Z=k) = (k=1)+6 _ Gk(n —k)

i=1 n n

1 n—1 6 n ) n

¢) Ainsi B(Z) = L Y 682 (n— k) = S (n 3 k2= 3 8
n- k=1 n k=1 k=1
2 —

E(Z) = n2_nl

2. a) Par disparition des termes de plus haut degré, on cherche un polynme
de degré 5 et, par identification, on trouve :

_ X’  n4+2v4 _3m+2yv3 ., ny2, 1
P(X) = 5 + 1 X 5 X +4X +30X

n
Par addition : P(n) — P(1) = P(n) = Y. k*(n — k), d’ou :
k=1

V(2) = B(2%) ~ [E(Z)] = S Pn) - (F=1)?, soit -

Exercice 24.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
un espace probabilisé (Q, B, P) a valeurs dans {—1,1}, telles que pour tout
n>1:

P(X,=1)=P(X,=-1)=1
1. a) Calculer I'espérance E(e!%~), pour t réel fixé.

b) Montrer que pour tout ¢ réel, on a E(etX») < et’/2.

; ¢ X
( on rappelle que pour tout réel ¢ : e* = - )

n=0

n
Pour tout n > 1, on pose S, = >, Xj.
k=1

2. a) Calculer I’espérance F(et%=) en fonction des nombres E(et**), 1 < k <
n.

b) Calculer pour tout ¢ réel, lim E(e!S»/V™),

n—-+o0o

3. Soit a un réel strictement positif.
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a) Montrer que, pour tout ¢ réel :
P(Sn > ) < e B(e!Sh)
b) En déduire que :
P(Sy > a) e @/

e
¢) En déduire un majorant de P(|S,| > a).

Solution :

1.a) On a: E(e!X) = %(et +e7t).

t2n

1.t SR /2 _ o
b) Ona 5 (e’ +e7') = nZ::O 2! et e /2= nZ::O ]
Or (2n)! =2".n!(1.3....(2n—1)) > 2".n! et donc, par sommation et passage
a la limite :
VteR E(etXn) < et’/2

n
2. a) E(etS") = E(]] e%*) et les variables X1, ..., X, étant indépendantes,
k=1
il en est de méme des variables ef ..,etXn L’espérance de leur produit
est donc le produit de leurs espérances :

Bets) = (B(eX))" = (e

X1
ye

¢ —t n
b) En remplacant ¢ par ﬁ il vient : E(etS»/vn) = (M) =

Uy -

Un développement limité, pour n tendant vers l'infini donne :

Ty ot/ 2 B 2 ~
e -_Te +2e ):nln(1+£—n+o(n 2)):%+o(n )

In u, :nln(

’ 2 . 2 /e
Par conséquent In u,, — % et | lim wu, = et /2
n—00

—t

t
3. a) Comme E(et®») > 1 (faire une étude rapide de la fonction ¢ — & +2e

sur R) le résultat est banal pour ¢t < 0.
Supposons donc ¢t > 0. Le théoreme de transfert donne :
E(et5)= Y e*P(S,=k) > > et*P(S, = k)
keSS, () keSL(Q)/k>a
E(etS+) > > e!P(S, = k) =e!*P(S, > a)
k€S, () /k>a
Soit :

‘P(Sn > a) < e E(et5) ‘

b) Ainsi, grce au résultat 1. a) : V£ € R, P(S, > a) < e t%ent’/2,
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nt’

Ort— —ta+ 5

2
est minimale pour ¢t = %, le minimum valant —g—n, donc :

P(S, >a)<e o/

¢) (|Sul =2 a) = (S, 2 a) U (S, < —a), mais S, et —S,, suivent la méme
loi, donc par disjonction :

P(|Sn| = a) = 2P(S,, > a) < 2.c7/2n

Exercice 25.

Soit (2, B, P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires de cet
exercice seront définies sur cet espace.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1]. On pose
D=—-InU.

1. a) Déterminer la loi de D, puis la loi de Dy = %, pour A > 0.
b) Déterminer la loi de 1 — U.

2. Soit p €10, 1] un réel donné.

a) On pose pour tout k € N* :

Er={weQ/1-p)F<A-U)(w) <A-p* '}

Montrer que ([U = 1], (Er)r>1) constitue un systeme complet d’événements.

b) On définit une application G sur €2 & valeurs dans N par :

0 siU(w)=1
Vo e Gw) = {k si w(e )Ek

Montrer que G est une variable aléatoire. Quelle est la loi suivie par G ?

3. En Turbo—Pascal, la fonction random simule une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur [0, 1].

Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui simule la loi de Dy puis celle de
G déterminées dans les questions précédentes.

Solution :

1.a) U =]0,1] = D(Q2) =[0,+o0] et :
Ve>20,P(D<Lz)=P(-nUL2)=PUz2e®)=1—-e""
On reconnait alors dans la loi de D la loi exponentielle de parametre 1.

On voit alors facilement que Dy = %D suit la loi exponentielle de parametre

A
b) Si U < 1(]0,1]), alors 1 — U < ([0, 1]).

2. a) Si k #{, alors E, N Ey = 0, pour tout k, E, N[U = 1] = 0 et enfin, la
suite définie sur N par k — (1 — p)* est strictement décroissante de premier
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o0
terme 1 et de limite nulle. Par conséquent [U = 1]U |J Ej =, et on a bien
k=1

affaire a un systeme complet.
b) On a G(Q?) =Net :
VE>1L,P(G=k)=P(1-p"<1-U<(1-p)f ") =01-p* "' =(1-p)"*
=p(1 —p)*!
et P(G=0)=PU =1)=0.
Donc @ suit la loi géométrique de parametre p.

3. a)
Function expo(lambda :real)

begin

expo := 1/lambda*(-1ln(random))

end ;

b)
Function geom(p :real)
var x :real

begin

X :=random

if x=1 then geom :=0
else geom := ceil(ln(1-x)/1n(1-p))

end ;
Eneffet:(1—p)’“<1—U<(1—p)’“’1<:>k—1<M
In(1 - p)

Exercice 26.

1. Si X est une variable aléatoire de densité uniforme sur )0, 1], quelle est la
loideY =—InX?

2. a) Si (X;)igign est un n-uplet de variables aléatoires indépendantes de
n

méme loi que X, quelle est la loi de la variable aléatoire Z,, = ] X;?
i=1

b) Calculer ’espérance et la variance de la variable aléatoire Z,,.

3. Un individu généreux, dispose initialement d’une somme d’argent de a
euros.

A chaque rencontre qu’il fait, il partage ce qui lui reste de fortune (r euros) de
maniere aléatoire entre lui-méme et cette personne, en choisissant au hasard
un nombre x entre 0 et 1, en s’accordant xr euros et en donnant le reste au
bienheureux (on admet que les euros puissent étre indéfiniment divisibles).

A l’issue de n rencontres il lui reste B euros. Que peut-on dire de E,, = 2"B?

Solution :
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1. La fonction In étant bijective de ]0,1] sur R™, Y prend ses valeurs dans
Rt et :
Ve>0,PY <z)=P(-InX<2)=PX 2e®)=1—-¢"

Y — £(1)

n
2. a) Soit S,, = —1n(Z,) = > Vi, on Y; = —In(X;).

i=1
Chaque Y; suit la loi £(1) et les Y; sont indépendantes, on en déduit que S,
suit la loi Gamma de parameétre (1,n), c’est-a-dire qu’une densité de S,, est :

n—1_—z
fs.(z) = ﬁ, siz>0; fs,(z) =0 sinon

Alors, pour tout x de ]0,1], on a :
Fy (v) =P(Z,<x)=P(S, > —Ilnz)=1- Fs, (—Inz), soit :

I 1 _lnxtn—le—t d
7. (%) = —/0 -

Une densité fz, de Z,, s’obtient par dérivation et :

(—Inz)" !

Va €l0,1], fz,(x) = L fs, (~Inz) = NCESVE

T

b) B(Z,) = ﬁ/o z(—Inz)" ! da.

Le changement de variable u = —Inz donne :
T 1 I 1
— —2u, n—1 — —v,n—1 — L
E(Z,) = o= 1)!/0 ety du (= 1)!/0 e Yo" dv 5
(intégrale de référence pour la loi Gamma).
On trouve de méme E(Z2) = L. soit :
1 1 1
E(Zy) =L vz,)=1 -1
n
3.0nakE,=2"B=2"a ][] X; =2"aZ,.
i=1
* E(E,) = a et E, est un estimateur de a.
*x V(Ey,) = da® ((%)n —1) — 400 : E, est un estimateur non convergent.
n—o0

Exercice 27.
n

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et on appelle H,, le nombre %, que
i=1

I’on ne cherchera pas a simplifier.

On dispose dans une urne n jetons numérotés de 1 a n.
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1. Dans un premier temps, on préleve au hasard ces n jetons, un par un et
sans remise.

On note u = (u1,us,-..,uy,) les numéros des jetons dans l'ordre dans
lequel ils ont étés tirés.

Pour v = (uy,us,...,u,), on dit qu’il y a record en ¢ > 2 si l'on a :
u; > max(uy,...,u;—1). On convient qu’il y a record en 1.

a) Pour tout ¢ de [1,n], montrer que si p; est la probabilité qu’il y ait un

record en ¢, on a p; = 7

b) On appelle S, le nombre de records obtenus au cours des n tirages.
Calculer I'espérance de S,,.
2. Dans un deuxiéme temps, on préleve, toujours au hasard, successivement,
mais cette fois avec remise, un jeton dont on note le numéro u; pour le ™
tirage. On dit maintenant qu’il y a record en 1 et en tout ¢ > 2 tel que
w; > max(Uy, ..., Ui—1).
On note r la probabilité qu’il n’y ait qu'un record (en 1), c’est-a-dire que
up < up pour tout k > 2.
Pour tout j > 2, on note r; la probabilité de I’événement :

AJ’ = (UQ <U1)ﬂ(U3 <’U/1)ﬂ...ﬂ(u]'+1 <U1)
S’il y a au moins deux records, on note t, la durée de vie du premier record,
c’est-a-dire i — 1 si le deuxieme record est au rang i.

n—1 .
k
a) On pose ry = 1. Montrer que pour tout k& > 0, on a 7 = % ) (%) )
i=0

En déduire que la série de terme général rj, est convergente.

b) Pour tout k& > 0, exprimer la probabilité de I’événement (t,, > k) a 1’aide
de 7y et de r. En déduire une expression de la probabilité de I’événement
(t, = k) et montrer que r = 0.

c) Calculer espérance E(t,) de la durée de vie du premier record.

d) Montrer que (t,),>2 converge en loi vers une variable aléatoire dont on
précisera la loi.

Solution :

1.a) Onap; =1et pouri € [2,n], p; = % Ci(i—1D)(n—i)= %

En effet, on a C; facons de choisir les i premiers jetons, 1 fagon de placer le
plus grand de ceux-ci en i®™ position, (n — 1)! facons de placer les (i — 1)
autres et enfin (n — 7)! fagons de placer a la suite les (n — i) jetons non
sélectionnés.

b) Soit X; la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 s’il y a un

n n
record en i et 0 sinon. On a S, = Y X;, dou E(S,) = > E(X;) et, avec
i=1 i=1
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n—1 .
2. a)*r():l:l > (l)o.
* Pour &k > 1, la fa;nille (Bi)igisn = (u1 = i)1gign constitue un systeme
complet, donc :
n n
Tk :P(Ak) = ZP(AkﬁBz) = ZP[(ul :i)ﬁ(UQ <i)ﬂ...ﬁ(uk <Z)]
i=1 ;

i=1
Par indépendance des résultats des tirages et équiprobabilité :

_n l._llc:ln—ll.lc
rk_ig (” ) ”igo(”)

S|=

Pour i € [0,n —1],0 < % < 1 et la série de terme général r;, est combinaison
de séries géométriques convergentes, donc est elle-méme convergente.
b) *xOn a P(t, >0)=1—r.
* Pour k > 1, P[(uz < u1) N...N (upy1 < u1)] = P(tn, > k) + r (si le record
u; n’a pas toujours pas été égalé au rang k + 1, c’est qu’il le sera plus tard
ou jamais, ces deux possibilités étant incompatibles). Ainsi :
VEeN,P(t, >k)=ry—r
Comme P(t, =k)=P(t, >k—1)— P(t, > k) :
(VE>1,P(t,=k) =rp 1 — x|

J
On aalors : ) P(t, = k) = ro —r; = 1 —r;. La convergence de la série
k=1

o0 o0
> rp prouve que son terme général tend vers 0, donc Y P(t, = k) =1, et :
k=1 k=1
(oo}
r=1-5% P(t,=k)=0
k=1
o0
c) On a classiquement, la convergence étant acquise : E(¢,) = > P(t, >

k=0
k) (ce que l'on retrouve en écrivant P(t, = k) = P(t, > k—1) — P(t, > k)
et en séparant alors la série en deux).
Par linéarité de la sommation des séries convergentes :
1 n—1 oo ik 1 n—1 1 n—1
E(tn):ﬁZZ(ﬁ):ﬁg‘; _g‘;

: i
=0 k=0 1 n

1
n—1t

Soit, en réindexant :
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1
d) Pour tout k de N, lim r, = / thdt = %H (sommes de Riemann).
0

n—o0

lim P(t, =k) =+ - 1

n=ro0 ko k+1
La suite (t,)n>2 converge en loi vers une variable aléatoire M & valeurs dans
. 1
N*etdeloiVke N, P(M =k) = ———
et de loi Vk € N*, P( ) K+ 1)

Exercice 28.

Soit m un entier naturel au moins égal & 2 et soit n variables aléatoires
X1,Xs, ..., X, définies sur le méme espace probabilisé (2, B, P).

On suppose que ces variables aléatoires ont toutes la méme espérance m et la
méme variance o2, On suppose de plus qu’il existe un nombre réel r tel que :
V(i,j) € [1,n]%i#j = Cov(X;, X;) =r.0?

On pose enfin : X = %(Xl + Xo+ 4+ Xp).
1. Calculer la variance de X en fonction de n,r et o2.
n

2. Calculer I'espérance de Y (X; — X)? en fonction de n,r et o2.
i=1

3. En déduire que —ﬁ <r<1l.

4. On considere une urne contenant deux boules blanches et n — 2 boules
noires. On extrait les boules de cette urne, une par une, au hasard et sans
remise.

Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire valant 1 si la i®™ boule
obtenue est blanche et 0 sinon.

a) Pour i € [1,n], calculer la variance de X;
b) Sii et j sont deux éléments distincts de [1,n], calculer Cov(X;, X;).

c) Montrer que ’encadrement obtenu en 3. ne peut pas étre amélioré sans
perdre sa généralité.

Solution :
1. Par les propriétés de la variance :

V@) =VE LX) =LY vE)+2 ¥ Cov(X, X))
i=1 n- =1 1<i<ji<n
Puis :

2. Ilnvient :
E[ Y (X; - X)?]

i=1
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= B[ Y- (X;—m ~ (X - m)?]

= B[ 3 (X = m)?] + B[ = m) (X (K = m) =2 3 (X = m))]
:E[é:l(Xi—mﬂ+E[(7—m)(§:1(X m) — 2n(X —m))]
= B[ > (X; —m)2] —nE(X —m)? = 3 V(X;) —nV/(X)

Il
Q
[ V)
=
S
| —
-
i
I

1)(1—r).

p— n p—
3. On sait que V/(X) > 0 et que E[ 3 (X; — X)?] > 0. Les résultats des deux

i=1
questions précédentes donnent :
_ni Tsrst
4. Chaque variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli B(1,2/n). Donc
N 2
De plus, pour i # j :
o o 2m=2)! 2
Pl =) = 1)) = 202 2

soit : 49

Cov(X: X)) = 2—2<n

OV( zr J) n2(n_1)
et :
COV(XZ',X]') _ _ 1

PXi,X; =

o(Xo(X;) ~ n-1

Mais on peut également avoir » = 1. Pour cela, il suffit de prendre toutes les
variables aléatoires X; égales.
Les inégalités obtenues dans la question 3. sont donc les meilleures possibles.

Exercice 29.

1

Rappeler pourquoi les séries Z>: % gl -3 sont convergentes. On notera
= n/
1 1
G2 = 2_28t(3: > 3
n=1MN n=1MN

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N*, telle que pour tout & € N* :
P(X ) 03]{? + 3k + 1
(k(k +1))°

ou C est une constante positive.
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout z € R*t :

3> +3:z:+1 a b
@+ D) 2 @+l
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b) Déterminer la valeur de C.

c) Déterminer la valeur de X la plus probable.

2. a) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.

b) Montrer que X admet une variance V(X)) et la calculer.

3. A Daide de I'inégalité de Cauchy—Schwarz, montrer que :

X
(G)* < EIX(X + D] B[]
’ n
4. Ecrire une procédure récursive en Pascal permettant de calculer ) %, la
k=1
valeur de n étant donnée.

Solution :

1. a) De maniere évidente, on obtient a = 1,b = —1.
b) Il suffit d’écrire que Y. P(X = k) = 1, soit par télescopage :
k>1
Y (-1l )=t1eec=1
=k (k+1)
P(X=k+1)

c¢) Une étude de la position par rapport a 1 de montre que

P(X = k)
la valeur de X la plus probable est 1 et P(X =1) = %¢

2. a) Toutes les séries manipulées étant convergentes, on peut écrire :

_ (K k 1 1 1
E(X)_,;(F_m)_k;(ﬁ_(k+1)2+(k+1)3)

et :

(B =1+G-1=¢|

b) De méme :

N 1 By 211 2 1
POO=Z G g =& G G G )

Soit, par télescopage des premiers termes :
(B =1+42G -1~ (G-1)=26—G

et

(V) =26 -G -G

3. Les séries Y k(k+ 1)P(X = k) et > ﬁP(X = k) sont convergentes

et :

E(X(X+1) =Y k(k+ )P(X =k), E(x2+) =Y E-P(X =k)
k=1

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz :
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@ = B(X) = 121 KP(X = k)

G < (S rrrnree=n)" (£ ghyrec=p) "

4. Function Zeta(n :integer) :Real ;
Begin
If n=1 then zeta3d :=1
else zeta3 :=zeta3(n-1)+1/(n*n*n)
end ;

Exercice 30.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soient (V;)i1<i<n €t (Wj)i<j<n,
2n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

1. Déterminer la loi de InV; (1 < i < n), puis celle de In (WL)’ ou In désigne
la fonction logarithme népérien. '

Reconnaitre la loi de In (WL) Préciser son espérance et sa variance.
i

2. Déterminer la loi de Y; = %, pour 1 <7 < n.
(3
3. On note Z,, la variable aléatoire définie par Z,, = 1r<m£1 (v5).
<ign

a) Déterminer la loi de Z,.
b) Calculer la probabilité de I’événement (Z,, > 1).

c) Etudier l'existence des moments de Z,,.

Solution :

1. On a InV;(Q) = R, et pour tout < 0, Fi,v;(z) = e* ; d’ott une densité

de InVj :
_f[e? sizx<0
finvi (@) = {0 sinon
De la méme fagon, In(1/W;)(Q) = R et F_1,w,(z) =1—e"* sur Rt. d’ou :
_Je™ siz>0
fomw (@) = { 0 sinon
La variable aléatoire In(1/T¥;) suit la loi exponentielle £(1) d’espérance 1.

2. On sait que InY; =1nV; 4+ (—InW;) et par indépendance :
finvi (@) = /flnvi(u)f—mwi (z —u) du
R
D’ou : .
. T
e siz <0, finy,(z) = / e “e?du = %

— 00
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0 —

7ooe*“”e2“du = %

Pour tout z > 0, P(Y; < z) = P(InY; < Inz) = F,y;(Inx).
D’ou une densité de Y; :

e siz >0, finy,(z) =

0 siz<0

1/2 i0<z<1
frlay = 1P 0SS

522 sixz>1

On remarquera que Y; ne possede pas d’espérance.

3. a) Pour tout z € RT :

P(Z, > 2)

n +o0

I1 P> =) = (

i=1 z

Donc, en remarquant que Fy(z) =1 —P(Z > z) :

fy(z) d:z:) !

F =
Zn (Z) 1— (21)n si 2 2 1
z
ce qui donne pour densité :
0 ) siz <0
n z n— .
o () = 5(11—5) . sio<z<1
n(2z)n71 X ? six 2 1
b) On a immédiatement P(Z, > 1) = 2%
¢) L'espérance E(ZF) est la somme de :
1
o lintégrale %(1 — %)n_lzkdz qui converge quel que soit k& € N.

0

+00
e lintégrale / n@)% X 2Lzzkdz qui converge si et seulement si
1 z z

0<k<n.
Les moments existent donc jusqu’au rang n — 1 inclus.
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