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PROBABILIT�ES

Exercice 3.1.

1. Soit (
; T ; P ) un espace probabilis�e et soit X : 
 ! R une variable
al�eatoire r�eelle v�eri�ant X(
) � N.

1. a) Montrer que, pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

kP (X = k) =
n�1P
k=0

P (X > k)� nP (X > n).

1. b) On suppose que la variable al�eatoire X admet une esp�erance not�ee
E(X).

Montrer que, pour tout n 2 N, 0 6 nP (X > n) 6
+1P

k=n+1

kP (X = k).

En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge et que :
+1P
n=0

P (X > n) = E(X).

1. c) On suppose que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge. Montrer
que la s�erie de terme g�en�eral kP (X = k) converge et que X admet une
esp�erance.

1. d) �Enoncer le th�eor�eme qui vient d'être �etabli.

2. Un horticulteur plante n oignons de narcisse dans un jardin (avec n 2 N
� ).

Chaque oignon est susceptible de 
eurir au printemps et ne donne une 
eur
qu'avec la probabilit�e p ; de plus, s'il donne une 
eur une ann�ee, il re
eurit de
mani�ere certaine les ann�ees suivantes mais s'il n'en donne pas, cela n'in
ue
en rien sur ce qui est susceptible de se passer les ann�ees suivantes.
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Pour j 2 f1; 2; : : : ; ng, on note Xj le nombre al�eatoire d'ann�ees n�ecessaires
au narcisse num�ero j pour produire une premi�ere 
eur. On suppose que
X1; X2; : : : ; Xn sont des variables al�eatoires et qu'elles sont mutuellement
ind�ependantes.

On note X le nombre al�eatoire d'ann�ees au bout duquel le jardin sera, pour
la premi�ere fois, 
euri des n narcisses.

2. a) ExprimerX en fonction deX1; X2; : : : ; Xn, et calculer, pour tout k 2 N,
P (X > k).

2. b) En d�eduire que X admet une esp�erance et exprimer cette esp�erance
comme somme d'une s�erie.

3. D�eterminer un �equivalent simple de E(X) lorsque n tend vers +1.

On utilisera des int�egrales bien choisies de la fonction x 7! 1��1�(1�p)x�n
ainsi que le changement de variable x =

ln(1� t)
ln(1� p)

�

Solution :

1. a) Soit n 2 N
� :

nP
k=0

kP (X = k) =
nP

k=0

kP (X > k � 1)�
nP

k=0

kP (X > k)

=
n�1P
j=0

(j + 1)P (X > j)�
nP
j=0

jP (X > j)

=
n�1P
j=0

P (X > j)� nP (X > n)

b) Soit n 2 N, 0 6 nP (X > n) = n

1P
k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

kP (X = k)

(la derni�ere s�erie converge, car X admet une esp�erance).

Comme le reste d'ordre n d'une s�erie convergente tend vers 0 lorsque n tend
vers l'in�ni, il vient par encadrement :

lim
n!1

nP (X > n) = 0

Il r�esulte alors du a) que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge et :
1P
n=0

P (X > n) = E(X)

c) Pour tout n 2 N
� ,

nP
k=0

kP (X = k) 6
n�1P
j=0

P (X > j) 6
1P
j=0

P (X > j) (car

la derni�ere s�erie est �a termes positifs et convergente).

On en conclut que la s�erie de terme g�en�eral positif kP (X = k) converge et
donc que X admet une esp�erance.
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d) On vient de montrer que siX est une variable al�eatoire �a valeurs dans N,
X admet une esp�erance si et seulement si la s�erie de terme g�en�eral P (X > n)
converge et dans ce cas :

E(X) =
1P
n=0

P (X > n)

2 a) Il est clair que X = max(X1; X2; : : : ; Xn). Soit k 2 N ; par ind�ependance
on a :

P (X 6 k) =
nQ
j=1

P (Xj 6 k) =
nQ
j=1

[1� (1� p)k] = [1� (1� p)k]n, ainsi :

P (X > k) = 1� [1� (1� p)k]n

b) lim
k!1

(1�p)k = 0 et on sait qu'au voisinage de 0 (pour h) : (1+h)n�1 �
nh

En cons�equence : P (X > k) �
(k!1)

n(1� p)k

Il s'ensuit que la s�erie de terme g�en�eral positif P (X > n) converge, puisque
celui-ci est �equivalent au terme g�en�eral d'une s�erie g�eom�etrique convergente.

On conclut que X admet une esp�erance, avec :

E(X) =
1P
k=0

[1� (1� (1� p)k)n]

3. la fonction f : x 7! 1� (1� (1� p)x)n est d�erivable sur R et pour x > 0 :

f 0(x) = n(1� (1� p)x)n�1(1� p)x ln(1� p) 6 0

Donc f est d�ecroissante et pour tout m 2 N :Z
m+1

0

f(x) dx 6
mP
k=0

f(k) 6 f(0) +

Z
m

0

f(x) dx

Soit m 2 N
� . Le changement de variable x =

ln(1� t)

ln(1� p)
est de classe C1 de

[0; 1� (1� p)m] vers [0;m] et donne :Z
m

0

f(x) dx = � 1
ln(1� p)

Z
1�(1�p)m

0

1� t
n

1� t
dt = � 1

ln(1� p)

� nP
k=1

t
k

k

�1�(1�p)m

0

Quand m tend vers l'in�ni, 1 � (1 � p)m tend vers 1 et donc l'int�egraleZ
m

0

f(x) dx tend vers � 1
ln(1� p)

nP
k=1

1
k
.

En passant �a la limite lorsque m tend vers +1, on obtient donc :

� 1
ln(1� p)

nP
k=1

1
k
6 E(X) 6 1� 1

ln(1� p)

nP
k=1

1
k

On conclut classiquement que l'on a :

E(X) �
(n!1)

� lnn
ln(1� p)

Exercice 3.2.
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Une urne U1 contient n boules blanches et une urne U2 contient n boules
noires.

On tire �a chaque tirage simultan�ement une boule dans U1 que l'on met dans
U2 et une boule dans U2 que l'on met dans U1.

On note, pour k > 1, Xk la variable al�eatoire �egale au nombre de boules
blanches dans U1 apr�es le k-i�eme tirage, et X0 la variable constante �egale �a
n.

On pose, pour k > 0, Zk =

0
BB@
P (Xk = 0)
P (Xk = 1)

...
P (Xk = n)

1
CCA .

1. a) D�eterminer la matrice An telle que, pour k > 1, Zk =
1
n
2
AnZk�1.

b) Quelle est la probabilit�e qu'au bout de n tirages on n'ait que des boules
noires dans U1 ? Quel(s) coe�cient(s) de An

n peut-on en d�eduire ?

2. On se place dans le cas n = 2.

a) Etudier la suite de terme g�en�eral E(Xk).

b) Montrer que Y1 =

0
@ 1
4
1

1
A, Y2 =

0
@ 1
�2
1

1
A et Y3 =

0
@ 1

0
�1

1
A sont des

vecteurs propres de A2.

c) En remarquant que Z0 =
1
6
Y1+

1
3
Y2� 1

2
Y3, d�eterminer Zk pour k > 1.

d) En d�eduire, pour 0 6 i 6 2, la limite de P (Xk = i) lorsque k tend vers
l'in�ni.

Solution :

1. a) Pour tout i 2 f0; : : : ; ng, on peut �ecrire

P (Xk = i) =
nP
j=0

P (Xk = i=Xk�1 = j)P (Xk�1 = j)

Or, si i =2 fj � 1; j; j + 1g; P (Xk = i=Xk�1 = j) = 0 et

P (Xk = j � 1=Xk�1 = j) =
j
2

n
2
; P (Xk = j=Xk�1 = j) =

2j(n� j)

n
2

;

P (Xk = j + 1=Xk�1 = j) =
(n� j)2

n
2

Donc :

P (Xk = 0) = 1
n
2
P (Xk�1 = 1); P (Xk = n) = 1

n
2
P (Xk�1 = n� 1) ;

et pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g :
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P (Xk = i) =
(n� i� 1)2

n
2

P (Xk�1 = i� 1) +
2i(n� i)

n
2

P (Xk�1 = i)

+
(i+ 1)2

n
2

P (Xk�1 = i+ 1)

ce qui donne :

An =

0
BBBBBBBBB@

0 12 0 � � � � � � 0

n2 2(n� 1) 22 0 � � � ...

0 (n� 1)2 4(n� 2) 32 � � � ...
. . .

. . .
. . .

...
... 22 2(n� 1) n2

0 � � � � � � 0 12 0

1
CCCCCCCCCA

b) Le nombre de boules blanches dans U1 diminue d'au plus une unit�e �a
chaque tirage. Il diminue de n en n tirages si et seulement s'il diminue d'une
unit�e �a chaque tirage, c'est-�a-dire si et seulement si �a chaque tirage on tire
une boule noire de U2 et une boule blanche de U1.

Ainsi :

P (Xn = 0) =
nQ

k=0

(n� k)2

n
2

=
(n!)2

n
2n

or : Zn =
� 1
n
2

�n
An
n

0
BBBB@
0
0
...
0
1

1
CCCCA, est de premier coe�cient P (Xn = 0)

On en d�eduit que le coe�cient A1;n+1 de An
n
vaut (n!)2.

2. Il vient A2 =

0
@ 0 1 0
4 2 4
0 1 0

1
A et

0
@P (Xk = 0)
P (Xk = 1)
P (Xk = 2)

1
A = 1

4
A2

0
@P (Xk�1 = 0)
P (Xk�1 = 1)
P (Xk�1 = 2)

1
A

a) Un calcul �el�ementaire donne, pour tout k > 1 :

E(Xk) = P (Xk = 1) + 2P (Xk = 2)

= P (Xk�1 = 0) + 1
2
P (Xk�1 = 1) + P (Xk�1 = 2) + 21

4
P (Xk�1 = 1)

= P (Xk�1 = 0) + P (Xk�1 = 1) + P (Xk�1 = 2) = 1

b) Il su�t d'e�ectuer le calcul pour voir que :

A2Y1 = 4Y1; A2Y2 = �2Y2; A2Y3 = 0

c) On a :

Zk =
1
4k
Ak
2
Z0 =

1
4k
�1
6
Ak
2
Y1 +

1
3
Ak
2
Y2 � 1

2
Ak
2
Y3

�
= 1

4k
�1
6
4kY1 +

1
3
(�2)kY2

�
= 1

6
Y1 +

1
3� 2k

(�1)kY2
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On en d�eduit que lim
k!+1

Zk =
1
6
Y1.

d) Par suite, on a :

8<
:

lim
k!+1

P (Xk = 0) = lim
k!+1

P (Xk = 2) = 1
6

lim
k!+1

P (Xk = 1) = 2
3

Exercice 3.3.

On �etudie dans une population une grandeur X suivant une loi uniforme sur
un intervalle de longueur 1 : [�; � + 1] et on cherche �a estimer �.

On consid�ere donc un �echantillon (X1; : : : ; Xn) ind�ependant extrait de la loi
uniforme sur [�; � + 1].

On pose Sn = max
16i6n

Xi et In = min
16i6n

Xi.

1. D�eterminer la loi de Sn, son esp�erance et sa variance.

2. En remarquant que In = � max
16i6n

(�Xi), donner l'esp�erance et la variance

de In.

3. On pose, pour � 2 [0; 1], �n(�) = �(Sn � 1) + (1� �)In.

a) D�eterminer � pour que �n(�) soit un estimateur sans biais de �. On
note �n l'estimateur ainsi obtenu.
b) En admettant que Cov(Sn; In) =

1
(n+ 1)2(n+ 2)

, calculer la variance

de �n.

4. On pose Xn = 1
n

nP
i=1

Xi et �
0
n = Xn � 1

2
.

a) Montrer que �0
n
est un estimateur sans biais et convergent de �.

b) Si vous deviez estimer �, quel estimateur choisiriez-vous et pourquoi ?

Solution :

1. On a Sn(
) = [�; � + 1], et pour tout x de cet intervalle :

FSn(x) = P (Sn 6 x) = P
� nT
i=1

(Xi 6 x)
�
= [FX(x)]

n = (x� �)n

Ainsi, Sn admet comme densit�e :

fSn(x) =

�
n(x� �)n�1 si x 2 [�; � + 1]

0 si x =2 [�; � + 1]

Une int�egration par parties donne

E(Sn) =

Z �+1

�

nx(x � �)n�1d� = � + n

n+ 1

puis V (Sn) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)
.
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2. Pour tout i 2 [[1; n]], �Xi suit la loi uniforme sur [�� � 1;��]. La loi de
max
16i6n

(�Xi) est celle d'une variable Sn correspondant �a �0 = �� � 1.

Son esp�erance est alors �� � 1
n+ 1

et sa variance est n

(n+ 1)2(n+ 2)
.

En�n comme In = � max
16i6n

(�Xi), il vient :

E(In) = � + 1
n+ 1

; V (In) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)

3. a) Par lin�earit�e de l'esp�erance, �n(�) est un estimateur sans biais de � si
et seulement si :

� + 1� 2�
n+ 1

= �, i.e. � = 1
2

b) On a :

V (�n) =
1
4
V (Sn) +

1
4
V (In) +

1
2
Cov(Sn; In) =

1
2(n+ 1)(n+ 2)

4. a) Un calcul �el�ementaire donne E(�0
n
) = E(Xn)� 1

2
= �.

De plus, V (�0
n) = V ((Xn) =

1
12n

, qui admet pour limite 0 lorsque n tend

vers l'in�ni.

�0
n est donc un estimateur sans biais et convergeant du param�etre �.

b) On remarque que V (�0
n
) > V (�n), car

1

2(n+ 1)(n+ 2)
6

1

12n
�equivaut

�a (n� 1)(n� 2) > 0.

Donc �n est plus �able que �0
n.

Exercice 3.4.

Pr�eliminaire :
tan d�esigne la fonction tangente. On pose g(x) = tanx, pour tout r�eel x
strictement compris entre ��

2
et +�

2
:

Montrer que g est une bijection de
���

2
;
�

2

�
sur R.

Sa bijection r�eciproque g�1 est not�ee Arc tan.
Montrer que Arc tan est d�erivable sur R, et que :

8x 2 R;Arc tan0(x) = 1
1 + x

2

En d�eduire que, pour tout r�eel strictement positif c, et pour tous r�eels A et
B, Z B

A

c

c
2 + t

2
dt = Arc tan

�
B

c

��Arc tan
�
A

c

�
.

On se donne deux variables al�eatoires X et Y ind�ependantes, de densit�es
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respectives fX et fY , avec fX(t) =
a

�(a2 + t
2)

et fY (t) =
b

�(b2 + t
2)
; pour

tout r�eel t.

(a et b d�esignent deux r�eels strictement positifs.)

On pose Z = sup(X;Y ), et V = X2.

1. V�eri�er que fX et fY sont bien des densit�es de probabilit�e.

2. a) D�eterminer une densit�e de Z.

b) La variable al�eatoire Z poss�ede-t-elle une esp�erance ? Une variance ?

3. a) D�eterminer une densit�e de V .

b) La variable al�eatoire V poss�ede-t-elle une esp�erance ? Une variance ?

Solution :

Pr�eliminaire :
La fonction g = tan est de classe C1 sur ]��=2; �=2[, avec g0(x) = 1+tan2 x >
0, donc g r�ealise une bijection strictement croissante de ]��=2; �=2[ sur son
image qui est R.

Sa bijection r�eciproque g�1, not�ee Arc tan, r�ealise une bijection strictement
croissante de R sur ]��=2; �=2[, de classe C1, avec :

8 t 2 R;Arc tan0(t) = 1
g
0(g�1(t))

= 1
1 + tan2(Arc tan t)

= 1
1 + t

2

On a alors, par le changement de variable u = t
c
:Z

B

A

c

c
2 + t

2
dt =

�
Arc tan( t

c
)
�B
A
= Arc tan B

c
�Arc tan A

c

1. La fonction fX est continue sur R, positive et paire. D'apr�es le pr�eliminaire :Z A

0

fX(t) dt =
1
�
Arc tan A

a
�!

A!+1
1
�
�
2
= 1

2

Ainsi

Z
+1

0

fX(t) dt est convergente de valeur 1
2
; on conclut de même, par

parit�e, sur R� que

Z
+1

�1
fX(t) dt converge et vaut 1. Donc fX est bien une

densit�e de probabilit�e. Il ne semble pas n�ecessaire de recommencer pour fY .

2. a) Pour t 2 R, par d�e�nition du sup et ind�ependance de X et Y :

FZ(t) = P (Z 6 t) = P (X 6 t)P (Y 6 t) = FX(t)FY (t)

Or, comme lim
�1

Arc tan = ��=2, on a :

FX (t) =

Z
t

�1

a

�(a2 + u
2)
du = 1

�

�
Arc tan

�
t
a

�
+ �

2

�
D'o :
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FZ(t) =
1
�
2

�
Arc tan

�
t

a

�
+ �

2

��
Arc tan

�
t

b

�
+ �

2

�
Une densit�e fZ de Z s'obtient alors par d�erivation :

fZ(t) =
1
�
2

�
Arc tan

�
t
a

�
+ �

2

�
b

b
2 + t

2
+ 1
�
2

�
Arc tan

�
t
b

�
+ �

2

�
a

a
2 + t

2

b) Au voisinage de +1, on a fZ(t) � a+ b
�

1
t
2
, donc tfZ(t) � a+ b

�
1
t
, qui

est d'int�egrale divergente pour la borne +1.
Ainsi Z n'admet pas d'esp�erance et a fortiori pas de variance.

3. a) V est �a valeurs dans R+ et, par parit�e de fX , pour u > 0 :

P (V 6 u) = P (�pu 6 X 6
p
u) = 2P (0 6 X 6

p
u) = 2

Z p
u

0

fX(t) dt,

soit :

8u 2 R
+ ; P (V 6 u) = 2

�
Arc tan

�pu
a

�
Par d�erivation, une densit�e fV de V est :

8u 6 0; fV (u) = 0 ; 8u > 0; fV (u) =
a

�

1p
u(a2 + u)

b) On a : ufV (u) �
(+1)

a

�

1
u
1=2

, ce qui prouve que l'int�egrale

Z
+1

0

ufV (u) du

est divergente et su�t pour a�rmer que V n'admet pas d'esp�erance et a

fortiori pas de variance.

Exercice 3.5.

Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes et de
même loi. On note F leur fonction de r�epartition commune.

1. Pour tout n > 0, on pose Mn = max(X1; X2; : : : ; Xn). D�eterminer la
fonction de r�epartition Fn de Mn en fonction de F et n.

2. Dans cette question, on suppose que X1 suit la loi exponentielle de
param�etre �. Pour tout n > 0, on pose Zn = �Mn � lnn
D�eterminer la limite en loi de la suite (Zn).

3. Dans cette question, a d�esigne un r�eel strictement positif et on suppose
que X1 admet pour fonction de r�epartition :

F : x 7!
(

0 si x < 0
1� (1� x)a si 0 6 x 6 1

1 si x > 1

Pour tout n > 0, on pose Zn = n1=a(Mn � 1).

D�eterminer la limite en loi de la suite (Zn).

Que retrouve-t-on lorsque a = 1 ?

Solution :
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1. De mani�ere classique :

Fn(x) = P (max(X1; X2; : : : ; Xn) 6 x) = P (
nT
i=1

Xi 6 x)

=
nQ
i=1

P (Xi 6 x) = [F (x)]n

2. On peut �ecrire :

P (Zn 6 x) = P (�Mn � lnn 6 x) = P
�
Mn 6

x+ lnn
�

�
=
�
F
�
x+ lnn

�

��n
Or :

F (x) =

�
1� e��x si x > 0

0 si x 6 0
Ce qui donne :

FZn(x) =

��
1� 1

n
e�x
�n

si x+ lnn > 0

0 sinon
Soit x 2 R �x�e. Pour n 2 N, assez grand, on a x+ lnn > 0, et :

ln
��
1� 1

n
e�x
�n�

= n ln
�
1� 1

n
e�x
� �
(n!1)

n
�� 1

n
e�x
� �!
n!1

�e�x

Par continuit�e de la fonction exponentielle, on a donc : lim
n!1

FZn(x) = e�e
�x

Ainsi pour tout x r�eel, lim
n!+1

FZn(x) = G(x).

Pour terminer cette question, il su�t de v�eri�er que G est e�ectivement la
fonction de r�epartition d'une variable �a densit�e : la fonction G est de classe
C1 sur R, est croissante sur R, de limite nulle en �1, de limite 1 en +1.

3. Selon le même principe :

P (Zn 6 x) = P (n1=a(Mn � 1) 6 x) = P (Mn 6 n�1=ax+ 1)

= Fn(n�1=ax+ 1).

� si x > 0, alors F (n�1=ax+1) = 1, donc, pour tout n, Fn(n�1=ax+1) = 1,

� si x 6 0, alors pour n assez grand �n1=a 6 x, et dans ce cas :

F (n�1=ax+ 1) =
�
1� (�n�1=ax)a

�n
=
�
1� 1

n
(�x)a�n

qui admet comme limite e�(�x)a lorsque n tend vers l'in�ni.

Donc :

lim
n!+1

FZn(x) = H(x) =

�
e�(�x)a si x < 0

1 si x > 0

Il reste �a v�eri�er que H est e�ectivement une fonction de r�epartition, ce qui
ne pose pas de probl�eme.

Lorsque a = 1, F est la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant

une loi uniforme sur [0; 1], et Zn tend en loi vers une variable al�eatoire Y de
fonction de r�epartition : �

ex si x < 0
1 si x > 0
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(�Y suit donc la loi exponentielle de param�etre 1).

Exercice 3.6.

On dispose d'une in�nit�e de pi�eces. La k
�eme pi�ece donne Pile avec la prob-

abilit�e pk 2 ]0; 1[ et Face avec la probabilit�e qk = 1 � pk. On e�ectue une
in�nit�e de lancers, le k�eme lancer utilisant la k�eme pi�ece.

Pour tout n > 1, on d�e�nit une variable al�eatoire r�eelle Yn par

Yn =

�
0 si Face est tomb�e au n

�eme lancer
1 si Pile est tomb�e au n

�eme lancer
On pose de plus Y0 = 0.

Soit (Xn)n2N la suite de variables al�eatoires d�e�nies par X0 = 0 et pour tout
n > 1 :

Xn = n�maxf0 6 i 6 n j Yi = 0g
1. a) Que repr�esente la variable al�eatoire Xn ?

b) D�eterminer la loi de Xn.

2. Soit T la variable al�eatoire d�e�nie par T = inffm > 1 j Xm = 0g, si cet
ensemble est non vide et T = 0 si fm > 1 j Xm = 0g est vide.
a) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (T = 0).

b) Montrer que P (T = 0) = 0 si et seulement si la s�erie
P
k>1

(1�pk) diverge.

3. On suppose d�esormais que pour tout k > 1; pk = p. Pour n > 1, calculer
la probabilit�e P (T = n).
Quelle est la loi de T � 1 ? En d�eduire l'esp�erance de T .

Solution :

1. a)Xn repr�esente la longueur de la derni�ere s�equence de Pile, apr�es le dernier
Face, �a l'issue du n-i�eme lancer (cette s�equence pouvant être de longueur
nulle).

b) On a Xn(
) = f0; 1; : : : ; ng. De plus :
� l'�ev�enement (Xn = 0) est l'�ev�enement hh le dernier lancer est Face ii ;
donc P (Xn = 0) = 1� pn.

� L'�ev�enement (Xn = 1) correspond �a hhon a eu Pile au n-i�eme lancer et
Face au (n� 1)-i�eme lancer ii ; donc P (Xn = 1) = pn(1� pn�1).

� Plus g�en�eralement, pour tout k > 2, l'�ev�enement (Xn = k) correspond
�a hhon a eu Pile aux lancers n; n � 1; : : : ; n � k + 1 et Face au (n � k)-i�eme
lancer ii ; donc P (Xn = k) = pnpn�1 : : : pn�k+1(1� pn�k).

2. a) La variable al�eatoire T repr�esente l'instant d'apparition du premier Face.
L'�ev�enement (T = 0) est donc l'�ev�enement hhpour tout m > 1; Xm 6= 0 ii, et
on a P (Xm 6= 0) = pm. Donc, par le th�eor�eme de limite monotone :
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P (T = 0) = lim
n!+1

P (
nT

m=1

(Xm 6= 0)) = lim
n!+1

nQ
m=1

P (Xm 6= 0)

= lim
n!+1

nQ
m=1

pm = lim
n!+1

nQ
m=1

(1� qm)

b) Posons un =
nQ

m=1

(1� qm). On a lnun =
nP

m=1

ln(1� qm).

� si la s�erie
P

qm converge, alors, lim
m!+1

qm = 0 et ln(1� qm) � qm.

Ceci implique que la s�erie
P

ln(1� qm) converge, donc que lim
n!+1

ln(un) = a

et

lim
n!+1

un = ea > 0.

� si lim
n!+1

un = ` > 0, alors lim
n!+1

ln(un) = ln `.

Ainsi la s�erie
P

ln(1 � qm) converge, ce qui entrane lim
n!+1

ln(1 � qm) = 0,

donc lim
n!+1

qm = 0 et ln(1� qm) � �qm.
Par la r�egle d'�equivalence pour les s�eries �a termes de signe �xe, la s�erie

P
qm

converge.

Ainsi P (T = 0) = 0 si et seulement si
P

qm diverge.

3. On a P (T = 1) = 1 � p et pour tout n > 2; P (T = n) = pn�1(1 � p).
Ainsi T � 1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1 � p et par propri�et�e de
l'esp�erance

E(T ) = E(T � 1) + 1 = 1 + 1
1� p

.

Exercice 3.7.

On d�e�nit une suite (Pk)k2N de polynômes �a coe�cients r�eels par :

P0(X) = 1; P1(X) = X; et pour tout k > 2 Pk(X) =

k�1Y
i=0

(X � i)

1. Montrer que pour tout n entier naturel, il existe (n+1) r�eels a0;n; a1;n; : : : ; an;n

tels que Xn =
nP

k=0

ak;nPk(X)

Ces r�eels sont-ils d�etermin�es de mani�ere unique ?

2. Soit n un entier naturel, n > 1, et Y une variable al�eatoire r�eelle d�e�nie
sur un espace probabilis�e (
;A; P ) �a valeurs dans f0; 1; : : : ; ng.
Pour tout r�eel x strictement positif, on pose G(x) = E(xY ), o�u E(Z)
repr�esente l'esp�erance d'une variable al�eatoire Z.
a) Montrer que G est de classe C1 et que pour tout k 2 N, G(k)(1)) =

E(Pk(Y )), o�u G(k) d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme de la fonction G.

b) En d�eduire que E(Y k) =

kX
i=0

ai;kG
(i)(1).
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3. On suppose que Y suit une loi binomiale de param�etres n et p. En utilisant
uniquement les questions pr�ec�edentes, calculer E(Y 2) et E(Y 3).

Solution :

1. La famille (Pn)0�k�n est une famille de (n + 1) polynômes de degr�es
�echelonn�es ; c'est donc une base de Rn [X ]. Aussi, existe{t{il (n + 1) r�eels
a0;n; a1;n; : : : ; an;n d�etermin�es de mani�ere unique tels que :

Xn =
nP

k=0

ak;nPk(X)

2. Par le th�eor�eme de transfert :

G(x) =
nP

k=0

P (Y = k)xk

C'est une fonction polynomiale donc de classe C1 sur R. On a :

G(1) =
nP

k=0

P (Y = k) = 1 = E(P0(Y ))

De plus :

G0(1) =
nP

k=0

kP (Y = k) = E(Y ) = E(P1(Y )),

et pour tout ` 6 n :

G(`)(x) =
nP
j=`

j(j � 1) : : : (j � `+ 1)P (Y = j)xj�`

donc :

G(`)(1) =
nP
j=`

j(j � 1) : : : (j � `+ 1)P (Y = j) = E(P`(Y ))

Par lin�earit�e de l'esp�erance, il vient, pour tout k :

E(Y k) = E

� nP
j=0

aj;nPj(Y )
�
=

nP
j=0

aj;nE(Pj(Y )) =
nP
j=0

aj;nG
(j)(1)

3. Lorsque Y suit la loi binomiale B(n; p), il vient :
G(x) =

nP
k=0

Ck

n
pkqn�kxk = (px+ q)n, soit G0(1) = np.

De plus :

X2 = X(X � 1) +X , d'o : E(Y 2) = G00(1) +G0(1) = n(n� 1)p2 + np

En�n X3 = X(X � 1)(X � 2) + 3X(X � 1) +X , donne :

E(Y 3) = G000(1) + 3G00(1) +G0(1) = n(n� 1)(n� 2)p3 + 3n(n� 1)p2 + np.

Exercice 3.8.

On consid�ere deux pi�eces truqu�ees A et B ; A donne Pile avec la probabilit�e
a (0 < a < 1), et B donne Pile avec la probabilit�e b (0 < b < 1) .
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On choisit une pi�ece au hasard et on la lance ; si l'on obtient Pile, on relance
la même pi�ece, sinon on lance l'autre pi�ece. On poursuit ce processus k fois
(k > 2).

1. D�eterminer la probabilit�e de lancer la pi�ece A au k-i�eme lancer.

2. D�eterminer la probabilit�e d'obtenir Pile au k-i�eme lancer.

3. D�eterminer la limite de cette probabilit�e lorsque k tend vers l'in�ni.
Interpr�eter le r�esultat obtenu si l'on suppose maintenant a = 1 et 0 < b < 1.

Solution :

1. Notons les �ev�enements :
An : hh on lance la pi�ece A au n-i�eme lancer ii,
Bn : hh on lance la pi�ece B au n-i�eme lancer ii,
Cn : hh Pile sort au n-i�eme lancer ii.
On peut �ecrire :

P (An+1) = P (An+1=An)P (An) + P (An+1=Bn)P (Bn).

Or si on lance la pi�ece A au n-i�eme lancer, la probabilit�e de la relancer au
coup suivant est �egale �a celle de faire Pile avec cette pi�ece, soit a. De même,
si on lance la pi�ece B au n-i�eme lancer, la probabilit�e de relancer la pi�ece A
au coup suivant est �egale �a celle de faire Face avec la pi�ece B, soit (1 � b).
Donc :

P (An+1) = aP (An) + (1� b)(1� P (An)) = (a+ b� 1)P (An) + 1� b

Le point �xe de cette r�ecurrence arithm�etico-g�eom�etrique est ` = 1� b

2� a� b
et classiquement :

8 k 2 N
� ; P (Ak) = `+ (a+ b� 1)k�1

�1
2
� `
�

2. De la même fa�con, pour k 2 N
� :

P (Ck) = P (Ck=Ak)P (Ak) + P (Ck=Bk)P (Bk)

= aP (Ak) + b(1� P (Ak)) = (a� b)P (Ak) + b

et il su�t de remplacer P (Ak) par sa valeur.

3. Comme a; b 2 ]0; 1[, on a �1 < a+ b� 1 < 1, donc lim
k!+1

P (Ak) = ` et :

lim
k!+1

P (Ck) = (a� b)`+ b = (a� b) 1� b
2� a� b

+ b.

Ce raisonnement est encore valable lorsque a = 1 et 0 < b < 1 (on a encore
�1 < a+ b� 1 < 1) ; dans ce cas ` = 1 et :

lim
k!+1

P (Ck) = 1.

Ce r�esultat est logique ; en e�et si on lance au d�epart la pi�ece A, on obtient
Pile puisque a = 1, et on la relance. Ainsi tous les lancers s'e�ectueront avec
la pi�ece A. On est donc certain d'obtenir Pile au k-i�eme lancer.
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Par contre, si on commence avec la pi�ece B, comme b < 1, on �nira presque
sûrement par changer de pi�ece. A partir de ce moment on n'obtiendra que
des Pile et on ne lancera plus que la pi�ece A. Donc, asymptotiquement, la
probabilit�e de jouer avec la pi�ece A et de ne faire que des Pile vaut 1.

Exercice 3.9.

Soit p un r�eel tel que 0 < p < 1, et f la fonction d�e�nie sur l'intervalle [0; 1]
par

f : x 7! px
2 + 1� p

1. �Etudier les variations de f sur [0; 1].

2. �Etudier la suite (un) d�e�nie par u0 = 1 � p et pour tout n > 0; un+1 =
f(un).

3. On consid�ere une plante qui peut donner naissance �a deux descendants
avec la probabilit�e p ou �a aucun descendant avec la probabilit�e 1 � p. On
s'int�eresse �a sa descendance et on note Xn le nombre de descendants issus de
la n-i�eme g�en�eration, i.e. le nombre de descendants de la plante �a la (n+1)-
i�eme g�en�eration.

a) Exprimer, pour tout entier naturel n 2 N, P (Xn = 0) en fonction de
un.

b) D�eterminer lim
n!+1

P (Xn = 0). Interpr�eter le r�esultat trouv�e.

Solution :

1. f est d�erivable et f 0(x) = 2px, donc f est strictement croissante sur [0; 1],
avec f(0) = 1� p et f(1) = 1.

2. ? f([0; 1]) � [0; 1], donc (un) est bien d�e�nie et �a valeurs dans [0; 1].

? La fonction f �etant croissante, la suite (un) est monotone, et comme :

u1 = p(1� p)2 + 1� p = (1� p)(p(1� p) + 1) > 1� p = u0,

la suite (un) est croissante et comme elle est born�ee elle converge.

? f(x) = x () px2 � x + 1 � p = 0 () x 2 f1; 1� p

p
g, mais la seconde

racine r =
1� p

p
, qui est positive, appartient �a [0; 1] si et seulement si p > 1

2
.

Si p 6 1
2
, la suite (un) est croissante born�ee, donc converge vers l'unique

point �xe de f , �a savoir 1.

Si p >
1
2
, alors u0 = 1 � p <

1� p

p
= r < 1. Par croissance de f on en

d�eduit par r�ecurrence : 8n; un < r et la suite (un) converge vers r.

3. a) ? p0 = P (X0 = 0) = 1� p ;

Pour n 2 N, utilisons le syst�eme complet
�
(X0 = 0); (X0 = 2)

�
:
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pn+1 = P (Xn+1 = 0)

= P (X0 = 0)P (Xn+1 = 0=X0 = 0) + P (X0 = 2)P (Xn+1 = 0=X0 = 2)

Or P (Xn+1 = 0=X0 = 0) = 1 (s'il n'y a pas de descendants �a la premi�ere
g�en�eration, il n'y en aura pas plus tard) ;

P (Xn+1 = 0=X0 = 2) = [P (Xn = 0]2, car cela signi�e que chacun des
deux descendants de premi�ere g�en�eration n'a pas de descendant de n-i�eme
g�en�eration et on conclut par ind�ependance.

Ainsi pn+1 = (1 � p) + p:pn et la suite (pn) v�eri�e la même relation de
r�ecurrence que la suite (un). Comme les termes initiaux sont les mêmes, on
conclut :

8n 2 N; P (Xn = 0) = un

b) Par cons�equent :

si p 6 1
2
; lim
n!1

P (Xn = 0) = 1, et si p > 1
2
; lim
n!1

P (Xn = 0) =
1� p

p

Ceci n'est pas �etonnant, car 2p est l'esp�erance du nombre de descendants
directs de chaque plante. Ainsi, si 2p < 1, la tendance est �a la rar�efaction et
on s'attend �a ce que l'esp�ece disparaisse, tandis que si 2p > 1, la disparition
est possible mais n'est pas quasi-certaine.

Exercice 3.10.

Pour tout a r�eel, on pose : Ma =

�
1 �a
a �3

�

1. a) D�eterminer en fonction de a les valeurs propres deMa, consid�er�ee comme
�el�ement de M2(C ).

b) Pour quelles valeurs de a ces valeurs propres sont{elles r�eelles ?

c) Pour quelles valeurs de a, la matrice Ma est{elle diagonalisable sur R ?

2. Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et X une variable al�eatoire r�eelle
suivant une loi uniforme sur [0; 2]. Pour tout ! 2 
, on consid�ere la matrice

M! =

�
1 �X(!)

X(!) �3
�

Soit Y la variable al�eatoire d�e�nie par hhY (!) est la plus grande des valeurs
propres de M!

ii.

D�eterminer une densit�e de la loi de Y .

Solution :

1. a) Un calcul rapide montre que les valeurs propres de Ma sont � =
�1 � p

4� a2 et � = �1 + p
4� a2. Ces valeurs propres sont r�eelles si et

seulement si jaj � 2.
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b) Lorsque a =2 f�2; 2g, ces deux valeurs propres sont distinctes et Ma est

diagonalisable. Les sous-espaces propres associ�es sontE� = Vect

�
2�

p
4� a2

a

�

et E� = Vect

�
2 +

p
4� a2

a

�
.

Lorsque a 2 f�2; 2g, il existe une unique valeur propre valant �1. Les
matricesM2 etM�2 ne sont pas diagonalisables car autrement seraient �egales
�a �I , ce qu'elles ne sont pas.
2. D'apr�es la question pr�ec�edente, Y = �1+p4�X2 et Y prend ses valeurs
entre �1 et 1.

La fonction t 7! �t2 est strictement d�ecroissante sur l'intervalle [0; 2], donc
la fonction f : t 7! �1 +p

4� t2 �egalement.

Comme f est continue strictement d�ecroissante sur [0; 2], elle induit une
bijection de [0; 2] sur son image [�1; 1]. On a, pour x 2 [�1; 1] :
P (Y 6 x) = P (X > f�1(x)) = 1� P (X < f�1(x)) = 1� P (X 6 f�1(x))

Ainsi : FY (x) = 1� FX (f
�1(x)).

Un calcul �el�ementaire donne f�1(x) =
p
3� 2x� x2 (on doit prendre la

solution positive de l'�equation en t : �1 +p
4� t2 = x).

On a alors (f�1)0(x) = � 1 + xp
3� 2x� x2

.

Comme fY (x) = �fX(f�1(x))(f�1)0(x) = �1
2
(f�1)0(x), une densit�e de Y

est donc :

fY (x) =

( 1 + x

2
p
3� 2x� x2

si x 2 [�1; 1]
0 sinon

Exercice 3.11.

Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et X une variable al�eatoire �a valeurs
r�eelles, de fonction de r�epartition F d�e�nie par :

F (x) =

(
0 si x < 0

1� e�x=2(1 +
x

2
) si x > 0

1. La fonction F est{elle continue sur R ?

2. D�eterminer lim
x!+1

F (x). Interpr�eter ce r�esultat.

3. D�eterminer une densit�e de probabilit�e f de X .

4. �Etudier les variations de f et repr�esenter l'allure du graphe de cette
fonction.

Solution :
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1. La fonction F est manifestement continue sur R� . Sa continuit�e en 0 se
d�eduit des limites �a droite et �a gauche en ce point qui sont nulles.

2. Comme lim
x!+1

e�x=2
�
1 + x

2

�
= 0, on a lim

x!+1
F (x) = 1, ce qui n'a rien de

surprenant puisque F repr�esente une fonction de r�epartition !

3. Pour d�eterminer une densit�e f de X , il su�t de d�eriver F , soit :

f(x) =

�
0 si x < 0

�1
2
e�x=2 + 1

2
e�x=2

�
1 + x

2

�
si x > 0

ou encore :

f(x) =

�
0 si x < 0

1
4
x:e�x=2 si x > 0

Notons que l'on obtient bien une fonction positive !

4. La fonction f est continue sur R, est nulle sur R� et tend vers 0 en +1.

De plus pour x > 0; f 0(x) = 1
4
e�x=2 � 1

8
x:e�x=2 = 1

8
e�x=2(2� x).

On en d�eduit que f est croissante sur ]�1; 2] et d�ecroissante sur [2;+1[ et
donc que F est convexe sur le premier intervalle et concave sur le second.

Exercice 3.12.

Soit f la fonction d�e�nie par :

f(x) =

�
C:e�jxj si x 2 [�1; 1]

0 sinon

1. a) D�eterminer la constante C pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

b) Calculer l'esp�erance et la variance d'une variable al�eatoire suivant une
loi admettant f pour densit�e.

2. SoientX et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes telles queX admette
f pour densit�e et telles que Y suive une loi uniforme sur l'intervalle [�1; 1].
D�eterminer la loi suivie par la variable X � Y .

3. Le livreur L d'un supermarch�e d�ecide de passer livrer chez Madame M
entre 9h et 11h du matin ; il attendraM pendant 15 minutes (si elle n'est pas
l�a !). Pour sa partM rentrera chez elle entre 9h et 11h et y restera pendant une
demi-heure. On prend comme origine des temps 10h et comme unit�e l'heure.
On suppose que L et M agissent ind�ependamment et que leurs instants
d'arriv�ee chez M sont des variables al�eatoires qui suivent respectivement
une loi de densit�e f , et une loi uniforme sur le segment [�1; 1].
Calculer la probabilit�e que M soit livr�ee par L.

Solution :

1. a) La fonction f est positive pour C > 0, continue sur R, sauf en �1 et
1, points o elle admet une limite �a gauche et une limite �a droite. Pour que
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f soit une densit�e de probabilit�e, il su�t de v�eri�er que son int�egrale sur R
vaut 1. Or :

C

Z
1

�1

e�jxjdx = 1() 2C

Z
1

0

e�xdx = 1() C = e
2(e� 1)

Il faut donc prendre C = e
2(e� 1)

.

b) Par sym�etrie X est d'esp�erance nulle et un calcul �el�ementaire (par
int�egration par parties) donne :

V (X) = 2e� 5
e� 1

.

2. Comme Y suit la loi uniforme sur [�1; 1],�Y suit �egalement la loi uniforme
sur [�1; 1]. Comme X � Y = X + (�Y ) et X et �Y sont ind�ependantes, on
peut obtenir une densit�e fX�Y de X � Y par convolution :

fX�Y (x) =

Z
+1

�1
fX(t)fY (x� t) dt = C

Z
1

�1

e�jtjfY (x� t) dt

Or fY (u) =
1
2
si �1 6 u 6 1 et 0 sinon.

Comme x�t 2 [�1; 1]() t 2 [x�1; x+1], il convient de distinguer plusieurs
cas :

� si x > 2, alors x� 1 > 1 et fX�Y (x) = 0,

� si x 2 [1; 2], alors [x� 1; x+ 1] \ [�1; 1] = [x� 1; 1] inclus dans [0; 1] et :

fX�Y (x) =
C

2

Z
1

x�1

e�tdt = C

2
(e1�x � e�1)

� si x 2 [0; 1], alors [x � 1; x + 1] \ [�1; 1] = [x � 1; 1], mais ici x � 1 6 0,
donc :

fX�Y (x) =
C

2

Z
0

x�1

etdt+ C

2

Z
1

0

e�tdt = C

2
(2� ex�1 � e�1)

En�n, on remarque que X�Y est une variable al�eatoire paire (puisque X et
�Y le sont), donc f est paire, ce qui �evite de consid�erer le cas x 6 0.

3. Soit X la variable al�eatoire �egale �a l'instant d'arriv�ee de L et Y la variable
al�eatoire �egale �a l'instant d'arriv�ee de M . Ainsi l'�ev�enement hhL et M se

rencontrent ii est l'�ev�enement hh

�
X;X + 1

4

� \ �Y; Y + 1
2

� 6= ; ii, ce qui est

�equivalent �a :

�1
4
< X � Y <

1
2

Ainsi la probabilit�e p que M soit livr�ee est �egale �a :Z
1=2

�1=4

fX�Y (x)dx = C

2

Z
0

�1=4

(2�e�x�1�e�1)dx+ C

2

Z
1=2

0

(2�e�x�1�e�1)dx

Soit :

p = e
4(e� 1)

�3
2
+ 5e�1

4
� e�1=2 � e�3=4

�
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Exercice 3.13.

Soient n et r deux entiers strictement positifs. Lors de la kermesse d'une
association, n personnes sont pr�esentes. On tire r fois au sort une personne
(avec remise) pour o�rir r lots aux personnes pr�esentes.

1. a) Calculer, en fonction de n et de r, la probabilit�e qu'une personne donn�ee
P1 ne re�coive aucun lot.

b) Soit k un entier inf�erieur strictement �a n. Calculer, en fonction de n et
de r, la probabilit�e que les personnes P1; P2; : : : ; Pk ne re�coivent aucun lot.

2. a) Rappeler la formule du crible.

b) Calculer, en fonction de n et de r, la probabilit�e que chaque personne
ait re�cu au moins un lot.

3. a) Soit m un entier inf�erieur strictement �a n. D�eduire de la ques-
tion pr�ec�edente le calcul, en fonction de n; r et m, de la probabilit�e pm

qu'exactement m personnes, parmi les n personnes pr�esentes, n'aient rien
re�cu.

b) Comment calculer la probabilit�e qm qu'au moins m personnes n'aient
rien re�cu ?

Solution :

1. a) Notons Ai l'�ev�enement hh la personne Pi n'a rien re�cu ii. Les tirages ayant
lieu avec remise, �a chaque tirage on �evite la personne P1 avec la probabilit�e

1� 1
n
et par ind�ependance :

P (A1) =
�
1� 1

n

�r
b) Le même raisonnement donne :

P (A1 \ A2 \ : : : \ Ak) =
�
1� k

n

�r
2. a) P (A1 [ A2 [ : : : [An) =

nP
i=1

(�1)i+1Si, avec :

Si =
P

16n1<n2<���<ni6n
P (An1 \ An2 \ : : : \ Ani)

b) L'�ev�enement G : hhTout le monde gagne au moins un lot ii est l'�ev�enement
contraire de l'�ev�enement A1 [ A2 [ : : : [ An. Donc :

P (G) = 1� P (A1 [ A2 [ : : : [ An)

Dans l'application de la formule du crible, on remarque que la somme Si

comporte Ci

n
termes qui valent tous

�
1 � i

n

�r
, soit en int�egrant le premier

terme hh1 ii �a la sommation :

P (G) =
nP

k=0

(�1)kCk

n

�
1� k

n

�r
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3. a) pm = P
� S
16i1<i2<���<im6n

�
(Ai1 \Ai2 \ : : : \ Aim)

T
(

T
j =2fi1;:::;img

Aj)
��

(en clair : on choisit de toutes les fa�cons possibles les m personnes qui ne
re�coivent rien et les autres re�coivent quelque chose).

La r�eunion �etant disjointe :

pm =
P

16i1<i2<���<im6n
P
�
(Ai1 \ Ai2 \ : : : \ Aim)

T
(

T
j =2fi1;:::;img

Aj)
�

Tous les �ev�enements ayant la même probabilit�e :

pm = Cmn :P
�
A1 \ A2 \ : : : \ Am \ Am+1 \ : : : \An)

= Cmn P (A1 \A2 \ : : : \ Am)P (Am+1 \ : : : \ An=A1 \ A2 \ : : : \ Am)

= Cmn
�
1� m

n

�r
:P (Am+1 \ : : : \ An=A1 \ A2 \ : : : \ Am)

Pour conclure, il su�t d'appliquer le r�esultat de 2. b) avec n�m personnes
au lieu de n :

pm = Cm

n

�
1� m

n

�r n�mP
k=0

(�1)kCk

n�m
�
1� k

n�m

�r
, soit :

pm = Cm

n

n�mP
k=0

(�1)kCk

n�m
�
1� m+ k

n

�r
b) On a qm =

n�1P
k=m

pk (car pn est nul).

Exercice 3.14.

Soit E = R[X ]. On pose Q0 = 1, Q1 = X et pour k 2 N tel que k > 2,
Qk = X(X � 1) : : : (X � k + 1).

1. Montrer que la famille B = (Qk)k2N est une base de E.

2. On note F l'ensemble des polynômes P 2 E tels que pn =
P (n)

e:n!
d�e�nisse

une loi de probabilit�e d'une variable al�eatoire �a valeurs dans N (c'est-�a-dire
qu'il existe Y telle que Y (
) � N et 8n; P (Y = n) = pn). Montrer que pour
tout k 2 N, Qk 2 F .

3. Montrer que F est convexe, c'est-�a-dire que si P1; P2 2 F et � 2 [0; 1],
alors �P1 + (1 � �)P2 2 F . En d�eduire que si P 2 E a pour degr�e p et si

P =
pP

k=0

�kQk avec �k 2 [0; 1] et
pP

k=0

�k = 1, alors P 2 F .

4. Soit P =
pP

k=0

�kQk 2 F avec �k 2 [0; 1] et
pP

k=0

�k = 1 et soit Y une variable

al�eatoire suivant la loi de probabilit�e associ�ee.
�Ecrire XQk dans la base B. En d�eduire l'esp�erance de Y en fonction des �k.

Solution :
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1. La famille B est gradu�ee en degr�es, donc est une base de R[X ].

2. Soit k 2 N, Qk(n) n'est non nul que pour n > k et est alors positif. La
convergence �etant �evidente, on a :

1P
n=0

Qk(n)

e:n!
=

1P
n=k

Qk(n)

e:n!
= 1

e

1P
n=k

1
(n� k)!

= 1
e
e = 1

Donc Qk 2 F .

3. Si P1 et P2 sont dans F , alors pour tout � 2 [0; 1], �P1 + (1 � �)P2 est
�a valeurs positives ou nulles sur N et, toutes les convergences �etant encore
�evidentes, on peut hhcasser ii la sommation :
1P
n=0

[�P1 + (1� �)P2](n)

e:n!
= �

1P
n=0

P1(n)

e:n!
+(1��)

1P
n=0

P2(n)

e:n!
= �+(1��) = 1

Donc �P1 + (1� �)P2 2 F .

De la même fa�con, si P1; : : : ; Pn appartiennent �a F et si �1; : : : ; �n sont des
r�eels positifs de somme 1, alors �1P1 + � � �+ �nPn 2 F .

Comme Q0; : : : ; Qp appartiennent �a F , on a la conclusion voulue.

4. On a XQk = Qk+1 + kQk. Si on note Zk une variable al�eatoire suivant la
loi associ�ee �a Qk, on a :

E(Zk) =
1P
n=0

n
Qk(n)

e:n!
=

1P
n=0

Qk+1(n)

e:n!
+ k

1P
n=0

Qk(n)

e:n!
= 1 + k

Par lin�earit�e de l'esp�erance, on conclut :

E(Y ) =
nP

k=0

�k(1 + k) = 1 +
nP

k=0

k�k

Exercice 3.15.

On observe depuis le bord d'une route R �a sens unique le passage des voitures
�a partir d'un instant 0.

On note T1 la variable al�eatoire �egale au temps d'attente de la premi�ere
voiture, puis pour tout n > 2, Tn le temps de passage entre la (n � 1)�eme et
la n�eme voiture.

On suppose que les Tk sont des variables al�eatoires ind�ependantes suivant

une loi exponentielle d'esp�erance 1
�
> 0.

1. a) Pour tout n 2 N
� , on note Yn le temps d'attente de la n�eme voiture. Y0

est la variable certaine �egale �a 0.

Rappeler la loi de Yn, son esp�erance et sa variance.

b) Pour tout T > 0, on note CT la variable �egale au nombre de voitures
passant devant le point d'observation entre les instants 0 et T .

Pour tout k dans N, comparer les �ev�enements [CT > k] et [Yk 6 T ].

En d�eduire une expression int�egrale de P [CT > k] puis, �a l'aide d'une
int�egration par parties, la loi de CT .
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2. Jusqu'�a la �n de cette partie, on suppose que le point d'observation se
situe �a la jonction de deux routes R et R0 (�a sens unique).

On note T1 (resp. T 0
1
) la variable al�eatoire �egale au temps d'attente de la

premi�ere voiture venant de R (resp. de R0), puis pour tout n > 2, Tn (resp
T 0
n
) le temps de passage entre la (n � 1)�eme et la n

�eme voiture venant de R
(resp de R0).

On suppose que les Tk (resp. les T 0
k
) suivent la loi exponentielle d'esp�erance

1
�
(resp. d'esp�erance 1

�
0 ).

On suppose en outre l'ind�ependance mutuelle de toutes ces variables.

a) Pour tout T > 0 on note CT et C 0
T
les variables respectivement �egales au

nombre de voitures passant devant le point d'observation entre les instants 0
et T venant de R et de R0.

On note ST la variable CT + C 0
T
�egale au nombre total de voitures passant

devant l'observateur.

Quelle est la loi de ST ?

b) Pour tout n 2 N
� , d�eterminer la loi de CT conditionnellement �a [ST = n].

Une voiture passe. Quelle est la probabilit�e qu'elle vienne de la route R ?

Solution :

1. a) Les variables Tk suivent la loi exponentielle E(�), c'est-�a-dire la loi � de

param�etres 1 et 1
�
. Par ind�ependance suppos�ee, on en d�eduit que Yn =

nP
k=1

Tk

suit la loi �(n; 1
�
), d'esp�erance n

�
et de variance n

�
2
.

Rappelons qu'une densit�e de Yn est t 7! �
n

�(n)
tn�1e��t, pour t > 0 et 0 sinon.

b) De fa�con �evidente, (CT > k) = (Yk 6 T ), d'o, pour k > 1 et T > 0 :

P (CT > k) =

Z T

0

�
k

(k � 1)!
tk�1e��tdt

et en int�egrant par parties pour k > 2 :

P (CT > k) =
h
� t

k�1

(k � 1)!
�k�1e��t

iT
0

+

Z
T

0

�
k�1

(k � 2)!
tk�2e��tdt

c'est-�a-dire : P (CT > k) = � (�T )k�1

(k � 1)!
e��T + P (CT > k � 1)

or : P (CT > k � 1)� P (CT > k) = P (CT = k � 1), d'o :

P (CT = k � 1) =
(�T )k�1

(k � 1)!
e��T

Le r�esultat reste valable pour k = 1 et CT ,! P(�T ).
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2. a) CT et C 0
T
�etant ind�ependantes, par stabilit�e des lois de Poisson :

CT + C 0
T
,! P((�+ �0)T )

b) Pour k > n, P (CT = k=ST = n) = 0 et pour k 2 [[0; n]] :

P (CT = k=ST = n) =
P [(CT = k) \ (ST = n)]

P (ST = n)

=
P [(CT = k) \ (C 0

T = n� k)]

P (ST = n)

=
(�T )k

k!

(�0T )n�k

(n� k)!
e�(�+�

0
)T n!
[(� + �

0)T ]n
e(�+�

0
)T

= Ckn
�

�

�+ �
0
�k� �

0

�+ �
0
�n�k

Ainsi la loi conditionnelle de CT conditionn�ee par la r�ealisation de l'�ev�enement

(ST = n) est la loi binomiale B(n; �

�+ �
0
�
.

En particulier P (CT = 1=ST = 1) = �

�+ �
0 .

Exercice 3.16.

Pour toute variable al�eatoire X d�e�nie sur un espace probabilis�e (
;B; P )
et pour B 2 B tel que P (B)0, sous r�eserve d'existence, on note E(X=B) et
on appelle esp�erance conditionnelle de X �a B, l'esp�erance de X pour la loi
conditionnelle �a B.

On admet le r�esultat suivant :

Si X est une variable al�eatoire quelconque et N une variable discr�ete telle

que N(
) = N et que pour tout n, E(X=N = n) existe alors E(X) existe et

vaut
1P
n=0

P (N = n)E(X=N = n)

A l'instant 0 un pi�eton se trouve sur le bord d'une route �a sens unique qu'il
d�esire traverser.

On note T1 la variable al�eatoire �egale au temps qui s'�ecoule entre le d�ebut
de l'exp�erience et le passage de la premi�ere voiture, puis plus g�en�eralement,
Ti pour 2 6 i, le temps entre le passage de la (i � 1)�eme voiture et la i

�eme.
On suppose que les Ti sont ind�ependantes et suivent une loi exponentielle de
param�etre �.

Prudent, le pi�eton d�ecide de ne traverser �a l'instant t que si la premi�ere
voiture visible est �eloign�ee de lui de plus d'une certaine distance de s�ecurit�e.
Le temps mis pour parcourir cette distance par une voiture est a.

On note X la variable �egale �a l'instant o�u le pi�eton va traverser la route et
N le nombre de voitures qui passeront avant qu'il ne puisse le faire.

On pose p = e��a, q = 1� p.

1. a) Comparer [X = 0] et [T1 > a]. En d�eduire P [X = 0] et P [N = 0] en
fonction de p.
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b) Pour n > 1 d�eterminer P
�
[T1 6 a]\[T2 6 a]\: : :\[Tn 6 a]\[Tn+1 > a]

�
en fonction de p. En d�eduire la loi de N .

c) Soit n > 1.

Pour tout i 2 [[1; n]] et tout t > 0 comparer les probabilit�es conditionnelles
P ([Ti 6 t] = [N = n]) et P ([Ti 6 t] = [Ti 6 a]).

D�eterminer P ([Ti 6 t] = [Ti 6 a]) (on distinguera les cas t 6 a et t > a)

En d�eduire une densit�e de Ti pour cette loi conditionnelle.

2. a) Pour 1 6 i 6 n, d�eterminer l'esp�erance de Ti pour la loi conditionnelle
�a [N = n], n > 1.

b) D�eterminer l'esp�erance conditionnelle de X conditionnellement �a la
r�ealisation de [N = n].

c) En d�eduire l'esp�erance de X en fonction de a.

Solution :

1. a) De mani�ere �evidente [X = 0] = [T1 > a] et :

P (X = 0) = P (T1 > a) = e��a = p = P (N = 0).

b) Les variables al�eatoires (Ti)i �etant ind�ependantes, on a :

P (Ti 6 a) = 1� e��a = q et P (Tn+1 > a) = e��a = p. Donc

P [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)] = qnp

Comme [N = n] = [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)], N
suit une loi g�eom�etrique sur N.

c) On a :

P [Ti 6 t=N = n] = P [Ti 6 t=(T1 6 a)\(T2 6 a)\: : :\(Tn 6 a)\(Tn+1 > a)]

=
P (Ti 6 t) \ (T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)

P (N = n)
et par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu et puisque

P (N = n) = P [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)],

il vient :

P [Ti 6 t=N = n] =
P [(Ti 6 t) \ Ti 6 a)]

P [Ti 6 a]
= P (Ti 6 t=Ti 6 a)

Ainsi :

� si t 6 a, (Ti 6 t)\Ti 6 a) = (Ti 6 t) ; donc P (Ti 6 t=Ti 6 a) = 1� e��t

1� e��a
,

� si t > a, (Ti 6 t) \ Ti 6 a) = (Ti 6 a), donc P (Ti 6 t=Ti 6 a) = 1.

Si l'on note f une densit�e de Ti pour la loi PTi6a, on peut prendre :

f(t) =

(
0 si t < 0 ou t > a

�e��t

1� e��a
sinon
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2. a) La loi conditionnelle de Ti conditionnellement �a (Ti 6 a) est la même
que la loi conditionnelle de Ti conditionnellement �a (N = n). Aussi, �a l'aide
d'une int�egration par parties :

E(Ti=N = n) =

Z a

0

�t

1� e��a
e��tdt = 1

�
� ae��a

1� e��a

b) On a : E(X=N = n) = E(T1+T2+ � � �+Tn=N = n) =
nP
i=1

E(Ti=N = n)

Soit :

E(X=N = n) = n
� 1
�
� ae��a

1� e��a
�

c) Par la propri�et�e admise en d�ebut d'exercice :

E(X) =
1P
n=0

E(X=N = n)P (N = n) =
1P
n=0

n
� 1
�
� ae��a

1� e��a
�
pqn

= e
�a � 1� �a

�(e�a � 1)
pq

1P
n=1

nqn�1 = e
�a � 1� �a

�(e�a � 1)
�
q

p
�

Exercice 3.17.

On cherche �a �evaluer le nombre N de poissons dans un �etang.
On pr�el�eve dans l'�etang un �echantillon de m poissons. On les marque et on
les remet dans l'�etang.
On propose deux m�ethodes di��erentes d'estimation de N .

M�ethode 1

Soit n 2 N
� , n 6 m.

On pr�el�eve des poissons dans l'�etang, au hasard et avec remise.
On note Xn la variable al�eatoire �egale au nombre de poissons qu'il a �et�e
n�ecessaire de pêcher pour obtenir n poissons marqu�es.
Pour tout 2 6 i 6 n, on pose Di = Xi �Xi�1. On pose de plus D1 = X1 et
on suppose que les Di sont des variables al�eatoires ind�ependantes.
1. a) D�eterminer, pour tout i 2 [[2; n]], la loi de Di, son esp�erance et sa

variance.
En d�eduire l'esp�erance et la variance de Xn.

b) On pose An = m
n
Xn. Montrer que An est un estimateur sans biais de

N .

2. a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approcher la loi de la variable

al�eatoire Xn = Xn

n
?

b) On a marqu�e 200 poissons, puis e�ectu�e 450 pr�el�evements pour obtenir
50 poissons marqu�es.
On pose � = �(An), l'�ecart-type de An. On a pu prouver par ailleurs que
� 6 100.
D�eterminer, en fonction de �, un intervalle de con�ance pour N au seuil de
0; 9. (On donne �(1; 64) ' 0;95.)
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M�ethode 2

On pr�el�eve successivement et avec remise n poissons. Soit Yn le nombre de
poissons marqu�es parmi eux.

1. Montrer que 1
nm

Yn est un estimateur sans biais de 1
N
.

2. Pour quelle raison �evidente ne peut-on prendre nm

Yn
comme estimateur de

N ?

On pose alors Bn =
m(n+ 1)
Yn + 1

.

a) Calculer l'esp�erance de Bn.

b) Est-il un estimateur sans biais de N ?

Solution :

Premi�ere m�ethode.

1. a) La variable al�eatoire Di repr�esente le nombre de poissons que l'on a
pêch�e pour obtenir un nouveau poisson marqu�e. Les pr�el�evements se faisant
au hasard et avec remise, Di suit la loi g�eom�etrique G�m

N

�
. Ainsi :

E(Di) =
N
m

; V (Di) =
N(N �m)

m
2

De mani�ere �evidente, on a Xn =
nP
i=1

Di.

Par ind�ependance des variables al�eatoires (Di), il vient :

E(Xn) = n
N
m

; V (Xn) = nV (Di) = n
N(N �m)

m
2

b) On a E(An) = N . Donc, An, fonction des (Dn) est un estimateur sans
biais de N .

2. a) Par le th�eor�eme de la limite centr�ee, la loi de Xn = Xn

n
= An

m
, peut

être approch�ee par la loi normale N (E(Xn); �(Xn)), soit N
�
N

m
;
�

m

�
, avec :

�2 = V (An) =
N(N �m)

n
.

b) Si T suit la loi N (0; 1), alors P (jT j 6 1;64) = 2�(1;64)� 1 ' 0;9.

Ainsi : P
�� 1:64 6

Xn

n
� N

m

�

m

6 1:64
� ' 0;9, soit :

P
�mXn

n
� 1;64� 6 N 6

mXn

n
+ 1;64�

� ' 0;9

Ici m = 200, n = 50 et on a r�ealis�eX = 450. L'intervalle de con�ance cherch�e
est :

[1800� 1;64�; 1800 + 1;64�]

Si � 6 100, cet intervalle est inclus dans [1636; 1964].
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Seconde m�ethode.

1. La variable al�eatoire Yn suit la loi binomiale B(n;m=N). Aussi :

E(Yn) =
nm

N
, donc E

� Yn
nm

�
= 1

N

et Yn
nm

est un estimateur sans biais de 1
N
.

2. La variable al�eatoire Yn peut prendre la valeur 0 avec une probabilit�e non
nulle, donc nm

Yn
n'est pas d�e�nie sur un ensemble de probabilit�e non nulle et

n'a pas le statut de variable al�eatoire.

a) Par le th�eor�eme de transfert :

E(Bn) =
nP

k=0

Ck

n

�
m

N

�k�
1� m

N

�n�k � m(n+ 1)
k + 1

Comme Ck+1

n+1
= n+ 1

k + 1
Ck

n, il vient :

E(Bn) = N

nP
k=0

Ck+1

n+1

�
m

N

�k+1�
1� m

N

�n+1�k�1

= N

n+1P
k=1

Ck

n+1

�
m
N

�k�
1� m

N

�n+1�k
, soit :

E(Bn) = N
�
1� (1� m

N
)n+1

�
b) De mani�ere g�en�erale, Bn n'est pas un estimateur sans biais de N . En

revanche lim
n!+1

E(Bn) = N , donc Bn est asymptotiquement sans biais.

Exercice 3.18.

On se donne un tableauA �a n �el�ements distincts (n > 2). Que fait l'algorithme
suivant :

mini :=1 ; maxi :=1 ;

for j := 2 to n do

if A[j]<A[mini] then mini := j else

if A[j]>A[maxi] then maxi := j ;

1. �Evaluer le nombre minimal, puis le nombre maximal de comparaisons
faites.

On cherche �a d�eterminer un �equivalent du nombre de comparaisons faites
en moyenne. Pour cela, on consid�ere que A contient les �el�ements de En =
f1; 2; : : : ; ng et on associe donc �a chaque tableau une permutation sur En.
On suppose en�n que toutes les permutations sont �equiprobables.

2. Pour toute permutation �, on appelle minimum local un entier j tel que :

8i; 1 6 i < j ) �(i) > �(j)

On convient que 1 est toujours un minimum local.
Exprimer le nombre de comparaisons e�ectu�ees par l'algorithme en fonction
du nombre de minimum locaux de �.
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3. On note un;k le nombre de permutations sur En qui poss�edent k minimum
locaux. Montrer que�

un;0 = 0; un;n = 1
un;k = (n� 1)un�1;k + un�1;k�1 (1 6 k 6 n)

4. Soit (Pn) la famille de polynômes d�e�nie par

Pn(x) =
nP

k=1

un;kx
k

a) D�eterminer une relation de r�ecurrence entre Pn et Pn�1. En d�eduire une
expression de Pn.

b) Exprimer la d�eriv�ee P 0
n
en fonction de Pn.

5. D�eterminer le nombre moyen de minimum locaux dans les permutations
de En et en d�eduire un �equivalent du nombre moyen de comparaisons de

l'algorithme.

Solution :

L'algorithme propos�e d�etermine la place dans le tableau du maximum et du
minimum (mais pas leur valeur).

1. Le nombre minimal de comparaisons est obtenu si on ne fait jamais le
second hh if ii (car on fera toujours le premier). Il vaut donc (n� 1) et c'est le
cas lorsque les �el�ements du tableau A sont rang�es par ordre d�ecroissant.

Le nombre maximal de comparaisons est obtenu lorsqu'on e�ectue toujours
les deux hh if ii. Il vaut 2(n� 1) : c'est le cas lorsque les �el�ements du tableau A
sont rang�es par ordre croissant.

2. Montrons que j est un minimum local si et seulement si A[j] < A[mini] :

� si A[j] < A[mini], j sera le nouveau mini et pour 1 6 i < j, on a
�(i) > �(j) (puisque �(i) > �(mini)).

� si pour 1 6 i < j, on a �(i) > �(j), alors �(j) > �(mini).

Soit p le nombre de minimums locaux ; le nombre de comparaisons vaut alors :
(p� 1) + 2((n� 1)� (p� 1)) = 2n� p� 1.

3. Toute permutation poss�ede au moins un minimum local ; donc un;0 = 0.

Il n'y a qu'une permutation qui poss�ede n minimums locaux : celle o�u les
�el�ements sont rang�es par ordre d�ecroissant.

Notons Un;k l'ensemble des permutations sur En poss�edant k minimums
locaux. On peut diviser cet ensemble en deux sous{ensembles disjoints :

� celui o�u le dernier �el�ement n est un minimum local ; c'est en fait le
minimum de la permutation (�(n) = 1). Si on le supprime, il restera (n� 1)
�el�ements avec (k � 1) minimums locaux ;
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� celui o�u le dernier �el�ement n n'est pas un minimum local ; on a �(n) = m,
avec 2 6 m 6 n. Si on le supprime, il restera (n�1) �el�ements avec k minimums
locaux et on a (n� 1) possibilit�es pour m.

Finalement, il vient :
un;k = (n� 1)un�1;k + un�1;k�1.

4. a) On a :

Pn(x) =
nP

k=1

un;kx
k =

nP
k=1

((n� 1)un�1;k + un�1;k�1)x
k

= (n� 1)
nP

k=1

un�1;kx
k + x

nP
k=1

un�1;k�1x
k�1 = (n� 1 + x)Pn�1(x)

Par une r�ecurrence imm�ediate : Pn(x) =
n�1Q
k=0

(x+ k).

b) Par d�erivation d'un produit de facteurs, il vient :

P 0
n
(x) = Pn(x)�

� n�1P
k=0

1
x+ k

�
5. le nombre moyen de minimums locaux est :

1
n!

nP
k=1

kun;k =
P
0
n(1)
n!

=
Pn(1)
n!

n�1P
k=0

1
1 + k

=
nP

k=1

1
k

Il est classique (comparaison suite-int�egrale) que
nP

k=1

1
k
� lnn.

Le nombre moyen de comparaisons est donc de l'ordre de 2n� lnn, donc est
�equivalent �a 2n.

Exercice 3.19.

Soit (Xn)n2N� une suite de variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes suivant
toutes la loi uniforme sur [0; 1].

1. Pour tout k 2 N
� , on note Uk = min(X1; : : : ; Xk). D�eterminer la loi de Uk.

2. Soit p 2]0; 1[ et n 2 N
� . Soit N une variable al�eatoire suivant la loi

binomiale B(n; p). On d�e�nit la variable al�eatoire r�eelle V par :

V =

�
X1 si N = 0
Uk si N = k > 0

D�eterminer la loi de V et une densit�e de cette variable al�eatoire.

Solution :

1. De mani�ere classique et par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu :

P (Uk > x) = P (
kT
i=1

Xi > x) =
kQ
i=1

P (Xi > x) =
�
1� F (x)

�k
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o�u F repr�esente la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant
une loi uniforme sur [0; 1].

Notons Fk la fonction de r�epartition de Uk. Alors :

Fk(x) =

(
0 si x < 0

1� (1� x)k si 0 6 x 6 1
1 si x > 1

La fonction x 7! Fk(x) est de classe C1 sur R n f0; 1g et sa d�eriv�ee �a une
limite �a droite et �a gauche aux points limites. Ainsi, par d�erivation Uk admet
une densit�e fk donn�ee par :

fk(x) =

�
k(1� x)k si 0 6 x 6 1

0 sinon

2. Utilisons le syst�eme complet d'�ev�enements (N = k)06k6n. On peut �ecrire,
pour tout x r�eel :

P (U 6 x) =
nP

k=0

P [(U 6 x) \ (N = k)]

= P [(X1 6 x) \ (N = 0) +
nP

k=1

P [(Uk 6 x) \ (N = k)].

Les variables al�eatoires �etant ind�ependantes de N , il vient pour tout x r�eel :

P (U 6 x) = P (X1 6 x)P (N = 0) +
nP

k=1

Fk(x)P (N = k)

Aussi, P (U 6 x) =
n
0 si x < 0
1 si x > 1

, et si x 2 [0; 1] :

P (U 6 x) = xqn +
nP

k=1

Ck

n
pkqn�k(1� (1� x)k)

P (U 6 x) = xqn +
nP

k=0

Ck

n
pkqn�k �

nP
k=0

Ck

n
pkqn�k(1� x)k

P (U 6 x) = xqn + (p+ q)n � (p(1� x) + q)n = xqn + 1� (1� px)n

Une densit�e f de U est alors donn�ee par d�erivation :

f(x) =

�
qn + np(1� px)n�1 , si 0 6 x 6 1

0 , sinon

Exercice 3.20.

Soit U une variable al�eatoire r�eelle suivant la loi uniforme sur [0; 1[ et � un
r�eel strictement positif.
On consid�ere les variables al�eatoires suivantes :

V = � 1
�
ln(1� U); W = bV c

o�u bV c d�esigne la partie enti�ere de V puis

Y = V � bV c et Z = � 1
�
ln(1� Y )

1. D�eterminer les lois de V et W .

2. D�eterminer une densit�e de Y ainsi que son esp�erance.
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3. D�eterminer une densit�e de Z.

4. On consid�ere la variable al�eatoire X = min(1; V ). D�eterminer la fonction
de r�epartition de X et d�emontrer que P (2X2 � 3X > �1) > 1=2.

Solution :

1. ? V prend ses valeurs dans [0;+1[ et pour v > 0 :

P (V 6 v) = P (U 6 1� e��v) = 1� e��v

V suit la loi exponentielle de param�etre �.

? W prend ses valeurs dans N, et pour n 2 N :
P (W = n) = P (n 6 V < n+ 1) = e��n � e��(n+1)

Soit P (W = n) = p(1 � p)n, avec p = 1 � e��, donc W + 1 suit la loi
g�eom�etrique de param�etre p.

2. ? Y prend ses valeurs dans [0; 1[ et pour y 2 [0; 1[ :

P (Y 6 y) =
1P
k=0

P (k 6 V 6 y + k) =
1P
k=0

�
e��k � e��(y+k)

�
= 1� e��y

1� e��

? Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e g de Y :

g(y) = �:e��y

1� e��
, si 0 < y < 1 et 0 sinon.

? E(Y ) = E(V )�E(bV c) = E(V )�E(W + 1) + 1 = 1
�
� 1

e� � 1

3. Z prend ses valeurs dans [0;+1[ et pour z > 0, on a :

P (Z 6 z) = P (Y 6 1� e��z) = 1� e��(1�e
��z

)

1� e��

Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e h de Z :

h(z) = �
2e��(1+z�e

��z
)

1� e��
, pour z > 0 et 0 sinon.

4. X prend ses valeurs dans [0; 1] et :

8x 2 [0; 1[; P (X 6 x) = 1� e��x et P (X = 1) = P (V > 1) = e��

P (2X2 � 3X > �1) = P ((X � 1)(X � 1
2
) > 0) = P (X = 1) + P (X 6 1

2
)

Soit : P (2X2 � 3X > �1) = 1� e��=2 + e�� > 1
2

Exercice 3.21.

On consid�ere une suite de variables al�eatoires r�eelles mutuellement ind�ependantes
N;X1; : : : ; Xn; : : :. Soit p 2 ]0; 1[, q = 1� p et � un r�eel strictement positif.

On suppose que N suit la loi g�eom�etrique de param�etre p et que les variables
(Xi), i 2 N

� , suivent la loi exponentielle de param�etre �.

On note S la variable al�eatoire
NP
n=1

Xn.
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1. Soit n 2 N
� . D�eterminer une densit�e de X1+ � � �+Xn (on pourra proc�eder

par r�ecurrence).

2. Montrer que :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

8<
:

0 si x 6 0

1� e��x
� n�1P
k=0

(�x)k

k!

�
si x > 0

3. a) D�eterminer la fonction de r�epartition de S. (On supposera que l'on peut
intervertir l'ordre des sommations dans les expressions obtenues).

b) En d�eduire la loi de S et montrer que E(S) = E(X1)E(N).

Solution :

1. Les th�eor�emes du cours donnent :

fn(x) =

(
0 si x < 0

�
(�x)n�1

(n� 1)!
e��x si x � 0

2. On a :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

Z x

�1
fn(t)dt = �

Z x

�1

(�t)n�1

(n� 1)!
e��tdt

Une succession d'int�egrations par parties donne alors :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

( 0 si x < 0

1� e��x
n�1P
k=0

(�x)k

k!
si x � 0

3. Pour tout x, on a :

P (S 6 x) =
1P
n=1

P ([S 6 x]\ [N = n]) =
1P
n=1

P ([X1+ � � �+Xn 6 x]\ [N = n])

Soit, par ind�ependance :

P (S 6 x) =
1P
n=1

P ([X1 + � � �+Xn 6 x])P (N = n)

Ainsi si x < 0; P (S 6 x) = 0 et si x > 0 :

P (S 6 x) =
1P
n=1

�
1� e��x

n�1P
k=0

(�x)k

k!

�
P (N = n)

= 1� e��x
1P
n=1

n�1P
k=0

(�x)k

k!
P (N = n)

= 1� e��x
1P
k=0

(�x)k

k!

1P
n=k+1

P (N = n)

= 1� e��x
1P
k=0

(�x)k

k!
P (N > k + 1) = 1� e��x

1P
k=0

(�qx)k

k!
= 1� e�px

b) Ainsi S suit la loi exponentielle E(�p).
On a donc E(S) = 1

�p
et comme E(X1) =

1
�
et E(N) = 1

p
on a la conclusion.
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Exercice 3.22.

Paul poss�ede un sac qui contient au d�ebut 3 billes ordinaires et 1 bille en
agate. Il joue avec son copain Luc de la fa�con suivante : �a chaque �etape, Luc
ajoute 3 billes ordinaires dans le sac, puis il tire de fa�con �equiprobable une
bille du sac et la garde. Le jeu s'arrête d�es que Luc tire la bille en agate.

On note X le nombre d'�etapes du jeu ; avec la convention X = 0 si Luc ne
tire jamais la bille en agate.

1. Soit n un entier naturel. V�eri�er que
n

n+ 1
6

n+ 1

n+ 2
:

2. En majorant la probabilit�e de l'�ev�enement hh la bille en agate n'a pas encore
�et�e tir�ee �a l'�etape n ii, montrer que P (X = 0) = 0.

3. D�eterminer la loi de X .

4. La variable al�eatoire X admet-elle une esp�erance ?

Solution :

1. Question �evidente.

2. Pour tout n > 1, notons Gn l'�ev�enement hhLuc ne tire pas la bille en agate
�a l'�etape n ii. Il vient, pour tout n :

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = P (G1)P (G2=G1) : : : P (Gn=(G1 \ � � � \Gn�1))

= 6
7
� 8

9
� : : :� 2n+ 4

2n+ 5
En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, �ecrivons :

[P (G1 \G2 \ � � � \Gn)]
2 6 6

7
� 7

8
� 8

9
� 9

10
� : : :� 2n+ 4

2n+ 5
� 2n+ 5

2n+ 6

Soit, par t�elescopage : [P (G1 \G2 \ � � � \Gn)]
2 6 6

2n+ 6
et donc :

lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0

Et, par le th�eor�eme de limite monotone :

P (X = 0) = lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0

Variante : on peut aussi prouver ce r�esultat de fa�con directe. En e�et :

� ln
�
P (G1 \G2 \ � � � \Gn)

�
=

nP
k=1

ln
�2k + 5
2k + 4

�
=

nP
k=1

ln
�
1 + 1

2k + 4

�
.

Comme ln
�
1 + 1

2k + 4

� � 1
2k + 4

, la divergence de la s�erie de terme g�en�eral

1
2k + 4

donne la divergence de la s�erie de terme g�en�eral ln
�2k + 5
2k + 4

�
.

Cette s�erie �etant �a termes positifs, on a donc lim
n!1

nP
k=1

ln
�2k + 5
2k + 4

�
= +1 et

lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0.
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3. On a P (X = 1) = 1=7. Pour tout n > 2, on a :
un = P (X = n) = P (G1 \G2 \ : : : \Gn�1 \Gn)

= P (G1) : : : P (Gn�1=(G1\G2\: : :\Gn�2))�P (Gn=G1\G2\: : :\Gn�1))

Soit :
P (X = n) = 6

7
� 8

9
� : : :� 2n+ 2

2n+ 3
� 1

2n+ 5
4. On a :

P (X = n) > 6
7
� 7

8
� 8

9
� 9

10
� : : :� 2n+ 2

2n+ 3
� 2n+ 3

2n+ 4
� 1

2n+ 5

Soit, encore par t�elescopage : P (X = n) > 6
(2n+ 4)(2n+ 5)

.

Ainsi nP (X = n) > 3n
(n+ 2)(2n+ 5)

, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie

divergente (car �equivalent �a 3
2n

) . Donc X n'admet pas d'esp�erance.

Exercice 3.23.

Deux joueurs jouent �a pile ou face avec une pi�ece identique non truqu�ee,
et lancent alternativement leur pi�ece. On d�e�nit une variable al�eatoire X1

(respectivement X2) comme le num�ero du jet �a l'issue duquel le premier
(respectivement le deuxi�eme) joueur obtient pile pour la premi�ere fois (les
jets sont compt�es ind�ependamment pour chacun des joueurs).
La variable al�eatoire X est le num�ero du jet �a l'issue duquel un des deux
joueurs obtient pile pour la premi�ere fois.
La variable al�eatoire J vaut 1 (respectivement 2) si le premier (respectivement
le deuxi�eme) joueur obtient pile en premier, et vaut 0 si les deux joueurs
obtiennent pile en un même nombre de coups.
On cherche �a montrer que conditionnellement au fait qu'ils n'obtiennent
pas pile en un même nombre de coups, les variables al�eatoires X et J sont
ind�ependantes. Autrement dit, si on nomme H l'�ev�enement (X1 6= X2), on
cherche �a montrer que, pour j = 0; 1; 2 et pour tout k 2 N :

P ([(J = j) \ (X > k)]=H) = P (J = j=H) � P (X > k=H)

1. Calculer pour tout k 2 N, P (X1 > k). Calculer P (X1 < X2) et en d�eduire
P (H).

2. D�emontrer que la loi de X1 conditionnelle �a l'�ev�enement X1 < X2

est une loi g�eom�etrique de param�etre 3=4. En d�eduire pour tout k 2 N,
P (X1 > k=X1 < X2).

3. Montrer que pour tout k 2 N,

P (H \ (J = 1) \X > k) =
1

3

�
1

4

�k
4. Montrer que pour tout k 2 N,

P ([(J = 1) \ (X > k)]=H) =
1

2

�
1

2

�2k
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5. Montrer que pour tout k 2 N,

P (X > k=H) =

�
1

2

�2k

et que P (J = 1=H) = P (J = 2=H) =
1

2

6. Conclure.

Solution :

1. Les variables al�eatoires X1 et X2 correspondent �a des temps d'attente
d'un premier succ�es au cours d'une r�ep�etition d'�epreuves de Bernoulli
ind�ependantes de param�etre 1=2. On en d�eduit queX1 etX2 sont ind�ependantes
et suivent la loi g�eom�etrique de param�etre 1=2. On a :

P (X1 > k) =
1P

i=k+1

�1
2

�i
=
�1
2

�k
.

(On peut aussi consid�erer l'�ev�enement compl�ementaire qui est : hh les k

premiers essais sont des �echecs ii.)

La famille (X1 = k)k>1 est un syst�eme complet d'�ev�enements. Ainsi, par
ind�ependance des variables al�eatoires X1 et X2, on a :

P (X1 < X2) =
1P
k=1

P (X1 = k)P (X2 > k) =
1P
k=1

�1
2

��1
2

�k�1�1
2

�k
= 4

1P
k=1

�1
4

�k�1

= 1
3

Les variables X1 et X2 �etant ind�ependantes et de même loi ; on en d�eduit par

sym�etrie que P (X1 > X2) =
1
3
et que P (H) = 2P (X1 < X2) =

2
3
.

2. Pour tout k 2 N, P (X1 = k=X1 < X2) =
P ((X1 = k) \ (X2 > k))

P (X1 < X2)
.

Par ind�ependance :

P (X1 = k=X1 < X2) =
P (X1 = k)P (X2 > k))

P (X1 < X2)
=

(1=2)2k

1=3
=
�3
4

��1
4

�k�1

,

ce qui montre que la loi de X1 conditionnelle �a l'�ev�enement (X1 < X2) est la
loi g�eom�etrique de param�etre 3=4. En�n :

P (X1 > k=X1 < X2) =
1P

j=k+1

�3
4

��1
4

�j�1

=
�1
4

�k
3. Puisque (J = 1) � H , et que sur l'ensemble (J = 1) on a X = X1, il vient
l'�egalit�e des ensembles H \ (J = 1) \ (X > k) = (X1 > k) \ (X1 < X2) et :

P (H \ (J = 1) \ (X > k)) = P (X1 > k=X1 < X2)P (X1 < X2) =
�1
3

��1
4

�k
4. D'apr�es la question pr�ec�edente :

PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
=

P (H \ (J = 1) \ (X > k))

P (H)
=
�1
2

��1
2

�2k
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5. On a l'�egalit�e d'ensembles H \ (J = 2)\ (X > k) = (X2 > k)\ (X2 < X1)
et en suivant un raisonnement identique �a celui d�evelopp�e plus haut et par
sym�etrie :

P (H \ (J = 2) \ (X > k)) = P (H \ (J = 1) \ (X > k)) =
�1
3

��1
4

�k
On remarque en�n que H \ (J = 0) = ; donc
PH(X > k) = PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
+ PH

�
(J = 2) \ (X > k)

�
= 2PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
=
�1
4

�k
.

6. En conclusion :

PH(J = 1) =
P
�
H \ (J = 1)

�
P (H)

=
P (X1 < X2)

P (H)
= 1

2

et puisque PH (J = 0) = 0 on en d�eduit que PH(J = 2) = 1
2
.

Exercice 3.24.

1. Soit U une variable al�eatoire uniform�ement r�epartie sur [0; 1] et (Un)n2N�

une suite de variables al�eatoires ind�ependantes ayant chacune la même loi

que U .
Soit, d'autre part, Y une variable al�eatoire suivant la loi exponentielle de

param�etre1. Pour tout n > 1, on pose Zn = min(U1; : : : ; Un).

Montrer que la suite de variables (nZn) converge en loi vers Y .

2. Soit X une variable al�eatoire suivant la loi exponentielle de param�etre
� > 0. D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Y = e��X .

3. On consid�ere une suite (Xi)i2N� de variables al�eatoires ind�ependantes,
suivant toutes la loi exponentielle de param�etre � > 0. D�eterminer les limites
en loi des suites de terme g�en�eral :

a) An = n:min(e��X1 ; : : : ; e��Xn)

b) Dn = max(X1; : : : ; Xn)� lnn, dans le cas o�u � = 1.

Solution :

1. nZn(
) = [0; n] et les variables Uk �etant ind�ependantes et de même loi que
U :

P (nZn > x) = P [(U1 >
x

n
) \ : : : \ (Un >

x

n
)] = [P (U >

x

n
)]n

D'o :

P (nZn > x) =

8<
:

1 si x < 0
0 si x > n

(1� x

n
)n si 0 6 x 6 n

Soit x 2 R
+ , pour n assez grand, on a donc P (nZn > x) = (1� x

n
)n, d'o :

ln[P (nZn > x)] = n ln(1� x

n
) �!
n!1

�x, et donc :
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8x 2 R
+ ; lim

n!1
P (nZn > x) = e�x et 8x 2 R

� ; lim
n!1

P (nZn > x) = 1

La suite (nZn) converge donc en loi vers Y .

2. X prend ses valeurs dans R+ et Y prend ses valeurs dans [0; 1].

Pour x 2 ]0; 1]; FY (x) = P (Y 6 x) = P (��X 6 lnx) = P (X > � lnx
�

)

= e��(�
lnx

�
) = x

Ainsi Y suit la loi uniforme sur ]0; 1] (ou sur [0; 1], ce qui revient au même).

3. a) Les variables e��X1 ; : : : ; e��Xn sont ind�ependantes et de même loi
uniforme sur [0; 1], donc (An) converge en loi vers une variable suivant la
loi exponentielle de param�etre 1.

b) Les variables Xi �etant ind�ependantes et de même loi :

P (Dn 6 x) = P (max(X1; : : : ; Xn) 6 x+ lnn)

= P [(X1 6 x+ lnn) \ : : : \ (Xn 6 x+ lnn)]

= P (X1 6 x+ lnn) : : : P (Xn 6 x+ lnn) = [P (X1 6 x+ lnn)]n

Soit, pour tout x 2 R, et n assez grand :

FDn
(x) = P (Dn 6 x) = (1� e�(x+lnn))n =

�
1� e�x

n

�n �!
n!1

exp(�e�x)
Cette loi limite est appel�ee loi de Gumbel .

Exercice 3.25.

On consid�ere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES crt ;

VAR h,X,n :INTEGER ;

BEGIN

RANDOMIZE ;

READLN(n) ;X :=n ;

REPEAT h :=RANDOM(n)+1 ;

IF h>X THEN X :=0 ELSE X :=h ;

WRITELN(X) ;

UNTIL X=0 ;

END.

On rappelle que l'instruction a :=RANDOM(n), o�u a et n sont des variables
INTEGER, permet de mettre dans la variable a une valeur au hasard
entre 0 et n� 1. L'instruction RANDOMIZE permet d'initialiser la fonction
RANDOM.

Pour tout entier naturel N , on d�e�nit la variable al�eatoire XN �egale au
(N + 1)-�eme nombre a�ch�e.

1. D�eterminer la loi de X0
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2. a) En d�eduire la probabilit�e de (X1 = k), pour tout entier k tel que
1 6 k 6 n.

b) D�eterminer la loi de X1.

3. a) Montrer que pour tout N > 1 et tout entier k tel que 1 6 k 6 n, on a :

P (XN = k) =
CN

N+n�k
nN+1

b) En d�eduire la loi de XN .

Solution :

1. Au premier tour, on a obligatoirement h 6 X ; donc X prendra une valeur
au hasard entre 1 et n.

Ainsi X suit la loi uniforme sur f1; 2; : : : ; ng.
2. a) Apr�es le premier tour, lorsque X = j, tout se passe comme si l'on
choisissait au hasard dans l'ensemble f1; : : : ; j; 0; : : : ; 0g (les n � j derniers
�el�ements de cet ensemble sont des 0).

Utilisons le syst�eme complet d'�ev�enements (X0 = j)16j6n. Il vient :

P (X1 = k) =
nP
j=1

P (X1 = k=X0 = j)P (X0 = j)

=
nP
j=k

P (X1 = k=X0 = j)P (X0 = j) =
nP

j=k

1
n
P (X0 = j)

= n� k + 1
n
2

b) Comme X1(
) = f0; : : : ; ng, par la question pr�ec�edente, il su�t de
calculer P (X1 = 0). Il vient :

P (X1 = 0) = 1�
nP
j=1

P (X1 = j) = 1�
nP
j=1

j

n
2
= n� 1

2n

3. a) Faisons un raisonnement par r�ecurrence. L'amorce est la question
pr�ec�edente. Pour l'h�er�edit�e, on utilise le même argument que pr�ec�edemment,
en notant que pour k 6= 0; P (XN+1 = k=XN = 0) = 0. On a :

P (XN+1 = k) =
nP
j=0

P (XN+1 = k=XN = j)P (XN = j)

=
nP

j=k

1
n

CN

N+n�j
n
N+1

= 1
n
N+2

nP
j=k

CN

N+n�j =
1

n
N+2

N+n�kP
j=N

CN

j

= 1
n
N+2

N+n�kP
j=N

(CN+1

j+1
�CN+1

j
) =

CN

N+n�k
n
N+2

.

b) On proc�ede comme dans la question 2. b) :
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P (XN = 0) = 1�
nP
j=1

P (XN = j) = 1� 1
n
N+1

nP
j=1

CN

N+n�j

Soit, en utilisant �a nouveau la formule de Pascal, donnant la hh loi des
colonnes ii du triangle de Pascal : :

P (XN = 0) = 1� 1
n
N+1

CN+1

N+n

Exercice 3.26.

On consid�ere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES CRT ;

const ...

VAR ...

FUNCTION X(a :REAL) :REAL ;

BEGIN

X :=RANDOM*a ;

END ;

BEGIN

READLN(a) ;u :=X(a) ;v :=a-u ;

w :=u ; IF u>v THEN w :=v ;

t :=u ; IF u<v THEN t :=v ;

FOR k :=1 TO n DO y[k] :=X(a) ;

...

END.

o�u la fonction RANDOM, sans param�etres, retourne, au hasard, une valeur
de type REAL comprise entre 0 et 1.

1. Compl�eter les d�eclarations du programme ci-dessus.

2. On note U , V , W , T les variables al�eatoires r�eelles �egales aux valeurs se
trouvant dans les variables u, v, w et t du programme ci-dessus.
Quelles sont les lois suivies par U , V , W , T ?

3. D�eterminer les esp�erances et variances de W et T .
Comment peut-on justi�er l'�egalit�e des variances ? D�eterminer le coe�cient
de corr�elation lin�eaire �(W;T ).

4. Compl�eter le programme pr�ec�edent pour que Z soit la variable al�eatoire
�egale au minimum des variables y[1], y[2],: : :,y[n].

5. D�eterminer la loi de Z, ainsi que l'esp�erance E(Z) de la variable al�eatoire
Z.

Solution :
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1. Voici une proposition
const n = 50 ;

Var y := array[1..n] of real ;

a,u,v,w,z : real ;

k : integer ;

2. ? La variable al�eatoire U suit une loi uniforme sur l'intervalle [0; a] ; son

esp�erance vaut a
2
et sa variance a

2

12
.

? La variable V = a� U suit la même loi que U .

? On a W = min(U; V ). D'o�u, pour tout r�eel x :

P (W > x) = P ((V > x) \ (U > x)) = P (U > x) \ (U < a� x))

= P (x < U < a� x)
ce qui donne :

P (W < x) =

8><
>:

0 si x < 0
1 si x > a

2
1� a� 2x

a
= 2x

a
sinon

Ainsi W suit une loi uniforme sur [0; a=2].

? De même T = max(U; V ) suit la loi uniforme sur [a=2; a].

3. Un calcul imm�ediat donne E(W ) = a

4
; E(T ) = 3a

4
, V (W ) = V (T ) = a

2

48
.

Comme T +W = U + V = a, on a W = a� T et l'�egalit�e des variances.
En�n �(W;T ) = �(a� T; T ) = ��(T; T ) = �1.
4. Voici une proposition de compl�ement :
Z :=y[1] ;

For k :=2 to n do

if Z<y[k] then Z :=y[k] ;

5. Les variables y[k] suivent toutes une loi uniforme sur [0; a]. Supposons{les
ind�ependantes. Alors :

P (Z > x) = P
�T
k

(y[k] > x)
�
=
Q
k

P (y[k] > x)

d'o�u pour tout x 2 [0; a] :

P (Z > x) = 1� �1� x

a

�n
Une densit�e de Z est donn�ee par :

fZ(x) =

(
n

a

�
1� x

a

�n�1

si x 2 [0; a]

0 sinon
Un calcul �el�ementaire donne :

E(Z) = n
a

Z
a

0

t
�
1� t

a

�n�1

dt = a
n+ 1

�

Exercice 3.27.
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On consid�ere les lancers successifs (ind�ependants) d'une pi�ece non pip�ee et
on note T le nombre de Face pr�ec�edant le premier Pile. On propose �a un
joueur la suite de paris suivante :

� Pari P0 : si T = 0, on perd 1 Euro ; si T = 1, on gagne 3 Euros ; sinon on
ne gagne ni ne perd rien ;

� Pari P1 : si T = 1, on perd 4 Euros ; si T = 2, on gagne 9 Euros ; sinon, on
ne gagne ni ne perd rien ;

� Pari P2 : si T = 2, on perd 10 Euros ; si T = 3, on gagne 27 Euros ; sinon,
on ne gagne ni ne perd rien ;

: : :

� Pari Pn : si T = n, on perd 3n + 1 Euros ; si T = n + 1, on gagne 3n+1

Euros ; sinon, on ne gagne ni ne perd rien ;

etc.

1. Chaque pari est-il favorable au joueur ?

2. Calculer l'esp�erance du gain � si le joueur parie sur la suite de tous les
r�esultats.

Solution :

1. Pour tout k 2 N, P (T = k) = 1
2k+1

(on a k fois de suite Face, puis Pile)

Supposons que le joueur joue sur le pari Pn et soit Gn le gain du joueur.

? G0(
) = f�1; 0; 3g et :
P (G0 = �1) = P (T = 0) = 1

2
, P (G0 = 3) = P (T > 1) = 1

4
Donc E(G0) = �1

2
+ 3

4
= 1

4
.

? Pour n > 1, Gn(
) = f�(3n + 1); 0; 3n+1g et :
P (Gn = �3n � 1) = P (T = n) = 1

2n+1

P (Gn = 3n+1) = P (T = n+ 1) = 1
2n+2

Donc E(Gn) = �(3n + 1) 1
2n+1

+ 3n+1 1
2n+2

= 3n � 2
2n+2

.

Ainsi, dans tous les cas E(Gn) > 0 et chaque pari est favorable au joueur.

2. Supposons que le joueur joue sur l'ensemble de tous les paris. Alors :

Si (T = 0) est r�ealis�e, le joueur perd 1 euro sur le pari P0 et ne perd ni ne

gagne rien sur les autres paris, et ceci se r�ealise avec la probabilit�e 1
2
;

Si (T = 1) est r�ealis�e, alors P0 est gagn�e (il gagne 3 euros) et P1 est perdu

(il perd 4 euros) et rien n'est gagn�e ni perdu sur les autres paris ; le joueur

perd au total 1 euro et ceci se r�ealise avec la probabilit�e 1
4
;

Si (T = 2) est r�ealis�e, alors le joueur gagne le pari P1 et perd le pari P2

(il ne gagne ni ne perd rien sur P0 et sur les paris post�erieurs) ; le joueur
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gagne 9 euros et en perd 10, au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la

probabilit�e 1
8
;

: : :

Plus g�en�eralement si (T = n) est r�ealis�e, le joueur gagne le pari Pn�1 et perd
le pari Pn (sur les paris ant�erieurs ou post�erieurs il ne gagne ni ne perd rien).

Au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la probabilit�e 1
2n+1

: : :

Finalement le joueur perd 1 euro avec la probabilit�e
1P
n=0

1
2n+1

, soit :

E(�) = �1
Ce r�esultat qui peut paratre paradoxal est dû au fait que pour n > 1, on a :

E(Gn) = �(3n + 1) 1
2n+1

+ 3n+1 1
2n+2

et que dans la somme
1P
n=1

E(Gn), il

n'est pas possible de calculer s�epar�ement la somme des pertes et la somme
des gains, pour distinguer les paris perdus et les paris gagn�es : : :

Exercice 3.28.

1. Soit U et V deux variables �a densit�e sur R+ . On note F la fonction de
r�epartition de U et g une densit�e de V .

Montrer que l'int�egrale

Z
+1

0

F
�
z

v

�
g(v) dv converge pour tout z 2 R+ .

On admet que si U et V sont ind�ependantes, alors

(8 z 2 R+ ) P (UV 6 z) =

Z
+1

0

F
�z
v

�
g(v) dv

Soit (Xn)n2N� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
uniforme sur [0; 1]. Pour n 2 N

� , on pose Zn = X1X2 : : :Xn (produit des
n variables X1; : : : ; Xn) et on note Fn (resp. fn) la fonction de r�epartition
(resp. une densit�e) de Zn.

2. Montrer que (8n > 2) (8 z 2 ]0; 1]) Fn(z) = z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u) du.

3. Montrer que (8n > 2) (8 t 2 ]0; 1]) fn(t) =

Z
1

t

1
u
fn�1(u) du

4. En d�eduire une expression explicite de fn.

5. D�eterminer la fonction de r�epartition Fn de Zn.

Solution :

1. Pour tout z 2 R
+ , la fonction v 7! F

�
z

v

�
g(v) est continue par morceaux

sur R�
+
.

C'est la fonction nulle si z = 0.
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Si z > 0, alors :

� elle est �equivalente �a g(v) au voisinage de 0 et l'int�egrale est donc
convergente en ce voisinage,

� c'est un o(g(v)) au voisinage de +1, et l'int�egrale est donc convergente
en ce voisinage.

Donc

Z
+1

0

F
�
z
v

�
g(v) dv converge pour tout z 2 R+ .

2. Comme X1; : : : Xn sont �a valeurs dans [0; 1], Zn l'est �egalement. Soit
z 2 [0; 1], et n > 2. Par ind�ependance des variables X1; : : : ; Xn la variable
Zn�1 = X1 : : : Xn�1 est ind�ependante de Xn, qui suit la loi U([0; 1]) et donc :

Fn(z) = P (Zn 6 z) = P (Zn�1Xn 6 z) =

Z
+1

0

Fn�1

�
z
x

�
1[0;1](x)dx

=

Z
1

0

Fn�1

�
z

x

�
dx =

Z z

0

Fn�1

�
z

x

�
dx+

Z
1

z

Fn�1

�
z

x

�
dx

= z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du (changement de variableu = z

x
dans la

deuxi�eme int�egrale et dans la premi�ere int�egrale z

x
> 1, donc la fonction �a

int�egrer vaut 1)

d'o�u :

Fn(z) = z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du

3. Par d�erivation, il vient, toujours pour z 2 ]0; 1] :

fn(z) = 1 +

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du� 1

z
Fn�1(z)

Une int�egration par parties donne :

fn(z) =

Z
1

z

1
u
fn�1(u)du

4. On se restreint �a l'intervalle ]0; 1]. On a

� f1(z) = 1, car Z1 = X1 ;

� f2(z) =

Z
1

z

du

u
= � ln z ;

� f3(z) =

Z
1

z

� lnu
u

du = ln2 z
2

;

� f4(z) =

Z
1

z

ln2 u
2u

du = � ln3 z
6

.

Supposons que fn�1(u) =
(� lnu)n�2

(n� 2)!
. Alors, u 7! 1

u
�etant la d�eriv�ee de

u 7! lnu, il vient :
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fn(z) =

Z
1

z

1

u

(� lnu)n�2

(n� 2)!
du =

(� ln z)n�1

(n� 1)!

5. Soit z 2 ]0; 1]. Il vient :
Fn(z) =

Z
z

0

fn(t)dt =
h
t
(� ln t)n�1

(n� 1)!

iz
0

+

Z
z

0

(� ln t)n�2

(n� 2)!
dt

soit

Fn(z) = zfn(z) +

Z z

0

fn�1(t)dt

Par une r�ecurrence imm�ediate, on obtient :

Fn(z) = z

n�1P
k=0

fk(z) = z

n�1P
k=0

(� ln z)k

k!

Exercice 3.29.

On consid�ere une population dont l'e�ectif al�eatoire �a chaque instant n =
0; 1; 2; : : : est not�e Xn. On suppose qu'�a l'instant n = 0, la taille de
la population est �egale �a 1 soit X0 = 1. Entre l'instant n et l'instant
n + 1, et ind�ependamment pour chaque n, la population enti�ere double

ou est totalement d�etruite, chacune de ces �eventualit�es se produisant avec

la probabilit�e 1
2
, puis un individu s'ajoute �a la population. On note Yn la

variable al�eatoire �egale �a 1 ou �a 0 selon que c'est la premi�ere ou la seconde

des deux �eventualit�es pr�ec�edentes qui se produit entre les instants n et n+1.

1. Pr�eciser la loi des variables al�eatoires Yn. Que peut-on dire de ces variables
al�eatoires ?

2. a) Exprimer, pour n 2 N, la variable al�eatoire Xn+1 en fonction de Xn et
Yn.

b) En d�eduire l'ensemble En des valeurs prises par la variable al�eatoireXn.

c) Les variables al�eatoires (Xn)n2N� sont-elles ind�ependantes ?

d) La suite d'�ev�enements (Xn = 1)n2N� est-elle form�ee d'�ev�enements ind�e-
pendants ?

3. a) D�eterminer la loi des variables al�eatoires X1, X2, X3.

b) Plus g�en�eralement, d�eterminer la loi de la variable al�eatoire Xn pour
n 2 N

� .

c) Calculer l'esp�erance de la variable al�eatoire Xn en fonction de n.

4. Montrer que la suite (Xn) converge en loi quand n tend vers l'in�ni et
pr�eciser sa limite.

Solution :
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1. Par hypoth�ese, les variables al�eatoires Yn sont ind�ependantes et de même
loi de Bernoulli de param�etre 1=2.

2. a) En distinguant les deux cas Yn = 0 et Yn = 1, on obtient :

Xn+1 = 2XnYn + 1.

b) Comme 2(2k � 1) + 1 = 2k+1 � 1, on montre facilement que :

En = f2k � 1; 1 6 k 6 n+ 1g
c) La suite de variables (Xn)n2N� n'est pas form�ee de variables ind�ependantes,

car par exemple, (X1 = 1) \ (X2 = 7) est l'�ev�enement impossible, alors que
(X1 = 1) et (X2 = 7) ne sont pas de probabilit�e nulle.

d) Comme (Xn = 1) = (Yn�1 = 0) et comme les variables Yn sont ind�e-
pendantes, la suite d'�ev�enements (Xn = 1)n2N� est form�ee d'�ev�enements
ind�ependants.

3. a) ? X1(
) = f1; 3g et P (X1 = 1) = P (X1 = 3) = 1
2
;

? X2(
) = f1; 3; 7g et :
P (X2 = 1) = P (Y1 = 1) = 1

2
; P (X2 = 7) = P

�
(Y0 = 1) \ (Y1 = 1)

�
= 1

4
;

d'o P (X2 = 3) = 1
4
;

? on obtient de même X3(
) = f1; 3; 7; 15gâ et :
P (X3 = 1) = 1

2
; P (X3 = 3) = 1

4
; P (X3 = 7) = 1

8
; P (X3 = 15) = 1

8
.

b) On a :

? P (Xn = 2n+1 � 1) = 1
2n

(car cet �ev�enement se r�ealise si et seulement si

on r�ealise Y0 = 1; Y1 = 1; : : : ; Yn�1 = 1)

? P (Xn = 1) = 1
2
(car la population a �et�e d�etruite entre l'instant n � 1

et l'instant n, i.e. (Yn�1 = 0) est r�ealis�e et ce qui s'est pass�e avant est sans
incidence)

? P (Xn = 3) = 1
4
(car la population a �et�e d�etruite entre l'instant n� 2 et

l'instant n � 1, i.e. (Yn�2 = 0) est r�ealis�e, puis on r�ealise (Yn�1 = 1) et ce
qui s'est pass�e avant l'instant n� 2 est sans incidence)

? Plus g�en�eralement et soit directement, soit par r�ecurrence :

8 k 2 [[1; n]]; P (Xn = 2k � 1) = 1
2k

c) E(Xn) =
nP

k=1

(2k � 1) 1
2k

+ (2n+1 � 1) 1
2n

= n� 1
2

1� 1

2n

1� 1

2

+2� 1
2n

, i.e. :

E(Xn) = n+ 1

4. Soit E = f2k � 1; k 2 N
�g. Alors pour tout n on a Xn(
) � E, et pour

chaque valeur de k dans N� , d�es que n > k, on a :

P (Xn = 2k � 1) = 1
2k

�!
n!1

1
2k
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Ainsi la suite (Xn) converge en loi vers une variable X telle que :

X(
) = E;8 k 2 N
� ; P (X = 2k � 1) = 1

2k

(On remarque que l'on a bien
1P
k=1

P (X = 2k � 1) = 1)

Exercice 3.30.

Dans tout l'exercice (Xn)n2N� d�esigne une suite de variables al�eatoires
d�e�nies sur un même espace probabilis�e (
;A;{) et �a valeurs dans [0; 1],
qui sont ind�ependantes, �a densit�e et de même loi uniforme sur [0; 1]. On pose

pour tout n de N� , Sn =
nP

k=1

Xk.

1. On note pour n entier naturel non nul, fn une densit�e de Sn et Fn sa
fonction de r�epartition.

a) Indiquer une relation entre fn+1 et fn.

b) En d�eduire l'expression de Fn(x) pour x 2 [0; 1].

c) D�eterminer, en fonction de n, le plus grand entier k tel que Fn soit de
classe Ck sur R.

2. Si ! 2 
 on pose N(!) = minfn 2 N
� = Sn(!) > 1g, s'il existe n > 1 tel

que Sn(!) > 1 et sinon, on pose N(!) = 0.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire N .

b) Montrer que N poss�ede une esp�erance et une variance et les calculer.

3. Donner la valeur de P
� T
n2N�

(Sn > n� 1)
�

Solution :

1. a) On a Sn+1 = Sn + Xn+1 et Xn+1 est ind�ependante de Sn (car Sn ne
d�epend que de X1; : : : ; Xn). Une densit�e fn+1 de Sn+1 s'obtient donc par
convolution de fn et d'une densit�e de Xn+1 :

8x 2 R; fn+1 (x) =

Z
+1

�1
fn(t)1[0;1](x � t) dt =

Z
x

x�1

fn(t) dt

b) Sn prend ses valeurs entre 0 et n, donc pour x 2 [0; 1], l'intervalle utile
d'int�egration est [0; x] :

8x 2 [0; 1]; fn+1(x) =

Z x

0

fn(t) dt = Fn(x) � Fn(0) = Fn(x)

Ainsi, 8x 2 [0; 1]; Fn+1(x) =

Z
x

�1
fn+1(t) dt =

Z
x

0

fn+1(t) dt =

Z
x

0

Fn(t) dt

Comme 8x 2 [0; 1]; F1(x) = x, une r�ecurrence simple donne :

8x 2 [0; 1];8n 2 N
� ; Fn(x) =

x
n

n!
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c) 8x 2 R; fn+1 (x) = Fn(x)� Fn(x� 1).

Ainsi si Fn est de classe Ck sur R, alors fn+1 aussi et Fn+1, qui est une
primitive de fn+1, est de classe Ck+1 sur R. Comme F1 est seulement continue
sur R (elle n'est pas d�erivable en 0 et en 1), une r�ecurrence simple montre
que Fn est de classe Cn�1 sur R, sans être de classe Cn sur R.

2. a) Par construction, N est �a valeurs dans N.

? L'�ev�enement (N = 0) est l'�ev�enement
T

n2N�
(Sn 6 1), donc pour tout

n 2 N
� :

P (N = 0) 6 P (Sn 6 1) = Fn(1) =
1
n!

Donc P (N = 0) = 0 et (N = 0) est donc quasi-impossible.

? Ainsi, pour n 2 N; P (N > n) = P (Sn 6 1) = 1
n!

(ceci vaut même pour

n = 0) et donc :

8n 2 N
� ; P (N = n) = P (N > n� 1)� P (N > n) = 1

(n� 1)!
� 1
n!

b) Pour n > 2, n:P (N = n) = n
n� 1
n!

= 1
(n� 2)!

, qui est le terme

g�en�eral d'une s�erie convergente. Donc N admet une esp�erance et comme
P (N = 1) = 0 :

E(N) =
1P
n=2

n:P (N = n) =
1P
n=2

1
(n� 2)!

= e

De même, les convergences �etant �evidentes :

E(N2) =
1P
n=2

n2P (N = n) =
1P
n=2

n

(n� 2)!
=

1P
n=2

n� 2
(n� 2)!

+
1P
n=2

2
(n� 2)!

=
1P
n=3

1
(n� 3)!

+ 2
1P
n=2

1
(n� 2)!

= 3:e

et :
V (N) = E(N2)� [E(N)]2 = e(3� e)

3. On a (Sn > n� 1) = (n� Sn 6 1), or n� Sn = (1�X1) + � � �+ (1�Xn)
et chaque Xi ayant même loi que (1 � Xi), et les variables (1 � Xi) �etant

ind�ependantes, (n� Sn) a même loi que Sn, donc P (Sn > n� 1) = 1
n!
.

Pour tout k 2 N
� , on a donc P

� T
n2N�

(Sn > n � 1)
�
6 P (Sk > k � 1) = 1

k!
,

soit :

P
� T
n2N�

(Sn > n� 1)
�
= 0

Exercice 3.31.

1. Montrer que pour tout polynôme P �a coe�cients r�eels, l'int�egraleZ
+1

0

P (t)e�t dt est convergente et pr�eciser, pour n 2 N, la valeur de
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Z
+1

0

t
ne�t dt.

2. Soit A la matrice de Mn(R) de terme g�en�eral ai;j = (i + j � 2)! pour
(i; j) 2 [[1; n]]2.

a) Montrer que si x1; x2; : : : ; xn sont n r�eels et qu'on pose X =

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA, on

a

t
XAX =

Z
+1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!2

e�t dt

b) En d�eduire que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
A est-elle inversible ?

3. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles positives pour laquelle il
existe n r�eels x1; x2; : : : ; xn tels que X admette pour densit�e la fonction f

d�e�nie par :

8 t 2 R
+ ; f(t) =

� nP
i=1

xit
i�1
�
e�t si t > 0; et 8 t < 0; f(t) = 0

a) Pr�eciser la valeur de
nP
i=1

xi : (i� 1)!

b) Montrer que pour tout k 2 N, X admet un moment d'ordre k et exprimer
mk = E(Xk) en fonction des xi.

c) Montrer que (x1; x2; : : : ; xn) est enti�erement d�etermin�e par le (n � 1)
uplet (m1;m2; : : : ;mn�1).

d) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur (m1;m2; : : : ;mn�1)
pour que X suive la loi exponentielle de param�etre � = 1.

Solution :

1. La connaissance de la fonction � permet d'a�rmer que pour tout polynôme

P �a coe�cients r�eels, l'int�egrale

Z
+1

0

P (t)e�tdt est combinaison lin�eaire

d'int�egrales convergentes, donc est convergente et :Z
+1

0

tne�tdt = �(n+ 1) = n!

2. a) D'une part : tXAX =
P
i;j

ai;jxixj =
P
i;j

(i+ j � 2)!xixj .

D'autre part :Z
+1

0

� nP
i=1

xit
i�1
�2
e�tdt =

Z
+1

0

P
i;j

xixjt
i+j�2e�tdt =

P
i;j

xixj(i+ j � 2)!
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D'o l'�egalit�e souhait�ee.

b) Soit � une valeur propre de A (A est sym�etrique r�eelle, donc � 2 R) et
X un vecteur colonne propre associ�e, de terme g�en�erique xi. Alors :

tXAX = tX�X = �(tXX) = �

nP
i=1

x2
i

Or, d'apr�es a) : t
XAX =

Z
+1

0

� nP
i=1

xit
i�1
�2
e�tdt > 0, car la fonction �a

int�egrer est continue, positive et di��erente de la fonction nulle (il existe au
moins un xi non nul).

Ainsi � > 0 et comme 0 n'est pas valeur propre de A, la matrice A est
inversible.

3. a) f est une densit�e, donc

Z
+1

�1
f(t) dt =

Z
+1

0

f(t) dt = 1, soit
nP
i=1

xi(i�1)! =
1.

b) Pour tout k 2 N;

Z
+1

0

tkf(t) dt est convergente, et :

mk = E(Xk) =

Z
+1

0

tkf(t) dt =
nP
i=1

Z
+1

0

xit
i+k�1e�tdt =

nP
i=1

xi(i+ k � 1)!

c) Ainsi

0
BB@

1
m1

...
mn�1

1
CCA = A

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA, d'o

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA = A�1

0
BB@

1
m1

...
mn�1

1
CCA

ce qui prouve que la connaissance des moments (m1;m2; : : : ;mn�1) d�etermine
parfaitement les valeurs des xi pour 1 6 i 6 n.

d) Pour une variable al�eatoire qui suit la loi exponentielle de param�etre 1,
le moment d'ordre k vaut k!.
Par suite, une variable al�eatoire X du type pr�ec�edent suit la loi E(1) si et
seulement si 8 k 2 [[1; n� 1]]; E(Xk) = k!.

Exercice 3.32.

On dispose de n urnes num�erot�ees de 1 �a n et de N boules num�erot�ees de
1 �a N o�u N = an, a �etant un entier �x�e non nul. On place hhau hasard ii et
de mani�ere ind�ependante chacune des N boules dans une des urnes (chaque

boule est donc plac�ee avec la probabilit�e 1
n
dans l'urne num�ero k).

On note :

Yn le nombre d'urnes vides.
Ti la variable qui vaut 1 si l'urne num�ero i est vide et 0 sinon.

Sn = Yn
n
.

1. Donner la loi de Ti et son esp�erance.

2. Calculer E(TiTj) et Cov(Ti; Tj).



Analyse 55

3. Calculer E(Sn) et sa limite quand n tend vers l'in�ni.

4. Calculer V (Sn) et sa limite quand n tend vers l'in�ni.

5. a) V�eri�er que 8! 2 
; jSn(!)� e�aj 6 jSn(!)�E(Sn)j+ jE(Sn)� e�aj.
b) En d�eduire que :
8 " > 0; 9n0;8n > n0; P (jSn(!)� e�aj > ") 6 P (jSn(!)�E(Sn)j > "

2
).

c) Montrer que 8 " > 0; lim
n!1

P (jSn(!)� e�aj > ") = 0.

Solution :

1. Par ind�ependance des r�esultats des di��erents placements, on a :

P (Ti = 1) =
�
1� 1

n

�N
=
�
1� 1

n

�na
Ainsi Ti ,! B��1� 1

n

�N�
et :

E(Ti) =
�
1� 1

n

�N
; V (Ti) =

�
1� 1

n

�N�
1� �1� 1

n

�N�
.

2. De même TiTj ne prend que les valeurs 0 et 1 et prend la valeur 1 avec la

probabilit�e
�
1� 2

n

�N
. Ainsi E(TiTj) =

�
1� 2

n

�N
et :

Cov(Ti; Tj) =
�
1� 2

n

�N � �1� 1
n

�2N
3. On a Yn = T1 + T2 + � � �+ Tn, donc par lin�earit�e de l'esp�erance :

E(Sn) =
1
n

nP
i=1

E(Ti) =
�
1� 1

n

�N
D'o : ln(E(Sn)) = N ln(1� 1

n
) = na ln(1� 1

n
) �
(1)

na(� 1
n
) �!
n!1

�a, et
lim
n!1

E(Sn) = e�a

4. V (Sn) = 1
n
2

� nP
k=1

V (Tk) + 2
P
i<j

Cov(Ti; Tj)
�
. Il y a dans cette somme n

variances toutes �egales et
n(n� 1)

2
covariances toutes �egales, d'o :

V (Sn) =
1
n

�
1� 1

n

�an�
1� �1� 1

n

�an�
+ n� 1

n

��
1� 2

n

�an � �1� 1
n

�2an�
On a lim

n!1

�
1� 2

n

�an
= e�2a et lim

n!1

�
1� 1

n

�2an
= e�2a, d'o :

lim
n!1

V (Sn) = 0

5. a) Il s'agit de l'in�egalit�e triangulaire.

b) Puisque lim
n!1

E(Sn) = e�a, on a :

pour " > 0, il existe n0 2 N, tel que n > n0 =) jE(Sn)� e�aj 6 "
2
.

Ainsi, pour n > n0, si l'�ev�enement jSn(!) � e�aj > " est r�ealis�e, alors
l'�ev�enement jSn(!) � E(Sn)j > "

2
est �egalement r�ealis�e, ce qui donne

l'in�egalit�e demand�ee par croissance d'une probabilit�e.
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c) Or, par l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebychev :

P
�jSn �E(Sn)j > "

2

�
6

4V (Sn)

"
2

�!
n!1

0

et, a fortiori : lim
n!1

P
�jSn(!)� e�aj > "

�
= 0.

Exercice 3.33.

On admettra, sans d�emonstration, la formule :

8x 2 [0; 1[;8 r 2 N;

+1P
k=0

Cr

r+k
xk = 1

(1� x)r+1

On dispose d'une urne contenant une proportion p de boules rouges et
q = 1 � p de boules vertes (0 < p < 1). On e�ectue dans cette urne des
tirages successifs d'une boule avec remise et on note, pour r 2 N

� , Xr la
variable al�eatoire d�e�nie par :

Xr = k si k est le nombre de boules vertes tir�ees avant l'apparition de la
r
�eme�eme boule rouge et Xr = �1 si l'on obtient jamais r boules rouges.

On dit que Xr suit la loi J(r; p).

1. Donner la loi de X1 et son esp�erance.

2. a) Donner, pour k 2 N, l'expression de P (Xr = k).

b) Que vaut P (Xr = �1) ?
c) Calculer E(Xr).

3. On consid�ere une suite (Xn)n>1 de variables ind�ependantes telles que, pour
tout n, Xn suit la loi J(n; pn) o�u lim

n!1
n(1� pn) = �, avec � > 0.

Montrer que (Xn) converge en loi vers une variable X dont on d�eterminera
la loi.

4. On suppose dans cette question que X suit la loi J(2; p).

a) Montrer que 8x 2 [0; 1[;
1P
k=1

x
k

k
= � ln(1� x)

( on remarquera que x
k

k
=

Z
x

0

tk�1 dt ).

b) Calculer E
� 1
X + 2

�
.

Solution :

1. X1 + 1 suit la loi g�eom�etrique G(p), d'o E(X1) =
1
p
� 1 =

q

p
.

2. a) Pour k 2 N, l'�ev�enement (Xn = k) est r�ealis�e si et seulement si les
k+n�1 premiers tirages am�enent n�1 boules rouges, le tirage de rang k+n

amenant la n-i�eme boule rouge. Les tirages ayant lieu avec remise, il vient :
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P (Xn = k) = Cn�1

k+n�1
qkpn�1p = Cn�1

k+n�1
qkpn

b) Par la formule admise :
1P
k=0

P (Xn = k) = pn
1P
k=0

Cn�1

k+n�1
qk = pn

1
(1� q)n

= 1

D'o P (Xn = �1) = 0.

c) Soit Yk le nombre de boules vertes obtenues entre les (k � 1)-i�eme et
k-i�eme boules rouges obtenues (on pose Y1 = X1). Par ind�ependance, chaque
Yk suit la même loi que Y1 = X1, d'esp�erance

q

p
.

Comme Xr = Y1 + Y2 + � � �+ Yr, par lin�earit�e de l'esp�erance, il vient :

E(Xr) =
rq

p

3. Pour k 2 N, P (Xn = k) = Cn�1

k+n�1
(1� pn)

kpnn.

? ln(pn
n
) = n ln(pn) �

(n!1)

n(pn � 1) �!
n!1

��, donc lim
n!1

pn
n
= e��.

? Cn�1

k+n�1
=

(k + n� 1)(k + n� 2) : : : n

k!
�

(n!1)

n
k

k!
, donc :

Cn�1

k+n�1
(1� pn)

k � [n(1� pn)]
k

k!
�!
n!1

�
k

k!

Ainsi, 8 k 2 N; lim
n!1

P (Xn = k) = �
k

k!
e��, ce qui signi�e que la suite (Xn)

converge en loi vers une variable suivant la loi P(�).

4. a)
nP

k=1

x
k

k
=

nP
k=1

Z
x

0

tk�1dt =

Z
x

0

1� t
n

1� t
dt =

Z
x

0

1
1� t

dt �
Z

x

0

t
n

1� t
dt,

soit :
nP

k=1

x
k

k
= � ln(1� x) �Rn(x), avec 0 6 Rn(x) 6

Z
x

0

x
n

1� x
dt = x

n+1

1� x

On a donc lim
n!1

Rn(x) = 0, c'est-�a-dire :

8x 2 [0; 1[;
1P
k=1

x
k

k
= � ln(1� x)

b) 1
X + 2

est une variable born�ee, donc admet une esp�erance, et :

E
� 1
X + 2

�
=

1P
k=0

1
k + 2

P (X = k) =
1P
k=0

1
k + 2

(k + 1)qkp2

=
1P
k=0

qkp2 �
1P
k=0

1
k + 2

qkp2 = p2
1

1� q
� p

2

q
2

1P
k=2

q
k

k

= p� p
2

q
2

�� ln(1� q)� q)

Soit, apr�es simpli�cations :

E
� 1
X + 2

�
=

p

q
+
p
2

q
2
ln p
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Exercice 3.34.

Soit n 2 N
� . Une urne contient 2n boules indiscernables au toucher : deux

boules portent le num�ero 1, deux boules portent le num�ero 2, : : : , deux boules
portent le num�ero n.

On e�ectue une succession de tirages de deux boules de cette urne selon le
protocole suivant : si les deux boules obtenues portent des num�eros di��erents,
elles sont remises dans l'urne avant le tirage suivant, si les deux boules portent
le même num�ero, elles sont d�e�nitivement �elimin�ees.

On note Xn la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires pour
vider compl�etement l'urne.

On note Y1 la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires
pour obtenir une premi�ere paire de boules portant le même num�ero et
pour i 2 [[2; n]], on note Yi la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages
n�ecessaires pour obtenir une i�eme paire de boules portant le même num�ero, �a
partir du retrait d'une (i� 1)�eme paire de boules.

1. a) Quelle relation lie Xn �a Y1; : : : ; Yn ?

b) D�eterminer la loi de Y1. Plus g�en�eralement, d�eterminer pour i 2 [[1; n]],
la loi de Yi. Quelle est son esp�erance ?

c) En d�eduire que E(Xn) = n2.

2. a) Dans les cas n = 1, puis n = 2, d�eterminer la loi de Xn.

b) On suppose n = 3. Montrer que :

8 k > 3; P (X3 = k) = 1
2

��4
5

�k�2 � �2
3

�k�2�
3. On revient au cas g�en�eral.

a) Montrer que P (Xn = n) = 2nn!
(2n)!

�

b) Exprimer P (Xn = n+1) �a l'aide de termes de la suite (hk) d�e�nie, pour

k > 1, par hk = 1 + 1
2
+ � � �+ 1

k
�

Solution :

1. a) Clairement : Xn = Y1 + Y2 + � � �+ Yn.

b) Pour i 2 [[1; n]], si (i� 1) paires ont d�ej�a �et�e retir�ees, il reste 2(n� i+1)
boules dans l'urne et le tirage d'une paire est de probabilit�e :

pi =
n� i+ 1
C2

2(n�i+1)

= 1
2(n� i) + 1

Ainsi Yi suit la loi g�eom�etrique de param�etre pi et E(Yi) =
1
pi

= 2(n� i)+1.

c) Par lin�earit�e de l'esp�erance :
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E(Xn) =
nP
i=1

E(Yi) =
nP
i=1

[2(n� i) + 1] =
n�1P
k=0

(2k + 1)

Soit :
E(Xn) = n(n� 1) + n = n2

2. a) ? Pour n = 1, X1 est la constante �egale �a 1.

? Pour n = 2, on attend une premi�ere paire (loi g�eom�etrique de

param�etre 1
3
) puis on conclut au tirage suivant :

X2(
) = [[2;+1[[;8 k > 2; P (X2 = k) =
�2
3

�k�2 1
3

b) Pour n = 3, X3 = Y1 + Y2 + 1, o Y1 ,! G(1
5
) et Y2 ,! G(1

3
), Y1 et Y2

�etant ind�ependantes. Donc, par convolution discr�ete :

8 k > 3; P (X3 = k) =
n�3P
i=0

�4
5

�i�1
5

��2
3

�k�3�i�1
3

�
Soit, par la relation xn � yn = (x� y)

n�1P
i=0

xiyn�1�i :

P (X3 = k) = 1
15

( 4
5
)k�2 � ( 2

3
)k�2

4

5
� 2

3

= 1
2

��4
5

�k�2 � �2
3

�k�2�
3. a) Pour r�ealiser (Xn = n), il faut gagner �a chaque essai, i.e. r�ealiser
(Y1 = 1), (Y2 = 1), : : : ,(Yn = 1). On obtient donc par ind�ependance :

P (Xn = n) =
nQ
i=1

1
2(n� i) + 1

=

nQ
k=1

(2k)

2nQ
k=1

k

= 2nn!
(2n)!

b) De même pour r�ealiser (Xn = n+1), il faut obtenir une paire �a chaque
essai, sauf une fois (pas la derni�ere) o l'on doit s'y prendre �a deux fois ! En
clair :

(Xn = n+ 1) =
n�1S
i=1

�
(Yi = 2)

n�1T
j=1

ji

(Yj = 1)
�

Avec les notations de la question 1., P (Yi = 1) = pi et P (Yi = 2) = (1�pi)pi,
d'o par disjonction, puis ind�ependance :

P (Xn = n+ 1) = p1p2 : : : pn�1

n�1P
j=1

(1� pj) =
2nn!
(2n)!

(n� 1�
n�1P
j=1

1
2j + 1

)

= 2nn!
(2n)!

�
n�

n�1P
j=0

1
2j + 1

�

Or
n�1P
j=0

1
2j + 1

=
2nP
k=1

1
k
�

nP
k=1

1
2k

, soit �nalement :

P (Xn = n+ 1) = 2nn!
(2n)!

�
n� h2n +

1
2
hn

�
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