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PROBABILIT�ES

Exercice 3.1.

1. Soit n 2 N� et x un r�eel. Calculer
nP

k=0

kCk

nx
k en fonction de n et x.

2. Un boulanger poss�ede un ensemble de pochettes surprise. Lorsqu'on en

ach�ete une on peut :

� soit gagner une montre avec une probabilit�e de m,

� soit gagner un euro avec une probabilit�e de e,

� soit ne rien gagner.

Un client ach�ete n pochettes. On d�esigne par M la variable al�eatoire �egale

au nombre de montres gagn�ees et E la variable al�eatoire �egale au nombre

d'euros gagn�es.

a) D�eterminer la loi de M .

b) D�eterminer la loi conjointe du couple (M;E).

3. On suppose que k pochettes ont rapport�e quelque chose.

Soit Tk la variable al�eatoire �egale �a la proportion de pochettes ayant rapport�e

une montre par rapport au nombre de pochettes ayant rapport�e quelque

chose.

D�eterminer la loi de Tk.

Calculer l'esp�erance E(Tk) en fonction de m et e.

Solution :

1.
nP

k=0

k

�
n

k

�
x
k =

nP
k=1

k

�
n

k

�
x
k = n

nP
k=1

�
n� 1
k � 1

�
x
k = nx

nP
k=1

�
n� 1
k � 1

�
x
k�1,

soit :
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nP
k=0

k

�
n

k

�
x
k = nx

n�1P
h=0

�
n� 1
h

�
x
h = nx(1 + x)n�1

2. a) Clairement M ,! B(n;m) [et E ,! B(n; e)].
b) Soit (i; j) 2 N2 .

? Si i+ j > n, il est clair que P [(M = i) \ (E = j)]) = 0.

? Si i+j 6 n, r�ealiser (M = i)\(E = j) c'est choisir les i rangs permettant

de gagner une montre, parmi les n pochettes achet�ees, puis les j rangs parmi

les n�i restants permettant de gagner un euro, les tirages restants (au nombre

de n� i� j) ne rapportant rien.

Ainsi : P [(M = i) \ (E = j)]) =
�
n

i

�
m
i�
�
n� i

j

�
e
j�(1�m� e)n�i�j ,

et en rempla�cant les coe�cients binomiaux par des factorielles :

P [(M = i) \ (E = j)]) = n!
i!j!(n� i� j)!

m
i
e
j(1�m� e)n�i�j

3. Tk prend ses valeurs dans
�0
k
;
1
k
; : : : ;

k

k

	
et pour i 2 [[0; k]] :

P
�
Tk =

i

k

�
=
P [(M = i) \ (M +E = k)]

P (M + E = k)
=
P [(M = i) \ (E = k � i)]

P (M +E = k)

OrM +E ,! B(n;m+ e) (on e�ectue n essais ind�ependants et la probabilit�e

de gagner quelque chose �a chaque essai vaut m+ e), d'o�u :

P
�
Tk =

i

k

�
=

n!

i!(k � i)!(n� k)!
m
i
e
k�i(1�m�e)n�k� k!(n� k)!

n!(m+ e)k(1�m� e)n�k

Soit :

P
�
Tk =

i

k

�
=
�
k

i

�
m
i
e
k�i

(m+ e)k

On a donc :

E(Tk) =
1

(m+ e)k

kP
i=0

i

k

�
k

i

�
m
i
e
k�i = e

k

k(m+ e)k

kP
i=0

i

�
k

i

��
m

e

�i
.

En utilisant le r�esultat de la question 1., il vient donc :

E(Tk) =
m

m+ e
.

Exercice 3.2.

Soit � un r�eel strictement positif. On note U� la distribution uniforme sur

l'intervalle [0; �]. Pour un entier n > 2, on consid�ere n variables al�eatoires

ind�ependantes X1; X2; : : : ; Xn distribu�ees uniform�ement sur [0; �]. � est in-

connu et on veut l'estimer.
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1. On poseMn = max
16i6n

Xi. Calculer respectivement la fonction de r�epartition

Fn et une densit�e fn de Mn. On pose :

M
0
n =

n+ 1

n
Mn

Calculer E(Mn); E(M
2

n
); E(M 0

n
) et E((M 0

n
)2).

Montrer que pour tout " > 0

lim
n!+1

P (jMn � �j > ") = 0; lim
n!+1

P (jM 0
n
� �j > ") = 0

2. Soit � 2 R� , �x�e. On consid�ere la suite (�n)n2N d�e�nie par

�n = �

�
1� �

n

�
� n+ 1

n

Montrer que :

lim
n!+1

P (M 0
n
6 �n) = e��

En d�eduire que la variable Zn = n

�
1� Mn

�

�
tend en loi vers une variable

exponentielle de param�etre 1.

3. On pose

Yn =
2

n

nX
k=1

Xk

D�eterminer l'esp�erance et la variance de Yn et montrer que pour tout " > 0

lim
n!+1

P (jYn � �j > ") = 0

4. Entre M 0
n
et Yn, quel estimateur de � choisissez{vous ?

Solution :

1. Mn prend ses valeurs entre 0 et �, et pour 0 6 x 6 �, on a :

Fn(x) =
�
x

�

�n
et fn(x) =

nx
n�1

�
n

E(Mn) =

Z �

0

xfn(x) dx = n�

n+ 1
; E(M2

n) =

Z �

0

x
2
fn(x) dx = n�

2

n+ 2
.

On en d�eduit :

E(M 0
n
) = � ; E((M 0

n
)2) = �

2
�
1 + 1

n(n+ 2)

�
P (jMn � �j > ") = P (Mn < � � ") =

�
1� "

�

�n �!
n!1

0.

P (jM 0
n
� �j > ") = P (jMn � n�

n+ 1
j > n"

n+ 1
)

= P (Mn <
n(� � ")
n+ 1

) + P (Mn >
n(� + ")
n+ 1

)
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Le premier terme vaut
�
1 � 1

n+ 1

�n�
1 � "

�

�n
et tend vers 0 quand n tend

vers l'in�ni ;

le second est nul pour n assez grand, car
n(� + ")
n+ 1

est alors plus grand que �.

Ainsi lim
n!1

P (jMn � n�

n+ 1
j > n"

n+ 1
) = 0.

2. P (M 0
n 6 �n) = P

�
Mn 6 �(1� �

n
)
�
=
�
1� �

n

�n �!
n!1

e�� .

Donc, pour tout � > 0, lim
n!1

P (Zn 6 �) = 1 � e�� , et (Zn) converge en loi

vers une variable suivant la loi exponentielle de param�etre 1.

3. On a E(Yn) = � et par ind�ependance :

V (Yn) =
4
n
2

nP
k=1

V (Xk) =
4
n
V (X1) =

�
2

3n
.

La limite demand�ee r�esulte de l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tch�ebichev.

4.M 0
n
et Yn sont deux estimateurs sans biais et convergents de �, mais on a :

V (M 0
n) =

�
2

n(n+ 2)
< V (Yn).

M
0
n est donc un meilleur estimateur que Yn.

Exercice 3.3.

Une rue de Paris o�re un côt�e de la chauss�ee disponible au stationnement.

On identi�e le côt�e �a un segment S de longueur x > 0, et on suppose pour

simpli�er,que tous les v�ehicules qui se garent sont de longueur 1. On �etudie

deux sc�enarios de stationnement :

Premier sc�enario : Le premier v�ehicule qui arrive stationne exactement au

milieu du segment S et divise la place restante en deux segments de longueur

�egale. Les v�ehicules arrivent les uns apr�es les autres et se garent au milieu

d'un des segments disponibles, pris au hasard parmi ceux constitu�es lors des

man�uvres de stationnement pr�ec�edentes. On suppose que la demande est

telle que toutes les places pouvant être occup�ees le seront.

On d�esigne par f(x) le nombre de v�ehicules gar�es.

1. Pour x 2 R et k 2 N� , on pose '(x) =
x� 1

2
et 'k = ' � � � � � '.

Calculer 'k(x) par r�ecurrence sur k.

2. Que vaut f sur l'intervalle [0; 1[ ? Sur l'intervalle [1; 2[ ?

3. �Etablir une relation entre f et ' et en d�eduire que pour tout x > 0,

f(x) = 2blog2(x+1)c � 1

o�u log
2
est le logarithme en base deux et o�u b:c d�esigne la partie enti�ere.

On rappelle que la partie enti�ere de z 2 R est l'unique nombre k 2 Z v�eri�ant
k 6 z < k + 1.
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4. Montrer que pour tout x > 0, bx� 1

2
c 6 f(x) 6 bxc.

Deuxi�eme sc�enario : On suppose dans cette partie : x > 1, et on pose

y = x � 1. Le premier v�ehicule stationne cette fois-ci au hasard le long du

segment S, laissant deux segments disponibles de longueur al�eatoire. Les

v�ehicules qui arrivent en suivant observent les r�egles de stationnement du

premier sc�enario et occupent toutes les places disponibles jusqu'�a ce qu'il

n'y ait plus de place de longueur su�sante. On note Nx la variable al�eatoire

donnant le nombre de v�ehicules stationn�es et X (prenant ses valeurs dans

[0; y]) l'abscisse d'une des extr�emit�es de la premi�ere voiture qui se gare.

5. Quelle est la loi suivie par X ?

6. Donner une relation entre Nx; X; f et y.

7. On admet que que E(f(X)) =
4k0+1 � 1

3y
+

2k0

y
(y � 2k0+1 + 1)

avec k0 = blog
2
(
y + 1

2
)c. En d�eduire une expression de E(Nx).

Solution :

1. '2(x) =
x�1

2
� 1

2
= x

4
� 3

4
= x

4
� (1� 1

4
).

Une r�ecurrence simple montre alors que l'on a :

8 k > 1; 'k(x) = x

2k
� (1� 1

2k
).

2. Si 0 6 x < 1, aucune voiture ne peut se garer et f(x) = 0.

Si 1 6 x < 2, une voiture peut se garer et elle ne laisse de place pour

personne d'autre : f(x) = 1.

3. Le premier v�ehicule gar�e occupe une place de longueur 1 et laisse deux

emplacements de longueur �egale valant x� 1
2

= '(x), donc :

f(x) = 1 + 2f
�
'(x)

�
De même, tant que 'k(x) > 0 :8>><

>>:
f
�
'(x)

�
= 1 + 2f

�
'
2(x)

�
f
�
'
2(x)

�
= 1 + 2f

�
'
3(x)

�
: : :

f
�
'
k�1(x)

�
= 1 + 2f

�
'
k(x)

�
Le procesus s'arrête lorsque 'k(x) 2 [0; 1[ (plus aucun v�ehicule ne peut se

garer).

Or : 'k(x) 2 [0; 1[() 0 6 x

2k
� (1� 1

2k
) < 1() 2k 6 x+ 1 < 2k+1

() k 6 log
2
(x+ 1) < k + 1() k = blog

2
(x+ 1)c
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Il vient alors :

f(x) = 1 + 2
�
'(x)

�
= 1 + 2 + 4f

�
'
2(x)

�
= 1 + 2 + 4 + 8f

�
'
3(x)

�
= � � �

Sachant que 1 + 2 + � � � + 2k�1 = 2k � 1 et que pour la valeur de k trouv�ee

pr�ec�edemment f
�
'
k(x)

�
= 0, il vient bien :

f(x) = 2blog2(x+1)c � 1

4. ? Les intervalles occup�es sont de longueur 1, on ne peut donc pas garer

plus de bxc voitures : f(x) 6 bxc.
? L'intervalle perdu derri�ere la derni�ere voiture est inf�erieur ou �egal �a 1, et

la somme de l'espace occup�e par une voiture et de l'espace perdu devant elle

est inf�erieure ou �egale �a 2 ; on peut donc placer au moins x� 1
2

voitures,

c'est-�a-dire au moins bx� 1
2

c voitures.

5. X suit la loi uniforme sur [0; y].

6. On a Nx = 1 + f(X) + f(y �X) (la premi�ere voiture se gare et laisse un

espace X devant elle et un espace y �X derri�ere elle). Notons que la loi de

X est la même que la loi de y �X , donc la loi de f(X) est la même que la

loi de f(y �X).

7. La relation pr�ec�edente donne, compte tenu de la remarque faite :

E(Nx) = 1 + 2E(f(X)), soit :

E(Nx) = 1 + 2
�4k0+1 � 1

3y
+ 2k0

y
(y � 2k0+1 + 1)

�
Exercice 3.4.

Soit X une variable al�eatoire �a densit�e et f une densit�e de X , suppos�ee

continue sur R. On admet que Y =
1

X
est une variable al�eatoire.

1. Justi�er que Y est une variable �a densit�e et en d�eterminer une densit�e �.

2. On s'int�eresse aux variables al�eatoires X telles que X et Y = 1=X ont

même densit�e f .

a) Montrer que cette condition �equivaut �a :

(8y 2 R� ) y f(y) =
1

y
f

�1
y

�
b) En d�eduire alors l'existence d'une fonction h1 (resp. h2) d�e�nie sur R

et paire, telle que, pour tout y > 0 (resp. y < 0), on ait

f(y) =
h1

�
ln jyj

�
jyj

�
resp. f(y) =

h2

�
ln jyj

�
jyj

�
c) R�eciproquement, quelles conditions doivent v�eri�er h1 et h2 pour que f

d�e�nie par la formule ci-dessus soit bien une densit�e de probabilit�e de X et

1=X ?
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d) Quelle(s) condition(s) suppl�ementaire(s) doivent v�eri�er h1 et h2 pour

que X admette une esp�erance ? Comment s'exprime alors E(X) ?

3. Exemple :

Les fonctions h1(t) = h2(t) = h(t) = 1
� (et + e�t)

v�eri�ent-elles les conditions

ci-dessus ? Dans l'a�rmative, d�eterminer une densit�e f commune �a X et 1=X

et, le cas �ech�eant, l'esp�erance de X .

(On pourra être amen�e �a calculer

Z
du

u
2 + 1

, �a l'aide du changement de

variable u = tan t.)

Solution :

1. D�eterminons d'abord la fonction de r�epartition de Y :

Si y < 0, P (Y 6 y) = P ( 1
X
6 y) = P (1

y
6 X < 0) = FX (0)� FX (

1
y
) ;

si y > 0, P (Y 6 y) = P ( 1
X
6 y) = P (X 6 0) + P (X > 1

y
)

= FX(0) + 1� FX(
1
y
) ;

en�n P (Y 6 0) = P (X < 0) = FX(0).

Par d�erivation l�egitime sur R� , on obtient pour densit�e � de Y :

8 y 6= 0; �(y) = 1
y
2
F
0
X
(1
y
) = 1

y
2
f(1
y
)

et on peut donner une valeur arbitraire �a �(0).

2. Dire queX et Y ont même densit�e se traduit sur les intervalles de continuit�e

R
�
� et R�

+
par : yf(y) = 1

y
f(1
y
).

b) ? Pour y > 0, posons y = et, il vient etf(et) = e�tf(e�t), ce qui signi�e
que la fonction h1 : t 7! etf(et) est paire.

On a alors yf(y) = h1(ln t), i.e. f(y) =
h1(ln y)

y
.

? On proc�ede de même pour y < 0 et pour homog�en�eiser les notations, on

peut regrouper les deux cas en �ecrivant jyj.
c) Pour que f , d�e�nie �a partir de h1 et h2, soit une densit�e, il faut et il

su�t que f soit positive ou nulle, continue et d'int�egrale sur R valant 1.

Cela se traduit pour h1 et h2 par :

? h1 et h2 sont continues sur R, paires.

? L'int�egration se faisant hh�a vue ii (une primitive de la fonction y 7!
h1(ln y)

y
est y 7! H1(ln y)), o�u H1 est une primitive de h1, la conditionZ

0

�1
f +

Z
+1

0

f = 1 s'�ecrit :

Z
+1

�1
h1 +

Z
+1

�1
h2 = 1.



82 ESCP-EAP 2003 - Oral

d)X admet une esp�erance si les deux int�egrales

Z
0

�1
yf(y) dy et

Z
+1

0

yf(y) dy

sont convergentes, ce qui �equivaut ici �a la convergence des int�egralesZ
0

�1
�h2(ln jyj) dy et

Z
+1

0

h1(ln y) dy.

Apr�es le changement de variable y = �et ou y = et, il vient :

E(X) existe ()
Z

+1

�1
h2(t)e

t
dt et

Z
+1

�1
h1(t)e

t
dt convergent, et alors :

E(X) =

Z
+1

�1
[h1(t)� h2(t)]e

t
dt

3. La fonction h est d�e�nie sur R, continue et paire, de plus h(t) est n�egligeable

devant 1
t
2
au voisinage de +1, donc

Z
+1

0

h(t) dt converge. On conclut de

même sur R� par parit�e.

De plus, �a l'aide des changements de variables u = et puis x = tanu :Z
+1

0

dt

�(et + e�t)
= 1
�

Z
+1

1

du

u
2 + 1

= 1
�

Z �=2

�=4

du = 1
4

d'o�u :

Z
+1

�1
h1 +

Z
+1

�1
h2 =

4

4
= 1 et h convient.

On a alors, pour y 6= 0 : f(y) =
h(ln jyj)
jyj = 1

�(y2 + 1)
et on v�eri�e que l'on

a bien 1
y
2
f(1
y
) = f(y).

En�n lim
t!+1

eth(t) = 1
�

et t 7! eth(t) n'a pas une int�egrale convergente en

+1. On en d�eduit que X n'a pas d'esp�erance, ce que l'on peut voir aussi

directement sur la densit�e f .

Exercice 3.5.

On dispose de n d�es cubiques, avec n > 4, non �equilibr�es. Pour chacun,

lorsqu'on le lance, la probabilit�e d'amener le 1 (l'as) est p, 0 < p < 1, nombre

inconnu a priori .

On r�ealise une suite de manches de la fa�con suivante :

� �a la premi�ere manche, on lance les n d�es. Ceux qui am�enent l'as sont

�ecart�es et ne seront plus lanc�es ;

� �a la seconde manche, on lance les d�es restants. Ceux qui am�enent l'as sont

�ecart�es,

� ainsi de suite jusqu'�a ce que tous les d�es aient amen�e l'as.

1. On note X la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de d�es �ecart�es �a

l'issue de la premi�ere manche.
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a) D�eterminer la loi de X . Pr�eciser son esp�erance E(X) et sa variance

V (X).

b) En d�eduire un estimateur sans biais Y de p en fonction de X . Cet

estimateur est{il convergent ?

2. On suppose les d�es num�erot�es de 1 �a n.

Pour tout 1 6 i 6 n, au d�e num�ero i, on associe la variable al�eatoire Di qui

repr�esente le num�ero de la manche �a l'issue de laquelle ce d�e a �et�e �ecart�e.

a) D�eterminer la loi de Di. Pr�eciser son esp�erance et sa variance.

b) Soit D =
nP
i=1

Di. D�eterminer la loi de D.

c) Montrer que Z =
n� 1

D � 1
est un estimateur sans biais de p.

3. On note N la variable al�eatoire repr�esentant le nombre total de d�es lanc�es

jusqu'�a l'obtention de n as (certains ont pu être lanc�es plusieurs fois).

a) Exprimer N en fonction des (Di)16i6n.

b) En d�eduire l'esp�erance E(N).

Solution :

1. a) Clairement X ,! B(n; p), donc E(X) = np et V (X) = npq, avec

q = 1� p.

b) En posant Y = 1
n
X , on a E(Y ) = p et V (Y ) =

pq

n
�!
n!1

0, donc Y est

un estimateur sans biais et convergent de p.

2. a) Pour tout i, Di est le temps d'attente du premier succ�es (obtenir l'as)

avec le d�e portant le num�ero i. On sait que Di suit la loi g�eom�etrique de

param�etre p, d'o�u :

E(Di) =
1
p
et V (Di) =

q

p
2

b) On peut consid�erer qu'on lance toujours le même d�e et D est alors le

temps d'attente du n�eme suc�es. On a alors D(
) = [[n;+1[[ et :

8 j > n; P (D = j) =
�
j � 1

n� 1

�
p
n�1

q
j�n

p

(En e�et, on a obtenu n� 1 succ�es au cours des j � 1 premiers lancers et le

j
�eme lancer am�ene le n�eme succ�es.)

c) Par le th�eor�eme de transfert, et sous r�eserve de convergence :

E
� 1
D � 1

�
=

1P
j=n

1
j � 1

�
j � 1

n� 1

�
p
n
q
j�n.

On a donc :
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E
� 1
D � 1

�
=

p

n� 1

1P
j=n

�
j � 2

n� 2

�
p
n�1

q
(j�1)�(n�1) =

p

n� 1

(En e�et, la derni�ere somme �ecrite vaut 1 puisqu'elle repr�esente la somme

des probabilit�es a��erentes �a la loi de D lorsque l'on consid�ere seulement n�1

d�es.)

Ainsi E
�
n� 1
D � 1

�
= p et Z est un estimateur sans biais de p.

3. a) N =
nP
i=1

Di.

b) Par lin�earit�e de l'esp�erance, on a E(N) = n

p
.

Exercice 3.6.

Une tortue d�ecide de parcourir une piste en caoutchouc de 100 m�etres de

long.

Elle parcourt 10 m�etres chaque jour, se reposant la nuit. Mais la nuit, pendant

qu'elle se repose, la piste s'allonge uniform�ement de 100 m�etres : ainsi, au

bout de la premi�ere nuit, la tortue se retrouve �a 20 m�etres du d�epart (la piste

a doubl�e de longueur) mais �a 180 m�etres de l'arriv�ee.

Le but de cet exercice est de d�eterminer si la tortue �nira par arriver au bout

de la piste.

1. O�u se trouve la tortue par rapport au d�epart et �a l'arriv�ee au bout de la

seconde nuit ?

2. Pour tout entier non nul n, on note tn la distance (en m�etres) entre le

point de d�epart et l'endroit o�u se trouve la tortue au bout de la n-�eme nuit,

ln la longueur (en m�etres) de la piste au bout de la n-�eme nuit.

D�eterminer ln.

3. Justi�er l'�egalit�e
tn+1

n+ 2
=

tn

n+ 1
+

10

n+ 1
.

4. En d�eduire, sous forme de somme, la valeur de
tn+1

n+ 2
, puis sa limite et

conclure.

5. Notre tortue voudrait atteindre plus vite le bout de la piste : en se

for�cant elle peut parcourir 15 m�etres dans la journ�ee. Mais si elle le fait, le

lendemain elle est fatigu�ee : elle ne parcourra alors que 5 ou 10 m�etres de fa�con

�equiprobable. Par contre, lorsqu'elle ne parcourt que 5 m�etres un jour, elle

est en forme le lendemain et parcourt 10 ou 15 m�etres de fa�con �equiprobable.

En�n si elle parcourt 10 m�etres un jour, le lendemain elle parcourt de fa�con

�equiprobable 5, 10 ou 15 m�etres.
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Sachant que la tortue fait un e�ort le premier jour, quelle est la probabilit�e

qu'elle ait parcouru, avec cette strat�egie, une plus grande distance au bout

de la 3�eme nuit ?

Solution :

1. A la �n de la premi�ere journ�ee, la tortue est �a 10 m�etres du d�epart. Pendant

la nuit, la piste passe de 100 m�etres �a 200 m�etres, donc au matin du deuxi�eme

jour la tortue est �a 20 m�etres du d�epart et �a la �n du deuxi�eme jour elle est

�a 30 m�etres du d�epart. Au matin du troisi�eme jour la piste est pass�ee de 200

m�etres �a 300 m�etres et donc la tortue est �a 30�3
2
= 45 m�etres du d�epart et

�a 255 m�etres de l'arriv�ee.

2. Clairement ln = (n+ 1)�100 m�etres.

3. A la �n du n�eme jour, la tortue se trouve �a la distance tn + 10 m�etres du

d�epart.

Pendant la nuit, la piste passe de la longueur ln �a la longueur ln+1, et

ln+1 =
n+ 2
n+ 1

ln ;

ainsi au matin du (n+ 1)�eme jour, la tortue est �a la distance n+ 2
n+ 1

(tn + 10)

m�etres du d�epart, soit :

tn+1 =
n+ 2
n+ 1

(tn + 10), i.e.
tn+1

n+ 2
= tn
n+ 1

+ 10
n+ 1

4. Par t�elescopage :
tn+1

n+ 2
= t0

nP
k=0

10
k + 1

= 10(1 + 1
2
+ � � �+ 1

n+ 1
)

La divergence connue de la s�erie harmonique montre que lim
n!1

tn+1

n+ 2
= +1,

on a donc �egalement lim
n!1

tn+1

ln+1

= +1 ; donc pour n assez grand, cette

quantit�e va d�epasser 1, et ce jour l�a, la tortue arrive au bout de la piste.

5. Notons xn la distance parcourue le n�eme jour. La tortue �etant en forme le

premier jour, on cherche en fait la probabilit�e p que x2 + x3 d�epasse 15.

Ceci ne peut se produire que dans deux cas : x2 = 5 et x3 = 15, ou x2 = 10

et x3 > 10. Soit par incompatibilit�e et conditionnement :

p = P (x2 = 5)P (x3 = 15=x2 = 5) + P (x2 = 10)P (x3 > 10=x2 = 10)

= 1
2
�1
2
+ 1

2
�2
3
= 7

12
.

Exercice 3.7.

On consid�ere une urne contenant n boules num�erot�ees portant des num�eros

deux �a deux distincts.
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Un premier joueur e�ectue dans l'urne des tirages sans remise jusqu'�a ce qu'il

obtienne la boule portant le plus grand num�ero. On note X1 le nombre de

tirages e�ectu�es par ce joueur.

S'il reste des boules dans l'urne, un deuxi�eme joueur e�ectue la même

exp�erience (c'est-�a-dire qu'il e�ectue des tirages sans remise jusqu'�a obtenir

la boule de plus grand num�ero parmi celles pr�esentent au moment o�u il entre

en jeu).

On note X2 le nombre de tirages e�ectu�es par ce second joueur (nombre qui

vaut �eventuellement 0).

1. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de X1.

2. Donner la loi de X2 conditionn�ee par X1.

En d�eduire que pour 1 � k � n� 1, P (X2 = k) = 1
n

n�1P
i=k

1
i
, puis donner

la loi de X2.

3. Calculer l'esp�erance E(X2).

4. �Ecrire un programme Pascal choisissant et a�chant n num�eros distincts

entre 1 et 100, (n est entr�e au clavier) puis calculant X1 et X2, si l'on suppose

que les tirages sont e�ectu�es dans l'ordre choisi par l'ordinateur. On pourra

s'aider des lignes de programme suivantes, apr�es avoir expliqu�e ce qu'elles

font :

REPEAT b[i] := RANDOM(100)+1 ;

a := 0 ;

FOR j :=1 TO i-1 DO

IF b[i]=b[j] THEN a := a+1 ;

UNTIL a=0 ;

(on rappelle que RANDOM(100) retourne au hasard une valeur entre 0 et 99.)

Solution :

1. On peut mod�eliser le probl�eme en disant que l'on range les n boules au

hasard (il y a n! fa�cons de faire, toutes �equiprobables) et X1 = k est r�ealis�e

si la boule de plus grand num�ero est �a la k�eme place (ce qui peut se faire de

(n� 1)! fa�cons).

Ainsi X1 suit la loi U([[1; n]]) et E(X1) =
n+ 1
2

, V (X1) =
n
2 � 1
12

.

2. X2(
) = [[0; n� 1]], et :

? si X1 = j, avec j 6= n, est r�ealis�e, il reste n � j boules dans l'urne et le

plus grand num�ero restant sera tir�e avec �equiprobabilit�e �a chacun des n� j

rangs possibles ;
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? si on r�ealise X1 = n, alors l'urne est vide et X2 prend la valeur 0.

Bref :

? pour 1 6 j < n; P (X2 = k=X1 = j) = 1
n� j

pour 1 6 k 6 n � j et 0

sinon ;

? P (X2 = j=X1 = n) = 0 si j 6= 0 et P (X2 = 0=X1 = n) = 1.

On utilise alors la formule des probabilit�es totales, appliqu�ee au syst�eme

complet (X1 = j)16j6n :

8 k 2 [[1; n� 1]]; P (X2 = k) =
nP
j=1

P (X2 = k=X1 = j)P (X1 = j)

=
n�kP
j=1

P (X2 = k=X1 = j)P (X1 = j)

= 1
n

n�kP
j=1

1
n� j

= 1
n

n�1P
j=k

1
j

tandis que P (X2 = 0) = P (X1 = n) = 1
n
.

3. E(X2) =
n�1P
k=0

k
1
n

n�1P
j=k

1
j
= 1
n

n�1P
j=1

�1
j

jP
k=1

k
�
= 1
n

n�1P
j=1

j + 1
2

= 1
2n

�n(n� 1)
2

+ n� 1) = n+ 1
4

� 1
2n

.

4. On peut proposer :

Program PlusGrand

Uses crt ;

Var b : Array[1..100] of Integer ; i,j,x1,x2,n,a : Integer ;

Begin Clrscr ; Randomize ;

Readln(n) ;

x1 ;=1 ;

For i :=1 To n Do

Begin Repeat b[i] :=Random(100)+1 ; a :=0 ;

For j :=1 To i-1 Do If b[i]=b[j] Then a :=a+1 ;

Until a :=0 ;

Write(b[j]) ;

If b[x1]<b[i] Then x1 :=i ;

End ;

Writeln ; Writeln('X1='x1) ;

x2 :=x1+1 ;

For i :=x1+1 To n Do If b[x2]<b[i] Then x2 :=i ;

Writeln('X2=',x2) ;

Readln ;

End.

Exercice 3.8.

Soit X une variable al�eatoire d�e�nie sur un espace probabilis�e (
;B; P ) �a
valeurs dans R�

+
telle que lnX suit la loi normale N (0; 1).

1. D�eterminer une densit�e f de X .
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2. Montrer que pour tout n > 1 le moment d'ordre n, E(Xn) de X existe et

le calculer.

3. Soit (fk)k>1 une suite de fonctions d�e�nies sur R par :

fk(x) =

�
f(x)[1 + 1

k
sin(2� lnx)] si x > 0

0 sinon

Montrer que pour tout k 2 N
� , fk est la densit�e d'une variable al�eatoire Xk

telle que pour tout n > 1

E(Xn

k ) = E(Xn)

Conclusion ?

Solution :

1. Notons Y = lnX .

Pour tout x 2 R; FY (x) = P (Y 6 x) = P (X 6 ex) = FX(e
x), donc par

d�erivation, (en choisissant une densit�e aussi continue que possible) :

fY (x) = exfX(e
x).

Par cons�equent :

8 t > 0; fX(t) =
1
t
fY (ln t) =

1
t

e�
ln
2
t

2p
2�

et pour t 6 0, fX(t) = 0.

2. Sous r�eserve de convergence, E(Xn) = 1p
2�

Z
+1

0

x
n�1e�

ln
2
x

2 dx.

La fonction ' �a int�egrer est continue sur R�
+
et se prolonge par continuit�e en

0 en posant '(0) = 0. Le seul probl�eme est d �a la borne in�nie.

Or lim
x!+1

x
n+1e�

ln
2
x

2 = lim
x!+1

exp
�
(n + 1) lnx � ln2 x

2

�
= 0, donc '(x) est

n�egligeable devant 1
x
2
au voisinage de +1 et la convergence en r�esulte.

Pour calculer E(Xn), e�ectuons le changement de variable u = lnxp
2
; il vient :

E(Xn) = 1p
�

Z
+1

�1
en
p
2ue�u

2

du = en
2
=2p
�

Z
+1

�1
e
�(u� np

2
)
2

du,

soit en reconnaissant une int�egrale de r�ef�erence :

E(Xn) = en
2
=2

3. Comme k > 1, la fonction fk est bien positive ou nulle et elle est continue

sur R� . Il reste �a �evaluer

Z
R

fk, i.e.

Z
R�
+

fk.

Soit  d�e�nie sur R�
+
par  (x) = sin(2� lnx)f(x).

Pour a et b strictement positifs, le changement de variable u = lnx donne :
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Z b

a

 (x) dx =

Z
ln b

ln a

sin(2�u)e
�u2=2p
2�

du

Soit h(u) = sin(2�u)e
�u2=2p
2�

, comme jh(u)j 6 e�u
2
=2p

2�
, on en d�eduit que

l'int�egrale

Z
+1

�1
h(u) du est absolument convergente, donc convergente. Ainsi

il est l�egitime de faire tendre a vers 0 et b vers +1. De plus la fonction h

�etant impaire, on peut dire maintenant que son int�egrale sur R est nulle.

Bref

Z
R

fk =

Z
R

f +
1

k

Z
R+

 = 1 et fk est une densit�e de probabilit�e.

Les mêmes arguments montrent que Xk a des moments de tous ordres et le

même argument d'imparit�e que E(Xn

k
) = E(Xn).

En donnant une valeur quelconque �a k, par exemple k = 2, on vient de

montrer que deux variables al�eatoires n'ayant pas la même loi peuvent avoir

la même suite de moments.

Exercice 3.9.

1. a) Soit X une variable al�eatoire suivant la loi normale N (0; 1) et ' une

densit�e de X . Montrer que X admet des moments �a tous les ordres.

Pr�eciser les moments d'ordre 1, 2 et 3.

Calculer le moment d'ordre 4 en remarquant que

Z
+1

�1
t
4
'(t) dt =

Z
+1

�1
�

t
3
'
0(t) dt, o�u '0 d�esigne la d�eriv�ee de '.

b) On suppose maintenant que X suit la loi normale N (m;�).

En �ecrivant X sous la forme X = �X
� + m, calculer E(X2), E(X4), puis

V (X2) en fonction de m et de �.

2. Un point se d�eplace dans le plan rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e, en

partant de l'origine �a l'instant 0.

Si �a l'instant t = k� 1, le point se trouve en (uk�1; vk�1), �a l'instant t = k, il

se trouvera en (uk�1+Xk; vk�1 +Yk), o�u Xk et Yk suivent des lois normales

N (a; 1).

Ainsi, au temps t = 1, il se trouve au point de coordonn�ees (X1; Y1), au temps

t = 2, il se trouve en (X1 +X2; Y1 + Y2), etc.

On suppose les variables X1; X2; : : : ; Xn; : : : et Y1; Y2; : : : ; Yn; : : : mutuelle-

ment ind�ependantes : les Xi sont ind�ependantes entre elles, de même que les

Yj et toutes les Xi sont ind�ependantes de toutes les Yj .

L'objectif de cette question est l'estimation de a2 o�u a est d�e�ni ci-dessus.

Pour tout n entier strictement positif, on pose An =
nP

k=1

Xk et Bn =
nP

k=1

Yk.

(An; Bn) sont donc les coordonn�ees du point �a l'instant n.
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a) Quelle sont les lois de An, de Bn, leur esp�erance et leur variance ?

b) Soit D2

n
= A

2

n
+B2

n
le carr�e de la distance du point �a l'origine �a l'instant

n.

Exprimer E(A2

n) �a l'aide de V (An) et E(An). En d�eduire E(D2

n).

Montrer que Un =
X

2

n
+ Y

2

n

2n2
� 1

n
est un estimateur sans biais de a2.

c) Exprimer la variance de A2

n �a l'aide des r�esultats de la question 1. En

d�eduire celle de Un.

Cet estimateur est-il convergent ?

Solution :

1. a) L'int�egrale mr =

Z
+1

�1
t
r e�t

2
=2p

2�
dt existe pour tout r�eel r > 0. En e�et,

la fonction t 7! t
r
:e�t

2
=2 est continue sur R et on sait que pour tout r > 0,

au voisinage de �1 :

t
r
:e�t

2
=2 = o

� 1
t
2

�
.

Ainsi X admet des moments �a tout ordre.

Par raison de sym�etrie, lorsque r 2 N est impair, il vient mr = 0. Aussi :

E(X) = m1 = 0; E(X2) = V (X) = 1; E(X3) = 0

En�n :

m4 =

Z
+1

�1
(�t3)(�t e

�t2=2p
2�

) dt =

Z
+1

�1
(�t3)'0(t) dt

En int�egrant par parties, il vient :

m4 =
�
� t

3
'(t)

�+1
�1 +

Z
+1

�1
3t2'(t) dt = 3m2 = 3

b) On �ecrit :�
X

2 = �
2
X
�2 + 2m�X� +m

2

X
4 = �

4
X
�4 + 4m�3X�3 + 6m2

�
2
X
�2 + 4m3

�X
� +m

4

Par lin�earit�e de l'esp�erance et sachant que X� suit la loi N (0; 1), il vient :8<
:
E(X2) = m

2 + �
2

E(X4) = 3�4 + 6m2
�
2 +m

4

V (X2) = 2�2(�2 + 2m2)

2. a) An est une somme de n lois normales ind�ependantes, d'esp�erance a et

de variance 1 ; An suit donc la loi normale d'esp�erance na et de variance n,

soit An ,! N (na;
p
n). Il en est de même pour Bn.

b) On a : �
E(A2

n
) = V (An) +E

2(An) = n+ n
2
a
2 = E(B2

n
)

E(D2

n
) = 2n+ 2n2a2
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Comme Un =
D

2

n

2n2
� 1
n
, il vient E(Un) = a

2.

La variable al�eatoireUn est une fonction de 2n variables al�eatoiresX1; : : : ; Xn,

Y1; : : : ; Yn de même loi et d�ependant du param�etre a telle que E(Un) = a
2.

Aussi Un est-il un estimateur sans biais de a2.

c) Comme An et Bn sont ind�ependantes :

V (D2

n
) = V (A2

n
) + V (B2

n
) = 4n2(1 + 2na2).

Et : V (Un) =
V (D2

n)

4n4
= 1 + 2a2

n
2

.

Comme lim
n!+1

V (Un) = 0, on conclut que Un est un estimateur sans biais et

convergent de a2.

Exercice 3.10.

Soit f la fonction d�e�nie sur l'ensemble des r�eels positifs ou nuls par :

f(x) =
n�x lnx si x > 0

0 si x = 0
Soit 
 un ensemble �ni et P une probabilit�e sur cet ensemble. Soit X une

variable al�eatoire d�e�nie sur 
, �a valeurs dans un ensemble �ni E, on appelle

entropie de la loi de X le r�eel, not�e H(X), d�e�ni par :

H(X) =
P
x2E

f
�
P (X = x)

�
1. a) Si la loi de X est uniforme sur E, calculer H(X).

b) Si X est constante, calculer H(X).

2. D�eterminer le signe de H(X) dans le cas g�en�eral.

3. a) Montrer que 8x > 0; f(x) 6 1� x.

b) On note N le cardinal de E. Quel est le signe du r�eel
P
x2E

f
�
N:P (X =

x)
�
?

c) En d�eduire une majoration de H(X).

4. Pour quelle(s) variable(s) al�eatoire(s) �a valeurs dans E, l'entropie est-elle

minimale ?

5. Pour quelle(s) variable(s) al�eatoire(s) �a valeurs dans E, l'entropie est-elle

maximale ?

Solution :

1. a) Comme X suit la loi uniforme sur E de cardinal �ni N , pour tout x 2 E,
P (X = x) = 1

N
. Donc :
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H(X) =
P
x2E

f
� 1
N

�
= Nf

� 1
N

�
= � ln

� 1
N

�
= lnN

b) Si X est constante, il existe x0 2 E tel que P (X = x0) = 1 et pour tout

x 6= x0; P (X = x) = 0. Donc :

H(X) = f(1) +
P
x6=x0

f(0) = 0

2. Pour tout x 2 E; 0 6 P (X = x) 6 1. Donc

� si P (X = x) 6= 0;�P (X = x) ln
�
P (X = x)

�
> 0.

� si P (X = x) = 0; f
�
P (X = x)

�
= 0.

Ainsi H(X) est la somme de r�eels positifs ou nuls d'o�u H(X) > 0.

3. a) �Etudions h : x 7! 1 � x + x lnx sur R�
+
. La fonction h est continue et

d�erivable sur R�
+
et pour tout x > 0; h0(x) = lnx.

La fonction h est donc d�ecroissante sur ]0; 1] puis croissante sur [1;+1[. Elle

atteint un minimum en x = 1 qui vaut 0. Donc pour tout x > 0; h(x) > 0.

En�n, h se prolonge par continuit�e en x = 0 par 1.

Ainsi 8x > 0; f(x) 6 1� x.

b) Il vient, par la question pr�ec�edente :P
x2E

f
�
N:P (X = x)

�
6
P
x2E

�
1�NP (X = x)

�
= N �N

P
x2E

P (X = x) = 0.

c) On remarque que si P (X = x) = 0, alors :

f
�
N:P (X = x)

�
= f

�
P (X = x)

�
= 0. Donc :

0 >
P
x2E

f
�
N:P (X = x)

�
= � P

x2E
N:P (X = x) ln

�
N:P (X = x)

�
Soit : 0 > �N lnN

P
x2E

P (X = x) +NH(X)

Ainsi H(X) 6 lnN . Finalement 0 6 H(X) 6 lnN .

4. On a vu que si X est constante alors H(X) = 0. Montrons que seules les

variables al�eatoires constantes r�ealisent ce minimum.

Si H(X) = 0, H �etant la somme �nie de nombres positifs ou nuls, ils sont tous

nuls. Donc, pour tout x 2 E; f
�
P (X = x)

�
= 0, donc soit P (X = x) = 0,

soit P (X = x) = 1.

Comme
P
x2E

P (X = x) = 1, la seule possibilit�e est qu'il existe x0 2 E tel que

P (X = x0) = 1 et pour tout x 6= x0; P (X = x) = 0, ce qui signi�e que X est

constante.

5. On a vu que si X suit une loi uniforme sur E, H est maximale. Montrons

que le maximum de H n'est atteint que pour une loi uniforme.

Supposons que H(X) = lnN . On a vu dans la question 3. c) queP
x2E

f(NP (X = x)) = �N lnN +NH(X)
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Donc ici,
P
x2E

f
�
N:P (X = x)

�
= 0.

Les in�egalit�es de la questions 3.b) sont donc des �egalit�es et :P
x2E

f
�
N:P (X = x)

�
=
P
x2E

�
1�N:P (X = x)

�
.

Ceci entrâ�ne que pour tout x 2 E; f
�
N:P (X = x)

�
= 1�N:P (X = x). En

e�et, puisque pour tout x > 0, on a f(x) 6 1�x, l'�egalit�eP
x

f(x) =
P
x

(1�x)
sera v�eri��ee si et seulement pour tout x; f(x) = 1� x.

Supposons qu'il existe x 2 E tel que P (X = x) = 0 ; dans ce cas,

f
�
N:P (X = x)

�
= 0 et 1 � N:P (X = x) = 1 ce qui est en contradiction

avec le raisonnement pr�ec�edent. Ainsi, pour tout x 2 E;P (X = x) 6= 0.

Finalement, pour tout x 2 E :

�N:P (X = x) ln
�
N:P (X = x)

�
= 1�N:P (X = x), soit N:P (X = x) = 1

par l'�etude de la fonction h. Ainsi X suit la loi uniforme sur E.

Exercice 3.11.

On r�ealise une suite d'exp�eriences al�eatoires identiques et ind�ependantes, le

r�esultat de l'exp�erience num�ero p �etant donn�e sous la forme d'une variable

al�eatoire discr�ete Np �a valeurs dans l'intervalle IN = f1; : : : ; Ng.
Toutes les variables al�eatoiresNp suivant la même loi, donn�ee par les nombres

pk = P (Np = k), pour 1 6 k 6 N .

On suppose en outre que tous les nombres pk sont strictement positifs.

Un jeton avance sur un disque d�ecoup�e en n secteurs angulaires appel�es cases,

num�erot�es dans le sens trigonom�etrique de 1 �a n.

L'�evolution du jeton est r�egie par la r�egle suivante :

�a l'instant t = 0, le jeton est sur la case num�ero 1.

�a l'instant t = 1, selon le r�esultat obtenu �a l'issue de l'�epreuve num�ero 1,

on avance le jeton de N1 cases �a partir de la case 1.

�a l'instant t = 2, selon le r�esultat obtenu �a l'issue de l'�epreuve num�ero 2,

on avance �a nouveau le jeton de N2 cases,.... et ainsi de suite.

Il est bien entendu que la case venant apr�es la case n est la case 1.

On note Ai;p l'�ev�enement : hh juste apr�es le coup num�ero p, et avant le coup

p+ 1, le jeton est situ�e sur la case num�ero i ii.

On suppose ici que N + 1 6 n.

On note Xp la matrice colonne dont les coe�cients seront not�es ai;p pour

1 6 i 6 n, avec ai;p = P (Ai;p).

1. D�eterminer la matrice M = (mi;j) telle que, pour tout entier naturel p,

l'on ait :

Xp+1 =MXp
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2. Montrer que la matrice M admet la valeur propre 1, et donner un vecteur

propre associ�e.

3. On suppose dans cette question que N = n� 1, et que la loi des variables

al�eatoires Np v�eri�e : pj = pN+1�j , pour tout entier naturel 1 6 j 6 N .

Montrer que M est diagonalisable.

On admettra que les valeurs propres de M autres que 1 sont toutes en valeur

absolue strictement inf�erieures �a 1, et que le sous-espace propre associ�e �a la

valeur propre 1 est de dimension 1.

En d�eduire une m�ethode pour calculer la limite du vecteur colonne Xp,

lorsque p tend vers +1.

4. On suppose dans cette question que N = 2, n = 3 et que la loi des variables

al�eatoires Np est donn�ee par : p1 =
1
3
; p2 =

2
3
. Diagonaliser la matrice M .

Calculer le vecteur colonne Xp, puis d�eterminer sa limite lorsque p tend vers

+1.

Solution :

1. Notons Xp =

0
BB@
a1;p

a2;p

...

an;p

1
CCA.

La formule des probabilit�es totales donne, pour tout i 2 [[1; n]] :

ai;p+1 =
nP

k=1

P (Ai;p+1=Ak;p)P (Ak;p)

On peut ainsi �ecrire :

Xp+1 =

0
BBBBBBBBBBBB@

0 : : : 0 pN : : : p2 p1

p1
. . .

. . . p2

p2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . pN

pN
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...

0 0 pN : : : p2 p1 0

1
CCCCCCCCCCCCA
Xp

En e�et :

� pour n > i > j > 1, pour que le jeton soit en i en provenant de la case j

au coup d'avant, il faut et il su�t que Np = i� j ; d'o�u la sous-diagonale de

p1, puis celle de p2, : : :

� Pour arriver en case i en provenance de la case i, il faudrait que Np soit un

multiple de n, ce qui est impossible ; d'o�u la diagonale de 0.
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� En�n, si 1 6 i < j 6 n, pour arriver en case i �a partir de la case j, il faut

et il su�t que Np = n� j + i : en e�et, n� j sauts de la case j vers la case

n, puis i sauts de la case n vers la case i.

� puisque N +1 6 n, il y a au moins un z�ero sur la premi�ere ligne (et ensuite

des 0 en descendant en diagonale).

� Quant au triangle de 0 en bas �a gauche, il n'existe pas dans le cas o�u

n = N + 1.

On a �egalement : X0 =

0
BB@
1

0
...

0

1
CCA ; X1 =

0
BBBBBBBBB@

0

p1
...

pN

0
...

0

1
CCCCCCCCCA
.

2. Puisque
nP

k=1

pk = 1, le vecteur C =

0
BB@
1

1
...

1

1
CCA est vecteur propre de la matrice

M d�e�nie ci-dessus, associ�e �a la valeur propre 1.

3. Lorsque n = N + 1,la matrice M devient

M =

0
BBB@

0 pN : : : p1

p1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . pN

pN : : : p1 0

1
CCCA

Or pour tout j 2 [[1; n]]; pj = pN+1�j . La matrice M est donc sym�etrique

r�eelle et diagonalisable dans une base orthonorm�ee. Il existe donc une matrice

P orthogonale telle que M = PD
t
P , avec D = diag(1; �2; : : : ; �n), avec,

d'apr�es l'�enonc�e, j�ij < 1, pour i > 2. Or :

Xp =M
p
X0 = PD

p(tP )X0.

La limite de Xp lorsque p tend vers l'in�ni est donc

P diag(1; 0; : : : ; 0)tPX0.

4. Dans cette question M = 1
3

0
@ 0 2 1

1 0 2

2 1 0

1
A. Recherchons les valeurs propres

de N = 3M .
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On sait que 3 est valeur propre. La m�ethode du pivot montre que le sous-

espace propre associ�e est de dimension 1, engendr�e par le vecteur e3 =

0
@ 1

1

1

1
A.

Les autres valeurs propres se d�eterminent de la même fa�con. On trouve :

Sp(N) = f3; �3 + i

p
3

2
;
�3� i

p
3

2
g,, soit :

Sp(M) = f1; �3 + i

p
3

6
;
�3� i

p
3

6
g = f1; �; �g

La matrice M admet sur C trois valeurs propres distinctes ; elle est donc

diagonalisable sur C . Notons P la matrice de passage de la base canonique �a

une base de vecteurs propres et remarquons que���3� i
p
3

6

��2 = 1
3
< 1

Ainsi : Xp = P

0
@ 1 0 0

0 �
p 0

0 0 �
p

1
AP

�1
X0.

Donc : lim
p!+1

Xp = P

0
@ 1 0 0

0 0 0

0 0 0

1
AP

�1
X0.

Soit (b1; b2; b3) la premi�ere ligne de la matrice P�1. La limite de Xp est alors0
@ b1 b2 b3

b1 b2 b3

b1 b2 b3

1
A
0
@ 1

0

0

1
A =

0
@ b1

b1

b1

1
A.

Puisque les composantes du vecteur limite sont identiques et de somme 1, on

a b1 =
1
3
.

Dans sa position limite, le jeton occupe les places 1; 2; 3 avec �equiprobabilit�e
1
3
; autrement dit :

lim
p!+1

Xp =
1
3

0
@ 1

1

1

1
A.

Exercice 3.12.

On rappelle le r�esultat suivant que l'on pourra utiliser sans le d�emontrer :

si (
;A; P ) est un espace probabilis�e et A;B sont deux �ev�enements, A et B
sont ind�ependants si et seulement si A et Bc (compl�ementaire de B) sont
ind�ependants.

Soit p 2 ]0; 1[, q = 1 � p, (Uk)k2N une suite de variables al�eatoires

ind�ependantes de même loi :

8 k > 0; P (Uk = 1) = p; P (Uk = �1) = q

On pose :
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Yn =
nP

k=1

Uk�1Uk.

1. Montrer que deux variables al�eatoires Z et T v�eri�ant Z(
) = f0; ag
et T (
) = f0; bg avec ab 6= 0 sont ind�ependantes si et seulement si

Cov(Z; T ) = 0.

2. D�eduire une condition n�ecessaire et su�sante, portant sur p, pour que les

variables Zk = (Uk � Uk�1)
2
; k > 1, soient ind�ependantes.

On suppose par la suite cette condition r�ealis�ee.

3. Exprimer Yn en fonction des variables Z1; : : : ; Zn. En d�eduire la loi de Yn.

4. On pose, pour t 2 R� , Gn(t) =
P
k2Z

P (Yn = k)tk. Montrer que pour chaque

t 2 R
� �x�e, Gn(t) est une suite g�eom�etrique de raison 1

2
(t + 1

t
). Retrouver

alors la loi de Yn.

5. On suppose que Yn est le gain alg�ebrique (al�eatoire) d'un individu jouant

n+ 1 fois �a pile ou face. Pr�eciser la r�egle du jeu.

Solution :

1. On a :

Cov(Z; T ) = E(ZT )�E(Z)E(T )

= ab(P (fZ = ag \ fT = bg)� P (fZ = ag)P (fT = bg)).
et ceci est nul si et seulement si fZ = ag et fT = bg sont ind�ependants.
Dans ce cas, fZ = ag et fT = bgc = fT = 0g sont aussi ind�ependants, ainsi
que fZ = agc = fZ = 0g et fT = bg ou fT = 0g, c'est-�a-dire que Z et T

sont ind�ependantes.

2. On a Zk = U
2

k
� 2UkUk�1 + U

2

k�1
= 2� 2UkUk�1. Donc Zk et Zk+1 sont

ind�ependantes si et seulement si Uk+1Uk et UkUk�1 sont ind�ependantes.

D'apr�es la premi�ere question, ceci �equivaut �a Cov(Uk+1Uk; UkUk�1) = 0. Or :

Cov(Uk+1Uk; UkUk�1) = E(Uk+1U
2

k
Uk�1)�E(Uk+1Uk)E(UkUk�1).

Comme U2

k
est la variable certaine �egale �a 1, il vient par ind�ependance :

Cov(Uk+1Uk; UkUk�1) = E(Uk+1)E(Uk�1)�E(Uk+1)E(Uk)E(Uk)E(Uk�1)

= (p� q)2 � (p� q)4 = (p� q)2(
�
1� (p� q)2

�
Ainsi les variables Zk; k > 1 sont ind�ependantes si et seulement si p = q = 1

2
.

3. On a vu que Zk = 2(1� UkUk�1), donc :
nP

k=1

Zk = 2(n� Yn), soit :

Yn = n� 2
nP

k=1

Zk
4
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Or Zk prend la valeur 0 avec la probabilit�e p2 + q
2 = 1

2
(on a ici p = q = 1

2
)

et la valeur 4 avec la proabilit�e 1
2
. Soit Z

4
,! B

�1
2

�
.

Par ind�ependance,
nP

k=1

Zk
4
,! B

�
n;

1
2

�
, et :

Yn(
) = fn� 2k; k 2 [[0; n]]g et P (Yn = n� 2k) =
�
n

k

�
1
2n

.

4. On a :

Gn(t) =
P
k2Z

�
P (fYn = kg \ fUn = Un�1g) + P (fYn = kg \ fUn 6= Un�1g)

�
t
k

=
P
k2Z

�
P (fYn�1 = k�1g\fZn = 0g)+P (fYn�1 = k+1g\fZn 6= 0g)

�
t
k

= 1
2

P
k2Z

�
P (fYn�1 = k � 1g) + P (fYn�1 = k + 1g)

�
t
k

Soit, par ind�ependance de Yn�1 et Zn (Zn est ind�ependante de Z1; : : : Zn�1,

donc de Yn�1), et d�ecalage des indices :

Gn(t) =
1
2

�
t+ 1

t

�
Gn�1(t).

On a donc Gn(t) =
1
2n
�
t+ 1

t

�n
et le d�eveloppement de cette expression par

la formule du binôme permettrait de retrouver la loi de Yn.

5. Le joueur e�ectue un premier lancer de la pi�ece pour �xer un r�esultat

initial. Par la suite, il gagne 1 euro �a chaque fois que le r�esultat du lancer est

identique au r�esultat du lancer pr�ec�edent et perd 1 euro dans le cas contraire.

Exercice 3.13.

1. Pour une variable al�eatoire T �a valeurs dans R�
+
, de densit�e ' : x 7! e�x

sur ]0;+1[, on consid�ere la variable al�eatoire G = � lnT .

a) D�eterminer la fonction de r�epartition et une densit�e de G.

b) Montrer que E(G) existe et vaut �
Z

+1

0

ln u e�u du (int�egrale que l'on

ne cherchera pas �a calculer).

c) La variable al�eatoire G admet-elle une variance ?

2. Soit X une variable al�eatoire de fonction de r�epartition F . Pour n 2 N
� ,

on consid�ere n variables al�eatoires Xi ind�ependantes de même loi que X et

on consid�ere la variable al�eatoire Yn = max
16i6n

Xi.

a) D�eterminer la fonction de r�epartition Gn de Yn en fonction de F et de

n.

b) Si F (x) 6= 1 pour tout x de R, que peut-on dire de lim
n!+1

Gn(y) pour

tout y de R ?
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c) Si F (x) = 1
1 + e�x

pour tout x de R et hn = lnn, v�eri�er que la suite

(Yn � hn) converge en loi vers une variable al�eatoire Z que l'on d�eterminera.

d) Dans le cas o�u X suit une loi exponentielle de param�etre 1, d�eterminer

une suite (kn)n>1 telle que la suite (Yn�kn) converge en loi vers une variable

al�eatoire dont on d�eterminera la loi.

Solution :

1. a) La variable al�eatoire G est �a valeurs dans R et pour tout x r�eel :

P (G 6 x) = P (� lnT 6 x) = P (T > e�x) =

Z
+1

e�x

e�t dt = e�e
�x

.

Une densit�e de G est x 7! e�x:e�e
�x

, d�e�nie sur R.

b) Soit (a; b) 2 R
2 . Le changement de variable u = e�x, de classe C1,

donne : Z b

a

x:e�x:e�e
�x

dx =

Z
e
�b

e�a

lnu:e�u du.

Comme lim
a!�1

e�a = +1; lim
b!+1

e�b = 0, l'existence de E(G) est �equivalente

�a la convergence de l'int�egrale

Z
+1

0

(� lnu):e�u du.

Or f : u 7! e�u lnu est continue sur ]0;+1[.

Au voisinage de 0, f(u) est �equivalent �a ln(u). L'int�egrale

Z
1

0

f(u) du existe

donc.

On a lim
u!+1

u
2
f(u) = 0, et l'int�egrale

Z
+1

1

f(u) du existe (r�egle de Rieammn).

Finalement :

E(G) =

Z
+1

0

(� lnu) e�u du

c) La variance de G existe si et seulement si le moment d'ordre 2, E(G2)

existe c'est-�a-dire si et seulement si l'int�egrale

Z
+1

0

(lnu)2e�u du existe.

On a lim
u!+1

u
2(ln u)2e�u = 0 et lim

u!0

p
u(lnu)2e�u = 0. En appliquant deux

fois la r�egle de Riemann, l'existence de la variance de G est assur�ee.

2. a) Pour tout y r�eel, on a, grce �a l'ind�ependance des variables al�eatoires

(Xi) :

Rn(y) =
nQ
i=1

P (Xi 6 y) = [F (y)]n

b) Si F (y) < 1 pour tout y 2 R, on a lim
n!+1

Rn(y) = 0.
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c) Pour tout y r�eel,

Hn(y) = P (Yn � hn 6 y) =
� 1
1 + e�y�lnn

�n
=
� 1
1 + e�y=n

�n
et, lorsque n tend vers l'in�ni :

lnHn(y) = �n ln(1 + e�y=n) � �e�y
La suite de variables al�eatoires (Yn � hn)n converge en loi vers une variable

al�eatoire Z de fonction de r�epartition y 7! e�e
�y

; on reconnâ�t la loi de G.

d) On a F (x) =

�
0 si x < 0

1� e�x si x > 0
.

Alors, pour tout r�eel y tel que y + kn > 0,

Hn(y) = P (Yn � kn 6 y) = (1� e�y�kn)n

On peut prendre kn = lnn et (Yn � kn) converge en loi vers G.

Exercice 3.14.

On consid�ere deux variables al�eatoires r�eelles X et Y d�e�nies sur l'espace

probabilis�e (
; T ; P ), ind�ependantes, suivant respectivement la loi exponen-

tielle de param�etre � et la loi exponentielle de param�etre �.

1. Quelle est la loi de la variable al�eatoire �X ?

2. Soit u un r�eel strictement positif. Montrer que la variable al�eatoire

S = Y �uX est �a densit�e et qu'une densit�e de S est l'application h v�eri�ant,

pour tout x 2 R,

h(x) =

8><
>:

��

�+ �u
e��x si x > 0,

��

�+ �u
e�x=u si x 6 0.

3. En d�eduire la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire R = Y

X
�

Montrer que la variable al�eatoire R est �a densit�e et pr�eciser une densit�e de

R.

La variable al�eatoire R admet-elle une esp�erance ?

4. D�eterminer la loi de la variable al�eatoire U = Y

X + Y
�

Dans le cas particulier o�u � = �, reconnâ�tre la loi de U et pr�eciser, s'il y a

lieu, son esp�erance et sa variance.

Solution :

1. La variable al�eatoire �X suit la loi exponentielle de param�etre 1.

2. Notons fk la densit�e usuelle de la loi exponentielle de param�etre k.

Comme u > 0, la variable al�eatoire �uX est �a densit�e et une densit�e est la

fonction



Probabilit�es 101

gu : t 7! 1
u
f�

�
� t

u

�
=

(
0 si t > 0

�

u
e�t=u si t 6 0

Comme les variables al�eatoires Y et �uX sont ind�ependantes, leur somme S

est une variable �a densit�e, dont une densit�e est :

h = gu ? f� : x 7!
Z

+1

�1
gu(t)f�(x� t)dt

Pour tout x r�eel :

h(x) =

Z
min(0;x)

�1

�

u
e�t=u�:e��(x�t) dt =

��

u
e��x

Z
min(0;x)

�1
e(�+

�
u )t dt

h(x) =
��

�+ �u
e��x+(�+

�
u )min(0;x) =

8><
>:

��

�+ �u
e��x si x > 0

��

�+ �u
e�x=u si x 6 0

3. On a [R 6 0] = ([X < 0] \ [Y > 0]) [ ([X > 0] \ [Y 6 0]).

Les �ev�enements en pr�esence �etant quasi-impossibles, l'�ev�enement [R 6 0] est

donc de probabilit�e nulle. Donc pour tout u 6 0; P (R 6 u) = 0.

Pour tout r�eel u > 0; P (R 6 u) = P (Y � uX 6 0) et en cons�equence :

FR(u) = P (S 6 0) =

Z
0

�1
h(t) dt =

��

�+ �u

Z
0

�1
e�t=u dt =

�u

�+ �u

Comme FR est continue sur R et de classe C1 sur R� , une densit�e de R est

la fonction

� : u 7!
(

��

(�+ �u)2
si u > 0

0 sinon

Comme u:�(u) �
(+1)

�

�u
, la variable al�eatoire R n'admet pas d'esp�erance.

4. On montre comme pr�ec�edemment que les �ev�enements (U 6 0) et (U > 1)

sont de probabilit�e nulle. Puis, pour u 2]0; 1[ :
P (U 6 u) = P ((1� u)Y 6 uX) = FR

�
u

1� u

�
=

�u

�(1� u) + �u
.

Dans le cas particulier o�u � = �, la variable U suit la loi uniforme sur [0; 1],

et admet pour esp�erance 1
2
et pour variance 1

12
.

Exercice 3.15.

Soit N 2 N
� et une suite (Xi)i2N� de variables al�eatoires d�e�nies sur le

même espace probabilis�e, ind�ependantes et qui suivent toutes la loi uniforme

sur f1; : : : ; Ng.
Soit U la variable al�eatoire discr�ete d�e�nie par :

U = maxfk = 8 j 2 f1; : : : ; k � 1g; Xj > Xj+1g
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Soit T la variable al�eatoire discr�ete d�e�nie par :

T = maxfk = X1 + � � �+Xk 6 Ng
1. D�eterminer la loi de U et son esp�erance.

2. Montrer que, pour tous entiers naturels p et q :
qP

k=0

C
p

k
= C

p+1

q+1

(on rappelle que si j > i, alors C
j

i
= 0)

3. D�eterminer la loi de T .

Solution :

1. Pour n > N;P (U = n) = 0 et P (U > 1) = 1,

Si 2 6 n 6 N;P (U > n) =

�
N

n

�
Nn

(en e�et, il existe
�
N

n

�
n-uplets de nombres

compris entre 1 et N formant une suite strictement croissante).

Donc

P (U = n) =

8><
>:
�
N

n

�
Nn

�
�
N

n+1

�
Nn+1

si n 6 N � 1

1
N

N
si n = N

Le calcul de l'esp�erance de U se fait de la mani�ere suivante :

E(U) =
NP
n=1

n
�
P (U > n)� P (U > (n+ 1))

�
=

NP
n=1

nP (U > n)�
NP
n=1

nP (U > (n+ 1))

=
NP
n=1

nP (U > n)�
NP
n=2

(n� 1)P (U > n) =
�
1 + 1

N

�N � 1

2. Si q < p, le r�esultat �a d�emontrer est �evident ;

si q > p,
qP

k=0

�
p

k

�
=

qP
k=p

��
p+ 1

k + 1

�
�
�

p

k + 1

��
=
�
p+ 1

k + 1

�
.

3. Il est �evident que P (T > N + 1) = 0. Montrons par r�ecurrence sur n que

pour tout j : P (X1 + � � �+Xn 6 j) =

�
n

j

�
Nn

En e�et :

P (X1 + � � �+Xn+1 6 j) =
NP
k=1

P (X1 + � � �+Xn 6 j � k)P (Xn+1 = k)

= 1
N

j�nP
k=1

P (X1 + � � �+Xn 6 j � k)
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= 1
N

n+1

j�nP
k=1

�
n

j � k

�
= 1
N

n+1

�
n+ 1
j

�
.

Exercice 3.16.

On consid�ere une suite (Xn)n2N� de variables al�eatoires ind�ependantes

d�e�nies sur un espace probabilis�e (
;B; P ), toutes de même loi uniforme

sur [0; 1].

Pour tout entier naturel n non nul et tout ! 2 
, on ordonne par ordre

croissant X1(!); X2(!); : : : ; X2n+1(!) et on note Mn(!) le terme m�edian,

c'est-�a-dire le (n+ 1)�eme terme dans l'ordre croissant.

1. Si x et h sont deux r�eels tels que 0 < x < x + h < 1, N est le nombre

d'indices i tels que 1 6 i 6 2n� 1 et x < Xi < x+ h.

a) Montrer que :

P [(x < Mn < x+ h) \ (N = 1)] = (n+ 1)Cn

2n+1
x
n
h(1� x� h)n.

On note ce nombre A(x; n; h).

b) Montrer que pour tout entier naturel k tel que 2 6 k 6 2n+ 1.

P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = k)] 6 Ck

2n+1
h
k

c) Montrer qu'il existe un r�eel K tel que pour tout x et tout h :

A(x; n; h) 6 P (x 6Mn 6 x+ h) 6 A(x; n; h) +Kh
2

2. Montrer qu'une densit�e de Mn est donn�ee par :

fn(x) =

�
(n+ 1)Cn

2n+1
x
n(1� x)n si 0 6 x 6 1

0 sinon

3. D�eterminer l'esp�erance de Mn.

Solution :

1. a) L'�ev�enement (x < Mn < x+h)\ (N = 1) correspond �a hhpour n indices

i, on a (Xi 6 x), pour un indice i, on a (x < Xi < x+h) et Xi > x+h pour

les autres indices. ii

On a donc la r�eunion d'�ev�enements deux �a deux disjoints chacun de proba-

bilit�e xnh(1� x� h)n, car les variables (Xi) sont ind�ependantes et :8<
:
P (Xi 6 x) = x

P (x < Xi < x+ h) = h

P (Xi > x+ h) = 1� x� h

Le nombre de ces �ev�enements est (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
: en e�et,

les indices i1; i2; : : : ; in tels que Xi1 6 x; : : : ; Xin 6 x peuvent être choisis de�
2n+ 1
n

�
fa�cons ;
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l'indice in+1 tel que x < Xin+1 < x+ h peut prendre (n+ 1) valeurs

et en�n, il ne reste plus qu'une possibilit�e de ranger les indices restants en

une suite strictement croissante. Finalement

P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = 1)] = (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n
h(1� x� h)n

b) On a :

P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = k)] 6 P (N = k)

6

�
2n+ 1
k

�
h
k(1�h)2n+1�k 6

�
2n+ 1
k

�
h
k.

c) Par la formule des probabilit�es totales

P (x < Mn 6 x+ h) =
2n+1P
k=1

P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = k)]

> P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = 1)]

> (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n
h(1� x� h)n

et

pn = P (x < Mn 6 x+ h)

= P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = 1)] +
2n+1P
k=2

P [(x < Mn 6 x+ h) \ (N = k)]

6 (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n
h(1� x� h)n +

2n+1P
k=2

�
2n+ 1
k

�
h
k

6 (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n
h(1� x� h)n + h

222n+1

2. Notons Fn la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire Mn.

? Soit h > 0 tel que 0 < x < x+ h < 1. Alors :

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

=
P (x < Mn 6 x+ h)

h
Donc :

(n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n(1� x� h)n 6

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

6 (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n(1� x� h)n + h22n+1

En prenant la limite lorsque h tend vers 0, il vient :

lim
h!0+

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

= (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n(1� x)n

? Soit h < 0 tel que 0 < x+ h < x < 1. Alors :

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

=
P (x+ h < Mn 6 x)

�h
Donc :

(n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
(x+ h)n(1� x)n 6

Fn(x + h)� Fn(x)
�h

Fn(x+ h)� Fn(x)
�h 6 (n+ 1)Cn

2n+1
(x+ h)n(1� x)n + h22n+1
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En prenant la limite lorsque h tend vers 0, il vient

lim
h!0�

Fn(x+ h)� Fn(x)
h

= (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n(1� x)n

Donc, pour tout x 2 [0; 1], Mn admet une densit�e donn�ee par

fn(x) = (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�
x
n(1� x)n.

Il est �evident que pour x =2 [0; 1]; fn(x) = 0.

3. On a :

E(Mn) = (n+ 1)
�
2n+ 1
n

�Z 1

0

x
n+1(1� x)n dx =

n!(n+ 1)!(n+ 1)
�
2n+1

n

�
(2n+ 2)!

En e�et, posons Ip;n =

Z
1

0

x
p(1� x)n dx.

Une int�egration par parties montre que, pour p > 1, Ip;n =
p

n+ 1
Ip�1;n+1.

On en d�eduit alors, par r�ecurrence :

Ip;n =
p

n+ 1
�
p� 1
n+ 2

� � � �� 1
n+ p

I0;n+p =
p!n!

(n+ p+ 1)!

et donc : In+1;n =
n!(n+ 1)!

(2n+ 2)!
, d'o�u le r�esultat.

Exercice 3.17.

On lance une pi�ece �equilibr�ee n fois (n > 2). Pour tout k 2 f1; : : : ; ng,
Ak d�esigne l'�ev�enement hhon obtient Pile au k-i�eme lancer ii. Soit An+1

l'�ev�enement hh le nombre de Piles obtenus au cours des n lancers est pair ii.

1. D�eterminer les probabilit�es des �ev�enements Ak; k = 1; 2; : : : ; n+ 1.

2. a) D�eterminer la probabilit�e

P (An+1 j A1 \ : : : \An)

b) En d�eduire que les �ev�enements A1; : : : ; An+1 ne sont pas mutuellement

ind�ependants (i.e. P (A1 \ � � � \An \ An+1) 6= P (A1) � � �P (An)P (An+1)).

3. Montrer que toute sous famille de n �ev�enements choisis parmiA1; : : : ; An; An+1

est form�ee d'�ev�enements mutuellement ind�ependants.

Solution :

1. ? Pour tout k 2 [[1; n]], on a P (Ak) =
1
2
.
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? Si X est la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de Piles obtenus au

cours des n lancers, X suit la loi binomiale B(n; 1=2) et :

P (An+1) = P
� bn=2cS
k=0

(X = 2k)
�
=
bn=2cP
k=0

�
n

2k

��1
2

�n
=
�1
2

�n
�2

n

2
= 1

2

(il su�t de d�evelopper (1 + 1)n et (1 � 1)n par la formule du binôme de

Newton: : : )

2. a) On a �evidemment :

P (An+1=A1 \ : : : \ An) =

�
1 si n est pair

0 si n est impair

b) Donc :

P (A1 \ : : : \ An \ An+1) = P (An+1=A1 \ : : : \ An)P (A1 \ : : : \An)

=

(
1
2n

si n est pair

0 si n est impair

Tandis que P (A1)P (A2) : : : P (An+1) =
1

2n+1
.

Les �ev�enementsA1; A2; : : : ; An+1 ne sonr donc jamaismutuellement ind�ependants.

3. � si l'on choisit les �ev�enements parmi (A1; : : : ; An), c'est clair.

� sinon, on peut supposer que les �ev�enements choisis sont (A2; A3; : : : ; An; An+1).

Ils sont mutuellement ind�ependants si et seulement si, pour tout m 2
[[1; n� 1]], pour tout (i1; : : : ; im) 2 [[2; n]]m

P (Ai1 \ Ai2 \ � � � \Aim \ An+1) = P (Ai1 )P (Ai2) : : : P (Aim)P (An+1).

Or : P (Ai1 )P (Ai2 ) : : : P (Aim )P (An+1) =
1

2m+1
; et

P (Ai1 \ Ai2 \ � � � \Aim \ An+1)

= P (An+1=Ai1 \ Ai2 \ � � � \ Aim)P (Ai1 \ Ai2 \ � � � \ Aim) =
1
2
� 1
2m

En e�et, si l'�ev�enement Ai1 \Ai2 \ � � � \Aim est r�ealis�e, on a obtenu m Piles

en n lancers,

� si m = 2p, on a obtenu un nombre pair de Piles sur les (n�m� 1) autres

lancers et

P (An+1=Ai1 \ Ai2 \ � � � \ Aim)

= 1
2n�m�1

��n�m� 1
0

�
+
�
n�m� 1

2

�
+ � � �

�
= 2n�m�2

2n�m�1
;

� si m = 2p+ 1, on a obtenu un nombre impair de Piles sur les (n�m� 1)

autres lancers et

P (An+1=Ai1 \ Ai2 \ � � � \ Aim)

= 1
2n�m�1

��n�m� 1
1

�
+
�
n�m� 1

3

�
+ � � �

�
= 2n�m�2

2n�m�1
.

Ce qui donne la conclusion.
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Exercice 3.18.

1. Soient X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes suivant la loi

uniforme sur [0; 1]. Calculer une densit�e h de leur somme Z = X + Y , puis

d�eterminer la fonction de r�epartition de Z.

2. On se propose de retrouver cette fonction de r�epartition par une m�ethode

g�eom�etrique :

On munit le plan R2 d'un rep�ere orthonorm�e. Soient X et Y deux variables

al�eatoires ind�ependantes suivant des lois uniformes sur [0; 1].

a) Soient a; b; c; d quatre r�eels v�eri�ant 0 6 a < b 6 1 et 0 6 c < d 6 1.

Quelle est la probabilit�e de l'�ev�enement [a < X < b] \ [c < Y < d] ?

Dessiner dans le plan le rectangle de sommets (a; c); (b; c); (b; d) et (a; d) et

v�eri�er que la probabilit�e trouv�ee est �egale �a l'aire de ce rectangle.

b) De fa�con g�en�erale, les points de coordonn�eesX et Y �etant uniform�ement

r�epartis dans le carr�e, on admet que pour toute partie A de [0; 1]� [0; 1], la

probabilit�e de l'�ev�enement [(X;Y ) 2 A] est �egale �a l'aire de A.

Soit z 2 [0; 2]. Repr�esenter dans le carr�e [0; 1]� [0; 1] l'ensemble A des points

de coordonn�ees (X;Y ) v�eri�ant X + Y < z.

On s�eparera les cas 0 < z 6 1 et 1 < z 6 2.

Calculer dans chacun des cas l'aire de A et retrouver ainsi la fonction de

r�epartition de Z.

3. a) On se propose d'utiliser cette m�ethode g�eom�etrique pour d�eterminer la

fonction de r�epartition de T = XY .

Soit z 2 [0; 1]. Repr�esenter dans le carr�e [0; 1] � [0; 1] l'ensemble des points

v�eri�ant XY < z. D�eterminer la fonction de r�epartition de T .

b) Calculer l'esp�erance de T et v�eri�er que E(XY ) = E(X)E(Y ).

Solution :

1. On a (X + Y )(
) = [0; 2]. Aussi, pour tout x =2 [0; 2]; h(x) = 0.

Soit x 2 [0; 2]. On sait que h(x) =

Z
+1

�1
fX(t)gY (x� t)dt.

� Si x 2 [0; 1]; fX(t)gY (x � t) 6= 0 si et seulement si t 2 [0; x] et h(x) =Z x

0

dt = x.

� Si x 2 [1; 2]; fX(t)gY (x� t) 6= 0 si et seulement si t 2 [x� 1; 1] et

h(x) =

Z
1

x�1

dt = 2� x.

Finalement : h(x) =

8><
>:

0 si x < 0

x si x 2 [0; 1]

2� x si x 2 [1; 2]

0 si x > 2

.
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La fonction de r�epartition de Z = X + Y est alors

FZ(x) =

8>>>><
>>>>:

0 si x < 0

x
2

2
si x 2 [0; 1]

1� (2� x)2

2
si x 2 [1; 2]

1 si x > 2

2. a) Les variables al�eatoires X et Y �etant ind�ependantes, on a

P ([a < X < b] \ [c < Y < d]) = P (a < X < b)P (c < Y < d) = (b� a)(d� c)

ce qui repr�esente l'aire du rectangle ABCD.

b) ? Pour 0 < z 6 1, P (Z 6 z) = z
2

2
. C'est l'aire du triangle d�elimit�e par

l'intersection du carr�e [0; 1]� [0; 1] et du demi-plan x+ y 6 z.

? Pour 1 6 z < 2, P (Z 6 z) est l'aire du polygone d�elimit�e par

l'intersection du carr�e [0; 1] � [0; 1] et du demi-plan x + y 6 z. Cette aire

est �egale �a la di��erence entre l'aire du carr�e (soit 1) et du triangle d�elimit�e

par l'intersection du carr�e [0; 1] � [0; 1] et du demi-plan x + y > z (soit
1
2
(2� z)2).

3. a) On a T (
) = [0; 1].

Soit z 2 [0; 1]. L'ensemble des points v�eri�ant [T 6 z] est la partie du carr�e

[0; 1]� [0; 1] situ�e sous l'hyperbole d'�equation XY = z. D'o�u :

P (T 6 z) =

Z z

0

dt+

Z
1

z

z

t
dt = z � z ln z.

Une densit�e de T est alors :n� ln z si z 2 [0; 1]

0 sinon

b) Le calcul de l'esp�erance de T se fait grce �a une int�egration par parties :

E(T ) =

Z
1

0

� t ln t dt =
h
� t

2

2
ln t
i1
0

+

Z
1

0

t

2
dt = 1

4
= E(X)E(Y ).

Exercice 3.19.

Dans tout le probl�eme, n et m sont deux entiers positifs non nuls ; on pose,

pour t 2 [0; 1],

B(t; n;m) =

Z t

0

u
n�1(1� u)m�1du; �(n;m) = B(1; n;m)

1. Montrer les relations �(n;m) = �(m;n) et, pour m > 2,

�(n;m) =
m� 1

n
�(n+ 1;m� 1)

2. Calculer �(n; 1) et en d�eduire �(n;m).
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3. Soit r 2 [[1; n]] ; on pose, pour y 2 R,

Pn;r(y) =

nX
i=r

Ci

n
y
i(1� y)n�i

a) Montrer que Pn;r est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n et que 0 est racine

d'ordre r de Pn;r.

b) On admet que 1 est racine d'ordre n� r de P 0
n;r

. Montrer l'identit�e

Pnr(y) =
B(y; r; n� r + 1)

�(r; n� r + 1)

On pourra commencer par montrer que le membre de droite de l'�egalit�e
pr�ec�edente est une fonction polynomiale, et que sa d�eriv�ee est �egale �a P 0

n;r
.

4. Soient X1; : : : ; Xn n variables al�eatoires d�e�nies sur un espace probabilis�e

(
;A; P ), ind�ependantes, de même loi. On note G la fonction de r�epartition

commune, et, pour t 2 R et k 2 [[1; n]], on pose :

Yt;k =
n
1 si Xk 2 ]�1; t]

0 sinon
; St;n =

nX
k=1

Yt;k

a) Soit t 2 R �x�e, justi�er que (Yt;k)16k6n est une famille de variables

al�eatoires ind�ependantes.

b) Quelle est la loi suivie par Yt;k ? En d�eduire la loi de St;n puis montrer

que pour r 2 [[1; n]]; P (St;n > r) = Pnr(G(t)).

c) En d�eduire que F : t 7! P (St;n > r) est la fonction de r�epartition d'une

variable al�eatoire not�ee X(r).

d) On pose n = 2p+ 1 et on suppose que les variables X1; : : : ; Xn suivent

la loi uniforme sur [0; 1]. Montrer que

8 t 2 [0; 1]; F (t) =
(2p� 1)!

((p� 1)!)2

Z
t

0

[u(1� u)]p�1du

Solution :

1. La premi�ere relation est imm�ediate apr�es le changement de variable

v = 1 � u, tandis que la seconde d�ecoule d'une int�egration par parties (les

fonctions en jeu �etant polynomiales sont de classe C1).

2. On a directement �(n; 1) = 1
n
et en �ecrivant la seconde relation, on obtient

de proche en proche :

�(n;m) = m� 1
n

�(n+ 1;m� 1) =
(m� 1)(m� 2)

n(n+ 1)
�(n+ 2;m� 2) = � � �

=
(m� 1)!

n(n+ 1) � � � (n+m� 2)
�(n+m� 1; 1) =

(n� 1)!(m� 1)!

(n+m� 1)!
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3. a) Le degr�e de Pn;r est inf�erieur ou �egal �a n, puisque chaque terme de la

somme est de degr�e n. On peut de plus factoriser Pn;r par y
r et le coe�cient

de ce facteur vaut
�
n

r

�
6= 0.

b) On a B0(y; r; n�r+1) = y
r�1(1�y)n�r, donc 0 est racine d'ordre r�1

et 1 est racine d'ordre n� r de y 7! B
0(y; r; n� r + 1) et de P 0

n;r
.

D'apr�es le r�esultat admis, ces deux polynômes sont de degr�e commun n� 1 ;

par suite, ils concident �a une constante multiplicative pr�es, ainsi que leurs

primitives respectives qui s'annulent en z�ero.

Donc B(y; r; n � r + 1) et Pn;r(y) concident �a une constante multiplicative

pr�es.

Comme Pn;r(1) = 1 et B(1; r; n � r + 1) = �(r; n � r + 1), l'identit�e est

prouv�ee.

4. a) C'est un r�esultat de cours.

b) Chaque variable Yt;k suit une loi de Bernoulli de param�etre

E(Yt;k) = P (Xk 6 t) = G(t).

Par ind�ependance des Yt;k, St;n suit une loi binomiale de param�etres n et

G(t). On a donc :

P (St;n > r) =
nP
i=r

�
n

i

��
G(t)

�i�
1�G(t)

�n�i
= Pnr

�
G(t)

�
=
B(G(t); r; n � r + 1)

�(r; n� r + 1)

c) La fonction polynomiale de classe C
1 : Pn;r, v�eri�e Pn;r(0) = 0 et

Pn;r(1) = 1. Par cons�equent, les propri�et�es de limites sont propag�ees par

composition. Elle est strictement croissante et positive sur [0; 1] d'apr�es son

expression int�egrale, donc t 7! Pn;r(G(t)) l'est sur R.

En�n, les propri�et�es de continuit�e sur R et de d�erivabilit�e sauf �eventuellement

en un nombre �ni de points se propagent par la composition �a F qui est bien

une fonction de r�epartition.

d) Dans le cas o�u n = 2p+1, X(p) est la m�ediane de l'�echantillon ordonn�e

Y1 6 Y2 6 � � � 6 Yn, obtenu �a partir des variables al�eatoires X1; X2; : : : ; Xn.

On a dans le cas particulier de la distribution uniforme, puisque n�p�1 = p,

F (t) =
B(t; p; p)

�(p; p)
=

(2p� 1)!

((p� 1)!)2

Z t

0

[u(1� u)]p�1du.

Exercice 3.20.

Pour une variable al�eatoire X �a valeurs dans R+ , de densit�e f continue sur

R+ et de fonction de r�epartition F et pour tout triplet de R+ , (t; x; y) avec

t 6 x 6 y on d�e�nit la probabilit�e conditionnelle

�(x; y; t) = P (x 6 X < y=X > t)
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et lorsqu'elle existe a(x; t) = lim
y!x

�(x; y; t)
y � x

.

1. Que repr�esentent �(x; y; t) et a(x; t) si X est la dur�ee de vie d'un individu

pris au hasard dans une population ? Exprimer a(x; t) en fonction de f et F .

2. On appelle fonction de hasard de X , l'application h d�e�nie sur R+ par :

h(x) = a(x; x).

Interpr�eter h dans le cadre pr�ecis�e dans la question pr�ec�edente.

Apr�es avoir v�eri��e qu'il s'agit bien d'une densit�e, pr�eciser la fonction de

hasard dans le cas o�u f(x) = x:e�x
2
=2 pour tout x > 0.

3. Dans le cas g�en�eral exprimer F puis f en fonction de la primitive de h

s'annulant en 0.

D�eterminer les lois �a valeurs dans R+ �a fonctions de hasard constantes.

4. En adaptant les d�e�nitions pr�ec�edentes au cas d'une variable al�eatoire �a

valeurs dans R,

a) pr�eciser la fonction de hasard pour la loi de fonction de r�epartition

d�e�nie sur R par F (x) = 1� e�e
�x

;

b) �etudier les variations de la fonction de hasard de la loi normale N (0; 1).

On pourra appeler � la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant

la loi N (0; 1), poser ' = �0 et utiliser le r�esultat :

1��(x) �
x!+1

'(x)
x

.

Solution :

1. Le r�eel �(x; y; t) repr�esente la probabilit�e que l'individu d�ec�ede entre les

dates x et y sachant qu'il est toujours en vie �a la date t.

Pour tout t > 0, a(x; t) est la densit�e en x de la loi conditionnelle de X

sachant que (X > t) est r�ealis�e. Autrement dit, a(x; t)�x est la probabilit�e

de d�ec�es instantan�e (entre x et x+�x) �a la date x sachant que l'individu est

vivant �a la date t.

Avec [x 6 X < y] � [X > t], on a :

�(x; y; t) =
P (x 6 X < y)

P (X > t)
=
F (y)� F (x)

1� F (t)
et

a(x; t) = lim
y!x

F (y)� F (x)

(y � x)(1� F (t))
=

F
0(x)

1� F (t)
=

f(x)

1� F (t)

2. ? h(x)�x repr�esente la probabilit�e de d�ec�es instantan�e entre les instants

x et x + �x, sachant que l'individu est en vie �a la date x. On a donc

h(x) =
f(x)

1� F (x)
.
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? La fonction f : t 7! t:e�t
2
=2 est continue sur R+ , positive etZ

+1

0

t:e�t
2
=2
dt =

�
� e�t

2
=2
�+1
0

= 1

Pour tout x > 0 : F (x) =

Z x

0

t:e�t
2
=2
dt = 1� e�x

2
=2, et h(x) = x.

3. La fonction x 7! � ln
�
1 � F (x)

�
admet h pour d�eriv�ee sur R+ . Comme

F (0) = 0, on a :

ln
�
1� F (x)

�
= �

Z
x

0

h(t) dt

et

F (x) = 1� exp
�
�
Z

x

0

h(t) dt
�
; f(x) = h(x) exp

�
�
Z

x

0

h(t) dt
�

Lorsque h(x) = � > 0, on a f(x) = �:e��x et on reconnâ�t la loi exponentielle
de param�etre �.

4. a) La fonction F est de classe C1 sur R, avec

lim
x!�1

F (x) = 0; lim
x!+1

F (x) = 1; f(x) = F
0(x) = e�x:e�e

�x

La fonction f est continue sur R, positive et son int�egrale sur R vaut :

lim
x!+1

F (x) � lim
x!�1

F (x) = 1.

On a ainsi pour tout x r�eel :

h(x) = e�xe�e
�x

1� (1� e�e
�x

)
= e�x

b) Pour tout x r�eel h(x) =
'(x)

1��(x)
.

On a imm�ediatement lim
x!�1

h(x) = 0, et l'�equivalent h(x) � x au voisinage

de +1 entrâ�ne que lim
x!+1

h(x) = +1.

Avec '0(x) = �x'(x), on a :

h
0(x) =

'(x)

(1� �(x))2
�
� x(1� �(x)) + '(x)

�
Le signe de h0(x) est celui de  (x) = '(x) � x+ x�(x), dont la d�eriv�ee est

 
0(x) = '

0(x) � 1 + �(x) + x'(x) = �(x)� 1 < 0

Avec lim
x!+1

x
�
1��(x)

�
= 0, on a lim

x!+1
 (x) = 0. Cela entrâ�ne que  reste

positive sur R, c'est-�a-dire que h est croissante sur R.

D�emonstration de l'�equivalent propos�e.

Soit x > 0.

1��(x) =

Z
+1

x

'(t) dt =

Z
+1

x

t'(t)
t

dt =
h
� '(t)

t

i+1
x

�
Z

+1

x

'(t)

t
2
dt
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=
'(x)
x

�
Z

+1

x

'(t)

t
2
dt

On a : 0 <

Z
+1

x

'(t)

t
2
dt 6 1

x
2

Z
+1

x

'(t) dt = 1
x
2

�
1��(x)

�
.

Donc, au voisinage de +1,

Z
+1

x

'(t)

t
2
dt = o

�
1� �(x)

�
.

Par suite, au voisinage de +1 : 1��(x) � '(x)
x

.

Exercice 3.21.

On consid�ere un entier n sup�erieur ou �egal �a 2 (susceptible de varier dans

certaines questions).

Une urne contient n boules num�erot�ees de 1 �a n. On en tire successivement

et sans remise toutes les boules en notant, pour k 2 [[1; n]], Xk le num�ero de

la k�eme boule tir�ee. Tous les tirages sont �equiprobables.

On dit qu'un tirage complet des n boules pr�esente un pic au rang k 2 [[1; n]]

si, pour tout i 2 [[1; k]], Xi 6 Xk.

En particulier, tout tirage pr�esente un pic au rang 1.

On note Sn la variable al�eatoire �egale au nombre de pics apparus dans un

tirage.

1. Calculer P
�
[Sn = n]

�
et P

�
[Sn = 1]

�
.

2. L'entier k �etant compris entre 1 et n, on consid�ere la variable al�eatoire Tk
prenant la valeur 1 si le tirage pr�esente un pic au rang k, la valeur 0 sinon.

a) D�eterminer, pour tout i 2 [[1; n]], la loi de Ti.

b) Calculer l'esp�erance de la variable Sn et en donner un �equivalent quand

n tend vers +1.

3. On admet que, pour tout couple d'entiers (i; j) v�eri�ant 1 6 i < j 6 n, on

a : P
�
[Ti = 1 ] \ [Tj = 1 ]

�
= 1
ij
�

Soit (i; j) un couple d'entiers v�eri�ant 1 6 i < j 6 n. Les variables Ti et Tj
sont-elles ind�ependantes ?

4. Calculer la variance de la variable Sn et en donner un �equivalent quand n

tend vers l'in�ni.

5. Montrer que, pour tout r�eel " > 0, lim
n!+1

P
�� �� Sn

lnn
� 1

�� > "
��

= 0.

Solution :

On consid�erera le mod�ele (
; T ; P ), o�u 
 est l'ensemble des n{listes

d'�el�ements distincts de [[1; n]], T l'ensemble des parties de 
, et P la proba-

bilit�e uniforme sur (
; T ).
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1. ? L'�ev�enement (Sn = n) est r�ealis�e si et seulement si les n num�eros sont

tir�es dans l'ordre croissant ; donc P (Sn = n) = 1
n!
.

? L'�ev�enement (Sn = 1) est r�ealis�e si et seulement si le seul pic du tirage est

obtenu au rang 1, ce qui est r�ealis�e si et seulement si n est le premier num�ero

tir�e ; ainsi (Sn = 1) = (X1 = n) et P (Sn = 1) =
(n� 1)!

n!
= 1
n
.

2. a) Notons d'abord que T1 est presque sre, de valeur 1.

Soit i 2 [[2; n]]. La famille (Xi = k)16k6n formant un syst�eme complet d'�ev�e-

nements, on a :

P (Ti = 1) =
nP

k=1

P [(Ti = 1) \ (Xi = k)].

Or la probabilit�e de tirer k au rang i et de tirer dans [[1; k�1]] entre les rangs

1 et i� 1 est, apr�es simpli�cation,
Ai�1

k�1

Ai

n

. Donc :

P (Ti = 1) = 1
Ai

n

nP
k=1

Ai�1

k�1
= 1

Ai

n

nP
k=i

Ai�1

k�1
=

(i� 1)!

i!
�
n

i

� nP
k=i

�
k � 1
i� 1

�

=
(i� 1)!

i!
�
n

i

� �
n

i

�
= 1
i

[On peut aussi dire : on ne consid�ere que les i premiers tirages, la probabilit�e

que le plus grand num�ero soit le i�eme vaut, par raison de sym�etrie, 1
i
.]

On en d�eduit que pour tout i 2 [[1; n]], Ti suit la loi de Bernoulli de param�etre
1
i
.

b) Comme Sn(
) � [[1; n]], Sn admet une esp�erance. Comme Sn =
nP
i=1

Ti,

il vient, lorsque n tend vers l'in�ni :

E(Sn) =
nP
i=1

E(Ti) =
nP

k=1

1
i
� lnn

3. Soit (i; j) un couple d'entiers tels que 1 6 i < j 6 n. Alors

P [(Ti = 1) \ (Tj = 1)] = 1
i:j

= P (Ti = 1)P (Tj = 1)

Les �ev�enements (Ti = 1) et (Tj = 1) sont ind�ependants. Il en va de même

des �ev�enements (Ti = 0) et (Tj = 0), des �ev�enements (Ti = 1) et (Tj = 0),

et des �ev�enements (Ti = 0) et (Tj = 1). Les variables al�eatoires Ti et Tj sont

donc ind�ependantes.

4. Il s'ensuit que : V (Sn) =
nP
i=1

V (Ti) =
nP
i=1

�1
i
� 1
i
2

�
.

La s�erie
P 1

i
2
�etant convergente, il vient V (Sn) � lnn.

5. Soit " > 0. Lorsque n tend vers l'in�ni, E(Sn) �etant �equivalent �a lnn, il

existe N > 2 tel que pour tout n > N
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��E(Sn)
lnn

� 1
�� < "

2
Pour tout n > N :h�� Sn
lnn

�1
�� > "

i
�
h��Sn �E(Sn)

lnn

�� > "�
��E(Sn)
lnn

�1
��i � h��Sn �E(Sn)

lnn

�� > "

2

i
Par l'in�egalit�e de Bienaym�e-Cebishev, pour tout n > N :

P
��� Sn
lnn

� 1
�� > "

�
6

4V (Sn)

(" lnn)2
� 4
"
2 lnn

Cette derni�ere expression tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni, donc :

lim
n!+1

P
��� Sn
lnn

� 1
�� > "

�
= 0.

Exercice 3.22.

La s�ecurit�e routi�ere fait une enquête sur le nombre d'accidents survenus par

semaine sur un tron�con d'autoroute. Soit X la variable al�eatoire �egale au

nombre d'accidents par semaine. On suppose que X suit la loi de Poisson de

param�etre � inconnu.

On se propose d'�evaluer le param�etre e�� = P (X = 0).

On note les observations X1; X2; : : : ; Xn pendant n semaines. Les Xi sont

suppos�ees ind�ependantes et de même loi que X .

1. Soit Yn le nombre de fois o�u l'on n'a pas observ�e d'accident dans la semaine

d'observation, c'est-�a-dire le nombre d'indices i tels que Xi = 0.

Montrer que
Yn

n
est un estimateur sans biais convergent de e��.

Pourtant cet estimateur ne tient pas compte du fait que X suit une loi de

Poisson et on peut donc esp�erer trouver un meilleur estimateur sans biais

convergent.

2. a) Montrer que Xn =
X1 +X2 + � � �+Xn

n
est un estimateur sans biais

convergent de �.

b) On pose Sn =
nP
i=1

Xi. Quelle est la loi de Sn ?

Calculer l'esp�erance de e�Xn �a l'aide du th�eor�eme de transfert. Montrer que

e�Xn est un estimateur biais�e de e��. Montrer que lim
n!+1

E(e�Xn) = e��.

On dit alors que e�Xn est asymptotiquement sans biais.

c) Calculer la variance de e�Xn . En conclure que e�Xn est un estimateur

asymptotiquement sans biais convergent de e��.

Solution :

1. Yn suit la loi binomiale B(n; p), avec p = P (X = 0) = e��.
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Donc E(Yn) = n:e��, V (Yn) = n:e��(1� e��). Ainsi

E
�Yn
n

�
= e��; V

�Yn
n

�
=

e��(1� e��)
n

ce qui signi�e que Yn
n

est un estimateur sans biais convergent de e��.

2. a) Xn est une fonction des variables al�eatoires (Xi), et

E(Xn) =
nE(X1)

n
= �; V (Xn) =

nV (X1)

n
2

= �

n

ce qui signi�e que Xn est un estimateur sans biais convergent de �.

b) On sait (stabilit�e de la loi de Poisson) que Sn suit la loi de Poisson

P(n�) et Xn = Sn
n
.

L'esp�erance E(e�Xn) existe si et seulement si la s�erie
P
k

e�k=nP (Sn = k)

converge.

Or 0 6 e�k=nP (Sn = k) 6 e�k=n, ce dernier terme �etant le terme g�en�eral

d'une s�erie g�eom�etrique de raison e�1=n
< 1. Ainsi ;

E(e�Xn) =
+1P
k=0

e�k=nP (Sn = k) =
+1P
k=0

e�k=ne�n�
(n�)k

k!

= e�n�
+1P
k=0

(n�e�1=n)k

k!
= e�n�[1�e

�1=n
]

Lorsque n tend vers l'in�ni, 1� e�1=n � 1
n
; donc

lim
n!+1

n�(1� e�1=n) = � et lim
n!+1

e�n�[1�e
�1=n

] = e��.

On conclut que e�Xn est asymptotiquement sans biais en tant qu'estimateur

de e��.

c) On sait que V (e�Xn) = E(e�2Xn)�E
2(e�Xn). Or :

E(e�2Xn) =
+1P
k=0

e�2k=ne�2n� (n�)
k

k!
= e�n�[1�e

�2=n
].

d'o�u :

V (e�Xn) = e�n�[1�e
�2=n

] � e�2n�[1�e
�1=n

].

Lorsque n tend vers l'in�ni, alors 1� e�2=n � 2
n
; donc

lim
n!+1

n�(1� e�2=n) = 2� et lim
n!+1

e�n�[1�e
�2=n

] = e�2�.

Donc lim
n!+1

V (e�Xn) = 0, ce qui signi�e que e�Xn est un estimateur

asymptotiquement sans biais convergent de e��.

Exercice 3.23.

Un �etudiant doit passer un examen sous forme de questionnaire �a choix

multiples (QCM). Le programme de l'examen comporte 100 sujets. Le QCM
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ne comporte que 20 questions choisies au hasard parmi les sujets �etudi�es.

Le candidat d�esirant optimiser son temps de r�evision se demande quelle

proportion p de sujets il doit r�eviser pour que ses chances de r�eussite soient

su�santes. On suppose qu'il r�evise au moins 20 sujets.

Dans la correction du QCM, chaque r�eponse juste donne 1 point, une r�eponse

fausse donne 0. Si le candidat a r�evis�e une question, sa r�eponse est forc�ement

juste. S'il ne connâ�t pas la question, il choisit une r�eponse au hasard parmi

les quatre solutions propos�ees.

Soit p la proportion de sujets que l'�etudiant a r�evis�es. (On suppose que 100p

est un entier). Soit N la note qu'il a obtenu �a l'examen.

On note X la variable al�eatoire �egale au nombre de sujets qui tombent �a

l'examen et que l'�etudiant a �etudi�es et Y le nombre de r�eponses justes parmi

celles qu'il donne au hasard.

1. Soit (k; n) 2 [[0; 20]]2.

Donner, en fonction de p, la loi suivie par X ainsi que son esp�erance.

Pr�eciser la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].

En d�eduire la probabilit�e P (N = n) en fonction de p (on ne cherchera pas �a

simpli�er l'expression).

2. a) Donner l'esp�erance de la loi conditionnelle de Y , conditionn�ee par la

r�ealisation de l'�ev�enement [X = k]. Cette esp�erance est not�ee E(Y=[X = k]).

b) Montrer que E(Y ) =
20P
k=0

E(Y=[X = k])P ([X = k]). En d�eduire

l'esp�erance de Y puis celle de N . Combien l'�etudiant doit-il r�eviser de sujets

pour que l'esp�erance de N soit �egale �a 14 ?

3. a) L'�etudiant, consciencieux, d�ecide de r�eviser 64 sujets. Dans la suite,

l'unit�e de temps est l'heure. Le temps qu'il met pour r�eviser le sujet num�ero

k est une variable al�eatoire not�ee Tk qui suit la loi exponentielle de param�etre

1=2. Les variables Tk sont mutuellement ind�ependantes. T est le temps total

que doit passer l'�etudiant pour e�ectuer ses r�evisions.

Pr�eciser la loi de T , son esp�erance et sa variance.

b) Par quelle loi peut-on approcher la loi de T ?

Cet �etudiant travaille 8 heures par jour. Combien de temps de r�evision doit-il

pr�evoir pour avoir le temps de r�eviser les 64 sujets choisis avec une probabilit�e

au moins �egale �a 0,84 ?

On rappelle que �(1) ' 0;8413, o�u � d�esigne la fonction de r�epartition d'une

variable al�eatoire suivant la loi N (0; 1).

Solution :

1. a) ? Chaque question ne tombant qu'une seule fois, X suit la loi d'un

tirage sans remise, c'est-�a-dire une loi hyperg�eom�etrique. Donc X suit la loi

H(100; 20; p) et E(X) = 20p.
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? Si [X = k] est r�ealis�e, alors 20 � k fois, l'�etudiant choisit une r�eponse

au hasard avec la probabilit�e 1=4 de succ�es. Ainsi Y suit la loi binomiale

B(20� k; 1=4).

Soit n 2 [[0; 20]]. La famille ([X = k])06k6n est un syst�eme complet

d'�ev�enements.

On peut donc �ecrire :

P (N = n) =
20P
k=0

P (N = n=X = k)P (X = k)

=
20P
k=0

�
100p

k

��
100(1�p)
20�k

�
�
100

20

� �
�
20� k

n� k

��1
4

�n�k�3
4

�20�n
Bien entendu P (N = n=X = k) = P (Y = n� k=X = k).

2. a) On a E(Y=[X = k]) = 20� k

4
.

b) On a Y (
) = [[0; 20]] et :

E(Y ) =
20P
i=0

iP (Y = i) =
20P
i=0

i

� 20P
k=0

P (Y = i=X = k)P (X = k)
�

=
20P
k=0

P (X = k)
� 20P
i=0

iP (Y = i=X = k)
�

=
20P
k=0

E(Y=[X = k])P (X = k) =
20P
k=0

�
5� k

4

�
P (X = k)

= 5
20P
k=0

P (X = k)� 1
4

20P
k=0

kP (X = k) = 5� 5p.

Comme N = X+Y , il vient E(N) = E(X)+E(Y ) = 20p+5�5p = 5+15p.

E(N) = 14 entrâ�ne que 15p = 9 soit p = 3
5
. L'�etudiant doit r�eviser 60 sujets.

3. a) Les variables al�eatoires Tk suivent la loi exponentielle E(1=2) = �(2; 1).

Par stabilit�e de la somme des lois Gamma ind�ependantes, T suit une loi

�(2; 64). Ainsi E(T ) = 128; V (T ) = 256.

b) Comme on peut consid�erer 64 comme un grand nombre, le th�eor�eme

de la limite centr�ee permet de dire que la loi de
T=n� E(Tk)

�(Tk)=
p
n

peut être

approch�ee par la loi normale N (0; 1).

Donc T

16
� 8 suit quasiment la loi normale N (0; 1). Si � est sa fonction de

r�epartition :

P (T 6 �) > 0:84() P
�
T

16
� 8 6 �

16
� 8

�
> 0:84

On choisit � tel que �
�
�

16
� 8

�
= 0:8413 = �(1).

Par injectivit�e de �, on prend donc : � = 9�16 = 144.

En travaillant 8 heures par jour, l'�etudiant devra pr�evoir 18 jours de r�evisions.
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Exercice 3.24.

Soit a un nombre r�eel, a 6= �1.
1. a) On pose pour tout n > 0, un = a

n

(1 + a)n+1

D�eterminer en fonction de a la nature de la s�erie
P
n

un.

b) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur a pour que la suite

(un)n>0 d�e�nisse une distribution de probabilit�e sur N.

c) Soit K 2 N �x�e. Pour quelle valeur de c (d�ependant de a et K) la suite

(cun)n>K d�e�nit{elle une distribution de probabilit�e ?

Soient X1; X2; : : : ; Xn, n variables al�eatoires mutuellement ind�ependantes,

toutes de même loi d�e�nie par :

8i 2 [[1; n]] Xi(
) = [[K;+1[[; et 8k 2 Xi(
); P (Xi = k) = c
a
k

(1 + a)k+1

o�u c a �et�e d�e�ni dans la question pr�ec�edente.

2. On suppose dans cette question que K est connu et on souhaite estimer a.

On note : Xn = 1
n

nP
i=1

Xi

D�eterminer en fonction de Xn un estimateur sans biais de a. Cet estimateur

est{il convergent ?

3. On suppose maintenant que a est connu et on souhaite estimer K.

On note : Yn = min
16i6n

Xi.

D�eterminer la loi de Yn ; Yn est{il un estimateur sans biais de K ?

Solution :

1. a) On peut �ecrire un = 1
1 + a

�
a

1 + a

�n
. La s�erie

P
un converge si et

seulement si
�� a

1 + a

�� < 1 soit, si et seulement si a > �1=2.
b) (un) d�e�nit une distribution de probabilit�e sur N si et seulement si :

� pour tout n 2 N; un > 0, soit a > 0 ;

�
+1P
n=0

un = 1. Or, pour tout a > 0,
+1P
n=0

1
1 + a

�
a

1 + a

�n
= 1.

En conclusion, (un) d�e�nit une distribution de probabilit�e sur N si et

seulement si a > 0 (car a = 0 donne u0 = 1 et un = 0 pour n > 1, ce

qui ne d�e�nit pas une loi de probabilit�e sur N).

c) Il su�t de calculer :
+1P
n=K

un = 1
1 + a

+1P
n=K

�
a

1 + a

�n
=
�

a

1 + a

�K
.
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Comme a > 0, il su�t de prendre c =
�
a+ 1
a

�K
pour que la suite (cun)n>K

d�e�nisse une distribution de probabilit�e sur [[K;+1[[.

2. Pour tout k 2 Xi(
); P (Xi = k) = 1
1 + a

�
a

1 + a

�k�K
.

Ainsi X 0
i
= Xi � (K � 1) suit la loi g�eom�etrique de param�etre p = 1

1 + a
.

D�es lors :

E(Xn) = E(X1) = K � 1 +E(X 0
1
) = K + a

et Zn = Xn �K est un estimateur sans biais de a. De plus

V (Zn) = V (Xn) =
1
n
V (X1) =

1
n
V (X 0

1
) =

a(a+ 1)
n

entrâ�ne que Zn est un estimateur convergent de a.

3. Par ind�ependance des variables al�eatoires (Xi), il vient, pour tout k > K

P (Yn > k) =
nQ
i=1

P (Xi > k)

Or

P (Xi > k) = 1
1 + a

+1P
j=k+1

�
a

1 + a

�j�K
=
�

a

1 + a

�k+1�K

Donc P (Yn > k) =
�

a

1 + a

�n(k+1�K)

, et pour tout k > K

P (Yn = k) =
�

a

1 + a

�n(k�K) �
�

a

1 + a

�n(k+1�K)

.

Clairement, Y 0n = Yn � (K � 1) suit la loi g�eom�etrique G
�
1�

�
a

1 + a

�n�
et :

E(Yn) = K � 1 +
1

1� ( a

1+a
)n

Yn n'est pas un estimateur sans biais de K, mais un estimateur asympto-

tiquement sans biais de K, puisque lim
n!+1

1

1� ( a

1+a
)n

= 1.

Exercice 3.25.

1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans l'ensemble des entiers positifs.

Montrer que :

8n 2 N� ;
nP
i=0

iP (X = i) =
n�1P
k=0

P (X > k)� nP (X > n).

Les nombres a et b sont des entiers naturels non nuls tels que a 6 b.

On e�ectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules

noires une suite in�nie de tirages avec remise, en rajoutant dans l'urne a

boules blanches suppl�ementaires apr�es chaque tirage ayant donn�e une boule

blanche.

On note, pour tout entier naturel n non nul, An l'�ev�enement hh les n premiers

tirages ont tous donn�e une boule blanche ii.
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1. Montrer que :

8n 2 N; P (An+1) =
na+ b

na+ 2b
P (An)

puis,

8n 2 N� ; P (An) 6
b

na+ b

2. D�eterminer la probabilit�e de l'�ev�enement : B = hh la boule noire n'a jamais

�et�e tir�ee ii.

On note alors X la variable al�eatoire donnant le num�ero du premier tirage

auquel est apparue la boule noire.

Comparer les �ev�enements X > k et Ak.

3. Calculer P (An).
�Etudier l'existence et si elle existe donner la valeur de l'esp�erance de X , dans

chacun des cas suivants :

a) b = a.

b) b = 2a.

On pourra dans ce dernier cas montrer l'existence de deux r�eels � et � tels

que :

8n 2 N; 1
(n+ 1)(n+ 2)

= �

n+ 1
+

�

n+ 2
.

Solution :

1. Soit n 2 N� .
nP
i=0

iP (X = i) =
nP
i=0

i
�
P (X > i� 1)� P (X > i)

�
=

nP
i=1

iP (X > i� 1)�
nP
i=0

iP (X > i)

=
n�1P
i=0

(i+ 1)P (X > i)�
nP
i=0

iP (X > i)

=
n�1P
i=0

P (X > i)� nP (X > n)

2. On peut �ecrire : P (An+1) = P (An+1=An)P (An) =
na+ b

na+ 2b
P (An).

En e�et, hh les n premiers tirages ont donn�e une boule blanche ii correspond �a

une remise de a boules blanches apr�es chaque tirage.

Montrons par r�ecurrence sur n, que pour tout n > 1 P (An) 6
b

na+ b
.

C'est v�eri��e pour P (A1) =
b

2b
6 b

a+ b
, car b > a.

Supposons que la relation est v�eri��e pour n. Alors, car b > a,

P (An+1) =
na+ b

na+ 2b
P (An) 6

na+ b

na+ 2b
� b

na+ b
= b

na+ 2b
6 b

(n+ 1)a+ b
.
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3. L'�ev�enement B = hh la boule noire n'a jamais �et�e tir�ee ii correspond �a

B =
+1T
n=1

An

Or la suite (An)n est une suite d�ecroissante. Donc

P (B) = P
� +1T
n=1

P (An)
�
= lim

n!+1
P (An) = 0.

car 0 6 P (An) 6
b

na+ b

La variable al�eatoire X est ainsi d�e�nie sur B de probabilit�e 1.

On a Ak = (X > k). En e�et, si le rang d'apparition de la premi�ere boule

noire est strictement sup�erieur �a k, cela signi�e que les k premiers tirages ont

donn�e une boule blanche.

R�eciproquement, si l'on n'a tir�e que des boules blanches lors des k premiers

tirages, le rang d'apparition de la premi�ere boule noire sera sup�erieur ou �egal

�a k + 1.

4. On a �evidemment : P (An) =
n�1Q
k=0

b+ ka

2b+ ka
.

a) Si a = b, P (An) =
1

n+ 1
, et d'apr�es la premi�ere question, E(X) existe si

et seulement si la s�erie
P
P (X > k) =

P
P (Ak) converge. Ici E(X) n'existe

pas.

b) si b = 2a, il vient P (An) =
6

(n+ 2)(n+ 3)
. L'esp�erance E(X) existe et,

comme lim
n!+1

nP (An) = 0, il vient :

E(X) =
+1P
n=0

P (X > n).

On peut �ecrire : 6
(n+ 2)(n+ 3)

= 6
n+ 2

� 6
n+ 3

, donc :

NP
n=0

P (X > n) = 6
� NP
n=0

1
n+ 2

�
NP
n=0

1
n+ 3

�
= 6

�1
2
� 1
N + 3

�
.

Finalement E(X) = 3.

Exercice 3.26.

Pour m > 1, on consid�ere une s�erie statistique (Mi)16i6m �a deux variables.

La premi�ere variable est not�ee Z, la seconde T et on �ecritMi(zi; ti) pour tout

i de f1; : : : ;mg.
Pour les applications num�eriques on prend Z = T = 10, V (Z) = V (T ) = 9

et cov(Z; T ) = 4 et on pose A =

�
9 4

4 9

�
.

On identi�e les �el�ements de R2 et de M2;1(R).
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1. a) DiagonaliserA dans une base orthonormale (e1; e2) de R
2 pour le produit

scalaire usuel.

D�eterminer une matrice P de M2(R) telle que P�1 = t
P et t

PAP soit

diagonale.

b) Pour tout (x; y) de R2 on pose f(x; y) = (x y )�A�
�
x

y

�
.

Montrer que l'application (x; y) 7! f(x; y)

x
2 + y

2
admet un minimum et un

maximum sur E = R
2 n f(0; 0)g, extremums que l'on d�eterminera (on pourra

travailler dans la base (e1; e2)).

c) En d�eduire les (�; �) de R2 tels que �2 + �
2 = 1 qui donnent une s�erie

statistique �Z + � T de variance maximale ; même question pour �Z + �T

de variance minimale. D�eterminer les extremums.

d) Si l'on appelle u1 = (�1; �1) un couple qui donne une s�erie statistique

de variance minimale, d�eterminer une �equation de la droite passant par le

point moyen de la s�erie et dirig�ee par ce vecteur.

Montrer que cette droite est celle qui r�ealise le minimum de la somme des

carr�es des distances des points Mi �a une droite � passant par le point

moyen 
(Z; T ), d'�equation �x + � y + c = 0 dans le plan R
2 muni de sa

structure euclidienne canonique (on pourra utiliser la formule d(Mi;�) =
j� zi + � ti + cjp

�2 + �2
qui donne la distance d'un point Mi �a la droite � d'�equation

�x+ � y + c = 0).

Qu'en est-il si l'on n'impose plus �a la droite de passer par 
 ?

2. D�eterminer les (�; �) tels que � > 0, � > 0 et � + � = 1 pour lesquels la

s�erie statistique �Z+�T admet une variance maximale que l'on d�eterminera ;

même question pour �Z + �T de variance minimale.

Solution :

1. a) La matrice A est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base

orthonorm�ee. La m�ethode du pivot permet de d�eterminer les valeurs propres

de A, qui sont 5 et 13. Les sous-espaces propres associ�es sont

E13 = Vect

�
1

1

�
; et E5 = Vect

�
�1
1

�
.

Si l'on pose P = 1p
2

�
1 �1
1 1

�
, il vient :

t
PAP =

�
13 0

0 5

�
; avec t

P = P
�1.
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b) Pour tout u = (x; y) de E, on pose X =

�
x

y

�
. On peut alors �ecrire

X = PX
0, avec X 0 =

�
x
0

y
0

�
et

t
XAX = t(tPAP )X = t

X
0
DX

0 = 13x02 + 5y02.

La matrice P �etant orthogonale, on a x2 + y
2 = x

02 + y
02, et donc

f(u) =
13x02 + 5y02
x
02 + y

02 et 5 6 f(u) 6 13.

c) On sait que

V (�Z + �T ) = �
2
V (Z) + 2��Cov(Z; T ) + �

2
V (T ) = f(�; �).

Pour �2 + �
2 = 1, on obtient deux s�eries statistiques U1 = Z + Tp

2
et �U1

de variance maximale 13 et deux s�eries statistiques U2 =
Z � Tp

2
et �U2 de

variance minimale 5 .

d) On prend u1 = (�1; �1) =
1p
2
(�1; 1) et M(x; y) 2 � =

�



�
Z

T

�
; u1

�
si et seulement s'il existe � r�eel tel que (x � Z; y � T ) = �u1, c'est-�a-dire si

et seulement si x� Z = �y � T ou x+ y + (T � Z) = 0, soit x+ y = 0.

Pour (�; �) 6= (0; 0) et �Z + �T = �c, la somme consid�er�ee est :

g(�; �) =
mP
i=1

(�zi + �ti + c)2

�
2 + �

2
=

mP
i=1

[�(zi � Z) + �(ti � T )]2

�
2 + �

2

= 1
�
2 + �

2

�
�
2
V (Z) + 2��cov(Z; T ) + �

2
V (T )

�
=

f(�; �)

�
2 + �

2
.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, le minimum est atteint pour la droite indiqu�ee.

Si l'on n'impose plus �a la droite � de passer par 
, on rajoute �a g(�; �) le

terme m
(�Z + �T + c)2

�
2 + �

2
qui est positif ; la droite d�etermin�ee pr�ec�edemment

est donc la meilleure.

2. Avec �+ � = 1, on obtient :

V (�Z + �T ) = f(�; 1� �) = �
2
V (Z) + 2�(1� �) Cov(Z; T ) + (1� �)2V (T ).

ou : h(�) = 10�2 � 10�+ 9 = 10
�
�� 1

2

�2
+ 13

2
.

Le maximum est atteint pour � 2 f0; 1g et vaut 9, le minimum est atteint

pour � = 1
2
et vaut 13

2
.

Exercice 3.27.

Un groupe de n naufrag�es, num�erot�es de 1 �a n, a trouv�e refuge sur une �̂le

d�eserte. Ils d�ecident d'organiser des tours de garde : chaque jour et �a tour de
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rôle, l'un d'entre eux est charg�e de scruter l'horizon pour tenter d'apercevoir

un bateau salvateur.

Le naufrag�e num�ero 1 prend le premier tour, ... et au bout de n jours le cycle

recommence.

L'unit�e de temps est le jour, l'histoire commence �a l'instant 0 et on suppose

que le temps d'attente T du premier navire visible �a l'horizon suit une loi

exponentielle de param�etre � > 0.

1. On note N le jour o�u le vigile aper�coit un navire. Reconnâ�tre la loi de N

et donner son esp�erance et sa variance.

(Le jour 1 commence �a l'instant 0 et se termine �a l'instant 1 ...)

2 Soit X le num�ero du naufrag�e qui aper�coit les secours. D�eterminer la loi de

X .

3. a) Montrer que T est une variable sans m�emoire, c'est{�a{dire que T v�eri�e

8(x; t) 2 (R+ )2; P (X > x+ t=T > x) = P (T > t)

b) Soit Y la variable al�eatoire �egale �a l'heure o�u les naufrag�es aper�coivent les

secours (on exprime cette heure en fraction de jour : minuit = 0, midi =1/2,

18h= 3/4, ...).

D�eterminer la fonction de r�epartition de Y et la loi de Y .

On estime �a 6 heures le temps n�ecessaire �a l'embarquement des naufrag�es.

Quelle est la probabilit�es que les naufrag�es soient embarqu�es le jour même

o�u ils aper�coivent les secours ?

Solution :

1. a) On a imm�ediatement N(
) = N
� . Pour tout k > 1,

P (N = k) = P (k � 1 < T 6 k) = e��(k�1) � e��k = (1� e��)(e��)k�1.

Ainsi N suit la loi g�eom�etrique sur N� de param�etre � = 1 � e��. On en

d�eduit :

E(N) = 1
1� e��

; V (N) = e��

(1� e��)2
.

b) On a X(
) = [[1; n]]. Le k�eme naufrag�e est de garde les jours k, k + n,

k + 2n; ; : : : ; k + pn; : : :. Ainsi

(X = k) =
1S
i=0

(N = k + in)

et

P (X = k) =
+1P
i=0

P (N = k + in) = (1� e��)
+1P
i=0

e��(k�1+in)

= 1� e��

1� e�n�
e�(k�1)�.
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Posons q = e�� 2 ]0; 1[. Comme, pour tout p > 0 d

dq

� pP
k=0

q
k
�
=

pP
k=1

kq
k�1,

on obtient ais�ement :

E(X) =
1 + n:e�(n+1)� � (n+ 1):e�n�

(1� e��)(1� e�n�)
.

2. a) On v�eri�e que T est sans m�emoire (c'est d'ailleurs une caract�eristique

de la loi exponentielle).

b) On a Y (
) = [0; 1] et pour tout t 2 [0; 1] :

(Y 6 t) =
1S
k=0

(k < T 6 k + t).

Donc

P (Y 6 t) =
1P
k=0

P (k < T 6 t+ k) = (1� e��t)
1P
k=0

e��k = 1� e��t

1� e��
.

Une densit�e de Y est ainsi :

f(t) =

(
0 si t =2 [0; 1]

�:e��t

1� e��
si t 2 [0; 1]

La probabilit�e que les naufrag�es embarquent le jour même o�u ils aper�coivent

les secours est :

P (T < 0:75) = 1� e�3�t=4

1� e��
.

Exercice 3.28.

1. a) Soit X une variable al�eatoire suivant la loi normale N (0; 1).

D�eterminer une densit�e de X2.

Montrer que la loi suivie par X2 est une loi Gamma dont on pr�ecisera les

param�etres.

b) Soient X1; X2; : : : ; Xn, n variables al�eatoires ind�ependantes de même loi

que X . On pose Yn =

nX
k=1

X
2

k .

Pr�eciser la loi suivie par Yn, son esp�erance et sa variance.

On dit que Yn suit une loi du �2 �a n degr�es de libert�e.

2. On consid�ere l'endomorphisme f de R
3 dont la matrice dans la base

canonique de R3 est :

A =

0
@ 2=3 �1=3 �1=3
�1=3 2=3 �1=3
�1=3 �1=3 2=3

1
A

Montrer que f est une projection orthogonale dont on pr�ecisera les �el�ements

caract�eristiques.

3. Un point M , extr�emit�e d'un vecteur V , se d�eplace de fa�con al�eatoire dans

l'espace R3 , muni de sa structure euclidienne canonique, la norme associ�ee
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�etant not�ee k:k, de fa�con que ses coordonn�ees X1, X2 et X3 suivent des lois

normales ind�ependantes N (0; 1).

a) Quelle est la loi de kV k2 ?
b) Soit P le plan d'�equation x1 + x2 + x3 = 0. On note D la variable

al�eatoire �egale au minimum de la distance de M au plan P , c'est-�a-dire

D = min
V 02P

kV � V
0k.

D�eterminer une densit�e de la variable al�eatoire D.

Quelle est hhen moyenne ii la distance de ce point au plan ?

Solution :

1. a) Si X suit une loi normale N (0; 1), alors X2(
) = R
+ et pour tout

x > 0 :

P (X2 6 x) = P (�px 6 X 6
p
x) = �(

p
x)��(�px) = 2�(

p
x)� 1.

Une densit�e de X2 est donn�ee par :(
0 si x < 0

1p
2�x

e�x=2 si x > 0

Ainsi X2 suit la loi �(2; 1=2).

b) Par stabilit�e de la somme de lois gamma ind�ependantes, Yn suit la loi

�(2; n=2) et

E(Yn) = n; V (Yn) = 2n.

2. On montre queA2 = A, ce qui prouve que A est la matrice d'une projection.

On trouve :

KerA = Vect

0
@ 1

1

1

1
A ; ImA = f(x; y; z) 2 R3

=x+ y + z = 0g.

Cela montre que KerA et ImA sont orthogonaux, donc que A est la matrice

d'une projection orthogonale.

3. a) On a jjV jj2 = X
2

1
+X

2

2
+X

2

3
. Donc jjV jj2 suit la loi du �2 �a 3 degr�es

de libert�e, i.e. la loi �(2; 3=2).

b) D = jjV �V 0jj, o�u V 0 = f(V ). La matrice associ�ee �a f �etant A, il vient :

V
0 = 1

3

0
@ 2X1 �X2 �X3

�X1 + 2X2 �X3

�X1 �X2 + 2X3

1
A

et

V � V
0 = 1

3

0
@X1 +X2 +X3

X1 +X2 +X3

X1 +X2 +X3

1
A =) jjV � V

0jj2 = 1
9
(X1 +X2 +X3)

2.
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Par stabilit�e des lois normales ind�ependantes,X1+X2+X3 suit la loi normale

N (0;
p
3) ; donc 1

3
(X1 +X2 +X3) suit la loi normale N (0;

p
3=3).

Comme D = 1
3
jX1 +X2 +X3j, on a D(
) = R

+ et pour tout x > 0 :

P (D 6 x) = P (�x 6 1
3
(X1 +X2 +X3) 6 x)

Une densit�e de D est donc, en revenant �a la loi N (0;
p
3=3) :(

0 si x < 0

2

p
3p
2�

e�3x
2
=2 si x > 0

L'esp�erance de D se calcule ais�ement :

E(D) =

p
6p
�

Z
+1

0

x:e�3x
2
=2
dx =

q
2
3�

.

Exercice 3.29.

On identi�e R2 muni de sa structure euclidienne canonique au plan de la

g�eom�etrie usuelle. Soit A une partie de [0; 1]� [0; 1] d'aire a.

On admet que si X et Y sont deux variables al�eatoires ind�ependantes suivant

la loi uniforme sur [0; 1], la probabilit�e de l'�ev�enement [(X;Y ) 2 A] est �egale
�a a.

Soit f une fonction continue de [0; 1] dans lui-même. On rappelle que l'aire

situ�ee entre la courbe, l'axe des abscisses et les droites d'�equations x = 0 et

x = 1 est �egale �a l'int�egrale

Z
1

0

f(t) dt.

1. Soient X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes suivant la loi

uniforme sur [0; 1]. Quelle est la probabilit�e de l'�ev�enement [Y 6 f(X)] ?

2. Soit (Xn)n2N� et (Yn)n2N� deux suites ind�ependantes de variables al�eatoires
ind�ependantes suivant la loi uniforme sur [0; 1].

Pour tout n 2 N
� on appelle Zn la variable de Bernoulli prenant la valeur 1

si l'�ev�enement [Yn 6 f(Xn)] est r�ealis�e, 0 sinon.

Pour tout n 2 N� on pose Sn = Z1 + Z2 + � � �+ Zn.

Quelle est la loi de Sn ? Quelle est la limite en loi de la variable S�
n

=
Sn �E(Sn)p

V (Sn)
?

Dans la suite de l'exercice, on suppose que n est assez grand pour identi�er

la loi de S�
n
�a cette loi limite. Quelle loi assigne-t-on alors �a Sn

n
?

3. Soit � la fonction de r�epartition de la loi N (0; 1). On rappelle que l'on a :

�(1;96) ' 0;975. D�eterminer P (�1;96 6 S
�
n 6 1;96). En d�eduire que :

P
���Sn
n
�
Z

1

0

f(t)dt
�� 6 1p

n

�
> 0;95
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4. Montrer que pour tout x de R+ , �(x) = 1
2
+

Z
1

0

xp
2�

exp
��x2u2

2

�
du.

On pourrait v�eri�er que pour tout 0 < x <
p
2�, la restriction de la fonction

u 7! xp
2�

exp
��x2u2

2

�
�a l'intervalle [0; 1] est �a valeurs dans [0; 1].

On rappelle qu'en Pascal un appel �a la fonction random produit un r�eel de

[0; 1[ suivant la loi uniforme sur cet intervalle et que les appels successifs �a

cette fonction sont ind�ependants.

On consid�ere la fonction d�e�nie en Pascal de la mani�ere suivante.

function PHI(X :real) :real ;
var U , Y :real ; k, S :integer ;
Begin
S := 0 ;
For k := 1 to 10000 do
Begin T :random ; Y :=random ; if Y<X* exp(-X*X*T*T/2)/sqrt(2*pi)

then S := S+1 End ;
PHI : = 0.5 + S/10000
end ;

Quel r�esultat fournit un appel �a la fonction PHI pour 0 < X <
p
2� ?

Solution :

1. D'apr�es les remarques de l'�enonc�e, l'�ev�enement [Y 6 f(X)] repr�esente

l'aire situ�ee entre la courbe, l'axe des abscisses et les droites X = 0 et X = 1.

Donc

P (Y 6 f(X)) =

Z
1

0

f(t)dt

2. La variable al�eatoire Sn est la somme de variables de Bernoulli ind�ependantes

de même param�etre p, donc Sn suit la loi binomiale B(n; p), avec p =Z
1

0

f(t) dt.

D'apr�es le th�eor�eme de la limite centr�ee, la suite (S�n)n converge en loi vers

une variable suivant la loi N (0; 1).

Pour n assez grand, on peut supposer que Sn
n

suit la loi N
�
p;

r
p(1� p)

n

�
.

3. On sait que P (�1:96 6 S
�
n
6 1:96) = 0:95. En posant Mn = Sn

n
, on en

d�eduit que

P (jMn �E(Mn)j 6 1:96
p
Mn) = 0:95.

Comme p(1� p) 6 1
4
, on a

p
Mn 6

1p
4n

et 1:96
p
Mn 6

1p
n
. Donc

P
���Sn
n
�
Z

1

0

f(t) dt
��� > 0:95.
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4. Le changement de variable a�ne t = xu donne :Z
1

0

xp
2�

e�x
2
u
2
=2
du = 1p

2�

Z
x

0

e�t
2
=2
dt.

Donc

1
2
+

Z
1

0

xp
2�

e�x
2
u
2
=2
du = 1p

2�

Z x

�1
e�t

2
=2
dt = �(x).

La fonction h : u 7! xp
2�

e�x
2
u
2
=2 restreinte �a l'intervalle [0; 1] y est positive,

est d�ecroissante et h(0) = xp
2�

< 1, h(1) < 1. Elle est donc �a valeurs dans

[0; 1].

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, l'appel �a PHI(X) fournit avec une probabilit�e

sup�erieure �a 0:95, une valeur approch�ee �a moins de 1% de �(X).

Exercice 3.30.

On dispose de n pi�eces non �equilibr�ees (n > 2). Chaque pi�ece peut amener

Pile avec la probabilit�e p (0 < p < 1) et face avec la probabilit�e q = 1� p.

On lance les n pi�eces de monnaie en l'air toutes ensemble.

1. Soit X la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de pi�eces ayant amen�e

Pile. D�eterminer la loi de X .

2. Justine a les yeux band�es et n'a pas assist�e au lancer. Elle choisit au hasard

k pi�eces parmi les n, k �etant un nombre �x�e a priori avec 0 < k < n. Ele

gagne alors parmi les k pi�eces celles qui pr�esentent Pile. D�eterminer la loi de

la variable al�eatoire Y �egale au nombre de pi�eces gagn�ees par Justine.

3. On soup�conne Justine d'avoir trich�e en ayant essay�e de deviner au toucher

les pi�eces ayant amen�e Pile. On lui demande donc de relancer les k pi�eces

qu'elle a choisies ; elle gagnera celles, parmi les k, qui am�eneront Pile.

Soit Z la variable al�eatoire repr�esentant ce nouveau gain.

a) D�eterminer la loi de Z. Quel commentaire peut{on faire ?

b) Soit W la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de Pile parmi les

n� k pi�eces non choisies par Justine.

D�eterminer la loi de W .

Solution :

1. On lance les n pi�eces ensemble. Chaque pi�ece a la probabilit�e p d'amener

Pile, X suit donc la loi binomiale B(n; p).
2. On a Y (
) = [[0; k]]. En utilisant le syst�eme complet d'�ev�enements

(X = i)06i6n, on peut �ecrire, pour tout j 2 [[0; k]] :

P (Y = j) =
nP
i=0

P (Y = j=X = i)P (X = i).
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Or si l'�ev�enement (Y = j) est r�ealis�e, on a j 6 i et k�j Faces ont �et�e choisis,
donc il y a eu n� (k � j) Pile au maximum. Ainsi :

P (Y = j) =
n�k+jP
i=j

P (Y = j=X = i)P (X = i).

Or P (Y = j=X = i) =

�
i

j

��
n�i
k�j
�

�
n

k

� et P (X = i) =
�
n

i

�
p
i
q
n�i. Donc :

P (Y = j) =
n�k+jP
i=j

�
i

j

��
n�i
k�j
�

�
n

k

� �
�
n

i

�
p
i
q
n�i

P (Y = j) =
�
k

j

�
p
j
q
k�j

n�k+jP
i=j

�
n� k

i� j

�
p
i�j

q
n�k�(i�j) =

�
k

j

�
p
j
q
k�j

Ainsi Y suit la loi binomiale B(k; p).

3. a) La variable al�eatoire Z suit la loi binomiale B(k; p) (comme somme

de variables al�eatoires de Bernoulli mutuellement ind�ependantes et de même

param�etre). Ainsi Y et Z suivent la même loi ; ceci n'est pas �etonnant car

il n'y a aucune di��erence entre d'une part, choisir k pi�eces apr�es les avoir

lanc�ees, et s�electionner k pi�eces parmi n et les lancer pour observer le nombre

de Piles apparus, d'autre part.

b) Par le même raisonnement W suit la loi binomiale B(n� k; p).

Exercice 3.31.

1. Montrer que la fonction x 7! sin(x) r�ealise une bijection de
�
� �

2
;
�

2

�
sur

[�1; 1].
On note arcsin sa bijection r�eciproque.

Montrer que la fonction arcsin est d�erivable sur ]�1; 1[ et calculer sa d�eriv�ee.

2. Soit I =

Z
1

0

dx

�
p
x(1� x)

. Montrer que cette int�egrale est convergente et

la calculer (On pourra e�ectuer le changement de variable u = 1� 2x).

3. a) Montrer que la fonction f donn�ee par : f(x) =

8><
>:

0 si x 6 0
1

�

p
x(1� x)

si 0 < x < 1

0 si x > 0

.

d�e�nit une densit�e de probabilit�e.

Soit X une variable al�eatoire de densit�e f . On dit que X suit la loi

Beta(1=2; 1=2) ou loi de l'arcsinus.

b) D�eterminer la fonction de r�epartition de X , ainsi que son esp�erance

(pour le calcul de l'esp�erance, on pourra poser x = sin2(�)).
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4. L'univers est l'ensemble des ann�ees �ecoul�ees depuis l'invention du ther-

mom�etre ! SoitX la variable al�eatoire associant �a chaque ann�ee la temp�erature

relev�ee �a Paris le 1er janvier �a midi.

On estime que la variable al�eatoire Y =
X + 16

32
suit la loi de l'arcsinus.

Quel est l'ensemble des valeurs prises par X ?

Calculer les probabilit�es suivantes :

P ([�16 < X < �8] [ [8 < X < 16]) et P (�8 < X < 8).

(On donne arcsin(1=2) = �=6 car sin(�=6) = 1=2.)

Avez-vous un commentaire �a faire ?

Solution :

1. La fonction g : x 7! sinx est continue et strictement croissante de

[��=2; �=2] sur [�1; 1]. Elle r�ealise une bijection entre ces deux intervalles.

On a g
0(x) = cosx ; donc g

�1 est d�erivable sauf en g(��=2) = �1 et

g(�=2) = 1 et pour tout x 2 ]�1; 1[ :
(g�1)0(x) = 1

cos(arcsinx)
= 1p

1� x2
.

2. La fonction h : x 7! 1p
x(1� x)

est continue sur ]0; 1[.

Au voisinage de 0, h(x) � 1p
x
dont l'int�egrale converge (crit�ere de Riemann).

Au voisinage de 1, h(x) � 1p
1� x

dont l'int�egrale converge (crit�ere de

Riemann).

Ainsi I existe. Le changement de variable propos�e est a�ne. On obtient :

I =

Z
1

0

dx

�

p
x(1� x)

= 1
2�

Z
1

�1

2dup
1� u2

= 1
�

�
arcsinu

�1
�1

= 1

3. a) La fonction f est positive sur R, elle y est continue, sauf en 0 et en 1 et

son int�egrale sur R est �egale �a 1. Ainsi f est une densit�e de probabilit�e.

b) Si 0 6 x < 1, en posant le changement de variable a�ne u = 1� 2t, il

vient :

F (x) =

Z x

0

dt

�

p
t(1� t)

= 1
�

Z
1

1�2x

dtp
1� u2

= 1
2
� 1
�
arcsin(1� 2x).

La fonction x 7! xp
x(1� x)

=
q

x

1� x
est continue sur [0; 1[ et �equivalente

au voisinage de 1 �a x 7! 1p
1� x

. L'esp�erance de X existe donc, et en posant

le changement de variable x = sin2 � de classe C1, on obtient :
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E(X) =

Z
1

0

x

�

p
x(1� x)

=

Z
�=2

0

2
�
sin2 �d� = 1

2

Notons que ce r�esultat �etait �evident par sym�etrie par rapport �a 1
2
de f .

4. On a X(
) = ]�16; 16[ et :
P (�16 < X < �8) = P (0 < X + 16

32
<

1
4
) = F

�1
4

�
� F (0) = 1

3

car F
�1
4

�
= 1

2
� 1
�
arcsin

�1
2

�
= 1

2
� 1

6
= 1

3
.

Par sym�etrie P (8 < X < 16) = 1
3
; donc

P [(�16 < X < �8) [ (8 < X < 16)] = 2
3
; et P (�8 < X < 8) = 1

3
Il semble qu'il y ait plus de temp�eratures hhextrêmes ii que de temp�eratures
hhnormales ii.

Exercice 3.32.

On consid�ere une exp�erience al�eatoire mod�elis�ee par le programme suivant

Program exoescp ;

Uses crt ;

Var x,i,n,a :Integer ;

Begin

Randomize ;

Readln(n) ;

x := 0 ;

For i := 1 To n Do

Begin

If x=0 Then x := -1+Random(2)*2 Else x := -1+Random(3) ;

Write(x,' ')

End ;

Readln

End.

1. D�ecrire l'exp�erience ainsi mod�elis�ee.

On rappelle que Random(n) (n est une variable du type Integer) retourne au

hasard une des n valeurs comprises entre 0 et n� 1.

2. Pour tout entier k � n, on note Xk la variable al�eatoire hhk-�eme nombre

a�ch�e ii. D�eterminer Xk(
) puis la loi de Xk+1 conditionn�ee par celle de Xk.

3. En d�eduire la loi, l'esp�erance et la variance de Xk. Pouvait-on pr�evoir la

valeur de l'esp�erance ?

4. Modi�er le programme pr�ec�edent pour qu'il donne la premi�ere valeur (non

nulle) de k pour laquelle Xk = 0. On note Y cette valeur.

5. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de Y .
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Solution :

1. Il s'agit d'une marche al�eatoire sur un axe marqu�e de 3 points, �1, 0 et 1.
Le mobile x part de 0. Quand il est en 0, il va avec la même probabilit�e 1=2

en l'un des 2 autres points 1 ou �1. Lorsqu'il est en l'un des autres points, il

va avec la même probabilit�e 1=3 en l'un des 3 points possibles 1, �1 ou 0.

2. Xk est l'a�xe du mobile �a l'instant k. On a Xk(
) = f�1; 0; 1g.
La loi conditionnelle de Xk+1 sachant Xk est donn�ee par le tableau suivant :

XknXk+1 �1 0 1

�1 1=3 1=3 1=3

0 1=2 0 1=2

1 1=3 1=3 1=3

3. En notant ak, bk et ck respectivement P (Xk = �1), P (Xk = 0) et

P (Xk = 1), on a d'apr�es la formule des probabilit�es totales et le tableau

pr�ec�edent : 8>><
>>:
an+1 = 1

3
an +

1
2
bn +

1
3
cn

bn+1 = 1
3
an + 1

3
cn

cn+1 = 1
3
an +

1
2
bn +

1
3
cn

Comme on pouvait s'y attendre an+1 = cn+1 (�1 et 1 jouant des rôles

sym�etriques)

On a aussi an = cn et an+1 =
2
3
an +

1
3
an�1.

Cette relation de r�ecurrence lin�eaire d'ordre 2 a pour �equation caract�eristique

3x2 � 2x� 1 = 0, de racines 1 et �1=3, ce qui donne : il existe �; � tels que

an = �
�
� 1

3

�n
+ �

En tenant compte des conditions initiales (x part de 0, donc a0 = c0 = 0; b0 =

1), il vient

an = 3
8

� (�1)n+1

3n
+ 1

�
On obtient ainsi la loi demand�ee :

P (Xn = �1) = P (Xn = 1) = 3
8
(1� (�1

3
)n); P (Xn = 0) = 1

4
(1� (�1

3
)n�1)

On obtient bien entendu E(Xn) = 0, ce qui est normal vu la sym�etrie du

probl�eme, et

V (Xn) = E(X2

n
) = 3

4
(1� (�1

3
)n)

4. On peut par exemple �ecrire le programme suivant :

Program exoescp03 ;
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Uses crt ;

Var x,y,a : Integer ;

Begin

Randomize ; Clrscr ;

x := 0 ; y := 0 ; a := 0 ;

Repeat

y := y+1 ;

If x=0 Then Begin a := a+1 ;

x := -1+Random(2)*2

End

Else x :=-1+Random(3) ;

Until(a=2) ;

Writeln(' y = ',y) ; Readln ;

End.

5. Y � 1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1=3 (revenir en 0 �a partir de 1

ou �1)
On a donc E(Y ) = 3 + 1 = 4 et V (Y ) =

1� 1=3

(1=3)2
= 6.

Exercice 3.33.

Soit X une variable al�eatoire r�eelle positive de fonction de r�epartition F

continue sur R. On pose pour tout a > 0, Xa =
�X
a

�
(b:c d�esigne la partie

enti�ere) et on suppose que Xa suit une loi g�eom�etrique, au sens o�u il existe

q(a) 2 ]0; 1[ tel que :
8 k 2 N; P (Xa = k) = (1� q(a))(q(a))k

On pose, pour x 2 R et a > 0 �x�e, G(x) = 1� F (ax).

1. Exprimer P (Xa = k) �a l'aide de G.

2. En d�eduire que pour tout a > 0 et pour tout k 2 N,

F (ak) = 1� (q(a))k

3. Soient (m;n) 2 N � N
� ; exprimer q

�
m

n

�
en fonction de q(1), m et n. En

d�eduire q(a) en supposant connu le r�esultat suivant :

deux fonctions continues sur un intervalle I � R qui concident sur les
nombres rationnels de I sont �egales sur I .

4. Quelle est la loi suivie par X ?

5. �Etudier la convergence en loi de Ya = aXa lorsque a! 0.

Solution :

1. On a :
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P (Xa = k) = P (k 6 X

a
< k + 1) = F (a(k + 1))� F (ak) = G(k)�G(k + 1).

2. On a donc, pour tout k > 1, G(k) � G(k + 1) = (q(a))k � (q(a))k+1 ; en

sommant sur les j de 1 �a k, on obtient G(k) = (q(a))k � 1 +G(0) = (q(a))k

puisque F est continue et X > 0. Donc, en posant H(x) = 1� F (x)

8 a > 0;8 k 2 N; H(ak) = 1� F (ak) = (q(a))k

3. De H(ak) = (q(a))k , on tire H(a) = q(a) (k = 1) donc q(ak) = (q(a))k

pour tout a > 0 et k 2 N.
Il en r�esulte que pour k entier, q(k) = (q(1))k puis

q(m) = q
�
m

n
n
�
= (q(m

n
))n = (q(1))m, donc q(m

n
) = (q(1))

m
n .

Par le r�esultat admis, on prolonge la formule pr�ec�edente par continuit�e �a la

demi-droite r�eelle positive. En posant q(1) = exp(��) avec � > 0, on a :

q(a) = exp(��a)
4. On en d�eduit imm�ediatement que X suit la loi exponentielle de param�etre

� et on v�eri�e que la r�eciproque est vraie.

5. On peut �ecrire :

P (Ya > t) = P (aXa > t) = P (Xa >
t

a
)

=
+1P

n=n0(a)

(1� q(a))(q(a))n = (q(a))n0(a).

o�u n0(a) = inffn 2 N = n >
t

a
g =

�
t

a

�
+ 1. Donc, lorsque a tend vers 0 :

P (Ya > t) = exp
�
� �a(b t

a
c+ 1)

�
�!
a!0

exp(��t).
Ainsi la fonction de r�epartition Fa de la variable al�eatoire Ya converge, point

par point, vers F lorsque a tend vers 0 (i.e. Ya converge en loi vers X).

Exercice 3.34.

Soit a un nombre r�eel tel que 0 < a < 1 et b un nombre r�eel strictement

positif.

On consid�ere un couple (X;Y ) de variables al�eatoires �a valeurs dans N2 , dont

la loi de probabilit�e est donn�ee par :

P (X = i; Y = j) =

8<
:

0 si i < j

b
i e�baj(1� a)i�j

j!(i� j)!
si i > j

1. D�eterminer la loi de probabilit�e de X . D�eterminer, si elles existent, son

esp�erance et sa variance.

2. D�eterminer la loi de probabilit�e de Y .

3. Les variables X et Y sont-elles ind�ependantes ?



Probabilit�es 137

4. Soit Z la variable al�eatoire Z = X � Y . D�eterminer sa loi.

5. Les variables Y et Z sont-elles ind�ependantes ?

Solution :

1. On a X(
) = N et pour tout i 2 N :

P (X = i) =
+1P
j=0

P (X = i; Y = j) = b
i e�b

i!

iP
j=0

�
i

j

�
a
j(1� a)i�j = b

i e�b

i!

Ainsi X suit la loi de Poisson P(b). On sait qu'alors E(X) = V (X) = b.

2. Recommen�cons pour la loi de Y . On a Y (
) = N et pour tout j = N :

P (Y = j) =
+1P
i=0

P (X = i; Y = j) = a
j e�bbj

j!

+1P
i=j

(b(1� a))i�j

(i� j)!

= a
j e�bbj

j!

+1P
i=0

(b(1� a))i

i!
=

(ab)j

j!
e�ab.

Ainsi Y suit la loi de Poisson P(ab).
3. Les variables al�eatoiresX et Y ne sont pas ind�ependantes car, par exemple :

P (X = 0 \ Y = 1) = 0 6= P (X = 0)P (Y = 1).

4. On a de nouveau Z(
) = N et pour tout k 2 N :

P (Z = k) = P
� S
j2N

[(X = j + k) \ (Y = j)]
�

=
b
k(1� a)k e�b

k!

+1P
j=0

(ab)j

j!
=

(b(1� a))k

k!
e�b(1�a)

Ainsi Z suit la loi de Poisson P(b(1� a)).

5. Les variables al�eatoires Z et Y sont ind�ependantes car, pour tout (j; k) 2
N
2 :

P (Y = j \ Z = k) = P (Y = j \X = j + k) =
b
j+k e�baj(1� a)k

j!k!
et

P (Y = j)P (Z = k) =
(ab)j

j!
e�ab�

(b(1� a))k

k!
e�b(1�a) =

b
j+ke�baj(1� a)k

j!k!

Exercice 3.35.

X est une variable al�eatoire suivant la loi normale N (m;�). On pose Y = eX .

1. a) D�eterminer la loi de Y . On note LN(m;�) cette loi.

b) Calculer l'esp�erance de Y .

On pourra admettre que V (Y ) = e2m+�
2

(e�
2 � 1).

2. Soient Y1 et Y2 deux variables al�eatoires ind�ependantes suivant les lois

LN(m1; �1) et LN(m2; �2).



138 ESCP-EAP 2003 - Oral

Quelle est la loi de Z = Y1Y2 ? son esp�erance ? sa variance ?

3. Quelle est la loi du produit de n variables ind�ependantes suivant la loi

LN(m;�) ?

4. On pose T =
Y � em

�:em
.

a) Calculer E(T ) et V (T ) et �etudier leur limite lorsque � tend vers 0.

b) D�eterminer une densit�e g� de T qui soit continue sur R.

Solution :

1. a) On a Y (
) = ]0;+1[, et pour tout y > 0 :

FY (y) = P (Y 6 y) = P (eX 6 y) = P (X 6 ln y) = FX (ln y)

Par d�erivation, une densit�e de Y est alors d�e�nie par :

fY (y) =

8<
:

0 si y 6 0

1
y�

p
2�

e
� (ln y�m)

2

2�
2 sinon

b) Par le th�eor�eme de transfert, il vient :

E(Y ) =

Z
+1

�1

1

�

p
2�

ex:e
� (x�m)

2

2�
2

dx

= 1

�

p
2�

Z
+1

�1
e
� (x�m��2)2

2�
2 em+�

2
=2
dx = em+

�
2

2

De même :

E(Y 2) =

Z
+1

�1

1
�

p
2�

e2xe
� (x�m)

2

2�
2

dx

= 1
�

p
2�

Z
+1

�1
e
� (x�m�2�

2
)
2

2�
2 e2m+2�

2

dx = e2m+2�
2

et

V (Y ) = e2m+�
2

(e�
2 � 1).

2. On a Z(
) =]0;+1[, et lnZ = lnY1 + lnY2.

On sait que lnY1 suit la loi normaleN (m1; �1), et que lnY2 suit la loi normale

N (m2; �2).

Comme Y1 et Y2 sont ind�ependantes, lnY1 et lnY2 le sont �egalement et Z

suit la loi normale N (m1 +m2;
p
�2
1
+ �2

2
).

Par la question pr�ec�edente Z suit la loi LN(m1 +m2;
p
�2
1
+ �2

2
), et :

E(Z) = em1+m2+
�
2
1+�

2
2

2 ; V (Z) = e2(m1+m2)+�
2
1+�

2
2 (e�

2
1+�

2
2 � 1)

3. Une r�ecurrence �el�ementaire sur n montre que le produit de n variables

al�eatoires ind�ependantes suivant la loi LN(m;�) suit la loi LN(nm; �
p
n).
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4. a) Par propri�et�es de l'esp�erance et de la variance

E(T ) = 1
� em

(E(Y )� em) = e�
2
=2 � 1
�

; V (T ) = 1
�
2 e2m

V (Y ) =
e�

2

(e�
2 � 1)

�
2

Lorsque � tend vers 0, on a E(T ) � �

2
et lim

�!0

E(T ) = 0 ; de même

lim
�!0

V (T ) = 1.

b) On peut �ecrire :

T = Y � em

�e
m

() Y = em(1 + �T )() X = m+ ln(1 + �T )

() X �m

�
= 1
�
ln(1 + �T ).

Ainsi T (
) = ]�1=�;+1[ et pour tout x > � 1
�
:

FT (x) = P (T 6 x) = P
�
X �m

�
6 1
�
ln(1 + �x)

�
= �

� 1
�
ln(1 + �x)

�
.

o�u � est la fonction de r�epartition de la loi normale N (0; 1).

Une densit�e g� de T est alors d�e�nie par :

g�(x) =

�
1p
2�

exp
�
� 1

2�2
[ln(1 + �x)]2 + ln(1 + �x)

�
si x > �1=�

0 sinon
On remarque que lim

x!�(1=�)+
g�(x) = 0 = g�(0), ce qui signi�e que g� ainsi

d�e�nie est continue sur R.

Exercice 3.36.

1. Soit q 2 ]0; 1[. �Etudier la convergence de l'int�egrale I =

Z
1

0

� ln t
(1� qt)2

dt.

D�eterminer deux r�eels a et b tels que

8 t =2 f0; 1=qg; 1
t (1� qt)

= a

t
+ b

1� qt

et en d�eduire le calcul de l'int�egrale I .

Dans la suite, on consid�ere une suite (Xk)k2N� de variables al�eatoires

ind�ependantes de même loi exponentielle de param�etre 1.

2. Pour n 2 N
� , on pose Un = min

1�k�n
(Xk).

D�eterminer la loi de Un, son esp�erance et sa variance.

3. Soit N une variable al�eatoire suivant la loi g�eom�etrique de param�etre

p 2 ]0; 1[ sur N� . On suppose N ind�ependante des Xk pour tout k. On d�e�nit,

pour ! appartenant �a l'univers 
 :

U(!) = min
1�k�N(!)

�
Xk(!)

�
D�eterminer la loi de U et son esp�erance si elle en admet une.

Solution :
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1. La fonction ' : t 7! � ln t
(1� qt)2

est continue sur ]0; 1] car 0 < q < 1,

et v�eri�e '(t) �
0+
� ln t > 0, qui est d'int�egrale convergente en 0 (primitive

de limite �nie ou r�egle de Riemann) ; il en va donc de même pour ' et I

converge.

On trouve par identi�cation :
1

t (1� qt)
= 1
t
+

q

1� qt

Pour exploiter la d�ecomposition demand�ee, on proc�ede d'abord �a une

int�egration par parties, avec une borne propre �a la place de 0, o�u les ter-

mes �ecrits divergent.

Pour a 2 ]0; 1[ :

�
Z

1

a

ln t 1
(1� qt)2

dt = �
h
ln t 1

q

1
1� qt

i1
a

+

Z
1

a

1
t

1
q

1
1� qt

dt

= ln a
q (1� qa)

+ 1
q

Z
1

a

�1
t
+

q

1� qt

�
dt = ln a

q (1� qa)
+
h
1
q
ln
�

t

1� qt

�i1
a

= ln a
q (1� qa)

+ 1
q
ln
� 1
1� q

�
� 1
q
ln
�

a

1� qa

�
= �1

q
ln(1� q) + ln a

q

� 1
1� qa

� 1
�
+ 1
q
ln(1� qa)

= �1
q
ln(1� q) + a ln a

1� qa
+ 1
q
ln(1� qa) �!

a!0

�1
q
ln(1� q).

Soit :

I = � ln(1� q)
q

2. Les variables Un sont �a valeurs dans R+ comme lesXk et, par ind�ependance

des Xk, pour x > 0,

P (Un > x) =
nQ

k=1

P (Xk > x) = e�nx

donc Un suit la loi exponentielle de param�etre n, d'esp�erance
1
n
et de variance

1
n
2
.

3. En conditionnant par le syst�eme complet d'�ev�enements (N = n)n2N� on

a, pour x > 0,

P (U > x) =
+1P
n=1

P (U > x=N = n)P (N = n) =
+1P
n=1

P (Un > x)P (N = n)

=
+1P
n=1

e�nx p qn�1 = p e�x
+1P
n=0

(q:e�x)n =
p e�x

1� q e�x

(o�u q = 1� p), d'o�u la fonction de r�epartition G de U :

G(x) =

8<
: 1� p e�x

1� q e�x
= 1� e�x

1� q e�x
pour x > 0

0 pour x � 0
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Par d�erivation, une densit�e de U sur R+ est :

g(x) =
e�x (1� q e�x)� (1� e�x) q e�x

(1� q e�x)2
=

(1� q) e�x

(1� q e�x)2

Alors, la fonction x 7! x g(x) est continue sur R+ et v�eri�e x g(x) �
+1

px e�x = o(1=x2), donc a une int�egrale convergente en +1 d'apr�es la r�egle

de Riemann, et U admet une esp�erance.

Le changement de variable t = e�x donne :

E(U) =

Z
+1

0

p x e�x

(1� q e�x)2
dx = p

Z
1

0

� ln t
(1� qt)2

dt = p I

Soit :

E(U) = �p
q
ln p.

Exercice 3.37.

Soit n un entier naturel, n > 1. On pose :

fn(x) =

�
an

�
1� x

n

�n
si 0 6 x 6 n

0 sinon

1. D�eterminer an pour que fn soit une densit�e d'une variable al�eatoire r�eelle

continue.

2. Soit (Xn) une suite de variables al�eatoires de densit�e fn.

Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, Xn poss�ede un moment

d'ordre k, que l'on calculera.

3. D�eterminer la fonction de r�epartition Fn de Xn.

D�eterminer pour tout x r�eel, la limite lim
n!+1

Fn(x). On note cette limite F (x).

La fonction F est{elle une fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire ?

La suite (Xn) admet-elle une limite en loi ? Si oui, la d�eterminer.

Solution :

1. La fonction fn est continue sur R sauf �eventuellement en x = 0. Elle y est

positive si et seulement si an > 0. En�nZ
+1

�1
fn(x)dx = an

Z
n

0

�
1� x

n

�n
dx = an

n

n+ 1
.

Ainsi fn est une densit�e de probabilit�e sur R si et seulement si an = n+ 1
n

.

2. Pour tout k 2 N
� , x 7! x

k
fn(x) est continue sur [0; n]. Ainsi tous les

moments existent.

Une int�egration par parties �el�ementaire donne :

In;k =

Z
n

0

x
k
�
1� x

n

�n
dx = kn

n+ 1

Z
n

0

x
k�1

�
1� x

n

�n+1

dx = kn

n+ 1
In+1;k�1
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D'o�u :

In;k =
k!nk

(n+ 1)(n+ 2) � � � (n+ k)

Z n

0

�
1� x

n

�n+k
dx =

n
k+1�

n+k

k

�
(n+ k + 1)

3. Il vient :

Fn(x) =

(
0 si x 6 0

1�
�
1� x

n

�n+1

si x 2 [0; n]

1 si x > n

Soit x 2 R
+ *�x�e. Pour tout n > x on a

ln(1� Fn(x)) = (n+ 1) ln
�
1� x

n

�
�

n!+1
�x

Donc :

lim
n!+1

Fn(x) = 1� e�x.

On reconnâ�t la fonction de r�epartition de la loi exponentielle E(1). La suite

(Xn) tend, en loi, vers la loi exponentielle E(1).

Exercice 3.38.

Soit f la fonction d�e�nie par :

8x 2 ]0; 1[; f(x) = 1

ln 2
�

1

1 + x
et 8x 2 ]�1; 0] [ [1;+1[; f(x) = 0.

1. a) Montrer que f est une densit�e d'une variable al�eatoire X .

b) D�eterminer la fonction de r�epartition FX de X .

c) D�eterminer l'existence et la valeur �eventuelle de E(X) et V (X).

2. On pose Y = 1
X

et N =
� 1
X

�
(N est la partie enti�ere de

1

X
).

a) D�eterminer la loi de Y .

b) D�eterminer la loi de N .

c) Y et N ont-elles une esp�erance ?

3. On pose Z = Y �N . D�eterminer la loi de Z. La variable al�eatoire Z a-t-elle

une esp�erance ?

Solution :

1. a) La fonction f est positive ou nulle sur R, continue sauf en 0 et 1 etZ
1

0

1
ln 2

� dt

1 + t
= 1.

Ainsi f est une densit�e sur R.

b) La fonction de r�epartition FX de X est alors :

FX (x) =

8><
>:

0 si x 6 0

ln(1 + x)

ln 2
si 0 6 x 6 1

1 si x > 1
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c) On a :

E(X + 1) =

Z
1

0

dx

ln 2
= 1

ln 2
et E(X) = 1

ln 2
� 1

et E
�
(X + 1)2

�
=

Z
1

0

x+ 1
ln 2

dx = 3
2 ln 2

, d'o�u :

V (X) = V (X + 1) = 3 ln 2� 2
2(ln 2)2

2. a) On a Y (
) = ]1;+1[ et pour tout y > 1 :

P (Y 6 y) = P (X > 1
y
) = 1� FX

�1
y

�
Une densit�e de Y est donc d�e�nie par :

fY (y) =

(
0 si y 6 1

1
ln 2

� 1
y(1 + y)

si y > 1

b) On a N(
) = N
� et pour tout n > 1 :

P (N = n) = P
�
n 6 1

X
< n+ 1

�
= P

� 1
n+ 1

< X 6 1
n

�
= 1

ln 2

�
ln(1 + 1

n
)� ln(1 + 1

n+ 1
)
�
= 1

ln 2
ln
�
1 + 1

n(n+ 2)

�
.

c) Comme l'int�egrale

Z
+1

1

dy

1 + y
diverge, Y n'admet pas d'esp�erance.

D'autre part, n ln
�
1 + 1

n(n+ 2)

�
� 1

n
et la variable N n'admet pas

d'esp�erance.

3. On a Z(
) = [0; 1[ et pour tout 0 6 z < 1 :

P (Z 6 z) = P
� +1S
n=1

(n 6 1
X

< n+ z)
�
=

+1P
n=1

P
�
n 6 1

X
< n+ z

�
=

+1P
n=1

(FY (n)� FY (n+ z)).

Or

FY (n)� FY (n+ z) = 1
ln 2

�
ln(n+ 1)� lnn� ln(n+ 1 + z) + ln(n+ z)

�
donc

NP
n=1

[FY (n)� FY (n+ z)] = 1
ln 2

�
ln(1 + z) + ln N + 1

N + 1 + z

�
, et

lim
N!+1

NP
n=1

[FY (n)� FY (n+ z)] =
ln(1 + z)

ln 2

Donc, �nalement :

FZ(z) =

8<
:

0 si z < 0
ln(1 + z)

ln 2
si 0 6 z < 1

1 si z > 1

Ainsi Z suit la même loi que X et admet les mêmes moments.


