3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

Soit m un entier naturel non nul et f une fonction de classe C? sur [0, 1], &
valeurs réelles. On pose :

ot C@n+1)2n43)---(dn—1)

U= e en+2). - (n—2)

1. Montrer que : lim S, = J@) — f(0)
n—-+o0o 2

. (On pourra utiliser I'inégalité de
Taylor-Lagrange.)
2. Montrer que lim In (Hn) = ln(\/§). En déduire la limite de II,, lorsque

n—-—+oo
n tend vers —+oo.

3. On considere une urne contenant initialement 2n + 1 boules identiques au
toucher, dont une seule est rouge, et les autres noires.

On effectue une suite de tirages selon le processus suivant :

a chaque tirage, si 'on a tiré une boule noire, on la remet dans l'urne et
on ajoute deux autres boules noires prises dans un stock annexe, avant de
procéder au tirage suivant. La suite de tirages s’arréte lorsque ’on a obtenu
la boule rouge.

A désigne Pévénement :«le n®™ tirage est effectué .

Calculer la probabilité p,, de ’événement A, puis la limite de p,, lorsque n
tend vers +o0.

Solution :

1. La fonction f étant de classe C2, on peut lui appliquer 'inégalité de Taylor-
Lagrange, soit :
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1
(L) — £(3E) - -1 (3E) | < — sup |f/(@)
En sommant, il vient :

<L swp |f"(2)

81 ze(0,1]

Sn Zf()

n—1 ’

n—1
Ainsi la suite (2S5,), a méme limite que la suite (% > f (%)) , qui est une
k=0 n

somme de Riemann associée & la fonction f’ continue sur [0, 1]. Donc :
1
Jim s, =3 [ rma= 1w - o)

2. Les éléments composant II,, étant tous positifs, il vient, en introduisant
haut et bas des facteurs 2n :

lan:1n<(2n2:1)(2"+3)~--(4”_1)><(2—n)( 2n ) 2n ))

2n 2n 2n/ \2n+ 2 4dn — 2
n—1
:kgo(ln(1+2k27j;1) In (14 2))

11 suffit de poser f(z) = In(1 + z) pour reconnaitre le résultat de la question
précédente. Cette fonction est bien de classe C? sur [0, 1], et donc :
lirJIrl InIl, = %(1112 —Inl) =Inv2

Par composition par la fonction exponentielle (qui est continue), il vient :

lim II, =v2
n—-+oo

3. Notons N; I'événement « on obtient une boule noire au i tirage .
Réaliser le n™° tirage, c’est obtenir une boule noire au cours des (n — 1)
premiers tirages, donc par la formule des probabilités composées, il vient :
p(A) = Pn :P(Nl ONQ ﬂ...ﬂNn_l)

= P(N1)P(N3/N1)P(N3/N1 N Ng)---P(Np_1/(NtNNaN - N N,_2)
et :

o = 2 42 2n 4 2(n — 2) X2n—|—2(n—1)zi

" 41 2n+3" 2n+2(n—2)+1 dn—1 I,
Ainsi :

Exercice 3.2.

On considére une suite de variables aléatoires réelles X1, Xo,..., X, ...
indépendantes et identiquement distribuées, ayant pour fonction de densité :
0 siz<0
folz) = Z—g si0<z <
0 six>40

ou # est un parametre réel strictement positif.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, M, = sup(Xy,...,X,)
est une variable aléatoire réelle dont on déterminera une densité.

2. Calculer les deux premiers moments de M,,.
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3. Montrer que pour tout € > 0, il existe un entier naturel IV tel que pour
tout n > N, on a:

1My — 0] > &) © (M — 52207 | > §)

4. En déduire que la suite (M,,),, converge en probabilité vers 6.

n
5. Donner I'espérance et la variance de la variable Y,, = 1 > X
niz
6. Montrer que la suite (Y,), converge en probabilité vers 2—30

7. Comparer les variances de M, et de Z,, = %.

Quelle méthode choisiriez-vous pour estimer la valeur du parametre 6 ?

Solution :

1. On sait que pour tout réel x :
P(M, < x) = P((_,(Xi <)) = (Fo(a))"
Une densité de M,, est donc :
2nw2n71 y
0 sinon

2. Des calculs immédiats donnent :

_ _2n# 2y _ _2n6? __ n0*
EMn) = 37 EWMa) = 5705 VIMa) = oy 0 51

3. Par l'inégalité du triangle :
|Mn—9\<’Mn— 2nb |+’22n0 9|

2n +1 n+1
Soit € > 0. Il existe NV tel que pour tout n > N, ’227f1 — 9‘ < % Donc,
pour n > N :
(1M — 0] > &) € (| M — 52207 > §)
4. D’apres l'inégalité de Bienaymé-Cebishev :
P(|Mn_2n+1| 25) nggn:;oo
Et comme P(|M, — 6] > ¢) < P(|M, — 227”f1| > £), il vient :
lirf P(|M,—60]>2¢)=0
5. Un calcul immédiat donne :
V(X 2
B(Y,) = B(x) = 2 v(y,) = Y _ &2

6. D’apres l'inégalité de Bienaymé-Cebishev :
20 s

P(|Yn ; §| > 5) s 18ne? n—oe
Ce qui montre que la suite (Y,) converge en probabilité vers la variable

20
3

constante égale a
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~8n’
Ainsi Z,, est un estimateur sans biais et convergent de 6, alors que M, est
un estimateur biaisé (asymptotiquement sans biais) et convergent de 6.
Mais V(M,) < V(Z,,) pour n assez grand.
On peut parfois accepter un léger biais pour une variance plus petite et
préférer 'estimateur M,, pour estimer 6.

. 62 92
7. On sait que V(M) ~ 2 et V(Zy)
n

Exercice 3.3.

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité, indépendantes, définies sur
le méme espace probabilisé, toutes deux de loi uniforme sur l'intervalle ]0, 7|,
r étant un nombre réel strictement positif donné.

On note In le logarithme népérien.

On définit les variables aléatoires suivantes :
e T =min(X,Y)
e U =max(X,Y)

_T
oZ_U.

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire In X, puis de la variable
aléatoire In X —InY.

2. Exprimer In Z en fonction de In X et InY".

3. Déterminer successivement :
a) une densité de la variable aléatoire Z’ = —In Z,

b) une densité de la variable aléatoire Z,

c¢) une densité de la variable aléatoire V = 1

Z
Reconnaitre la loi de probabilité suivie par les variables aléatoires Z’ et Z et
préciser pour chacune des trois variables aléatoires Z’, Z et V son espérance
et sa variance.

Solution :

1. % Posons A =1In X. Alors A(Q) = ]—o0,Inr], et pour tout a € A(Q) :

e .
Fala)=P(X <e®)=1{ 7 sia<lInr
1 sia>lInr

Donc, on peut prendre pour densité de A la fonction :

et

fala) =14 7 sia<lInr
0 siazlnr

* La loi de B =1nY est identique a celle de A.

Comme P(—B <b) = P(B > —b) =1— P(B < —b), une densité de —B est

donnée par :
—b
fop(b) = { eT sib>—Inr

z
0 sib< —Inr
* Enfin, une densité de W = A — B est donnée par convolution : pour tout
w € R, on prend :
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400 min(In r,w+Inr)
fwr(w) = [ Fal®)fplw—1) dt / Fal) fon(w—t)dt
Ainsi : = >
esiw<O0:

w+Inr 1 w
fW(’w):/ T—Qete_“’“dt: %

. — 00
esiw=>0:
w

Inr _
Jw(w) = [m T%e*we% dt = S5
2. Comme Z = %, onalnZ =1In (min(X, Y)) —In (maX(X, Y))
Par croissante du logarithme :

InZ =min(ln X, InY) —max(ln X, InY) = —|InX —InY]|
3.a) On a Z'(Q2) = R™*, et pour tout u >0

Fyi(u) = P(|A = Bl <u) = Fw(u) — Fw(-u)
Une densité de Z’ est donc donnée par
Jz(u) {egu siu>0

sinon
Donc Z’ suit la loi exponentielle £(1), d’espérance et de variance égales a 1.

b) La variable aléatoire Z vérifie Z = e=Z". Donc Z(Q) = [0,1] et pour
tout z € [0,1],

Fz(2)=P(Z'>—-Inz)=1—Fz(—1nz)

Une densité sur [0, 1] de Z est donnée par :

fz(2) = fZI(—lnz)x% =1

Ainsi Z suit la loi uniforme U([0, 1]) d’espérance % et de variance %
¢) Comme V = %, on a V(Q) = [1,4+o00[ et pour tout v > 1 :

Fy(v)=1-P(z<1)=1-1

Une densité de V' est donnée par :

1 .
o= {3 5o
0 sinon

La regle de Riemann montre que la variable aléatoire V n’admet ni espérance,
ni variance (elle suit la loi de Pareto P(1,1,0)).

Exercice 3.4.

Soit F' la fonction définie sur R par :
1
F(z) =
(z) 1+e™®
1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité et déterminer une densité de cette loi, appelée «loi logistique ».

2. On considere n variables aléatoires indépendantes X1, ..., X,, suivant la
loi logistique et on pose Y = sup(Xy,...,X,), Z=Y —Ilnn.

Déterminer les fonctions de répartition Fy et Fz de Y et Z.



86 ESCP-EAP 2005 - Oral

3. a) Montrer qu’il existe une fonction ® que ’on déterminera telle que
VzeR, lim Fz(z) = ®(2).
n—oo
b) Vérifier que ® est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité et déterminer une densité ¢ de cette loi.
4. Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de densité .
a) Déterminer une densité de la variable aléatoire —V .

b) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire U — V' ?

Solution :

1. La fonction F est de classe C! sur R et pour tout réel z, F'(z) =
—x
(l—fﬁ > 0. De plus xEIEwF(x) = 1,Ili)r_nooF(a:) = 0. Ainsi F a
les propriétés requises pour étre une fonction de répartition d’une variable

aléatoire a densité.
Si X suit cette loi, une densité de X est :
—T

f(x):m

2. On a, pour tout réel y :
Fyly) = PY <) = P(N(Xi <) = [FOI" = o=

Puis, pour tout réel z :
Fz(z2) =Fy(z+Inn) = (1+ ¢ z)_n

n

[ g ~ _ e ? — oz 5N

3.a)Ona:—nln(1+ n)(nﬂoo) nx= e *, d’ou :
~ € 5NT et

b) La fonction ® est de classe C! sur R de dérivée ' (z) = e~ x exp(—e~ %) >
0.

De plus rEI-&I-loo O(z) = 1, mEr_noo ®(x) = 0. Ainsi ® est une fonction de
répartition d’une variable aléatoire a densité. Une densité associée est donnée
par :
f(z) = e xexp(—e™)
4.a)Ona: F y(z)=P(-V<z)=1—-d(—x), et :
f-v(z) =e " xexp(—e”)
b) Une densité g de U — V est donnée par le produit de convolution :

Heo +o0
g(t) = fU(t — (E)f,v(:)j) dr = / 2zt eXp(—e_H'l' _ el_) d

— 00

“+o0
= / e?*~texp(—e®(1+et))dx

Effectuons le changement de variable bijectif de classe C! : y = e%(1 +e7?).
Il vient :
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0= S [ e =
M)y T e

Ainsi U — V suit une loi logistique.

Exercice 3.5.

On considere le cercle d’équation x2 + y? = 1 que l'on identifiera au cercle
trigonométrique. On pose D = {(z,y) | 2® + y*> < 1}.

Un point de D sera représenté soit par ses coordonnées cartésiennes (x,y),
soit par ses coordonnées trigonométriques (r,6) avec r € [0,1], 8 €]—=, 7],
avec x =rcosf et y = rsind.

On lance au hasard une fléchette qui se fiche en un point (z,y) de D (on
suppose qu’elle atteint toujours la cible). On suppose que la probabilité de
lancer la fléchette en un point donné ne dépend que de la distance de ce point
a l'origine. Soit X la variable aléatoire égale a la distance du point d’impact
(z,y) a lorigine. On suppose que sa fonction de répartition F' est de classe
C! sauf peut-étre en 0 et en 1. On note f sa dérivée.

1. Montrer que F est croissante et que F(0) =0 et F(1) = 1.

2. On suppose que la probabilité d’atteindre la cible sur un domaine A C D
est proportionnelle & la surface de A.

Calculer alors la fonction de répartition de X et calculer son espérance et sa
variance.

3. Soit @ > 0 et B > 0. Deux joueurs Alain et Bernard visent la cible. Soient
X4 et Xp les variables aléatoires associées a leurs lancers. On suppose que
les fonctions de répartition de leurs lancers respectifs sont Fa(r) = r et
FB (’I“) = Tﬁ.

Calculer la probabilité que Bernard atteigne la cible en un point plus proche
que celui atteint par Alain.

(On admettra que si X et Y sont des variables aléatoires & densité
+oo

indépendantes, alors P(X <Y) = / Fx(t)fy(t)dt.)
4. On partage la cible en n cercles concentriques, centrés en O de rayons
respectifs k/n.

On note Y la variable aléatoire donnant la valeur n si la cible est atteinte
dans le cercle de rayon 1/n, la valeur n — 1 si elle est atteinte dans le cercle
de rayon 2/n mais en dehors du cercle de rayon 1/n. Et ainsi de suite jusqu’a
la valeur 1 si elle est atteinte en dehors du cercle de rayon (n — 1)/n.

a) Donner la loi de Y en fonction de la fonction de répartition de X.

b) Trouver a > 0 tel que la loi de X de fonction de répartition F(r) = r®
pour r € [0,1], F(r) =0sir < 0et F(r) =1sir > 1 corresponde & la loi
uniforme sur [1,n] pour Y.

Solution :

1. Puisque la fléchette atteint toujours la cible, on a : X () = [0, 1].
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La fonction F' est croissante puisque c’est une fonction de répartition. Enfin,
F(0)=P(X <0)=0,et F(1)=P(X <1)=1.

2. L’aire A(r) du disque centré en origine et de rayon r est égale & mr.
Donc, pour tout r € [0,1] :

_Alr) _ o
F(T)fA(l)fr
Soit : 0 <o
sir < .
F(r):{r2 siogrgletf(r):{gr Zi:i{gﬂ
1 sir>1 ’
Ainsi : ) )
E(X :/2r2dr:2,EX2 :/2r3dr=l,vx =L
= | 2000 = [ Lvx) =4
3. On a donc :

1 1
P(Xq <Xﬁ):/0 Fo(t)fa(t) dt:/o T“ﬁﬁ*ldt:aifﬁ

4. a) L’événement (Y = k) signifie que la cible est atteinte & une distance
n—k+1 ,n
n

comprise entre ; Kk qu centre de la cible. Donc

P(Y = k) = F(L=ktl) _ pn—k)
E)a 1

b) Pour obtenir une loi uniforme, il faut que (%)a — (n = ce qui

est réalisé pour a = 1.

Exercice 3.6.

Soit b un nombre entier naturel tel que b > 2.

I. Comparer les fonctions définies sur [0, 1] par :

r—1+x,x—1+2xet x+— e”.

II. On effectue, dans une urne contenant initialement 1 jeton rouge et 1 jeton
vert, une succession de tirages de la faon suivante :

* Tant que l'on obtient des jetons verts, on replace le jeton obtenu dans
I'urne, on multiplie par b entier le nombre de jetons verts alors contenus dans
Purne (& l'aide d’un stock annexe de jetons verts) puis on procede au tirage
suivant.

* Dés que 1’on obtient le jeton rouge, on arréte I’expérience.

On note X3 la variable aléatoire définie par :

* (X, = 0) est Pévénement «’expérience ne s’arréte pasy ;

* pour n € N*| (X, = n) est I'événement «l’expérience s’arréte a 'issue
du n®™ tirage».

1. Déterminer P(X;, = n), pour n € N*,

2. Pour n € N*, on note u,, la probabilité de I’événement «au bout de n
tirages, I’expérience n’est pas achevée ».

Montrer que la suite (u,)n>1 est convergente et que sa limite V(b) est
comprise entre 0 et 1/2.
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3. a) Montrer que u, — V(b) < m

b) Montrer que la suite (V/(b))
Pinfini.

s admet une limite lorsque b tend vers

¢) Que peut-on dire de la probabilité de ne jamais tirer le jeton rouge ?

Solution :

I. Une étude rapide de fonctions permet d’obtenir pour tout = de [0,1] :
l+r<e" <1+ 22
On peut également procéder de la facon suivante :

155 n
* on sait que pour tout x réel e* = 3 % ; donc, pour tout x > 0, e* > 14=x.
n=0 "%

* Pour tout = € [0,1], pour tout n > 1, on a 2™ < «. Donc :
(o]

1

e <1+, Hzl—l—x(e—l)él—&—?x

n=1

II. 1. Notons R; I'événement «on tire un jeton rouge au i tirage» et Vj
I’événement «on tire un jeton vert au "¢ tirage». On a :
(Xp=n)=Vin...0nV,1NR,
Donc, par la formule des probabilités composées :
P(Xy =n) =P(V1)Pv,(V2) - Pvin.av,_, (Rn)

=l>< b Xt X i x 1
27140 1+bn72 1_|_bn71

2. Par la formule des probabilités composées :

Up = P(Vl Nn...N Vn,1 n Vn> = P(Vl)Pvl (‘/2) e PVﬂ']...ﬂV,L,1 (Vn)
et : .
T b
Uy = —
kl;[(] L+b"
La suite (uy)n est positive et décroissante. Elle converge vers une limite V' (b)

qui vérifie 0 < V(b) < ug = 1

5"
3. a) Soit p > 0. Alors, par la question I :
n+p—1 k n+p—1 n+p
Up 1+b —k _
= 1 (M) < T e <o (X 07
n k=n k=n k=n
> b7+) = exp (=)
< b =exp(————
exp (k;n Xp s
Comme la suite (u,) est décroissante :
Ungp SO ((b — 1)b”‘1) o=y

En faisant tendre p vers Uinfini, il vient :
2V (b) 1
n—1 < n—1
b-1)b (b—-1)b
b) Ce dernier résultat est valable pour tout n. En particulier pour n = 1,
il vient :

0<up, —V(b) <
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b 1
<—_b <L
0<sa+p VO <=1
D’ou : )

+o0
¢) Ne jamais tirer le jeton rouge correspond & (X, = 0) = ) (ViN...NV,).
n=1
Donc :
P(X,=0)= lim wu,=V(b)

n—-+o0o

Exercice 3.7.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [6, 60 + 1],
0 étant un réel inconnu.

Pour estimer 6, on considere pour tout n de N*, n variables aléatoires

indépendantes Xi,..., X, suivant toutes la loi de X et on pose S, =
sup X;, I, = inf X;.
1<i<n Igisn

1. a) Déterminer la loi de .S,,, son espérance et sa variance.

b) Montrer que S,, — 1 est un estimateur asymptotiquement sans biais et
convergent de 6.

¢) Déterminer le risque quadratique de cet estimateur.
2. a) Quelle est la loi de —X ?

b) En déduire 'espérance et la variance de I,,.

¢) Montrer que I, est un estimateur asymptotiquement sans biais et
convergent de 6. Quel est son risque quadratique 7

1

On admet dans la suite que Cov(I,,S,) = CEDLCESE

3. On pose 0, = %(Sn —1+1,).

a) Calculer I'espérance et la variance de 5;

b) Montrer que 5; est un estimateur sans biais et convergent de 6.
o lsvy 1
4. On pose 0 = = > X .
n = 2

a) Montrer que 8 est un estimateur sans biais et convergent de 6.

b) Entre 07 et 5;, quel estimateur choisissez-vous et pourquoi ?

Solution :

1. a) Pour z appartenant & [0,0 + 1] :
Fs (z)=P(Sp<z)=(z—0)"
Donc S,, est une variable aléatoire a densité, et par dérivation légitime :
fo(x) = {n(x—@)"_l s% 0<z<0+1
0 sinon
On a alors, en effectuant le changement de variable x — 0 =y :
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0+1 1
E(S,) = /0 nz(z —0)" ldx = /0 (y + O)ny™tdy

1 1
— n—1 n _ n
70/0713/ dy+n/0y dy79+7n+1

et en procédant de méme :

6+1
E(S?) = / nz?(x — )" tdx = 0% + 2n0_, _n
0

n+1 ' n+2
Dot :
V(Sn) = B(S7) — [E(Sn)] = m
b) On a
B(Sy—1) =6 — —, V(Sn—l):m

Donc, S,, — 1 est un estimateur asymptotiquement sans bais et convergent de

6.
c)Ona:

1 =[B(Syn—1) =02 +V(S,—1) = 2
rs,—1 = [E( ) ]* 4+ V( ) (n+1)(n+2)
2. a) La variable aléatoire — X suit la loi uniforme sur [-6—1, —6] = [61, 61+1],
avec 01 = —0 — 1.
b) Comme sup( X;) = —inf X;, la loi de —I,, a été obtenue dans la
7

premiere questlon il suffit de remplacer 6 par 61, d’ou :
E(-I,) =0, + Jr17doncE( n) =0+

V(=I,) =V(I,) = m

¢) I, est donc un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent

n+1’

de 6. Son risque quadratique est égal a m

3.2) Ona: E(,) = 1 [B(S, = 1)+ E(I,)] = 0 et
0, —1

V(0,) = % [V(S, — 1)+ V(I,) + 2Cov(S, —1,1,)]
= L IV(Sn = 1) + V(L) +2Cov(Sy, 1))
Donc :
_1 on 2 - 1
V) = i e B T e Ir - WD

b) On a E(é,:) =0 et liIJIrl V(é,:) = 0. Ainsi 0, est un estimateur sans

biais et convergent de 6.

a) On a E(0;) = %k;E(Xk) ~LT=0et V(o) = # X V(X) = o

Donc 6} est un estimateur sans biais et convergent de 6.

On a ) )
—_— = —_ - >
2(n+1)(n+2)\12n<:)n —3n+2=MnN-1)(n—-2)>0
Donc, dés que n. > 2 on a V(9 ) < V(65).
Ainsi Hn est meilleur que @} pour estimer 6.



92 ESCP-EAP 2005 - Oral

Exercice 3.8.

Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Dans un hypermarché, entre 10 heures
et 11 heures, un animateur fait IV offres promotionnelles sur certains produits
précis que l'on note 1,2,..., N.

On suppose que les offres promotionnelles des produits 1,2, ..., N ont lieu aux
instants 10 + X7,104+ Xs,...,104+ Xy (exprimés en heures), on Xq,..., Xy
sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1].
Soit 10 + Y7 la variable aléatoire désignant l'instant ou la premiere offre
promotionnelle est faite par 'animateur, et plus généralement, pour r €
[1,N], 10 + Y, désigne l'instant de la 7™ offre promotionnelle.

1. Soit ¢ € [0, 1].

a) Calculer la probabilité que le produit noté k soit offert en promotion
avant 'instant 10 + ¢.

b) Soit Z; la variable aléatoire égale au nombre d’offres promotionnelles
faites avant 'instant ¢. Déterminer la loi de Z;.

c¢) Calculer lespérance F; et la variance V; de la variable Z;.
2. Soit r € [1, N].
a) Déterminer la fonction de répartition de la variable Y;..

b) Calculer l'espérance et la variance de la variable aléatoire Y.

Solution :

1. a) Le produit numéro k est offert en promotion a linstant 10 + X, ou
X}, suit la loi uniforme ¢([0, 1]). Ainsi, la probabilité que ce produit soit en
promotion avant instant 10 + t est égale a t.

b) Soit ¢ fixé. La variable aléatoire Z; suit la loi binomiale B(N,t). En
effet ’événement (Z; = k) signifie que k produits (parmi N) sont offerts en
promotion avant I'instant ¢t. Par la question précédente, ceci est possible pour
chaque produit avec la probabilité t.

c¢) Bien évidemment F(Z;) = Nt,V(Z;) = Nt(1 —t).
2. a) On a légalité (Y, < t) = (Z; = r). Donc, pour t € [0, 1]

P, <=3 (¥)era-ov+
k=r

Donc
0 sit<0
F.(t) = S (MVk(1 - N+ so<t<1
v kz g )t =1 si0<t<
- 1 sit>1

Or : k(g) = N(g:f) et (N — k)(]l\;) = N(Nk_l), donc pour ¢

appartenant & [0, 1], il vient par dérivation :
N

=5 ()t — N+ J:zl (3 )V = Ryek(1 = pNhr
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N _ N-1 _
=N (R2 D) a - (M Dt -y
k=r B =
Les dominos sont alors en place et il reste :
vie o) g0 =N (Y -

et bien entendu f,(t) = 0 sinon.

b) Ona: E(Y,) = N(Z;]__ll)/ltr(l )N gt
0

Des intégrations par parties successives montrent que pour a et b dans N :

1
0 (

a+b+1)!
D’ou :
- N —=1\r/(N —7)! (N —1)! rI(N—r)
200 =N (20 W =N o1 (v~

De la méme faon :
N -1 ! _ r(r+1)
2\ r+1 _ \N—r —
E(YT)_N(rA)/Ot =07 = (v +9)
et enfin :

__r N—-r+1
V(Y:) = g7~ (N+1)(Zj7_—|—2)

Exercice 3.9.

Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisagés (type tab) sont
des permutations de l'intervalle [1,n] d’entiers.
On considere la fonction T définie en Turbo-Pascal par :
Function T(a :tab) :integer ;
var i,k :integer;
begin

k :=0;

for i :=1 to n do

if a[i]=i then k :=k+1;

T :=k;
end ;
1. Expliquer ce qu’est la fonction 7.
On considere cette fonction comme une variable aléatoire T;, sur I'univers .S,
des permutations de [1,n] muni de 1’équiprobabilité.
2. Pour 1 < i < n, on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si
(alf] = 1) est réalisé et la valeur 0 sinon.

a) Quelle est la loi de X; ? Pour ¢ # j, les variables X; et X, sont-elles
indépendantes ? Calculer Cov(X;, X).

b) Exprimer T;, & laide des variables X; et en déduire l'espérance et la
variance de T,.

. a) Calculer P(T,, =n), P(T,,=n—1) et P(T,, =n —2).
b) Exprimer (T,, # 0) & l'aide des événements (X; = 1) et en déduire une

expression de P(T,, = 0) sous forme d’une somme. Donner un équivalent de
P(T,, = 0) lorsque n tend vers 'infini.
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¢) Montrer que pour 1 < k <n—-2, P(T, =k) = %P(Tn,k =0), et en
déduire la loi de T,. '
d) En déduire zn: nz_:k 1y
k=1j=0 (k —1)lj!

Solution :

1. La fonction T associe & une permutation de {1,...,n} le nombre de ses
points fixes.

2. a) La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de parametre :

pZP(a[i}:i):w:%

Les variables aléatoires X; et X, pour ¢ # j ne sont pas indépendantes. En

effet :
P =10 = 1) = oo oL
#P(Xi=)P(X;=1) =
Ainsi la variable aléatoire X;X; suit la loi de Bernoulli de parameétre
m, et

Cov(X:, X;) = BE(X:X;) — B(X:)E(X;) = ﬁ

b) On a immédiatement :
n
T,=> X;, E(T, =1

=1
et : N
i=1 1<i<j<n
_..n—1 (n) 1 _
= 2 =1
R 22 n?(n —1)

3. a) L’événement (7T, = n) est réalisé si et seulement si la permutation a est
Videntité. Done P(T), = n) = %
L’événement (T, = n — 1) est impossible car si 'on a (n — 1) points fixes,
alors le point restant est aussi fixe ! Sa probabilité est donc nulle.

L’événement (T,, = n — 2) est réalisé si et seulement on a (n — 2) points fixes,
ce qui signifie que les deux autres éléments sont échangés. Donc il existe (g)

permutations de ce type (on dit que ce sont des transpositions)

()

b)Ona (T, #0)= U (X; =1).
i=1
Soit k tel que 1 <k <netiy,...,ip telsque 1 < i1 < i < -+ < i < N
Alors : i
— |
P( O(Xz'j:l)):M

1 n!
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Par la formule du crible :

N~k (=R & (=D
o R e ) G ) L
P(T,=0)=1-P(T,#0)=1 k; 7 —kgo M (e €

¢) Soit 1 < k < n—2. L’événement (T, = k) est réalisé si et seulement si k
éléments de [1,n] sont fixes, et la restriction de la permutation aux (n — k)
éléments restant est une permutation sans point fixe.

Ilya (Z) choix possibles de ces k éléments. Il y a (n — k)!P(T,—r = 0)

permutations possibles des (n — k) éléments restants. Donc :

T, =k) = (1) LTk =00 _ L pr, =)

n! TR

Donc la loi de T;, est définie par : pour tout 0 < k < n
n—k j
1\ (=1

Vke[0o,n],P(T,=k) == .

0.0, P =) = 5 5

(on vérifie que cette relation est également valable pour & = 0,n — 1, n).

d)On a:
S o D o -
S n oy - T =k = BT =1

Exercice 3.10.

La détection d'une maladie repose sur une expérience consistant a examiner
la durée de vie de cellules placées dans un milieu selectif. Le début de
P'expérience étant pris comme origine, la «durée de vie expérimentale d’une
celluley» est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1 pour
une cellule saine et de parametre 2 pour une cellule malade. On note p la
probabilité qu’une cellule soit malade : p est le taux de contamination.

Un prélevement sur un patient permet d’étudier n cellules dont les durées de
vie expérimentales X1, ..., X,, suivent la méme loi et sont indépendantes.

1. Soit A I’événement «la premiere cellule considérée est saine». A l'aide du
systéme complet {A, A}, déterminer la fonction de répartition, une densité,
I’espérance et la variance de X;.

2. On se propose d’estimer p a 'aide de I’échantillon X, ..., X,,.

n
a) On pose S, = Y X et Y, = % Calculer I'espérance et la variance
k=1

de Y,.

b) Montrer que p, = 2(1 —Y,,) est un estimateur sans biais de p. Est-il
convergent ?
3. Il est naturel d’'imposer a un estimateur de p de prendre ses valeurs dans
[0,1], on va donc affiner la démarche précédente ...

a) Préciser 'ensemble des valeurs prises par p,,.

b) On définit un nouvel estimateur p} de p par :
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Dn si0<p,<1
pr=9 0 sip,<0
1 sip,21
p; est-elle une variable & densité ?

4. Trois individus subissent un prélevement ; pour chacun d’eux 100 cellules
sont étudiées et on obtient pour le premier Yip9 = 0,87, pour le second
Y100 = 0,46 et pour le troisieme Y199 = 1,23. Quel est votre diagnostic pour
chacun d’eux ?

Solution :
1. On a X;(Q) = [0, +o0o[. Pour tout = > 0, par la formule des probabilités
totales :
Fx(z)=P(X <) =P(X <x/A)P(A) + P(X < 2/A)P(A)
=(l-e™)(1-p+(1-e*)p
Fx(z) =1—(1—ple® — po2
et, par dérivation :

_ 0 siz <0
Jx (@) = (1—-ple ®+2pe 2 six>0

Ainsi, apres calculs simples :

+o0
E(X):/0 zfx(z)de=1-

N

b) Ainsi :
_ _ dq_p_p
E(pn) = 2(1 — E(Yn)) =p,V(pn) =4V (Y,) = 7(1 -5 Z)
Ainsi p,, est un estimateur sans biais et convergent de p.
3. a) Comme X1(02) = [0, +00[, on a Y, (Q) = [0, +oo[, et pn(Q) =] — o0, 2]
b) La variable aléatoire p¥ n’est pas une variable & densité, puisque :
P(p;, =0)=P({pn,<0)#0,P(p, =1) =P(p, 21) #0
4.0n a:
e premier individu : p1go = 0.26 = pjyo,
e second individu : p1gp = 1.06, pige = 1,
e troisieme individu : prgo = —0.46, piyo = 0.

Ainsi, le deuxiéme individu est sain, le troisieéme est contaminé, et le premier
est en cours de contamination.

Exercice 3.11.
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On considere dans cet exercice un réel o > 0.

1. Soient X et Y des variables aléatoires définies sur I’espace probabilisé
(Q,7,P), indépendantes et suivant toutes deux la loi exponentielle de
parametre .

Mountrer que la variable aléatoire inf(X,Y) suit la loi exponentielle de
parametre 2a.

Déterminer la loi de la variable aléatoire X — Y.
En déduire que |X — Y| suit la loi exponentielle de parametre a.

Trois personnes, A, B et C', arrivent en méme temps a une borne téléphonique
qui comporte deux cabines qu’occupent immédiatement A et B ; C remplace
le premier sorti (qui quitte tout de suite les lieux). On note U, V et W les
temps aléatoires respectifs d’occupation de leur cabine par A, B et C.

On suppose que U, V et W sont des variables aléatoires indépendantes et de
loi exponentielle de parametre a.

2. Calculer la probabilité que C' soit le dernier des trois & sortir de sa cabine.

3. Expliciter la fonction de répartition et, s’il y a lieu, une densité, de la
variable aléatoire sup(U, V).

Préciser la loi de la variable aléatoire T' égale au temps total passé par C a
cette borne.

La variable aléatoire T admet-elle une espérance ? Dans ’affirmative, préciser
E(T).

4. On note Z la variable aléatoire égale a l'instant ol la derniere des trois
personnes A, B et C quitte la borne, I'instant 0 étant celui de leur arrivée
simultanée.

Montrer que Z = inf(U, V) + sup(|U — V|, W).

On admet que les variables aléatoires inf(U, V), U=V | et W sont indépendantes.
Préciser la loi de Z.

Montrer que Z —T = sup(|JU—V|—W,0). La variable aléatoire Z — T est-elle

a densité ?

Solution :
1. Comme X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, pour tout
réel t :

P(inf(X,Y)2t) =P(X =t)N(Y >21)) =P(X 2 t)P(Y > t)
Donc :

. 1 sit<0
P(inf(X,Y) > t) = {em sit>0"
0 sit<0

1—e 2 sit>0
Ainsi inf(X,Y) suit la loi exponentielle £(2a).

Notons f la fonction définie par f(t) = {a eqat : i i 8

usuelle de la loi exponentielle de parametre a.

P(inf(X,Y) <t) = {

, f est la densité
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On sait que —Y admet pour densité g : ¢ — f(—t). On sait également, par
indépendance de X et —Y qu’une densité h de X — Y est donnée par, pour
tout réel x :

+o0 400
h(z) = (f *g)(l’) = f(t)f(t — .T) dt = / aQ,ef‘lt.e*a(f*t) dt
- max(0,z)
Donc

“+oo

h(:l?) — OéQ.GQm/ 6720415 dt = o ea(z72max(0,z)) — Qefod:r\
max(0,z) 2 2

(la loi de X —Y s’appelle loi de Laplace de parameétre «.)

Enfin, pour tout z réel :
siz <0

0
P(X -Y[<az)= {%/ e_a‘”dt:/ ae”dt siz >0
—x 0
ce qui signifie que |X — Y| suit la loi exponentielle £(«).
2. L’individu C sort le dernier de sa cabine si, et seulement si, ’événement
(W 4 inf(U,V) = sup(U, V)) est réalisé. Or :

(W4 inf(U,V) = sup(U,V)) = [W = sup(U, V) —inf(U, V)]

=W2U-V[=[U-V[-W<0]

Comme les variables aléatoires |U — V| et W sont indépendantes et suivent

toutes deux la loi £(«), la variable aléatoire |[U — V| —W suit la loi de Laplace
de parametre «, loi qui est symétrique par rapport a 0 : la probabilité que C'

?.
3. Comme X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, pour tout
réel ¢ :
Pup(X,Y)<t) =P X <t)N(Y <t)) = P(X <t)P(Y <1t)
Donc :

soit le dernier a sortir de sa cabine est donc égale a

0 sit<0
<t)= .
P(Sup(X7Y) X t) { (1 _ e—at)2 sit > 0
Cette fonction de répartition est continue sauf peut-étre en un nombre fini
de points ; ainsi sup(U, V') est une variable aléatoire & densité, de densité :

PN 0 sit<0
2a(e™ —e72) &t >0

Les variables aléatoires inf(U,V) et W sont indépendantes; la variable
aléatoire T = inf(U,V) + W est & densité, de densité donnée, pour tout
réel x par :

400 . 0 six <0
fT({E) = fW(t)fmin(U,V) (fE—t) dt = 2042/ e—ate—Qa(w—t) dt siz>0
oo o
Donc une densité de T est :
Fr(z) = 0 stz <0
T =9 20(e=0 — e720%) gi g >0
Un calcul élémentaire montre que T' admet une espérance et que E(T) = %.

4. 11 est clair que :
Z = sup(sup(U, V), T) = sup(sup(U, V), inf (U, V) + W)
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= inf(U, V) + sup(sup(U, V), W) — inf (U, V), W)
=inf(U,V) +sup(|U — V|, W)
Les variables aléatoires inf(U,V),|U — V| et W étant indépendantes, les
variables inf(U, V) et sup(|U — V|, W) sont indépendantes. Comme elles sont
a densité, la variable Z 'est également. Une densité de Z est donnée par :
0 sizx <0

fz(CC) = {4&2/ (efat o ef2at)672a(rft)dt siz>0
0

soit :
0 . siz <0
fz(x) =< (™ —1—ax)e siz>0
a
Enfin la variable Z — T n’est pas & densité puisque P(Z — T =0) = %

Exercice 3.12.

1. Soit ¢ un nombre réel. On définit ’application f de R dans R par :

0 siz <0
Vo € R, f(z) = {cx.e—% siz >0

Indiquer pour quelle valeur du réel ¢, f est une densité de probabilité.

Dans la suite de ’exercice, f désignera la fonction précédente pour la valeur
de ¢ qu’on vient de déterminer.

2. Un appareil fonctionne a l'aide d’une pile. Le type de piles utilisé pour cet
appareil a une durée de vie exprimée en mois (lorsque appareil fonctionne
en continu) qui est une variable aléatoire de densité f.

On procede de la maniere suivante : a I'instant 0 une pile neuve est placée
dans I’appareil, ensuite celui-ci reste branché en permanence et chaque fois
qu’il cesse de fonctionner on remplace la pile usagée par une pile neuve, le
temps mis pour effectuer le remplacement étant négligé.
Pour i € N*, on note X; la variable aléatoire donnant la date mensuelle ot
on procede au i“"° remplacement de pile.

a) Pour ¢ € N*, donner une densité de la variable X;, ainsi que la valeur
de son espérance E(X;).

b) Pour m réel, calculer P(X; > m) — P(Xs > 2m) en fonction de m.

¢) Si m > 0, déterminer le signe de P(X; > m) — P(X2 > 2m) dans les
cas suivants :

() m = £G4

(ii) m proche de 0;

(iii) m suffisamment grand.

Solution :

1. La connaissance de la loi I'(b, 7) qui a pour densité

_Z
e b x‘rfl

W,sia:>0et05‘ix<0
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permet de conclure (cas ot b = 1/2 et 7 = 2) que la fonction f est une densité

si et seulement si : )

TR

2. a) Notons Y; la durée de fonctionnement de la i pile. On a Y; < I‘(%, 2).

Les variables aléatoires, Y7, ..., Y; sont indépendantes, et X; = > Yj. Ainsi :
k=1
1 4
X; — F(ﬁ? 2@).
Une densité de X; est donnée par :
0 siz <0
=2z, 2i—1
fi(w)={4le ,x siz>0
(2 — 1)!

On sait alors que E(X;) = %x(Qi) =1i.

b) A laide d’intégrations par parties :
“+o0
P(X; >m) = / dz.e7 2% dr = (2m + 1)e 2™

+oo
P(X3 >2m) = %6303.6_2”” dr = (% m? +8m? + 4m + 1)e~*m
2m
i) Pour m = E(g(l) = %, il vient :

P(X1 > m) = P(Xy > 2m) = &5~ (6e — 19) < 0
ii) Pour m voisin de 0 :
P(X1 > m) = P(X5 > 2m) = e~ (2™ (2m + 1) — (32m? 4 8m? + 4m + 1))
= e 4 (—2m? + o(m?))
donc P(X; > m) — P(X3 > 2m) < 0 lorsque m est au voisinage de 0.
iii) Lorsque m est au voisinage de +oo :

P(X;>m)— P(Xy>2m)~(2m+1)e 2™ >0

Exercice 3.13.

Une expérience aléatoire est simulée par la fonction Pascal suivante :
Const n = ... ;

var u :array[l..n] of integer ;

function escp2005(m :integer) :integer ;

var 1i,j,s :integer;

begin

randomize ;

ul[1] :=random(m)+1 ;
i:=1;

s :=0;

repeat i :=i+l;

ul[i] :=random(m)+1 ;

for j :=1 to i-1 do if ul[il=ul[j] then s :=s+1
until s=1;
escp2005 :=i
end ;
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On rappelle que l'instruction x :=random(m) place dans x et au hasard une
valeur entiere comprise entre 0 et m — 1, la procédure randomize permettant
d’initialiser la fonction random.

1. On souhaite appeler escp2005 avec m = 6. Quelle valeur minimale de

n doit-on donner pour que la fonction rende un résultat 7 Décrire alors

I’expérience ainsi simulée.

2. On note X, la variable aléatoire correspondant a la valeur rendue par la

fonction escp2005 (n ayant une valeur telle que le programme fonctionne).
a) Donner la loi de Xg.

b) On se place dans le cas o m est quelconque. Exprimer la probabilité
de lévénement {X,,, = k+ 1} en fonction de celle de I'événement {X,,, = k}.

¢) En déduire un programme en Pascal demandant deux entiers m et k
compris entre 2 et 100 et permettant de calculer la probabilité de I’événement
{X,m, =k} et espérance de X,,.

Solution :

1. Pour m = 6, 'expérience simulée est la suivante : on effectue des lancers
successifs d’'un dé équilibré ('instruction random(m)+1 donne un nombre
aléatoire entre 1 et 6 suivant la loi uniforme U[1,6]) et on arréte les lancers
des que I'on a obtenu pour la seconde fois un numéro obtenu lors d’un des
lancers précédents (la variable s sert de «drapeau », condition d’arrét lorsque
s=1).
Comme il y a 6 numéros distincts, le nombre maximal de lancers sera 7.
Il faut donc choisir n = 7.
2. a) On a X4(2) = [2,7], et pour tout i € Xg(2)
_ N _Ai-li—1_ _ 6! (i—1)
PRo=i) =2 5 =7-n1* @
b) Dans le cas général, X,,(Q) = [2,m + 1], et pour tout k € X,,,(£2) :

A=) ol k-1
PXm = k) = = = = k£ 1)1
Alors, pour k € [2,m] :
PXpm=k+1) k(m—-—Fk+1)

P(Xm=Fk)  mlk—1)
et :
p(Xm:kH):%P(Xm:k)

avec P(X,, =2) = %

¢) Voici une proposition de programme :
Programm ESCPO5b
Var P :array[1..101] of real; e :real;
i,m,k : integer;
Begin
Readln(m,i) ;
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For k :=1 to 101 do P[k] :=0;

P[2] := 1/m;

e :=0;

For k :=2 to m do
Begin

P[k+1] := k¥(m-k+1)/(m*x(k-1))*P[k] ;
e := a+kx*P[k]
End ;

Writeln(P[i], e+(m+1)*P[m+1]) ;

Readln

End.

Exercice 3.14.
Soit X une variable aléatoire & densité, & valeurs dans [0, +oo[. On note f
une densité de X.

+oo
1. a) Montrer que pour z €]0, 1], 'intégrale / xt f(t) dt converge et que sa

0
valeur est comprise entre 0 et 1.

On définit la fonction H sur R, par :
0 six <0
+oo
H(z) = / pif(t)dt si0<z<1
0
1 siz>1
b) Montrer que H est croissante sur R.
2. On suppose que X suit la loi uniforme sur [0, 1].
a) Expliciter H(x), selon les valeurs de et montrer que H est la fonction

de répartition d’une variable & densité. On note X une variable aléatoire
ayant H pour fonction de répartition.

b) Déterminer une densité h de X.

¢) Montrer que X admet une espérance et une variance (on ne cherchera
pas a les calculer).

3. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de parametre
A>0.

a) Expliciter H(z) selon les valeurs de = et montrer que H est la fonction de
répartition d’une variable a densité. On note X une variable aléatoire ayant
H pour fonction de répartition.

b) Déterminer une densité h de X.

¢) Montrer que X admet une espérance et une variance (on ne cherchera
pas a les calculer).

Solution :

1. a) Comme z €]0,1], 2t = et!"® vérifie, pour tout t > 0, 0 < z* < 1.
Comme f(t) > 0, il vient
0< ' f(t) < f(t)
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+oo
(t)dt =1, on en déduit que pour tout = €10, 1], / xtf(t)dt
0

+oo
et comme f

0
existe et reste compris entre 0 et 1.

b) Soit = et y réels tels que z < y. Au vu de la question précédente, le seul
cas a traiter est 0 < x <y < 1.
Dans ce cas, par croissance de la fonction logarithme : e!*® < e!"¥ et par
intégration : H(x) < H(y).

2. a) Lorsque X suit une loi uniforme sur [0, 1], il vient, pour z €]0,1] :

1 tlnzxql
H(.’lﬁ): etlnxdt: |:e } :CC—l
o Inz |g Inz
Soit :
0 siz <0
H(z)= :::171 si0<z<1
nx

1 siz>1
On vérifie que H est une fonction de classe C'! sauf peut-étre en 0 et 1, que
Pona lim H(z)=0, lim H(z) =1 et qu’elle est croissante. C’est donc
T——00 T——+00
une fonction de répartition.

b) Pour tout z €]0,1] :
H'(z) = zlhr—x4+1

z(In x)?
Donc : | o
zhz—z+1 G, cn0.1
h(z) = { )y o€l
0 sinon
¢) Soit g(z) = zh(z) = xlnﬂc;xfl

(Inz)

¢ wligl-%— g(m) = 0
2 2
e au voisinage de 1, en posant t =1 —h : g(x) = %@E}%) N %
0

Ainsi ¢ est prolongeable par continuité sur [0, 1], ce qui entraine que E(X)
existe et plus généralement que X admet des moments de tous ordres.

3. a) Lorsque X suit la loi exponentielle £()\), il vient, pour x €]0,1] :

1
— t(Inz—X) _ A
H(x) /0 Ae dt perT
Soit :
0 siz <0
1 six>1

On vérifie que H est une fonction de classe C! sauf peut-étre en 0 et 1, que
lim H(z) =0, 1irf H(z) = 1 et qu’elle est croissante. C’est donc une
r—1T00

r——00

fonction de répartition.

b) Pour tout x €]0,1[, H'(z) = m
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Donc :

A .
—a s 0,1
h(z) _{m()\—lnx)2 siz€]0,1]
0 sinon

: _ _ A
¢) Soit g(x) = zh(x) = O ma)e

On a 1im+g(:c) =0 et comme A > 0 et Inz < 0, la fonction g est continue
x—0

sur ]0,1]. Donc g est prolongeable en une fonction continue sur [0,1]. T en
est de méme de la fonction & — z2h(z). Ainsi E(X) et V(X) existent.

Exercice 3.15.

Soit U une variable aléatoire déﬁnie sur un espace de probabilité (2, A, P),
suivant la loi uniforme sur [—1,1]. On pose, pour tout w € Q,

/ min(z, U(w)) dz
:llmax(x,U(w))dw

et on admet par la suite que V' et W sont des variables aléatoires.
1. Montrer que P(V < 0) = P(W >0) = 1.
(U —1)?

2. Etablir la relation V = — et en déduire la loi de V. Calculer

lespérance de min(z,U) pour tout z € [—1,1], puis l'espérance de V.
Conclusion ?

3. Déduire la loi de W de celle de V.

4. On considere dans cette question une suite de variables aléatoires (Uy,)n>1,
définies sur (Q,.A, P), ou U, suit la loi normale d’espérance nulle et de

variance % et on pose :

Vwe QV,(w /mlan w)) dz.

Etudier la convergence en loi de la suite V,.
On pourra calculer la fonction de répartition de V.

Solution :

1. Pour tout = € [—1,1] et tout w de ©, on a :
min(z, U(w)) < x et max(z,U(w)) > .

La fonction x — z est d’intégrale nulle sur [—1, 1], d’ou le résultat.

2. On peut écrire :

U(w) 1
= xdx w)de = L(U(W)? - W) (1 = Ulw
V) = [ wd +/UMU< ydo = L(U@)? ~ 1) + U @)1 - Uw))

Ainssi, pour tout v >0 :



Probabilités 105

P(V < —v)=P(1-U)*>2v)=PU <1-V20)
et :

P(V<—v)={1_\/g si0<w<2

Par conséquent, une densité de V est :

{ 0 siv¢]—2,0]

1 1 :

X —— €1-2,0
eV Svelm20l
Et :

0
__1 =V g, _2
E(V) = 2/_2 5L dv = —2

D’autre part :
xr

E(inf(z,U)) = E(I‘.I(U}w) + Ul(Ugn) =zP(U > x) +/ U du

2
_z-2)

-1
=0 l@ -y =-1@-1)?

4

1
Ona / E(inf(z,U)) dx = —% : I'intégrale de 'espérance est donc I’espérance
—1

de l'intégrale.

3. La loi de —U est celle de U. En effectuant le changement de variable
y = —z dans Pexpression de W, et aprés avoir remarqué que sup(—z, —U) =
—inf(z,U), on obtient que la loi de W est celle de —V ou encore celle de
(U+1)>
-

4. Pour tout a réel, P(V,, > a) = P(—
*Sia>0,ona PV, >a)=0.
xSia<0, PV, 2 a)= P((Un -1)2 < —Qa), soit puisque /nU, suit la loi
normale centrée réduite, de fonction de répartition @ :
P(V,>2a)=P1—-+v—-2a<U, <1++v—2a)
=®(v/n(1++v-2a) — ®(/n(l —v—2a)

> a) = P((U—l)2 < —Qa).

eSia<—1 ona-2a>1et lim P(V, >a)=1lim®—lim® =1
2 n— o0 +o0 —00
oSia>—%,ona—2a<1et lim P(Vn>a)=Em©—lim¢=O

Donc la suite (V;,) converge en loi vers une variable certaine égale & —%.

Exercice 3.16.

Au milieu de leurs révisions, Evariste et Raymond décident, chacun de leur
coOté, d’aller se changer les idées a la cafétéria, mais comme ils ont beaucoup
de travail, ils n’y restent que 10 minutes.

On note X et Y les heures d’arrivée respectives d’Evariste et de Raymond a
la cafétéria, et on suppose que X et Y sont indépendantes et uniformément
distribuées entre 10 h et 11 h.

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire X — Y.
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2. Déterminer la probabilité qu’Evariste et Raymond se retrouvent ensemble
a la cafétéria.
3. On suppose qu’Evariste est arrivé a I’heure h. Déterminer, en fonction de

h, la probabilité qu’il retrouve Raymond.

4. On suppose qu’Evariste est arrivé a I’heure h et que Raymond ne se trouvait
pas a la cafétéria a cette heure la. Calculer la probabilité qu'Evariste rencontre
Raymond.

Solution :

1. On sait que X suit la loi ¢/([10,11]) et que —Y suit la loi ¢/ ([—11, —10]).
Comme ces deux variables aléatoires sont indépendantes, une densité de X —Y

est donnée par convolution, soit pour tout réel x :
+o00o
Ix-y(z) = Ixt)fy(x—t)dt
—o0o
Or fx(t)f—y(xz —1t) #0 (donc égal & 1) si et seulement si
{ 1<t 11
11z —-t< =10’
Donc :

c’est-a-dire max(10,z + 10) < ¢t < min(11,11 + z)

0 siz<—1
rx+11
/ dt=x+1 si—-1<x2<0
10
fX—Y(x): 11
/ dt=1—2 si0<2<1
x+10
0 siz>1

soit, en regroupant :
Fey (@) = {

2. La probabilité cherchée est :

0 six ¢ [—1,1]
1—Jz| size[-1,1]

m=P(X-Y|<d)=P(-

1/6 11

3. Comme h est fixé, la probabilité demandée est py = P(hf% <Y <h+ )

Aussi :



Probabilités 107

h+% 1 ) 1
/ dt:h—10+€ 8110<h<10+€
10
htd
_ _1 : 1 _1
P2 = /h,ldt_i)’ 5110—|—6§h<11 6
5
11
dt=11-h++ sit1-L<ngn
h—Ll 6 6

6
4. On cherche, dans cette question la probabilité :

ps=P((h<Y <h+ 9V >R UY <h-1))
(car dire que Raymond n’était pas 13, ¢’est dire qu’il n’était pas encore arrivé
ou était déja reparti!)
¢ Sih <10+ 1, alors
Ph<Y <h+1/6) 1/6

P(Y > h) 11-nh

p3 =

eSi10+ 1L <hg 1—%,

1
P(h<Y <h+1/6) 1/6 1

alors

(=}

P Py >h+P(Y <h-1/6) (1—h)+(h—1/6—10) 5

eSih>11— %, alors
_ P(Y > h) _11—h _6(11—h)
P PV S h +P(Y <h_1/6)  5/6 5

Exercice 3.17.

Une urne contient trois boules indiscernables au toucher et numérotées 1, 2
et 3.

On effectue une succession de tirages au hasard d’une boule de cette urne,
avec & chaque fois remise de la boule obtenue avant le tirage suivant.

Soit X le nombre aléatoire de tirages juste nécessaires pour obtenir pour la
premiere fois trois fois de suite le méme numéro. On note p,, la probabilité
de I’événement (X = n) et ¢, la probabilité de 'événement (X < n).

1. a) Que valent py et po ? Calculer ps et py.
b) Montrer que pour n = 2, p, = ¢ — Cp_1.-

2. a) Montrer que pour n > 1, pp+3 = 2x(%)3(1 —cp)-

b) En déduire que pour n > 2, ppt3 — pry2 + %pn =0.

3. a) Pour n > 2, on pose u, = ppi2— % Prt1— % Pn. Calculer us. En déduire
que la suite (uy,)n>2 est la suite nulle.

3

¢) Montrer que la série de terme général p, est convergente et calculer

b) En déduire que pour n > 2, p, = 67\1/5 ((1 +3\/§)n_2 — (1 — \/§)n—2>.

(oo}
> pn. Que signifie le résultat obtenu ?

n=2
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d) Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son
espérance.

Solution :

1. a) * Au vu de 'expérience réalisée, il est évident que p1 = p2 = ¢ = c2 = 0.
* L’événement (X = 3) est réalisé si les trois premiers tirages ameénent le
méme résultat, donc si les tirages de rang 2 et 3 amenent le méme résultat
que le premier tirage (et le résultat du premier tirage est indifférent).

-1 1_1_3 =
Donc p3 = 3X3 =9 = 97 et c3 = ps.

* L’événement (X = 4) consiste & tirer une boule au premier coup (in-

différente), puis une boule portant un autre numéro (avec la probabilité %),

puis deux fois encore cette méme boule (avec la probabilité %x%) Ainsi :

_2.1_2 _ 5
Pa=35xg = g7 et ca= o7

n
b) Comme, pour tout n > 1, ¢, = > py, il vient, pour n > 2 :
k=1

Pn = Cn — Cn-1

2. a) L’événement (X = n + 3) est réalisé si et seulement si jusqu’au tirage
de rang n, on n’a jamais tiré trois fois consécutivement le méme numéro (on
réalise ainsi (X > n)) et si on a obtenu aux tirages de rangs n + 1,n + 2 et
n + 3 le méme numéro distinct de celui obtenu au tirage de rang n.

Comme les résultats des tirages effectués sont indépendants, il vient :

2
Puts = P(X >n)x3x(3)" = (1 cn)
b) Pour tout n > 2 :

Prt3 = Pnt2 = %(1 o Cn) B %(1 o C”_l) = %(Cn—l - Cn) = _%pn

3. a) Pour tout n > 2 :

1
3Un

Un+1 = Pn+3 — %Pn+2 - %pn+1 = %pn—ﬂ - %Pnﬂ - %Pn =
La suite (up), est donc géométrique de raison % et comme uy = 0, on a
uy = 0, pour tout n > 2.
b) Ainsi, pour tout n > 2 :
DPni2 = %pn+1 + %Pn

Le polynéme X2 — %X - % admet deux racines a = 1 +3\/§ et b=1 _3\/§.
On sait donc qu’il existe deux réels A, u tels que pour tout n > 2 :

pn — )\an _"_ ubn
ces deux réels étant fixés par les valeurs de ps et p3. Finalement, apres calculs,
pour tout n > 2 :
1 1+3\n—2 (1—+/3\n—2
pn—‘6\/§(( 3 ) ( 3 ) )

c¢) On remarque que |1 +3\/§| <Tlet ’%‘ <L
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Donc la série Y p,, est convergente ; en particulier, la suite (p, ), tend vers 0
et donc lim ¢, =1.

n—-+4oo
Comme la suite (X < n) est croissante pour l'inclusion, on en déduit que
P( U(Xgn)): lim ¢, = 1.
Ce qui signifie que 1’on obtiendra presque strement trois fois consécutivement
le méme numéro.

d) Pour tout k > 1, les séries Y. nFa™ et > n*b" convergent. Aussi X
admet des moments de tous ordres.

Enfin :
BX) = 6a\/§ Z na 6b\[ 7:23271[)” 1
1 1
BX) = Ga\f((l Al 67\/3(@ -

et, en remplaant a et b par leurs valeurs :

E(X)=13

Exercice 3.18.
Dans tout cet exercice, a est un réel tel que a > 2.
1. Soit b un réel tel que b > 1. Etudier les variations de la fonction g définie
sur [0,1] par :

g)=(1—-2)’+2° -1
En déduire le signe de g(x) pour tout x de [0, 1].
2. Soit f, la fonction définie sur [—1,1] par :

Ja it 207114t — (1 +8)> — (1 — )

En utilisant la question précédente (ou de toute autre maniére) montrer que
pour tout ¢ de [—1,1], on a f,(t) > 0.

3. Soit A la fonction définie sur R par :

ha:tr—>{k0‘fa(t) s%te [-1,1]
0 sinon
ou k., est une constante réelle.

a) Déterminer k, pour que h, soit une densité de variable aléatoire réelle.
On note dans la suite X, une variable aléatoire admettant alors cette densité
b) Déterminer la fonction de répartition F,, de X,.
4. Déterminer la limite de k,, lorsque a tend vers 'infini. En déduire que
pour tout réel ¢, ali}rj_loo F,(t) existe. Que représente cette limite en termes de
probabilités ?
5. a) Calculer l'espérance E(X,,) et la variance V (X, ) de X,.
b) Déterminer QEIEOO V(Xa).

Solution :

1. La fonction g : & — g(z) est dérivable sur [0, 1] et pour tout = de cet
intervalle :
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g'(@) =b(z""t — (1 —2)*)
Jr) 20t >N le=mr>l-ae=r>
L’équation ¢'(z) = 0 est équivalente & x = 1/2.

NO[—=

Donc g est décroissante sur [0, %],

g(1) =0, il vient g(x) < 0, pour tout x € [0, 1].

croissante sur [%,1}, et comme ¢(0) =

2. La fonction f, : t — fo(t) est paire. Il suffit donc de 1’étudier sur [0, 1] et
sur cet intervalle :
falt) =201 +t) — (1+ ) — (1 — 1)~
Cette fonction est dérivable sur [0,1] et :
L) =a (@) =140+ (1 -t
Silon pose u=1+t,v=1—t, alors :

/ _ _ a—1_ ,a—1 a—1) __ a—1 _ v a—1 v a-1 _
fL(t) = a((u—v) w07 = au (1 u) +(u) 1)
avec 0 < % < 1.

Par la question précédente, il vient f!(t) < 0. La fonction f, est donc

décroissante sur [0, 1] et comme f, (1) = 0, elle reste positive sur cet intervalle,
et par parité, sur [—1,1].

3. a) La fonction f, est continue sur R, & valeurs dans RT et :

“+00 1
o(t)dt = o (t) d
K Z/Of(t)t

— 9[ga-1 ety (Lt (1—t)a+1]1
_2{2 (t+a+1) a+1 a+1 |
a+1 «@
:2204711 1 _2 — 2 _92
0+ ) ) T e @Y
Donc :
ko = Oé+1
“ 2% —2)

b) On vient en fait de déterminer une primitive de f, et donc :
eSiz< -1, Fy(z)=0etsiz >1, Fo(x) = 1.
eSi—-1<x<0:

—20 L 02%(x 4 1) — 2%(—x)*" £ 2(1 — )Tt — 2(1 4 z)* !
Falz) = 2 (0~ 2)

eSi0<<e<l:
a—1 a—1,_a+1 _ a+1l a+1
Fa(z) + 22 N (a+1)+297 2 + (1 —x) (1+2)

_1
2 2%(a — 2)

4. Ona lim —a+l _ 0, et on obtient :
a—+oo 2% — 2)

Ve el-1,1[ lim Folw) = 152
a— 100

Ainsi (X,) tend en loi vers une variable aléatoire suivant la loi uniforme
U([=1,1)).

5. a) La fonction x — zf, () étant impaire, on a E(X,) = 0.
b) On trouve :
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1 2
V(X,) =2 kat2atdt:a_—0‘+6
(Xa) /0 fal?) 3(aZ + ba + 6)
et
lim V(X,) =1

a——+0o0 B g

Exercice 3.19.

Un gendarme va constater une suite illimitée d’infractions sur l’autoroute.
Chaque infraction peut étre sanctionnée par une verbalisation ou un aver-
tissement (sans frais).

Il décide qu’il tirera au sort (avec une piéce de monnaie non truquée) la
sanction pour la premiere infraction constatée. Puis pour tout p de N*, si pour

la p™™ infraction il verbalise, alors la (p+ 1)\eme fera 1’objet d’un avertissement,

tandis que si la p®™ infraction fait 'objet d’un avertissement, alors la (p+1)"

fera ’objet d’une verbalisation ou d’un avertissement par tirage au sort.

1. Ecrire un programme qui simule les sanctions successives pour les n
premieres infractions constatées.

2. On note a,, (respectivement b,) la probabilité pour que la ™™ infraction
fasse l'objet d’une verbalisation (respectivement d’un avertissement).

a) Exprimer ap41 et b,41 en fonction de a, et b,,.

b) En déduire a, et b, en fonction de p.

¢) Que vaut la probabilité que ce gendarme ne fasse jamais aucune
verbalisation 7

3. Soit X la variable aléatoire égale au rang de la premiere verbalisation
effectuée. Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

4. Pour n € N*, on désigne par Y,, (resp. Z,,) le nombre de verbalisations
(resp. d’avertissements) effectuées au cours des n premieres infractions.

a) Déterminer une relation entre les espérances de Y,, et de Z,, puis entre
les variances de ces variables aléatoires. Que vaut le coefficient de corrélation
de Y, etde Z, 7

b) Déterminer les valeurs prises par Yj,.

¢) Calculer la probabilité de I’événement [Y;, = 0].

Solution :

1. Voici une proposition de programme :

Var n,k : integer ;

Begin

Randomize ;

Readln(n) ;

k :=1;

While k<n do

If random(2)=0 then begin

writeln(’verbalisation’) ;
k :=k+2
end
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else begin
writeln(’avertissement’) ;
k :=k+1
end
end ;
If k=n then if random(2)=0 then writeln(’verbalisation’)
else writeln(’avertissement’)
End.

2. a) Avec des notations évidentes (sic!) :
api1 = P(Vos1) = PIA)PVpir JAy) + P(V)P(Vyi1 /)
= P(Ay) <% + P(V,)<0 = 3 b,
et
bpt1 = P(Apt1) = P(Ap)P(Apy1/Ap) + P(Vp) P(Aps1/Vp)
= P(4))x 5+ P(V,)x1 =10, +4q,

o4 (0 1/2 ap1\ ap
b)801tA—<1 1/2>.Onaa10rs(bp+1)—A(bp .

Un calcul élémentaire montre que la matrice A est diagonalisable et que 'on
peut écrire : A = PDP~! avec :

_(-1/2 0 (11 412 -1
p= (7)) =i (0 )

D’ou, pour tout p > 0 :
ap = —

CBreh e debred

Wl

oo n
¢) L’événement considéré est A = () B,. La suite ( (] B,), est une suite
p=1 p=1
décroissante pour l'inclusion. Aussi
n

P(A) = lim P( N Bp)
n—-+4oo p=1
Par la formule des probabilités composées :

P( 61 BP) = P(Bl)PBl (B2) c. PBlﬂB2ﬂ...r‘|Bn_1(Bn) _ (%)n

T 1\ _
3. On sait que X (£2) = N*. Pour tout p > 1, I'événement (X = p) est égal a
BiN---NBp_1 N By. Par la formule des probabilités composées, il vient :

P(X =p) = (1)
Ainsi X suit la loi géométrique G (1) ; et B(X) =2,V(X) =2.

4.a)OnaY,+2Z,=n Dou E(Y,)+E(Z,) =net V(Y,) =V(Z,).

Comme Y, =n — Z,, on a py, z, = —1.
b) Il n’y a pas deux verbalisations consécutives, donc on a Y,(Q2) =
[0, | 23]

¢) Bt P(Y, =0) = ()"
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Exercice 3.20.

Une urne contient N boules numérotées de 1 & N, N étant un entier naturel
non nul.
On effectue des tirages successifs d’une boule dans l'urne avec remise.

Soit X la variable aléatoire prenant la valeur k& € N* si, au cours des k
premiers tirages mais pas des k — 1 premiers, chaque numéro a été sorti au
moins une fois, et prenant la valeur 0 si un tel rang ne se présente pas.

1. Quelles sont la loi et 'espérance de X lorsque N =17

On suppose dans toute la suite que N > 2.
2. Déterminer P([X = 1]), P([X =2]),..., P([X = N]).
Etablir & Daide de la formule du crible que, pour tout k € N* :
1 (N j—1 >
P(X > k) = 4 2 () 0ty — )
j=1

Vérifier que cette formule est également valide pour k£ = 0.
De quelle fagon obtient-on la loi de X ? (Ne pas effectuer le calcul.)

3. On admet qu’une variable aléatoire T a waleurs dans N posséde une
espérance si et seulement si la série de terme général P([T > k]) converge et

qu’en ce cas E(T) = %OP([T > k]).

k=0
. No(=1) ' (N
Montrer que X admet une espérance et que E(X) =N ) i ( j )
j=1
0 N _ N
4. Calculer / 4z -1 dz. En déduire que E(X) =N Y %
—1 k=1

5. Retrouver simplement le résultat précédent en introduisant N variables
aléatoires de lois géométriques.

Solution :
1. Lorsque N =1, X est égale & la constante 1 et E(X) = 1.

2. On a immédiatement, pour k € [1, N], P(X = k) =0.

Notons, pour k € N* et i € [1,N], Zx,; la variable aléatoire égale a 1 si le

numeéro ¢ est sorti au cours des k premiers tirages, et a 0 sinon.
N

11 est clair que pour tout k € N*, on a (X > k) = |J (Zx,; = 0). Dong, par la
i=1
formule de Poirjlvcaré : '
PX>K) =S Y P((Zey =00 N0 (Zks, =0))

j=1 1<i <ia<--<i; <N

Or I'événement () (Zy,, = 0) est réalisé si, au cours des k premiers tirages
acA

ne sortent que des numéros de A. Ainsi pour toute partie A de [1, N], on a

PN (ha =0) = (V)
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Donc en remarquant que (7) = ( NA_T j)’ et a l’aide du changement d’indice
joN=j:

N . N N — ik (71)1\/'71 N—-1 N .
P(X = _1J—1(.) Jy\* = <.>_1J’<
(x> n = 30 () A = Sk IS
L’événement (X = 0) étant 'intersection de la famille décroissante d’événements
(X >k)g>1,ona:

Jj=0

<

P(X=0)= lim P(X>k) =0

Donc :
* P(X > 0) =1 et d’autre part :

e (HER = E (e -

=—(1-1)N+1=1

Ce qui prouve que la formule précédente est valable pour k£ = 0.
Pour déterminer la loi de X, il suffirait d’utiliser la relation :
PX=k)=PX>k—-1)—P(X >k)

3. Comme pour tout j € [I,N], ona0<1— % <1, la série - (1 — %)k
converge et la série Y P(X > k) converge ; aussi X admet-elle une espérance
et :

o= () - = se ()
= J= N
B =N 5 ()=

4. L’intégrale proposée est convergente, puisque la fonction a intégrer se
prolonge par continuité en 0 par N. Or :

J e O R T G =

1 -1 j=1 7

et le changement de variable affine x = ¢ — 1 donne :

0 1 1
l/“*”“*m:/twﬁm=/(§ﬂﬂmzﬁl
1 z o t—1 0 j=1 =17
Donc :

X1
E(X)=NY 1

j=1J
5. Pour tout k € [1, N, soit T}, le nombre aléatoire de tirages a effectuer
pour obtenir un £ numéro distinct des (k — 1) numéros distincts déja tirés.

Alors T}, suit la loi géométrique Q(%)

N
Comme X = > Ty, il (re)vient :
k=1

N N N
B0 = & B0 = £ty =

it
=
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Exercice 3.21.

L. On consideére I'application ¢ : R[X] — R[X] définie par p(P) = P'2.

1. ’application ¢ est-elle injective ? Surjective 7

2. Déterminer les polynomes P pour lesquels il existe un réel A tel que
o(P) = \P.

II. On considere n € N*, (Q, A, P) un espace probabilisé, a, b, ¢ trois variables
aléatoires indépendantes telles que :
* a et b suivent la loi uniforme sur {0,1,...,n}.

* ¢ suit la loi uniforme sur {O, l, . E}
n n
et un polynoéme aléatoire défini par :
Vw €N Qu(X) =a(w) +b(w)X + c(w)X?
1. Déterminer la probabilité de ’événement : (@(Qw) = Qw).

2. Soit a € R. Déterminer, en fonction de «, la probabilité de ’événement :

«la série de terme général @), (i

io‘)’ ¢ > 1, est convergente ).

Solution :

I. 1. x L’application ¢ n’est pas injective : par exemple, p(X) =1 = p(—X).
* Elle n’est pas surjective : il suffit de considérer un polynéme @) prenant des
valeurs strictement négatives sur R (par exemple Q = —1) et il n’existe alors
pas de polynome P tel que Q = P’2.

2. Soit P tel que P2 = AP et supposons P # 0.
* Si P est constant, alors P’ = 0 et la relation précédente est valide, avec
A=0.

* Si P n’est pas constant, soit n le degré de P, on sait que deg(P"?) = 2(n—1)
et deg(AP) = n. Donc n = 2.

Ainsi P(X) = aX?2+bX + ¢, P?(X) = (2aX +)? = 46> X? + 4abX + b? et
P2 = \P est alors équivalent 4 :

4a® = Xa
4ab = M\b , avec a # 0
b2 = Ac

Ce systeme est équivalent a :
a=\/4
b=1> ,avec A # 0
c="b%/\

2
Soit, pour tout A # 0, P(X) = %XQ +bX + %
II. 1. Par la partie précédente, pour Q. = a(w) + b(w)X + c(w)X? :
P(p(Q) = Q) = P((Qu = 0) U (Qu = b* + bX + 1X2))
Par incompatibilité :

P(¢(Q) = Q) = P(Qu = 0) + P(Qu = b* + bX + 1 X?)
Or :



116 ESCP-EAP 2005 - Oral

P@w:m:Pm:b:c:m:Pm:mP@:mP@:M:(j%T
et :
PQu=0+bX + 1X%) = P((a=t)N(c=1)) = Pla=t*)P(c=1)
Enfin :
* Si n n’est pas un multiple de 4, P(c = i) = 0 et si n est un multiple de 4,
_1y__1
Plc= 4) T n+1
*x Pla=b%) =Y P((a =k*)N(b=k))=> Pla=k*)Pb=k)
k=0 k=0
P(a — b2) — 1+ L\/HQJ
(n+1)
Finalement

2+ NEBJ

Ple@ =@ =4 "
(n+1)3
20naQ(%) +£+ 2a

Ol

Comme a > 0,b > 0,c 2 0, la série ZQ(%) diverge si a # 0.
i

si n est un multiple de 4

sinon

eSia=0et a< %7 la série > Q(%) diverge comme somme de deux séries
positives divergenteb sauf si b =c=0.

eSia=0et § < a<1,lasérie > Q(%) diverge sauf si b = 0, auquel cas
elle converge pour tout c.

eSia=0et a>1,lasérie ) Q(%) converge quels que soient b et c.

En résumé :

e Sia<1/2

(EQ(%) converge) = Pla=b=c=0) = ﬁ
o&%<a<L

P(;Q(Z%) converge) = Pla=b=0) = ﬁ
eSia>1,

(ZQ(%) Converge) =Pa=0) = %—kl

Exercice 3.22.

Un jeu télévisé se déroule de la maniere suivante. On dispose d’une roulette
comportant n cases numérotées de 1 & n, n étant un entier naturel non nul,
multiple de 8. On demande au candidat de donner deux entiers «, 3 tels que :
1 < a < 8 < n. Puis on actionne trois fois de suite la roulette, et on note
X1, Xs, X3 les résultats successifs obtenus.
Le gain Z, g du candidat est alors donné par :

X3 siXz>p

Zag—{XQ snggﬁetX2>o¢
X1 snggﬁethga



Probabilités 117

1. On introduit la variable aléatoire Y, définie par :

Y. — Xy siXo>a
@ Xl sngéa

a) Déterminer la loi de Y, et calculer son espérance.
b) Pour quelle valeur de a € [1,n—2], I'espérance de Y, est-elle maximale ?
Préciser la valeur de ce maximum.
a) Montrer que Vk € [1,n],
P(Za,p = k| X3 < B) = Px;<p(Zas = k) = P(Ya = k)

b) En déduire 'expression de l'espérance de Z, g en fonction de 8, n et de
I’espérance de Y.

¢) Quelles valeurs de «, 8 doit choisir le candidat pour maximiser son gain
en moyenne 7

Solution :

1. a) On remarque que les variables aléatoires X7, X2, X3 sont indépendantes
et suivent la méme loi uniforme sur [1,n]. Pour 1 <k < n:

P(Ya = k) = P(Ya = k/Xs > a)P(Xz > a) + P(Ya = k/Xs < a)P(X2 < a)
Soit :
P(Ya = k‘) = P(X2 = k/XQ > Oé)P(XQ > Ot)—|—P(X1 = ]{J/Xg < Oé)P(XQ < Oé)

Donc :

% sik<a
PYy=k)=
( ) % + % sik>a
" 2 b _alntl) 1 nntl) ol t)
_ L1 _am+1 1/mmn+1) ala+l
B(a)= % 5kt 5 k=St L (0 7
1 . ) rn+1)  1/nn+1) z@+1)
b) Considérons la fonction ¢ :  — o T n( 5 5 )
La fonction ¢ est dérivable, avec ¢'(z) = % - %
La fonction ¢ est donc maximale pour x = 2 , et comme n est un entier pair,
E(Y,) est maximale pour a = % et vaut alors 5+ %‘

2. a) L’application A — P(A/X3 < ) est une probabilité et ((Xy >
a), (X2 < a)) est un systéme complet d’événements. Ainsi :
p=P(Zop=Fk/X3< /)
= P((Za,p = k)N (X2 > @)/ X3 < B) + P((Za,p = k) N (X2 a)/X3 < )
= P((Xy =k)N(Xz > @)/ X3 < B) + P((X1 = k)N (X2 < a)/ X3 < B)
=P((X2 =k)N (X2 > a)) + P((X1 =k)N (X2 < a))
p= P((XQ—]C)/XQ>Oé)P(X2>Ck)+P((X1—]€)/X2 ) (nga)
Donc, par le résultat 1. a) :
p=P(Zops=k/X3<B)=PYa)

\./

b) Par ailleurs :
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0 sik<p
P(Zaﬁ:k/xs>5)=P(X3=k/X3>5)={ 1 - sk
Donc : . "
B(Zap) = 3 H(P(Ya)P(Xs < B) + P(X3 = k/Xa > H)P(Xa > 3))
_B -k
SE(Ya) + k}ﬂjﬂ "
— gE(Ya) + %(n(n;' 1 ﬁ(ﬁ;‘ 1)) = g(, B)

¢) D’apres la premiere question, pour tout «, 3, on a :

g(@.f) <g(Z.p) =034 1y lenletd) ﬁ(ﬂ; )

n 8 2 n 2

_xz(bn 1 1nn+1) z(x+1)
Comme en 1. b) posons h(z) = n( 3+ 2) + n( 5 5 )
On a h/(z) = % - % ; ainsi h est maximale au point ‘%‘ qui est entier et :

Ut

pour tout «, 8, g(a, B) < h(%‘) = (%, %)
n b5n
27 ’

En conclusion E(Zq g) est maximale pour (a, 3) = (

On remarque que 1 < % < % < n.

%)

Exercice 3.23.

Soit f 'application définie sur R, nulle sur R* | telle que :

+oo
Vm}O,f(w):/ et /2at

1. Montrer que f est ainsi bien définie et calculer f(0).

2. Trouver la plus petite valeur de A telle que pour tout x > 0 :
gxa(@) = f(z) — Ae */2 0.

3. Montrer que f est une densité de probabilité et déterminer 1’espérance
d’une variable aléatoire X admettant f pour densité.

Soit Z une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne m et de
variance o2. On suppose que Z représente la longueur d’une barre d’acier
fabriquée. On souhaite que les barres d’acier soient de longueur donnée £.
Si la longueur Z est supérieure a £, on I’ajuste perdant par conséquent une
longueur de barre Z — {.

Si la longueur est strictement inférieure a ¢, on est tenu de mettre la barre
au rebut.

On note Y la variable aléatoire donnant la longueur perdue a l'issue de la
fabrication d’une barre.

4. Donner l'espérance E(Y) en fonction de ¢y, m et f.

5. Justifier que P(Z < 0) est négligeable lorsque ¢y = 2 metres et ¢ = 2
centimetres.

Solution :
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+oo
1. On sait que / et /2 gt converge et vaut \/g Ceci prouve que f(x)
0

est bien défini pour z > 0, avec f(0) = % («resten d’une intégrale
convergente).

2. f est dérivable sur RT, avec f'(z) = —e~%/2 donc gy est dérivable sur
R*, avec :

g (@) = (Ao — De="/2.
D’ot le tableau de variations :
x 0 1/A +00
95(w) - 0+

g |VT/2=A N S0

La plus petite valeur de X\ pour laquelle gy est négative ou nulle sur Rt est

donc f(0) = %

3. La fonction f est continue sur R sauf en 0, positive et, pour A >0 :

A

A A
f; @ = @) + [ = et -,

Or la question précédente montre que : Vo > 0,0 < f(z) < %efﬁﬂ et

donc lim xf(z) =0, ce qui donne :
r— 400
A
li dr =e’ =1
Jm /0 f@)dz =€
Ce qui montre que f est bien une densité de probabilité.
Toujours par négligeabilité classique, pour tout n € N* lirf " f(z) =0,
T—100

ce qui montre que X admet des moments de tous ordres. Enfin, en intégrant
par parties :

+o0 1 +o0 )
E(X):/O xf(x)dx:§/0 R
+oo
_ l/ efzz/de _ V2T
2/, 1

X si X < {y
X — EO si X 2 f() )
Y est donc une fonction de X. En appliquant le théoreme du transfert, il
vient :

4‘Ona:Y:{

Lo 400
E(Y)z/ﬁ :vf(x)d:v—{—/g (x — o) f(z) dx
Soit : ’
’ E(Y):E(Z)*50~P(Z>fo):m*%f(€0%m)

5 0On a:

P(Z <0) = f(%)<%exp(—%)

5
3
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Comme = 100, P(Z < 0) < 1072172

Exercice 3.24.

Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisagés (type tab) sont
des permutations de I'intervalle [1,n] d’entiers.
On considere la fonction T définie en Turbo-Pascal par :
Function T(a :tab) :integer ;
var i :integer ;
begin

i :=1;

while(a[i]<>i)and(i<n+1)do

i :=i+1;

T :=i;
end ;
1. Expliquer ce qu’est la fonction 7.
On considere cette fonction comme une variable aléatoire sur 'univers S,, des

permutations de [1,n] muni de 'équiprobabilité.

2. Pour 1 < i < n, on note F; 'événement (a[i] = 7). Calculer la probabilité
P(E;) de? evenement E;, puis calculer la probabilité de I'événement E; N E;,
avec i # j.

Plus généralement, pour 1,19, ...,i; compris entre 1 et n et deux a deux
distincts, calculer la probabilité de ’événement E;, N E;, N...NE;, .

3. a) Montrer que pour 1 < k< n,ona:

P <) = 3 (-t () =2

= n!

b) En déduire la valeur de P(T = n+1) sous forme d’une somme et donner
un équivalent de cette probabilité lorsque n tend vers 'infini.

4. a) Exprimer E(T') en fonction des P(T <r),2<r<netden.

i n+1
b) Etablir, pour k£ < n, la relation =
: = (1)=(1)
¢) En déduire : E(T) = (n+1) zn: (=" 1
i=o (k+ 1)

d) Donner un équivalent simple de E(T') lorsque n tend vers l'infini.

Solution :

1. La fonction T associe a toute permutation son plus petit point fixe s’il en
existe un et n + 1 si elle n’a pas de point fixe.

2. B, N---NE;, est formé des permutations qui fixent au moins les éléments

i1,...,10,. Elles sont au nombre de (n — k)!, puisqu’elles sont en fait les
permutations de [1,n]\ {i1, ..., ik}, prolongées par I'identité sur {i,...,ix}.
Ainsi :
—-1)! 1 (n—2)! 1
pE)y=""_1 ppnE)-= =
() n! n’ (B N Ej) n! n(n —1)
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et plus généralement :
— k)
P(Eil ﬂ---ﬁEik) — (TL 'k').
n!
3. a) Pour k € [1,n], on a par la formule du crible :
k: .
P(T < k)= P(ELUEyU---UEy) = > > (-1)=*P(E;,N---NE;,)
J=11<i1 < <i;<k
1k (n—j)!
= _y-r(myAR =)
];1( 1) (J) n!
b) Ainsi
S i—1(m) (n—j)!
P(T=n+1)=1-P(T<n)=1- Y (-1 ()20
=1 J n!
—1- (-1l
I
Donc: P(T=n+1)= S (-1}l et lim P(T=n+1)=1.
=0 j' n—-+oo €
4.a)OnaP(T'=1)=P(T<1)= % Pour k > 2, on peut écrire :
) P(T=k) =P(T<k)—P(T<k-1)
et :
n+1
E(T)= > kP(T =k)
k=1
=L S RPT <K - PT<k-1)+n+1-(n+1)P(T <n)
k=2
_ 15 N2
=n+1+ P(T <) P(T <n)
no= n
n
=n+1-L_ S P(T <y

b) Cette relation est tres classique et se démontre par récurrence sur n.

¢)Ona:
EM) =n+1-3 PT<k)=n+1-3 i(_l)j_l(k)(n—j)!

n!

d) Onanﬂrfoo;)(ﬁl)!_l_é'
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Exercice 3.25.

Soit @ un réel strictement positif et f une fonction de classe C? de |0, a[ dans
R qui vérifie :

i) lim f(z) = o
i) Tim f(z) = —o0

iii) f”(z) < 0 pour tout = €0, a.
1. Montrer que f’ s’annule une et une seule fois sur ]0, a.

2. Montrer que f admet un maximum absolu strict en un point ¢ €]0,a|
(c’est-a-dire tel que f(c) > f(x) pour tout = €]0,al, avec = # c).

3. On suppose dans la suite que f vérifie en outre

iv) f(a —z) = f(x) pour tout x €]0,a]. Montrer alors que ¢ = %.
+ [z +a)

4. Soit o < a. Trouver le maximum de la fonction g : @ — f(x)
pour z €10,a — «f.

5. Montrer que la fonction f définie par f(z) = In(sinz) pour x €10, 7| vérifie
les conditions i, ii, iii, iv avec @ = 7 et donner le maximum de f.

6. Un tireur vise une cible en deux instants successifs ¢y et to + 1. Il a une
probabilité p(t) = |sint| d’atteindre la cible §'il tire & Pinstant ¢. La partie
est gagnée s’il atteint la cible a chacun des deux coups. A quel instant g
doit-il choisir de tirer (le deuxiéme coup part alors & U'instant ¢y 4+ 1) pour
maximiser ses chances de succes ?

Solution :

1. % La fonction f’ est continue sur 0, a ; si elle ne s’annulait pas elle garderait
un signe fixe et f serait strictement monotone. Ceci est incompatible avec la
conjonction des hypotheses i) et ii). Donc f’ s’annule au moins une fois.

* Comme f’ est strictement décroissante, la fonction f’ ne peut pas s’annuler
plus d’une fois, d’ou la conclusion.

2. La fonction f est strictement croissante sur |0, ¢[ et strictement décroissante
sur ]e, af : elle admet un maximum strict en c.

3.0na f'(a—x)=—f'(x). Donc f'(a — %) = —f’(%), soit f’(%) = 0.

4. On pose
h(z) = g(z — %) =f(z+ %) + f(z - %)
La fonction h est définie sur }%, a— %[ et :
W) = (a4 §) + (- 9) <0
Par ailleurs h(a —y) = h(y) et lim/Qh(x) = —00, lim P h(z) = —oo; donc
h passe par un maximum en un unique point c.

La fonction g est donc maximale en ¢ — %.
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() = oSz ey — 1
5. Ona.f(m)— sinx’f (-T)_ sin2(x) < 0.
Et on a :

lim, f(z) = —co, lim_f(z)=—oo

Par ailleurs sin(m — z) = sinz. On a ainsi les quatre relations demandées.

6. Par périodicité, on peut se restreindre a [0, 7]. La probabilité d’atteindre
la cible les deux fois en tirant a l'instant ¢ est p(t) = sintxsin(t 4+ 1). Par
croissance de la fonction logarithme, il suffit d’étudier g(¢) = Inp(t).

7r—1.

Par ce qui précede, le maximum est atteint en 5

Exercice 3.26.
Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N* admettant une
espérance E(X). On note, pour tout n de N* : p,, = P(X = n).

1. a) Montrer que, pour tout x de [0,1], la série de terme général p,z™
converge.

On pose alors, pour z € [0,1], G(x) = Y pra™.
n=1

b) Déterminer G(0), G(1) et montrer que G est croissante sur [0, 1].
¢) Soient z et y tels que 0 < z <y < 1.

Montrer que pour n > 1, 0 < y" — 2" < n(y — ).
En déduire que 0 < G(y) — G(z) < E(X)(y — x).

d) Montrer que G est continue sur [0, 1].

2. On suppose que G est de classe C! sur [0,1] et on définit la fonction F
par :

0 siz <0
F(x)Z{G(a:) si0<z<1
1 sixz >1

a) Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire
a densité. On note alors X une variable admettant F' pour fonction de
répartition.

1
b) Montrer que X admet une espérance et que E(X) =1 — / F(z)dzx.
0

3. Dans chacun des cas suivants, déterminer G, F et E(X) :
a) X suit la loi géométrique de parametre p, avec p €]0,1].

b) X est telle que la variable X — 1 suit la loi de Poisson de parameétre
A>0.

Solution :

1. a) Pour tout n € N*,0 < ppa" < p,. Comme la série Y p, converge, on
en déduit que la série > p,z™ converge pour tout z € [0, 1].

b) Bien évidemment G(0) =0,G(1) = 1.
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Soit = et y tels que 0 < x<y 1. Pour tout n € N*,0 < 2" < ¢y < 1.
Comme p, > 0, on a p,2™ < p,y" et par conservation des inégalités par
sommation, ceci montre que la fonction G est croissante sur [0, 1].
¢) L’inégalité des accroissements finis donne, pour tout n € N* :
0<y" —a™ < (y—=) sup (nt"~ ') < (y— =) sup (nt"~') = n(y — =)
te[z,y] te[01]
Dot 0 < ppy™ —pra™ < np,(y —x) et par sommation (par hypothese la série
converge) :
o0
0<Gly) —G@) < (y—x) X2 npn = E(X)(y — )
n=1
ce qui montre que G est lipchitzienne et donc continue sur [0, 1].

a) La fonction F est continue et croissante sur R, de classe C'! sauf peut-
étreen Oet 1, et lim F(x) =0, lim F(xz) = 1. Ceci montre que F est la
xT——00 T—+00
fonction de répartition d’une variable aléatoire dont une densité f est définie,
par dérivation, par :
_ 0 siz¢l0,1]
flw) = {G'(a:) sixel0,1]
b) La fonction f est continue sur [0,1] et nulle autrement. Donc E(X)
existe et :

E(X)—/leG/()d;U— /G dm—l—/F()d

a) Si X suit la loi géométrique G(p), alors :
o0

G(z) = Z pq"’lx" pa:
n=1

1—
La fonction G est de classe C* sur [0,1] car 0 < gz < ¢ < 1. Par la question
précédente :

1 1
Y) — 1 _ pT —1_ _D
B 1= [ o1 [ (-Bs

Soit : B(X) =1 + 2P,
7 q
b) Si X — 1 suit la loi de Poisson P(X), pour tout n € N*,

)dx

SIS
[t

Xl—qx

—Ayn—1
N 1 1) — €A
PX=n)=PX-1=n-1) =1
et : \ )
= ef A\ " = —A AT
G(x) = NS =z.e e

La fonction G est de classe C1 sur [0, 1] et par la question précédente :

~ 1 1 1
E(X)=1 7/0 z.e D gy =1 — [% eA(Ifl)}O + %/0 AMNa—1) gy

1

1 1—e
— _)\4_

)\2

Exercice 3.27.

Un employé d’une société utilise en partie son téléphone personnel pour passer
des communications professionnelles.
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Plus précisément, on sait que :
(i) parmi les appels effectués depuis ce téléphone, la proportion d’appels
professionnels est égale a p avec p € [%, 1 [;

(ii) la durée des appels professionnels (respectivement personnels) passés
depuis ce poste suit une loi exponentielle de parametre « (resp. 3) avec a > (.

Pour dédommager son employé, la société décide de lui rembourser tous les
appels de durée inférieure ou égale a T, T' étant un certain réel strictement
positif.

1. Exprimer, en fonction de «, 3,7 et p, la probabilité pour qu'un appel de
durée supérieure a T soit professionnel.

2. Exprimer de méme P (T') et Py(T), ou

e P(T) est la probabilité pour quun appel soit professionnel et non rem-

boursé par la société.

e P5(T) est la probabilité pour qu'un appel soit personnel et remboursé par

la société.

3. Montrer qu’il existe une unique valeur de T pour laquelle la quantité
P(T) + P(T)

est minimale, et que, dans le cas particulier ou p =

i 11
comprise entre o et 3

, cette valeur de T est

D[

Solution :

1. Notons D la variable aléatoire représentant la durée des appels profession-
nels, et AP I'événement «’appel est un appel professionnel ». On demande de
calculer dans cette question pg = P(AP/D > T). Par la formule de Bayes :
P(D>T/AP)P(AP)

P(D >T/AP)P(AP) + P(D > T/AP)P(AP)

p.e—aT

Cpe T4 (1—p)e T
2. On a immédiatement :

P (T) = P((D >T)N AP) = P((D > T)/AP)P(AP) =pe T

Po =

et :
Py(T)=P(DLT)NAP) = (1-p)(1—ePT)

3. On cherche le minimum de I'application f définie sur R™* par :

FiT s peeT 4 (1 - p)(1 — e7)
Pour tout T'> 0 :

fl(T) _ e—aT (6(1 _ p)e(a—B)T _ ap)
Soit alors g : T +—— B(1 — p)el®=AT — ap. La fonction g est évidemment
croissante et s’annule en

Tp = alﬁln(ﬁ(lafp))

>1letona? >1. DoncTy>0.On a déterminé

1 p
Comme p > 5, ona T—p
ainsi le signe de g, donc aussi celui de f.
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Ceci montre que f est décroissante sur |0, Tp], puis croissante sur [T, +00].
Ainsi f atteint son minimum en Tj.

Inao —Ing

Lorsquepzl onaTly= a—3

2 )

Par la formule des accroissements finis, il existe v € |a, 8] tel que :
Ty = (n)'(7) = £

Cette valeur est bien comprise entre é et

Es

Exercice 3.28.
+1
1. Calculer / dz 5.
—1 1 +x
a) Vérifier que I’application h définie sur R par :
0 sixé¢[-1,1]

h: 2 :
x'—){ﬂmxz) S1mon

est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire réelle admettant A pour densité. Calculer
son espérance et sa variance si elles existent.
2. Soit Y une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé €2 que
X par

Y :w Y(w) = arctan (X (w))

Déterminer Y (£2). Quelle est la loi suivie par Y 7 Quelles sont son espérance
et sa variance 7
3. Soit Z la variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé 2 que
X par : pour tout w € Q, Z(w) est le réel de [0, 7] tel que cos(Z(w)) = X (w).

a) Déterminer Z(2). Exprimer la fonction de répartition de Z en fonction
de celle de X.

b) Calculer une densité de Z.

4. Soit f une application continue sur un intervalle [a, b] & valeurs réelles.

b b
a) Démontrer la formule / f(z)dx = / fla+b—1z)de.
a a

b) Utiliser la formule précédente pour calculer E(Z).
T
c¢) Calculer t?sintdt; en déduire un majorant et un minorant de la
0
variance V(7).

Solution :

1
n sait que [11+x2 [arc anx]_l 5

a) La fonction f est continue sur [—1, 1], nulle hors de cet intervalle, positive
1
et par la question précédente / h(z)dx = 1. Cest donc une densité de
—1
probabilité.
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b) On a :
1
E(X):%/llfxzdazzo
1, 1
X) = B(X? 2/ z d:2/ 1——1 Vaz=4_1
v =Bx =2 [ =2 [ (- ln)ar=]

2. Comme X(Q) =[-1,1,ona Y(Q) = [ - %, %]
La fonction tangente étant croissante sur [ — %,%], il vient pour tout
vel-1.%]:
O(y) =P(Y <y)=P(-F <Y <y)=P(-1<tanY <tany) = H(tany)
ou H désigne la fonction de répartition de X.
Ainsi :

0 siy € |—oo, —7m/4]

®(y) = H(tany) siy e [—n/4,7/4]
1 siy € |r/4,+00]

Une densité ¢ de Y est donnée alors, par dérivation, par :

0 sty & [-m/4,m/4]
ly) = (1 + tan?y)h(tany) = % siy € [-m/4,m/4]
2
Ainsi Y suit la loi uniforme sur | — %, %] et E(Y)=0,V(Y)= f@
3. On a Z(2) = [0,7]. Pour tout z € [0,7], la fonction cosinus étant
décroissante sur cet intervalle :
P(Z <z)=P(cosZ > cosz) =1— H(cos z)

Aussi, si F' désigne la fonction de répartition de Z :

0 si z < 0]
F(z)z{l—H(cosz) si z € [0, 7]

1 siz>m
et, par dérivation, une densité d de Z est :
0 siz ¢ [0,
d(2) = 3 sin zxh(cos z) = m siz € [0,n]

4. a) Il suffit d’utiliser le changement de variable affine x = a 4+ b — ¢.
b) On a :

1:/ anzdzz/ ww:ﬂ/ _sinz_ g,
o l4cos”z o Ll4cos”z o 1+ cos”z

Ainsi : .
2 __sinz
E(Z)=%21=
(2) m /0 1+ cos? z /f

¢) Une double intégration par parties donne :

s

/ t?sintdt = w2 — 4

0

1 1
<7

23 1+ cos® z

S —4) <B(Z%) <72 -4

On remarque que <1;dou:
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et
2 2
T —2<V(2)<3T —4

Exercice 3.29.

Pour n € N, on note f, la fonction définie par : f,(z) = 2™ + 1622 — 4.

1. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet, sur [0, 400[, une solution unique,
que 'on note wu,,.

2. a) Montrer qu’il existe des réels k et g tels qu’il existe des variables
aléatoires X et Y a valeurs dans N telles que :
VneN,P(X =n)=qullet P(Y =n) = k(% — Up)
b) X et Y étant de telles variables, montrer que X et Y admettent une
espérance et que l’on a :
E(X)<2qet B(Y) <
X et Y admettent-elles une variance ?

Solution :

1. La fonction f,, est clairement strictement croissante sur RT.
1

Ona f,(0) = —4 et fn(%) = (é)n > 0. Il existe donc un unique u,, €]0,1/2|
tel que fi(un) = 0.
On en déduit que 0 < u), < (%)n et lim wu=0.

n—-+o00
D’autre part, pour tout z € ]0,1[, on a f,11(x) < fn(x). Done fp(unt1) >0
ce qui entraine que U, < Up1.
La suite (uy,), est décroissante, minorée : elle converge vers une limite

¢e]0,1[.

Comme u? 4+ 16u2 — 4 = 0 et comme lim u? = 0, il vient 16/2 = 4 et

n—-+4oo

DO

comme £ >0, £ =

2. a) et b)
*x Comme 0 < u]! < (%)n, la série > u” est convergente : il existe donc g > 0

o0
tel que ¢ > ull = 1.

n=0

)n, Pespérance F(X) existe et :

1 ndy <20

De méme comme 0 < nu]: < n(

I\ DOl

E(X)

x On a u? 4+ 16u2 — 4 =0; donc
=g = (G- w) (3T w)

16 — 4 2
et n
1 Unp

2y =—"

2 16(% + up)

Comme 0 < u, < %, il vient :
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0<%—un<7(%)"

Il existe donc k > 0 tel que k& ) (% —uy,) = 1.
n=0
Comme précédemment F(Y) existe et :
B <k S al(d) <
n=0

(

ENES

0|
DO

Exercice 3.30.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Une urne contient n cartons
numérotés de 1 a n. On extrait les n cartons un a un et sans remise et on
note T} le numéro obtenu au k™™ tirage. Soit Z,, la variable égale au plus
petit indice j tel que T; > T4 si cet indice existe, sinon on pose Z, = n.

1. Pour k € N, calculer P(Z,, > k) et en déduire la loi de probabilité de Z,.
2. Montrer que la suite (Z,,) converge en loi vers une variable notée Z.

3. Exprimer E(Z,) sous la forme d’une somme et donner un équivalent de
cette espérance quand n tend vers 'infini. Calculer E(Z).

Solution :

1. On a © = {permutations de [1,n]}, et Z,(2) = [1,n]. Soit k € [1,n — 1].
Ona(Z,>k)=(X1<Xs<...<Xg < Xg41), donc :

(kj_l)(n—k+1)!
P(Zn > k) = nl BRCES]
et, pour tout k € [1,n —1] :

B 1\ - Pz _1 1
P(Z,=k)=P(Z,>k—1)—P(Z, > k) El (k4 1)
tandis que :
n!

2. Soit k£ € N. 1l existe ng tel que pour tout n > ng, n — 1 > k. alors :

=1 _ 1
PZn=k) =41~ G3 1)
donc : ) )
i Pl =k) = 31 =
- 1l _ 1 . { vers
On vérifie que kZ::O WD 1. Donc la suite (Z,), tend en loi vers une
variable Z de loi définie par, pour tout k € N :
=41 _ 1
PZ=F =3~ G
3.0n a: .
=1 1 1
E(Zn)—k:1k'(k' (k+1)|)+nxn!
n—1
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; i=o k i=o k = k (n—1) i=o k i=o k
et
lim B(Z,)=e~1
Enfin : - - - -
_ 1 1 _ 1 1 1
R G R e AP N R D e D

k=1
=e—(e—1)+(e—2)=e—1.

Exercice 3.31.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables mutuellement indépendantes définies sur
un espace probabilisé (Q, 7, P) et qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1]
. On définit deux suites de variables (V) et (Z,) par Y1 = Z; = X; et :

Vn 2 1, Yn+1 = sup(Xn_H, Zn), Zn+1 = il’lf()(n_;,_l7 Yn)
Enfin on note G,, (resp H,,) la fonction de répartition de Y;, (resp. Z,).

1. Exprimer G, 41 et Hy, 41 en fonction de G,, et H,,. Calculer G, (z) et Hy,(z)

quand z ¢ [0, 1].

2. Soit z € [0,1] . On pose V,(x) = (g’;gg)

Montrer qu'’il existe A(z) € M2(R) et U(x) € My 1(R) telles que :
Vati(z) = A(z)Va(z) + U(2)

et en déduire que :

Vo(x) = AL (2)Vy(x) + (:;2 A¥(z))U(x) pour n > 2

3. a) Soit x € [0,1]. Calculer A¥(z) et montrer que pour tout p > 1 :

2172_1 AF(z) = 1—aP(l—x)P

E—0 1—z+ 22
b) Soit = € [0,1]. Montrer que ¥p € N :

2
Gaps1(e) = Ty + (P(1 - )P L m

(I + A(z)), ou I est la matrice unité de Ma(R).

—z(1l—2x) 1—2z(1—2)’
— x _ _ p+1 x
Hopia (@) 1—z(1 -2 ({1 =) 1—z(l—2)
On montre de méme, et on admettra que :
Gap(z) = I S (z(1 — x))p#.
a4 1—z(1—2x) 1—z(1-2x)’

Hap(@) = 1ol — )y

4. En déduire que (Y,) et (Z,) convergent en loi.

Solution :

1. a) On vérifie par récurrence que, pour tout k, Yy et Z, s’expriment en
fonction de (X1, ..., Xy). Donc Z, et X,,11 sont indépendantes ainsi que Y,
et X’I’L-‘rl-
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Soit x réel :
Gt () = P(Yops < ) = P((Xosr <) N (Zy < 1))
=P(Xu41 <2)P(Z, < x)

Si I’on note F' la fonction de répartition de Yy, alors Gp41(z) = F(x)Hy, (),
puis :

Hpy1(v) = P(Zpt1 < )

=1-—P(Zpt1>2)=1—-P((Xpy1 >2)N (Y, >2x))
=1-P(Xp41 > 2)P(Z, > x)

donc :

Hyp1(z) = F(z) + (1 = F(2))Gn(z)
b) Bien évidemment :
pour z < 0,Gy(z) = Hp(z) = 0 et pour z > 1,G,(v) = Hy(x) = 1, puisque
Z, () =Y, (Q) =[0,1].

2. On peut écrire :
Ve = (1,0, §) @+ ($) =A@ + U@

Une récurrence immédiate donne, pour tout n > 2 :

Vo) = 4 @) + (£ @)U )

- (5) -0

3.a) On a A%(z) = z(1 — x)I. Donc, pour tout k >0 :
A%(2) = (21 — 2))MT, A% (2) = (a1 — 2))F Alx)

avec :

Ainsi
S @) =T A+ S a2t
k=0 7=0 5=0
_ (j_o(x(l — )\ + A(:c)(j_o(x(l 1)) A(z)
S AR )
b) Aussi
Vopua () = fa(1 ~ o) Vi(o) + S 202 (4 @)U )

D’ou :
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H $ 1—g)pti—2
ap1(2) = T o1 — P
4. Pour tout z € [0,1], |z(1 — z)| < 1 ; donc hrf [z(1—2)? =0.
p—too
Ainsi, pour tout z € [0, 1]
2
lim G,(z)= z 5, lim H,(x) z
n—+00 1—z+42° notoo l—z+2
Notons
0 sixzx <0 0 siz <0
_ X : _ __r izel0,1
G(z) T s? sizel0,1], H(z) —aia? 97 [0,1]
1 siz>1 1 siz>1

On vérifie enfin que ces deux fonctions vérifient les propriétés des fonctions de
répartition de variables aléatoires & densité (continuité, de classe C'! presque
partout, croissance et limite en +00).

Exercice 3.32.

Soit X71,...,X,,... une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
fonction de répartition F'.

Pour chaque ¢t € R, on définit une nouvelle suite de variables aléatoires en

n
posant F,,(t) = % > froXg, ou fi(x) =0six >tet1dans le cas contraire.
k=1

Ainsi, pour chaque valeur de ¢, F,(t) est la fréquence des variables inférieures
ou égales a t parmi Xq,...,X,.

1. Reconnaitre la loi de la variable nF, (t). En déduire 'espérance E(F,(t)) et
la variance V (F,(t)) de la variable F,(t), puis vérifier que pour tout t € R :

Tim B[(Fu(t) = F()°] =0
Fo(t) — Fu(t)).
3. En déduire que lim E[((F,(t) — F,(t')) — (F(t) — F(t')))Q} =0.

n— o0

2. Soient t et ¢’ deux réels distincts. Calculer V(

4. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires \/n (Fn(t) —
F(t)).

5. On pose V,,(0) =0 et pour z € ]O, 1], on pose :
Lnz)

V. (z
(=) = vnE () (1 — Z
ou |.] désigne la fonction partle entiere.

Calculer Cov (Vy, (1), Vo (22)) pour z1, 22 € [0,1] ainsi que la limite de cette
quantité lorsque n tend vers I'infini.

F(t)).

Solution :

1. Posons Y, = f; o Xj. La variable aléatoire Y}, suit la loi de Bernoulli de
parametre F'(t) et les variables Y7, ..., Y}, sont indépendantes ; par conséquent
nF,(t) suit la loi binomiale B(n, F(t)). Aussi :
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E(Fu(t)) = F(t) et V(F,(t)) = w
On a également :

E[(Fu(t) - F®)"] = V(Eu(t) > 0

n—+4o0
2. Posons Z, = fi o Xi. D’apres la question précédente
E(F,(t) — Fa(t')) = F(t) — F(t).
Soit ¢ # j. Par indépendance de X; et X :
Cov(Y;, Z;) = P(X; <t)P(X; <t')—F({t)F(t') =0
Par conséquent :

Cov (Fu(t), Fa(t))) = & 3° 3 Cov(¥i, Z)

_ 1 il Cov(Y;, Zi) = L (P(min(t, 1) — F(0)F(1')
et V(Fu(t) — Fu(t') = V(Fu(t) + V(F.(t')) — 2 Cov(Fn(t), Fu(t))

Il suffit alors de remplacer.

3. On a aisément : lim V(F,(t) — F,(t')) = 0.

n—-+o0o
4. Posons Sy, (t) = nF,(t). Comme
Sn(t) — E(S,(t F,(t) - F(t
Uy = Salt) = BSu(t) _ o Falt) = (0
VV(S VE)(1 - F(t))
converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée réduite, la

variable aléatoire proposée converge en loi vers une variable aléatoire suivant
la loi normale centrée de variance F'(t)(1 — F'(t)).

|nz1 | [nws |
5. On caleule : Cov (Vi (1), Vi (22)) = m zl zl Cov(Y;,Y;).
1= =

Par indépendance des (Y;), seuls les termes pour ¢ = j ne sont pas nuls.

Par symétrie, on peut supposer x; < x5 et alors :

|nz1] [nws | |nz1] [nz | |nwq | [nx2 |

> Cov(Yy,Y;) = Z Z Cov(Y;, Yj)+ > > Cov(Y,,Y))
i=1 j=1 =1 j= i=1 j=|nz1]+1
et

Cov(Vy(x1), Va(x)) = M — 1.

n n— o0
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