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ALGEBRE

Exercice 2.1.
Soit B I’ensemble des suites complexes indexées par N et bornées.

1. Montrer que B est un sous-espace vectoriel de I'espace CY de toutes les
suites complexes.

2. Pour toute suite u = (uy)nen élément de B, on note T'(u) la suite définie
par :
Vne N, [T(uw)], = tnt1-

a) Montrer qu’on définit ainsi une application T : B — B, et que cette
application est linéaire.

b) Déterminer le noyau de T ; T est-elle injective ?

¢) Déterminer I'image de T'; T est-elle surjective ?
3. Soit A € C. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que \ soit
une valeur propre de I'endomorphisme T, c’est-a-dire pour qu’il existe une
suite « non nulle telle que T'(u) = Au. Préciser alors les vecteurs propres
associés a la valeur propre .
4. Soit S : B — B une application linéaire telle que T o S = Idg.

a) Montrer que S o T' est un projecteur, vérifiant :

Ker(SoT)=KerT et Im(SoT)=ImS.
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b) Que peut-on dire de 'injectivité et /ou de la surjectivité de 'application
S7?

¢) Montrer, par un exemple, qu’il existe effectivement une application
linéaire S : B — B telle T o S = Idg.

Solution :

1. La suite nulle est bornée et toute combinaison linéaire de suites bornées
est bornée, donc
B est un sous-espace vectoriel de CN.

2. a) Si u est bornée, il en est de méme de la suite T(u) = (un)n>1 et la
linéarité de T est immédiate :
T € L(B)

b) T'(u) = 0 si et seulement si (uy)n>1 est la suite nulle, donc le noyau
de T est formé des suites nulles & partir du rang 1. Cet espace est la droite
engendrée par la suite § définie par dg = 1 et §,, = 0 pour n > 1. En particulier
T n’est pas injective.

¢) Soit v = (vp)nen une suite bornée quelconque.

Considérons alors la suite u définie par : ug = 0 et Vn > 1,u, = v,_1. La
suite u est bornée et vérifie T'(u) = v, ce qui prouve que T est surjective.

3. T(u) = A signifie : Vn € Nyu,11 = Auy,, ce qui caractérise les suites
géométriques de raison A. On distingue alors deux cas :

* Si |A| < 1, toute suite géométrique de raison A est bornée, donc A est valeur
propre de T et le sous-espace propre associé est la droite engendrée par la
suite (A"),en.

* Si |A] > 1, la seule suite géométrique de raison A bornée est la suite nulle
et A\ n’est pas valeur propre de T.

4.a)x (SoT)o(SoT)=S0(ToS)oT =S0ldoT =S50T et comme SoT

est linéaire :
S oT est un projecteur de B

* Ker(T) C Ker(SoT) et Im(SoT) C ImS sont des inclusions universelles
banales.

* On a donc aussi :
Ker(SoT) CKer(To(SoT))=Ker((ToS)oT)=Ker(T) et
ImS=Im(So(ToS))=Im((SoT)oS)CIm(SoT)



Algebre 43

et finalement, par double inclusion :
Ker(SoT) = Ker(T);Im(S o T) = Im(S)
b) id = T o S est injective, donc S est injective.
Im(S) = Im(S oT) et comme S o T est un projecteur, Im(S) est un
supplémentaire de Ker(S o T') qui contient la suite §, donc Ker(S o T) # {0}
et Im(S) # B, donc :
S est injective non surjective

¢) On vérifie facilement que 'application S : v — u définie en 2.c) est bien
un endomorphisme de B et convient.

Exercice 2.2.

Soit m un entier naturel non nul. On note £ = R,[X] et on considere

l’application de ¢ de E? dans R définie par :
+oo

o(P,Q) = ; P(t)Q(t)e "dt

1. Montrer que ¢ est bien définie, puis montrer que c’est un produit scalaire
sur E. On pose | P|| = /¢(P, P).
2. Soit T le polynome défini par T(X) = 1+ Xn—f Calculer ||T].

On pose I = T

Al
3. On définit 'application 6 qui & tout polynome P de F associe 2¢p(P, I)I—P.
a) Montrer que @ est un automorphisme de E et déterminer §~1.
b) Montrer que pour tout P de E : |0(P)|| = ||P||.
¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de 6 7
d) 0 est-il diagonalisable ?

Solution :

1. % La fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur R* et comme P et Q
sont polynomiales, on sait que . 1i£rn t2.P(t)Q(t)e~t = 0, donc la fonction &
— 100

intégrer est négligeable devant t~2 au voisinage de 00, ce qui prouve que
Pintégrale définissant ¢(P, Q) est convergente.

* ¢ est clairement symétrique, bilinéaire et positive.
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+oo
x (P, P) = 0 s’écrit P2(t)e~tdt = 0 et par continuité et positivité de
0

1
la fonction a intégrer, cela donne également / P2(t)e™tdt =0 et donc :
0
Vte0,1],P3(t)et =0 i.e. Vt € [0,1], P(t) =0
Ainsi, le polynome P a une infinité de racines et est le polynéme nul.

© est un produit scalaire sur R,,[X]

+oo n +oo n 2n
2. |72 = 1+ L y2etat = (1+ 20 4 L ety
0 n! o n!

(n1)?
+o0
On sait que pour tout k£ de N, on a / the=tdt = k!, d’ot :
0
2.n! 2n)! 2n 2n
T =1 2 B s (30 e = f3+ ()

3. a) * La linéarité de ¢ par rapport au premier argument et les propriétés des
opérations montrent que 6 est linéaire et pour P € R, [X], on a §(P) € R, [X].
* Si P est tel que §(P) =0, on a P =2p(P,I)I de la forme kI.
Or O(kI) = kO(I) = k(2p(I,I)I — 1) et comme @(I,I) = ||I]|*> = 1, il reste
OkI)=klIet 0(kI)=0 = k=0.
Donc 0 est injectif et comme 6 est un endomorphisme d’un espace de
dimension finie (n + 1) :
0 € GL(R,[X])

* Posons Q = 0(P) =2p(P,I)I—P;ona:
et donc : P =2p(Q,1) — Q = 0(Q), soit : =1 = 0.

b) 10(P)||* = [|2¢(P, I)I — P||* = 4p(P, I)*| 1| + || P||* — 4 (P, I)o(L, P)
Soit :

10(P)I? = 1P]? i-e. l0(P)]| = || P]|

¢) On a 62 = Id, donc 6 est une symétrie (d’ailleurs orthogonale) et les
valeurs propres possibles de 6 sont —1 et 1.

d) x 0(P) = P s’écrit 2¢p(P,I) = 2P ce qui a lieu si et seulement si P est
colinéaire a [ :

E1y(0) = Vect(I), espace de dimension 1

x O(P) = —P s'écrit o(P,I) = 0, donc E(_1)(f) est le supplémentaire
orthogonal de E1)(6).
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Donc 6 est diagonalisable.

Exercice 2.3.

1. Justifier la convergence de l'intégrale
+o0 R
P(z)e ™ dx
—0

pour tout polynoéme P € R[X].

2. On pose E = R[X] (on pourra identifier £ & l'ensemble des fonctions
polynomiales de R dans R). Pour P et ) éléments de E, on pose :

—+oo
(P.Q) = / P@)Q(x) e dx

— 00
Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E. On notera || . || la norme
associée.

3. Pour tout entier naturel n, on considere 'application P, de R dans R
définie pour tout réel x par :

Py(w) = e A2 (o)

3
d (e*“‘g) désigne la dérivée d’ordre n au point x de la fonction x — e~

d.’l’:n

a) Calculer Py, Py, P, et Ps.

b) Soit n € N*. Etablir pour tout  réel la relation :
Poi1(x) = —2zP,(z) — 2nP,_1(x)

¢) Montrer que, pour tout entier naturel n, P,, est une fonction polynomiale
dont on précisera, en fonction de n, le degré, la parité et le coefficient du terme
de plus haut degré.

12

ou

d) Soit n € N*. Etablir, pour tout réel z, la relation :
Pl (z) = —2nP,_1(x)
4. a) Montrer que, pour (p,q) € N* x N*: (P, P;) = 2¢(Pp_1, Pj_1).
b) Montrer que la famille (P, )nen est une famille orthogonale de E.
c¢) Calculer \,, = || Pyl

d) En déduire une famille orthonormale de E.

Solution :
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1. La fonction & intégrer est continue sur R et lim z% P(x) e = 0, ce qui

r—+o0

prouve la convergence de l'intégrale proposée, tant pour la borne —oo que
pour la borne +o0.

+oo )

/ P(z) e * dx converge

—0o0

2. x On a clairement pour tous polynomes et tout scalaire :
(P,Q) =(Q,P) et (Py+ \P2,Q) = (P1,Q) + A\(P»,Q)
—+o0

* (P,P) > 0et (P,P) =0+« P2(z)e~*" dx = 0, d’olt par positivité

—00
8
de la fonction & intégrer / p? (;U)e’g”2 dx = 0 et par positivité et continuité :
6

Va € [6,8], PX(z)e™® =0, i.e. P(z) =0
et P a une infinité de zéros, donc est le polynéme nul.

(.,.) est un produit scalaire sur E

3. a) Soit ¢ : ze . Ona:
¢ (x) = =2z " (x) = (422 — 2)e=*", " (2) = (—8x3 + 12z)e~ "
d’ou :
Py=1P =—-2X,P, =4X?—-2,P; = —-8X% 4+ 12X
b) On a ¢'(z) = —2zp(z), donc en dérivant n fois, et gree a la formule de
Leibniz :
P (@) = =220 (2) + n(-2)¢" "V (2)

soit, en multipliant par e’
Ve R, Pyyi(z) = —22P,(z) — 2nP,_1(x)
c) Il est facile de montrer, par récurrence, et grce a la relation précédente
que :

— Pour tout n, P, est un polynéme de degré exactement n.
— Le coefficient dominant de P,, est (—2)".
— Si n est pair, P, est un polynéme pair et si n est impair, P, est un
polyndme impair.

d) On a ™ (z) = Pn(x)e_wz, donc : (") (x) = (P! (x) — 29an(:r))e_’327
soit :

Py (@) = Pl(x) — 2Py (a)

et en comparant avec le résultat obtenu en 3.b) :

P/ (x) = —2nP,_1(x)
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4.a)Ona:

+o0 ) +o0

(Pp, Py) = Py(z)Py(x)e™ do = Pq(g:)gp(p)(x) dx

— 00 — 00
On integre par parties, en dérivant P, en —2¢FP,_; (:,t en «primitivant » @)
en P~V On a P,(2)p®~V(x) = P,(z)P,_1(x)e™ qui est de limite nulle,
tant en —oo qu’en +o00, ce qui autorise a faire cette intégration par parties
directement avec les bornes infinies, ce qui donne :

—+oo
(Pp, Py) =2q Pq—l(x)Pp—l(x)e_m2dx = 2¢(Pp—1, Py—1)

b) En permutant les roles de p et ¢, on a donc aussi : (P, P,) =
2p(Py_1, P,—1) et pour p # ¢ dans N*, on a donc (P;_1,P,_1) =0:

(P)nen est une famille orthogonale
¢) On a, par le résultat 4. a) : || P,||> = 2n||P,—1||?, soit en glissant :
[Pa|? = 2"l Pol|?

+oo
Or || R|)? = / e~ dz = /7 (intégrale de référence) et donc :

A = || P = 2727/ 4/n)

d) (iPn)n cy est une famille orthonormée de E.

Exercice 2.4.

Soit n un entier naturel tel que n > 3. A tout polynéme P de R,[X], on
associe le polynome ¢(P) défini par :

@(P)(X) = aP(X +2)+bP(X 4+ 1) + cP(X), a,b et ¢ étant des réels
fixés.
1. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
b) Montrer que ¢ bijectif <= a+ b+ ¢ # 0.
c¢) Montrer que :

VP € R, [X],p(P)(X) = (a+b+)P(X)+ 3 %p(m(x)
k=1 .

2. On suppose dans cette question a + b+ ¢ = 0.
a) Montrer que Ro[X] C Kerp et Imp C R,,_1[X].

b) A quelle condition, portant sur a,b et ¢, a-t-on Imp = R,,_1[X] ? Que
vaut Ker ¢ dans ce cas?
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c¢) Montrer que si a # 0 ou b # 0, on a R,,_2[X]| C Imy et Kerp C Ry [X].
Quand a-t-on égalité ?

d) Montrer que ¢ n’a pas d’autre valeur propre que 0. L’endomorphisme
o est-il diagonalisable 7
3. On suppose dans cette question a 4+ b + ¢ # 0.

a) Montrer que : A valeur propre de ¢ = A=a+b+ec.

b) Montrer que a+ b+ c est effectivement valeur propre de ¢ et déterminer
le sous-espace propre associé.

c) ¢ est-il diagonalisable ?

Solution :

1. a) Si P € R,[X], alors ¢(P) est combinaison linéaire d’éléments de R,,[X],
donc appartient encore a cet espace.
La linéarité de ¢ résulte des propriétés des opérations, donc :

¢ € L(R,[X])
b) Si P = arX® +ap_1X* 1 4+ ..., alors des calculs simples donnent :
o(P)=(a+b+c)apgX*+ -
xSia+b+c#0, p conserve le degré et est donc un isomorphisme de R,,[X].
* Sia+0b+ ¢ = 0, alors 'image par ¢ de tout polynome constant est le
polynome nul et ¢ n’est pas injectif, donc pas bijectif.
¢) La formule de Taylor permet d’écrire :
P(X+2) = 3 Zp0(x), P(X+1)= 3 LP0(X)
k=0 k! K=o k!
donc :

P(P)(X) = (a+b+)P(X) + 3 &2 b po)(x)
k=1 :

n k
2. On a donc ici : (P)(X) = 2_: %P(k)()()

k=1
a) On a déja vu que le noyau de ¢ contient les polynémes constants et
©(P) est combinaison linéaire des polynomes P, ..., P(™ donc est de degré

inférieur ou égal a 1 :
Ro[X] C Kerp et Im¢p C R,,_1[X]

n k
b) On a o(P) = (2a+ b)P' + 3 %ﬁbp(w()o, ainsi :
k=2 :
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(1) =0, p(X)=2a+b,...,p(X*) = k(2a + b)X*~ 1 + ...
La matrice M de ¢ relativement & la base canonique de R,[X] est donc
strictement trigonale supérieure, la diagonale de M étant bordée de la sur-
diagonale :

20+ b,2(2a + b),...,n(2a + b)
* Si2a+0b # 0, la premiere colonne de M est nulle et les autres colonnes sont
non nulles et forment une famille échelonnée de R,,_1[X], donc une base de
cet espace et :

Imp =R, _1[X],Ker p = Ry[X]
* Si 2a + b = 0, alors la vue des colonnes de M montre que 'image de ¢ est
contenue dans R,,_o[X].

¢) x Si 2a + b # 0, on sait que :
Rn_Q[X] C Rn_l[X] = IHIQO et Kergp = Ro[X] C ]Rl[X}

* Si2a+b =0, alors p(P)(X) = 4CLT_|'bP”()()—|—- et onada+b# 0 (sinon
on aurait a = b = 0, ce qui est exclu dans cette question).

La matrice M de ¢ est alors trigonale supérieure, de diagonale nulle, bordée
d’une sur-diagonale nulle elle-méme bordée d’une sur-diagonale de terme

générique % k(k — 1) non nul.
La vision des colonnes de M montre alors que Im¢ = R, _o[X] et Kerp =
Ry [X].

d) M est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres se lisent dans sa

diagonale : seul 0 est valeur propre et ¢ est diagonalisable si et seulement si
M =0, ce qui impose a = b =c¢ = 0.

3. a) et b) Maintenant la matrice M de ¢ est trigonale supérieure de termes
diagonaux tous égaux a a + b+ ¢, donc :
Spec(y) = {a + b+ c}
n k

et p(P) = (a+b+c¢)P <= %P(M(X) = 0. Soit en raisonnant

k=1 :
comme dans la question précédente :
*xS8i2a+b#0, p(P)=(a+b+c)P <= P € Ry[X];
*Si2a+b=0etda+b#0, p(P)=(a+b+c)P < P cR[X];
* Sia=0b=0, alors ¢ = c.id et tout polynéme non nul est propre.

¢) ¢ n’admet qu’une valeur propre et est diagonalisable si et seulement si
c’est une homothétie,donc si et seulement si a = b = 0.
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Exercice 2.5.

Dans cet exercice, M3(R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3
a coefficients réels.

o Une matrice M = (m; j)1<i <3 € M3(R) est dite stochastique si pour tout
(i,7) € [1,3]%, mi; > 0 et si pour tout i € [1,3], m; 1 +mi2+m;3=1.

o Une matrice M = (m; ;)i<ij<3 € M3(R) est dite déterministe si elle est
stochastique et si pour tout (i,5) € [1,3]2, m; ; € {0,1}.

0 01
SoitA=1[1 0 0
0 1 0

1. Calculer A* pour k € N.

n+1
reste de la division euclidienne de n par 3, exprimer C,,(A) en fonction de
13, A, A2 et n.
3. On note Cp,(A) = (i ;(n))1<i,j<3. Pour (i, ) € [1,3]?, déterminer la limite
¢ ; de ¢; j(n) lorsque n tend vers +o0o0. On pose C = (¢; j)1<i j<3-

2. Pour n € N, on pose C,(A) = 1 ( 3= A%). En discutant suivant le
k=0

4. Les matrices A et C sont-elles stochastiques ? déterministes 7

5. Soit a (resp. ¢) Pendomorphisme de R? de matrice A (resp. C') dans la base
canonique. Montrer que ¢ est le projecteur sur Ker(a — Id) parallelement &
Im(a — Id).

Solution :

1. Si on note (e1, ea,e3) la base canonique de R?, A traduit dans cette base
P’application linéaire telle que e; +— es +— e3 — e.

Donc A? traduit I’application linéaire telle que e; — e3 — eg — eq, A3
traduit 'identité, et donc :

100 00 010
A =10 1 0]; A% =11 0 f A2 =10 0 1
00 1 0 1 100

2. Comme A3% 4 A3F+T 4 A3F+2 yaut J = , on obtient pour tout

R oo

1
1
1

— = =

qde N :
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1 1
*03q+2=W(J+J+-~-+J)=§J
q+1 fois
__ 49 1
*ng+1—3q+2<]+ 3q+2(I+A)

*ng: I

RS U T
3. La convergence s’entendant terme & terme, les suites (Csq), (Csq41) €t
(C34+2) sont convergentes de méme limite C' = iy

Par exhaustion, on en déduit que la suite (C),) converge vers C'.

4. A est stochastique et déterministe, tandis que C' est simplement stochas-
tique.

5.0naC? = %JQ = %x&] = (), donc c est bien un projecteur.

L’image de ¢ est la droite engendrée par le vecteur (1,1,1), tandis que le
noyau de c¢ est le plan d’équation x + y + 2z = 0, donc le plan de base
((17 _17 O)a (17 0, _1))'

-1 0 1
OrA-—1= 1 -1 0 et des calculs simples montrent que le noyau

0 1 -1
de a — id est la droite engendrée par (1,1,1) et que son image est engendrée
par exemple par les premier et troisieme vecteurs colonnes, donc est le plan
d’équation z +y + z = 0.

Kerc =Im(a — id) et Imc = Ker(a — id)

d’ot le résultat.

Exercice 2.6.

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n et p un projecteur de E.
On note r le rang de p.

Pour tout u appartenant a L(E), espace des endomorphismes de E, on pose :

G(u) = F(uop+pou)

1. Montrer que G est un endomorphisme de L(F).
2. On pose A= {u € L(E) / Im(u) C Ker(p) et Im(p) C Ker(u)}.

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E) et préciser la
restriction de G & A.

b) Montrer que A est isomorphe & 'espace vectoriel des endomorphismes
de Ker(p) et en déduire sa dimension.
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3. On définit :
B={ue L(F)/ Im(u) CIm(p) et Ker(p) C Ker(u)}

C={ueL(E)/ Im(u) C Im(p) et Im(p) C Ker(u)}
D ={ue L(E)/ Im(u) C Ker(p) et Ker(p) C Ker(u)}.
a) Quel est l'effet de G sur chacun de ces sous-espaces ?

b) Montrer que B est isomorphe & 'espace des endomorphismes de Im(p),
en déduire sa dimension.

¢) Montrer que C et D sont en somme directe. En déduire que A, B, C et
D sont en somme directe.

Solution :

1. u et p étant des endomorphismes de F, il en est de méme de G(u), donc
G est une application de L(F) dans lui-méme.
Soit alors u,v € L(E) et A€ R, on a:

G(u+ M) = %((qu)\U)OerpO(qu)\U))

= l(qu—i—)\vOp—i—pou—&—)\pov):G(u)—i—)\G(v)7et donc :

2
G e L(L(E))
2. a) x A est non vide, car contient I’endomorphisme nul ;

*Siue Aet A € R*,onalm(lu) =Imu C Kerpet Imp C Keru = Ker(Au),
donc A\u C A. Le résultat reste valide pour A = 0.

* Si u et v appartiennent a A :
— On aImu C Kerp et Imv C Kerp, dout Imu + Imv C Kerp. Comme
Im(u +v) C Imu + Imw, on a bien Im(u + v) C Kerp.
— Onalmp C KeruetImp C Kerv, donc Imp C KerunKerv C Ker(u+uv).
Bref, u + v € A et finalement

A est un sous-espace vectoriel de L(E).

Bien entendu, si u € A, on auwop =0 (car Imp C Keru) et pou = 0 (car
Imu C Kerp), donc G(u) =0 :
La restriction de G a A est nulle.

b) A u € A associons sa restriction a Kerp. Comme Imu C Kerp, on a
a fortiori Im(u|kerp) C kerp et on peut considérer cette restriction comme
étant un endomorphisme de Ker p.
On dispose ainsi d’une application ¢ : A — L(Kerp).
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* Si ¢(u) = 0, la restriction de u a Kerp est nulle et comme la restriction
de v a Imp est nulle (car Imp C Keru), u est nulle sur deux sous-
espaces supplémentaires (Imp et Kerp sont supplémentaires, puisque p est
un projecteur) et donc u = 0.

® est injective.
* Soit v un endomorphisme de Ker p. Soit alors u € £(E), dont la restriction
a Kerp est v et dont la restriction & Im p est ’application nulle.
v est ainsi parfaitement définie (linéaire et restrictions & deux sous-espaces
supplémentaires connues), d’image contenue dans Kerp et de noyau con-
tenant Im p.

© est surjective

Ainsi ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels et si p est de rang r, on a
dimKerp =n — r, donc :
dim A = (n —r)?

3. a) * Soit u € B.
Comme Imu C Imp, on a pour tout z de E, pou(z) = p(u(z)) = u(z) et
comme Kerp C Keru, on a p(r) =0 = u(x) =0. Donc :
Siz e Kerp,ona:

G(u)(@) = L (u(p(x)) + p(u(@))) = 3 p(u(z)) = Fu(z) = 0 = u(x)
SizeImp, ona:

G(u)(z) = 5 (u(p(@)) + p(u(x))) = L (u(@) + u(z)) = u(x)
Ainsi G(u) et u concident sur deux sous-espaces supplémentaires et donc
G(u) = u.
ueB = Gu)=u
* Soit w € C. On a Imp C Kerwu, donc uop =0 et comme Imu C Imp, on a
pou=u, donc :
ueC = Gu)=Ju

* Soit w € D. On a Imu C Kerp, donc pou=10et G(u) = %UOp
Siz e Kerp C Keru, ona G(u)(x) =0=u(z) = %u(m)
Siz elmp, onap(x)==xet Glu)(z) = %u(x)
Ainsi G(u) et L concident sur deux sous-espaces supplémentaires et :

2
ueD = Gu) = %u
b) B est & A ce qulest id —p & p (car id — p est le projecteur conjugué

du projecteur p et 'image de 'un est le noyau de lautre et réciproquement).
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Comme le rang de id — p vaut n — rg(p), il vient avec les notations de 2. b) :
dimB = (n—(n—7r))?=r?

c) *Siu € CND, Imu est contenue a la fois dans Ker p et dans Im p, donc
Imu = {0} et u = 0, ce qui prouve que :
C et D sont en somme directe

* A, B et C@ D sont inclus dans les sous-espaces propres de G respectivement
associés aux valeurs propres 0,1,1/2. Comme on sait que des sous-espaces
propres associés a des valeurs propres différentes d’un endomorphisme sont
toujours en somme directe, il en est a fortiori de méme des espaces en question
et finalement

A, B,C et D sont en somme directe.

Exercice 2.7.
—+oo

1. Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale / t"e~tdt existe.

xr

+oo

2. Montrer que 'application x +— e” t"e~tdt est une fonction polynomi-
ale de degré n a coefficients réels. ’
Soit n un entier naturel non nul fizé et soit @ Uapplication définie pour tout
P e R,[X] par :

+oo

VzeR, ¢(P)(z)=c¢e" P(t)e tdt
x

3. Dans la suite de cet exercice, on confond polynéme et fonction polynome

associée.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
b) Déterminer le noyau et 'image de ¢.

¢) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢.

Solution :

1. La fonction ¢ — t™.e~* est continue sur [z, +oo], positive au voisinage de

+00 et négligeable au voisinage de +oo devant t — ¢t~ 2. La convergence de
I'intégrale proposée en résulte.
—+o0

2. Procédons a une intégration par parties dans I'intégrale / ttle=tdt
x
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u(t) LS R — u’(t) — (n_|_ 1)tn’ v’(t) — et e ’U(t) — et
Comme Em uv = 0, on peut procéder a cette intégration par parties directe-
o0

ment avec la borne infinie et :
+oo

+oo Ly
/ ttletdt = [ —t"tle ! T 4 (n 4 1)/ tre~tdt
x x

+0o0 +oo
/ t"tletdt = a"Tle ™ + (n + 1)/ the~t dt
xr xr

+oo
En posant P,(z) = ez/ t"e~ ! dt, on a donc :
xT
VneNVr €R, Pyyi(x) =2" + (n+ 1) P, ()
+o0
Comme Py(x) = e e~ 'dt = 1, une récurrence aisée montre que pour

x
tout n, P, est une fonction polynomiale a coefficients réels, de degré n et de
coefficient dominant valant 1.

3. a) Le calcul fait en 2. peut se faire pour toute puissance et la «linéarité
de lintégration sous réserve de convergence» montre que ¢(P) appartient a
R, [X] et que 'application P +— o(P) est linéaire :

¢ € L(R,[X])
b) x Si p(P) = 0, comme une exponentielle n’est jamais nulle, il reste :
+o00
Vz eR, P(t)e=tdt =0

x
En dérivant, il vient : Vo € R,—P(z)e ™ = 0, donc Vo € R,P(z) =0 et P
est le polynome nul.
Ker ¢ = {0} et ¢ est injective
* ¢ étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie n + 1, son
injectivité impose sa bijectivité, et :

Imyp = R, [X]
¢) Soit P un polynéme propre associé a la valeur propre X\. On a :
+oo

p(P) = AP, soit : Yz € R, e” P(t)e~tdt = AP(z), ou encore :
foo
Vz eR, P(t)e tdt = \.e *P(x)
xT
Par dérivation 1égitime, on en déduit :
Ve eR,P(x)e ™ = e ®(P'(z) — P(x))

ou encore :
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Ve e R AP (2) = (A—1)P(x)
Des raisons de degré montrent que si A # 1, seul convient le polynéme nul, ce
qui a été exclu par hypothese, donc la seule valeur propre possible est A = 1,
qui donne P’ =0 et P polynéme constant.
Réciproquement, on vérifie que si P est un polyndme constant, on a p(P) =
P, donc :
Spec(p) = {1} et E1)(¢) = Ro[X]

Exercice 2.8.
Soit N une matrice de M3(R) et u I’élément de £(R?) canoniquement associé.
On note I3 la matrice unité de M3(R).
1. On suppose que rg(N) =1 et N? = 0.
Montrer Pexistence d’une base (a,b,c) de R? telle que :
a ¢ Ker(u), b=u(a), c € Ker(u)
En déduire que N est semblable a la matrice Uy suivante :

0 0 0
Uy=11 0 0
0 0 0

2. On suppose que 1g(N) = 2, que N? # 0 et N3 = 0. Montrer I'existence
d’une base (a/,b,c’) de R? telle que :

a' ¢ Ker(u), b’ =u(a), ¢ =u?(d)

0 0
En déduire que N est semblable a Us = [ 1 0
0 1

0 a O
3. On consideére la matrice de M3(R) : N=|0 0 ~
0 0 O

avec «, 3,7 € R.
a) Calculer N2, N3 et en déduire que : inf{k € N, N¥ =0} =rg(N) + 1.
b) On note M = N2 — N et A= I3+ N.
i) Montrer que A est inversible et que : A=! = I3 + M.

ii) Montrer que les matrices M et N sont semblables (On pourra
raisonner en fonction du rang de N.)

iii) En déduire que les matrices A et A~! sont semblables.
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¢) En déduire que si une matrice B de M3(R) est semblable & une matrice
du type :

1 a g
0 1 ~
0 0 1

alors elle est aussi semblable & son inverse B~!.
Que pensez-vous de la réciproque 7

Solution :

1. On suppose rg(N) = 1 et N2 = 0 : ainsi u n’est pas ’'endomorphisme nul
et :
Ja € R? a ¢ Ker(u).
Soit b = u(a), on a bien b € Ker(u), puisque u?> = 0. Par le théoréme du
rang : dim(Ker(u)) = 2, il existe donc ¢ € Ker(u) tel que (b, ¢) forme une
famille libre.
Montrons que (a, b, ¢) est une famille libre de trois vecteurs de R? :
Soit A, i, v réels tels que Aa + pb + ve = 0. En appliquant «, on obtient :

Aa(a)+0+0=0, soit A =0.
Il reste : ub+ve =0, d’ou u =v =0, car (b,c) est libre.
Ainsi (a,b, c) est une base de R3 telle que : a ¢ Ker(u),b = u(a),c € Ker(u).

0

1

0

La matrice de u dans cette base (a,b,c) est : Uy =

o O O

0
0
0

2. On suppose rg(N) =2, N2 #0 et N> =0; donc :

Ja’ ¢ Ker(u?). On pose b/ = u(a'), = u?(a’).
Montrons que (a’,b’,¢’) est une famille libre de trois vecteurs de R3.
Soit A, i, v réels tels que Aa’ + ub’ + ve' = 0. Alors Mu?(a’) + 0+ 0 = 0 et
donc A = 0.
Puis: b’ +vd =0 = pu()+0=0 = pu =0, car b’ ¢ Ker(u), et enfin
v =vu?(a’) =0 = v =0 car a’ ¢ Ker(u?).
Ainsi (a/, ', ') est une base de R3 telle que : a’ ¢ Ker(u),bt' = u(a’),c =
u?(a’).

La matrice de u dans cette base (a/,b',¢') est : Uy =

O = O
— o O
o O O
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0 a
Ona:N=(0 0 ~ |,dourg(N)<2. Selon le rang de N, on obtient :
0 0 O
e 1g(N)=0 = a=03=+=0:0nabien N =0,
e 1g(N)=1 = (a=0)ou(y=0) = ay=0:0nabien N #0 et
N2 =0,

e 1g(N)=2 = N?#0et N>=0.
Dans tous les cas, on a bien : inf{k € N | N¥ =0} = rg(N) + 1
b) Onnote M = N2~ Net A=1I3+N
i) A est une matrice échelonnée donc inversible.
Ona: A(Is+M)= I3+ N)(I3+ N — N?) =13 = (I3 + M)A, d’ou :
Al =1+ M
ii)e rg(N)=0: N=M =0,
e 1g(N) =1 entraine M = N> — N = —N, donc rg(M) = rg(N) = 1,
et M?=(N2—-N)2=0.

On en déduit grace a la question 1 que M et N sont toutes deux semblables
a U;.

iii) rg(IN) = 2 entraine que la matrice N est semblable & U, d’ou
0 0 O

M = N? — N est semblable A U —Us = [ =1 0 0 |, donc rg(M) = 2.
1 -1 0

On en déduit grace a la question 2 que M et N sont toutes deux semblables
a Us.

Dans tous les cas, les matrices M et N sont donc semblables et il existe
P € GL3(R) telle que N = P! M P.

OnaA=L+N=IL+PMP=P Y M+I)P=PtA7P
Les matrices A et A~! sont donc semblables.

est semblable & A~1.

O = Q
== @

1
5. On a montré que toute matrice A = | 0
0
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La matrice B est semblable & A. Il existe donc Q telle que B = Q1 AQ, d’olt
A1 =Q 7 'B7'Q et A" est semblable & B~!, d’ou le résultat demandé par
transitivité.

Soit B = —I3;onaalors : B~! = B = —I; et pourtant B n’est pas semblable
a une matrice de la forme souhaitée.

Exercice 2.9.

Soit n un entier tel que n > 2. Dans tout l’exercice, on confondra vecteur
de R™ et matrice colonne canoniquement associée. On considere £ = R” =
M., 1(R), muni de son produit scalaire canonique ( , ). On note || || la norme
euclidienne associée.

Soit a,b deux vecteurs de FE de norme 1 orthogonaux. On définit un endo-
morphisme u de E par :

pour tout z € E,u(z) = (a,z)b — (b, z)a
Soit A la matrice canoniquement associée a u.
1. a) Déterminer Ker u. Déterminer la dimension de Imu ainsi qu’une base
de cet espace.

b) Montrer que E = Ker u®Imu et que les sous-espaces Ker u et Im u sont
orthogonaux.

2. Montrer que pour tout (z,y) € E?
<’LL($)7 y) = —<$, u(y)>

3. Déterminer les valeurs propres (réelles) de w. L’endomorphisme u est-il
diagonalisable ?

4. Montrer que ’endomorphisme u o u est symétrique.

En déduire que si A est une valeur propre complexe non réelle de la matrice
A, alors A = ia, avec o € R, ol 4 désigne le nombre complexe de module 1
et d’argument 7 /2.

Solution :

1. a) On a = € Ker(u) si et seulement si (a,x)b = (b, z)a. Or la famille (a,b)
est libre ; donc ceci impose (b, z) = (a,2) = 0 et x € Vect(a,b)*.

La réciproque est immédiate.

Ainsi Ker(u) = Vect(a,b)*, qui est de dimension 2.

Comme pour tout z, u(z) = (a,z)b— (b, z)a, on a Imu C Vect(a, b) et comme
u est de rang 2, il vient
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Im(u) = Ker(u)*.
b) Par le cours et la question précédente, on a Ker(u) @+ Im(u) = E.

2. 11 suffit d’écrire :

D’ou :

Va,y, (u(@),y) = —(z,u(y))
Matriciellement ceci se traduit par le fait que A est une matrice anti-
symétrique.

3. Si A est une valeur propre (nécessairement réelle) de u, il existe x # 0 tel
que u(x) = A\z. Ainsi :

Alz|? = Az, z) = (u(z), 2) = —(2,u(z)) = —A||z]|?
Donc A = 0. Comme le noyau de u est de dimension 2, 0 est effectivement
valeur propre de u.

4. On vérifie aisément que u? est symétrique, car le carré d’une matrice
antisymétrique est symétrique.

Ainsi, si A\ est une valeur propre complexe non réelle de A, alors A% est une
valeur propre de A2, donc est un réel.

Plus précisément, A\ est un imaginaire pur, car si A = a + b,b # 0, alors
A2 = a? — b? 4 2iab et ce nombre n’est réel que si a = 0.

Exercice 2.10.

Soit E un K-espace vectoriel ot K = R ou C. On considére deux projecteurs p
et g de FE différents de 'identité Idg et de I'application nulle ; on suppose en
outre que p et ¢ commutent et que leur somme f n’est pas égale a 'identité.

1. Montrer que p o q est un projecteur de E et calculer f2 — 3f2 4+ 2f. En
déduire les valeurs propres possibles de f.
On note Spec(f) 'ensemble des valeurs propres de f.
2. a) Montrer que 0 € Spec(f) si et seulement si KerpNKerq # {0g}.

b) Montrer que 2 € Spec(f) si et seulement si Imp NImgq # {0g}.

c¢) Montrer que Ker f @ Ker(f — Idg) @ Ker(f — 2Idg) = E.
3. En déduire que [2 ¢ Spec(f) ou 0 ¢ Spec(f)] entraine que 1 € Spec(f) et
Spec(f) # {1}.
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Solution :

1. On a par commutativité : (pog)o(pogq) =popogog=pogq.
Par la formule du binéme (valide puisque p et ¢ commutent), il vient en
notant la composition par simple juxtaposition :

f2=p>+3p*q+3qp* + ¢* =p +6pg + q;

f2=p*+2pg+¢* =p+2pq +q.

2=3f2+2f=0

Aussi les valeurs propres possibles de f sont parmi les zéros de X3 —3X2+2X,
donc dans 'ensemble {0, 1, 2}.

2. a) On a 0 € Sp(f) si et seulement si il existe z # 0 tel que f(x)
p(z) + g(z) = 0. Comme f?(z) = 0, il vient p(z) + 2(p o ¢)(x) + ¢(z) =
donc (poq)(z) = 0.

0,
En appliquant p & la relation p(z) + ¢(z) = 0, on obtient p(x) = 0 et donc
¢(z) = 0. Donc Ker p N Ker ¢ # {0}.
La réciproque est évidente.
b) On a 2 € Sp(f) si et seulement si il existe = # 0 tel que
f(x) =p(x) + q(z) = 2z.

On a alors f?(z) = 4z = 22 +2(poq)(z). Donc (poq)(x) = 2. Donc x € Imp
et comme p et ¢ jouent le méme role, on a également x € Img.

Réciproquement, si x € ImpNImg, on a p(x) = q(z) = = donc f(x) = 2z.
¢) On sait déja que Ker f, Ker(f — Id) et Ker(f — 2Id) sont en somme
directe (quitte & ce que certains parmi ces sous-espaces soient réduits & {0}).

Soit u € E, si on peut écrire u = 2+ y + z, avec x € Ker f, y € Ker(f — Id)
et z € Ker(f — 2Id), alors :

U=r+y+=z
{f(U)=y+2z
fPu) =y +4z

et donc :

v=u—3f(u)+ 312 u)

y=2f(u) — f*(u)
p=—2f(w) + 12w
On vérifie alors que ces vecteurs sont bien tels que : z € Kerf, y €

Ker(f — Id), et z € Ker(f — 2Id), ce qui prouve que la somme des trois
noyaux précédents est E.
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3. Supposons que 2 ¢ Sp(f).

e Sil¢ Sp(f),alors E = Ker f et f=0. Donc p=—¢q ce qui entraine que
pP=p=-pg=—qp=q*=q;doncp=qet 0=p+q=2pdoip=0.
Finalement si 2 ¢ Sp(f) alors 1 € Sp(f). La démonstration est identique si
Pon suppose que 0 ¢ Sp(f).

Pour terminer, si Sp(f) = {1}, comme f est diagonalisable, il vient f = Id,
ce qui contredit I’hypothese f # Id.

Finalement Sp(f) # {1}.

Exercice 2.11.

Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.
Soit &€ T'ensemble des fonctions f continues telles que [f(INV)]?> admet une
espérance.

1. Montrer que, pour tout (f,g) € &2, la variable f(N)g(N) admet une
espérance, que l'on note (f, g) dans la suite de Pexercice.

2. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de C(R,R) contenant R[X].
3. Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur €.

4. Calculer, pour tout entier naturel n, la valeur de l'intégrale

+oo 22 d
I, = / oo~ 42
o T

(On pourra séparer les cas n pair et n impair.)
5. Soit (Px)o<k<n la base orthonormale de R, [X] (pour le produit scalaire
(', )) obtenue par le procédé de Schmidt & partir de la base canonique.

a) Calculer Py et P,

b) Montrer que pour tout entier k tel que n > k > 1, il existe un triplet de
réels (ag, b, cr) tel que

X.P, = ap Py + b0 P + ¢ Pe—1

Solution :

1. Pour tout A > 0,B < 0 et (f,g) € €2, on a par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

A 2 A 22 22
/ f(@)g(z)eF de = / (f@)eT) (g(a)e™T) dx
B

B
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A 2 A 22 o
< \// (f(a:)ef%)zdx/ (9(z)e™ ) da

B
\/ A z? A z2
< f2(x)e™ dz/ g% (x)e” 2 dx
B B
Quand B tend vers —oo et A vers 400, le membre de droite a une limite car
(f,g) € €%, donc le membre de gauche aussi et f(N)g(N) a une espérance.

D’ou le résultat.

2. Le sous-ensemble € est un sous-ensemble non-vide de C°(R, R).
Pour tout (A, ) € R? et tout (f,g) € £2, on a par linéarité de I'espérance,
toutes les convergences étant acquises :

E((Af(N) + ng(N))?) = N2 E(f(N)?) + 22u(f, g) + 1* E(9(N)?)
Enfin, les fonctions polynomiales sont dans £ car le produit d’une fonction

2

polynomiale P par x — exp ( — %) est continue et intégrable sur R.

En effet, au voisinage de 400 ou de —oo :
2

M

P(x)ef% = o(x72), car liEItl acQP(x)e*% =0.

3. % (, ) est clairement symétrique.

* (, ) est bilinéaire en vertu de la linéarité de espérance.
—+oo

Vresl = [ L@t

Donc (f, f) est positive comme intégrale d’une fonction positive et (f, f) =0
si, et seulement si f =0 (en utilisant la continuité de I'intégrant).

4. Par intégration par parties, on trouve, pour tout entier n > 2 :

1 227 =400 +oo 22 d
I, = —\/—27_33”_1677}_)_00 —I—/ (n—1)z" 2% 7 \/%r =n-1)1—2

Or Iy =1 et Iy = 0. D’ou, pour tout entier naturel n,

!
Ions1 =0, =(2n—1)2n—3)...1= (2[‘)'
2"n!
5. a) Py est la normalisation du polynéme constant 1. D’ou :
1
Py = To 1

D’apres le procédé de Schmidt, on a :
X — (X, )Py X

P = _ _
YT UX — (X, PPy, X — (X, P))Py)  I—2I? + I 1,
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b) Pour tout entier k tel que 1 < k < n, le polynéme X P, (X) appartient
a Rpp1[X] = Vect(P;, i <k+1).
On a donc :
k+1
i=0
avec o; = (X. Py, B;).
On remarque alors que (X.Py, P;) = (Py, X.P;).
Cette derniere expression montre que a; = 0sii < k—2 car P, € (Rk,l [X]) +

D’ou le résultat final.

Exercice 2.12.
Soit n un entier tel que n > 2.
On note R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.
On définit une application ® sur R, [X] par :
pour tout P de R,[X], ®(P) = P" — 2XP’

ou P’ et P” désignent respectivement les dérivées premiere et seconde de P.

1. Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer les valeurs propres de ®. L’endomorphisme & est-il diagonal-
isable ?

3. a) Montrer que pour tout p € [0, n], il existe un unique polynéme unitaire
H, de R, [X] tel que ®(H,) = —2pH,,.

b) Déterminer le degré de H), ainsi que les coefficients des termes de degré
p—1etp—2de Hp.

4. Soit p # g deux entiers de [0, n]. Montrer que 'intégrale

+oo
H,(t)H, (t)e " dt

est convergente et calculer sa valeur.

Solution :

1. La dérivation étant linéaire, ’application ® est linéaire. De plus, pour tout
k>2 &(X*) =k(k—1)X*2-2kX* et ®(1) = 0,®(X) = —2X entrainent
que ® est un endomorphisme de R,,[X].
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2. La matrice associée & ® dans la base canonique de R,,[X] est

0 O 2 0L 0

o -2 0 ... ... 0

SRR .
A= . . .

0 o oonn-=1)

0 0

o o ... ... 0 —2n

C’est une matrice triangulaire supérieure.

Ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale et Sp(A4) = {0, -2, —4,..., —2n}.
La matrice A admet (n+ 1) valeurs propres, et R,,[X] est de dimension n+ 1.
L’endomorphisme ® est donc diagonalisable.

3. a) L’ endomorphisme ® admet —2p comme valeur propre et le sous-espace
propre associé est de dimension 1. Il existe donc un unique polynéme (unitaire
apres normalisation) H,, tel que ®(H,) = —2pH,,.

b) La considération du terme de plus haut degré montre que si ®(H,) =
—2pH,, alors P est de degré exactement p.

p—1
On écrit alors Hy(X) = XP + 3 apX*, puis ®(H,) = —2pH, donne, en
k=0
égalant les coefficients des deux membres de cette égalité :
{ —2(p—1)ap—1 = —2pa,_1
—2(p = 2)ap-2 +p(p - 1) = —2pa, 2

Donc ap—1 = 50,ap—2 = 7%'

+oo
4. On sait (ou on vérifie aisément) que (P, Q) — / P(t)Q(t)e*tzdt est un

produit scalaire sur R,,[X].

+oo g
Ona: (B(P),Q) = / (P"(t) — 2P (£)Q(t)e—""dt, soit

70—:00 R +oo R
(®(P),Q) = /_ P'(t)Q(t)et dt — 3 P'(#)Q(t)2te™t dt

En intégrant par parties, directement avec les bornes infinies :

Foo 2 24400 oo 2
P"(H)Q(t)e" dt = [P'()Q(t)e™" }_Oo—/_ PI(t)(Q'(t)—2tQ(t))e™" dt

— 00
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et, en remplaant, on obtient :
“+ o0

(®(P),Q) = P()Q (t)e " dt

— 00
Sous cette forme la symétrie est claire et (®(P), Q) = (®(Q), P).
Ainsi, ® est un endomorphisme symétrique et les sous-espaces propres sont
orthogonaux. L’intégrale demandée est donc nulle.

Exercice 2.13.

Soit m un entier naturel non nul et Q un polynéme a coefficients réels de
degré d < n. On définit 'application suivante :

. {Rn[X] —  Ry[X]

' P — (PQ)™
ol (PQ)(") indique que l’on prend la dérivée n®™ du produit de P par Q.
1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme @ pour que
¢ soit un automorphisme de R,,[X].

3. Montrer que la matrice de ¢ dans la base canonique de R,[X] est
triangulaire supérieure. Que dire de plus dans le cas particulier ou d < n?

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme @ pour
que ¢ soit diagonalisable.

Solution :
1. L’application ¢ est bien & valeurs dans R,[X] car pour tout P € R, [X],
on a : deg(PQ) < n+d et deg(PQ)™) <n+d—n=d<n.
L’application ¢ est linéaire car la dérivation et ’application P — PQ sont
linéaires.
Donc ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminons le noyau de ¢ :

P € Kerp <= (PQ)™ =0 <= deg(PQ) < n <= deg(P) <n—d
Le noyau de ¢ est donc réduit au sous-espace nul si, et seulement si, d = n.

Par conséquent, ’endomorphisme ¢ est injectif (et donc bijectif car R, [X]
est de dimension finie) si, et seulement si d = n.
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3. Soit k € [0,n]. Le polynéme p(XF¥) est de degré inférieur & k, et méme
strictement inférieur a k si d < m. Donc la matrice de ¢ est triangulaire
supérieure.

4. Comme la matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire, on lit ses
valeurs propres sur la diagonale.

e Sid < n,on avuala question précédente que les éléments diagonaux
(donc les valeurs propres) de la matrice de ¢ dans la base canonique sont
nuls. ’endomorphisme ¢ est alors diagonalisable si, et seulement si, c’est
I’endomorphisme nul, soit @ = 0.

e Si d = n, calculons les coefficients diagonaux de la matrice de ¢ dans la
base canonique. Si on note a,, le coefficient du monéme dominant de @, les

(n+k)

[
—— pour k € [0,n]. Comme ces coefficients

sont tous différents, la matrice est diagonalisable.

coeflicients diagonaux sont a,,

En conclusion, ¢ est diagonalisable si, et seulement si Q =0 ou d = n.

Exercice 2.14.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On consideére trois endomor-
phismes de E, notés f, g et h tels que :

hof—foh = 2f
hog—goh = —2g
fog—gof h
On suppose de plus que si F' est un sous-espace vectoriel de E qui est stable
a la fois par f, g et h, alors F' = {0} ou F = E.

Soit A une valeur propre de h.
1. Soit & un vecteur propre de h associé a la valeur propre A. Montrer que :

h(f(z)) = (A +2)f(2).
2. Montrer qu’il existe un vecteur non-nul zg et A\g un réel tels que

{ h(zo) = Aozo
f(zo) =0

3. On définit la famille de vecteurs (zx)g<n—1 par le vecteur zy trouvé a la
question précédente et la relation de récurrence :
Vk € [0,n — 2], xk41 = g(xk)

Montrer que, pour tout k € [0,n — 1] :
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h(l‘k) = ()\0 — 2k)$k

9(xk) = Tyt

(k) = k(Ao — Kk + 1)zg—1
en posant x_; = 0.

4. Montrer que la famille (zg)g<n—1 est une base de E.

Solution :

1. Comme h(z) = Az, la premiere propriété donne :

h(f(x)) = 2f(z) + f(h(z)) = 2f(2) + f(Ax) = (2+ A) f(2)
D’ou le résultat.
2. Soit A¢ la plus grande valeur propre (qui existe car on a supposé qu’il
en existe au moins une) de h et xg un vecteur propre associé a cette valeur
propre.
Si f(xo) est non nul, alors, d’apres la question précédente, A\g + 2 est une
valeur propre de h, ce qui est impossible car on a choisi A\g maximale. D’ou :

f(l‘o) =0.
3. Procédons par récurrence. Définissons, pour tout k € N, la proposition :
P : (<h(£l:k) = ()\0 - 2k).’£k, f(:ck) = k()\o —k—+ 1)56]6,1 »

o Les relations sont vérifiées pour k = 0, d’apres la question précédente. D’ou
Py est vraie.

e Soit k£ € N ; supposons la propriété Py vérifiée. Alors :
h(zp41) = hog(zk)
= goh(xg) — 2g(xy) (d’apres la deuxieme relation)
= (Ao — 2k)xk4+1 — 2241 (hypothese de récurrence)
=(Xo—2(k+1)zr+1
f(xrs1) = foglan)
=go f(zr) + h(z) (d’apres la troisieme relation)
=k(Xo — k+ Dag + (Mo — 2k)zy, (hypothese de récurrence)
= (k+1)(Xo — k)zy
D’olt Pg41 est vraie.

On obtient le résultat demandé par le principe de récurrence.

4. Soit d l'indice du premier terme nul de la suite (x)ren. Les vecteurs xy,
sont donc non-nuls pour k£ < d et nuls pour k > d.
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e D’apres la question précédente et la définition de la suite (x)gen, Uespace
vectoriel Vect(xy)ren est stable a la fois par f, g et h : d’apres 1’énoncé, il
est égal & E (il ne peut étre réduit a {0} car z¢ # 0). La famille (xy)k<a—1
est génératrice de F, car les termes d’indices plus grand que d sont nuls.

o De plus, la famille de vecteurs non nuls (xy)k<4—1 est constituée de vecteurs
propres de h associés & des valeurs propres distinctes (d’apres la question
précédente) : elle est donc libre.

En conclusion, la famille (2)r<q—1 est donc une base de E, et en particulier
d = n car la dimension d’un espace vectoriel est égale au cardinal de ses
bases.

Exercice 2.15.
Soit E = C2([0,1],R). On considére les deux parties de E :

V={f€E, f(0)=f(1)=0}et W={f€E,f"=f}

ou f et f désignent les dérivées premiere et seconde de f.

1. On admet qu’une base de W est donnée par (z — e,z — e~ %).
Montrer que V' et W sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit ¢ : E? — R définie par : )
o(.9) = [ 11090+ £/ (0] e
2. Montrer que ¢ est un produ?t scalaire sur F.
3. Montrer que V' et W sont supplémentaires orthogonaux dans F.
4. Soit U = {f € B, f(0) = f(1) = £'(0) = f'(1) = 0}.
a) Montrer que U n’est pas réduit a la fonction nulle.

b) Montrer que si f € U alors

(/0 f(t)dt) —/0 f2(t)dt§/0 F) () dt

5. On se place dans l'espace euclidien (R3[X],¢) et on note ||.| la norme
associée.

a) Déterminer une base de VP = {P € R3[X], P(0) = P(1) = 0}.
b) Montrer l'existence du réel a = Ainf]R X3 — A+ wX2+ (A —-1)X|.
SHE

¢) Montrer que « > 0.
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Solution :
1. @ V est un sous-espace vectoriel de E, car non vide (contient f = 0) et
stable par combinaison linéaire,

o W = Vect(z — e*,x — e %) est également un sous-espace vectoriel de F,
puisque ces deux fonctions sont bien de classe C2.

f(z) = ae® + Be" a+B3=0
Clevow = {(ﬂMfﬂ)O :>{a@+ﬂmo

e Soit f € E. On cherche deux fonctions v € V et w: x +— Ae® + pue ™ € W
telles que : Vo € [0,1], f(x) = v(x) + w(z). On a alors :

{f(x)=v(x)+Ae””+ue‘”” . {f(0)=A+u

v(0) =v(1) =0 f(1) = Ae+pfe
_ ef(1) = £(0)
e’ —1
- u:eﬂD—¥ﬂ®
e —1
Ainsi w(z) = Xe® 4+ pe™™ est bien déterminée, on pose alors : v(xz) =

f(z) — w(z) qui, par construction est bien dans V.

2. Soit p : B2 — R, (f,9) '—>/ g(t) + f'(t)g'(t)) dt

@ est un produit scalaire sur F, car c’est clairement une forme symétrique,
bilinéaire ( linéarité des opérations de dérivation et d’intégration), positive
(positivité de l'intégrale) et définie (I'intégrale d’une fonction positive et
continue est nulle si et seulement si cette fonction est nulle).

3. On sait déja que V' et W sont supplémentaires dans F.
Soit alors feVetgeW,

1 1
/ 1 _ " d — O . d
/ frt [F)g' (D)o /0 f(t)g" (t)dt /0 f(t)g(t)dt
car f(0 1)=0et g=g". Dol :
/ f)g(t) dt+ / f'(®)g'(t)dt =0 et V et W sont orthogonaux.

4. a) U n’est pas réduit a la fonction nulle car il contient par exemple la
fonction z — cos(2mx) — 1.

b) Soit f € U. On a :
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1
12 // //
| w1 /ff /ff
d’ou : . . . .
:/ﬁ@w—/ﬁmwzlﬁwa+AﬂWWMt

On a ¢(f,1) /f2 )dt et p(1,1) =1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz : (¢(f,1))? < ¢(f, f)¢(1,1) donne alors :

Qﬁ@ﬁ /F ﬁ+/ff”

5. L’espace (R3[X], ¢) est un espace euclidien de dimension 4.

a) P appartient & V P si et seulement si P est de degré inférieur ou égal a
3, admet 0 et 1 pour racines, donc est de la forme
X(1-X)(aX +b)
ainsi :
VP = Vect(X(1 - X),X?(1 - X))

b) La fonction g : R? — R, (A, p) = |[uX3 — (A + ) X2 + (A — 1) X|| est
minorée par 0, donc « existe. De plus c’est la racine carrée d’une fonction
polynomiale, elle est donc continue sur R2, donc elle atteint sa borne inférieure
a et il existe (\, p) € R? tels que a = g(\, u).

¢)Ona:
_ 2 3 y2y_ — gl =
o= A’1PIL1€fR||)\(X X))+ pu(X°® - X?) - X|| Plen‘ﬁp [|P —z|| =d(z,VP).

Le théoreme de la projection orthogonale assure que a = ||py p(z) — ||, ou
pvp(z) est le projeté orthogonal du polynéme X sur le sous-espace vectoriel
VP. Comme z ¢ VP, x # pyp(x), don

d(z,VP)=a>0.

Exercice 2.16.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et f un endomorphisme
de E.
1. On suppose dans cette question que rg(f) = rg(f?) =r.
a) Montrer que Ker f = Ker f? et que E = Ker f @ Im f.

b) Réciproquement, on suppose que F = Ker f @ Im f.
Montrer que rg(f) = rg(f?).
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2. On suppose dans cette question que r = 1. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit diagonalisable.
3. On suppose désormais que rg(f) = r,rg(f?) = p, avec r # p.

a) Montrer que p <7 — 1.

b) Exprimer dim(Ker f N Im f) en fonction de r et p.

4. a) Montrer qu'il existe un entier & tel que rg(f*) = rg(f*+1).
b) Montrer qu'on a alors E = Ker(f*) @ Im(f*).

Solution :

1. a) Comme 1g f = rgf?, on a dimKer f = dimKer f? et comme on a
toujours Ker f C Ker 2, il vient immédiatement que Ker f = Ker f2.
Soit 2z € Ker f NIm f. Alors f(z) = 0 et # = f(y). Donc f2(y) = 0 ce
qui entraine que f(y) = z = 0. On termine avec le théoréeme du rang pour
conclure que £ = Ker f & Im f.

b) Réciproquement, soit z € Ker f2. Alors f?(z) = f(f(x)) = 0. Donc
f(x) € Imf NKer f = {0}. Donc z € Ker f. Ainsi Ker f? = Ker f et on
conclut par le théoreme du rang.

2. Un endomorphisme de rang 1 est diagonalisable si et seulement il admet
une valeur propre non nulle. En effet :
rgf=1 = 0€Sp(f) et dimEy = (n — 1). Donc :

e si Sp(f) = {0}, alors f non diagonalisable, sauf si f est ’endomorphisme
nul, qui n’est pas de rang 1.

e Si Sp(f) # {0}, f admet une autre valeur propre A # 0 et dim E) = 1
(puisque dim Ey = (n — 1)). Donc f est diagonalisable.

3. a) Soit g : Im f — Im f? définie par, pour tout = € Im f,g(z) = f(x).
L’application g est linéaire de Im f vers Im f2, surjective et le théoreme du
rang montre que :
rg f =rg f2 +dimKerg
Or Kerg = Ker f N1Im f et rg f # rg f2, donne Ker g = Ker f N Im f # {0}.
Donc p <r —1.
b) Par le théoréme du rang, dim(Ker f NIm f) = r — p.

4. Regardons la famille de sous-espaces vectoriels (Ker f¥);>;. C'est une
famille croissante pour I'inclusion. La suite des entiers naturels (dim Ker f*)j>1
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est donc croissante, majorée par la dimension de E. Elle est donc station-
naire : il existe k tel que dimKer f* = dimKer f**1. Comme Ker f* C
Ker f*+1. On a Ker f¥ = Ker f*+1.

Montrons que Ker f* = Ker f*+2.
En effet, soit z € Ker f¥+2; alors f(x) € Ker f**! et donc f(x) € Ker f*¥,
donc z € Ker f**! = Ker f*.

Par une récurrence immédiate, pour tout p > 1, Ker f* = Ker f**P. Par
le théoréme du rang, on obtient également que pour tout p > 1, Im f* =
Im f**P_ par inclusion évidente et égalité des dimensions.

Montrons que Ker f* N Im f* = {0}.

En effet, soit # € Ker f* N Im f*; alors f*(z) = 0 et = = f*(y). Donc
F?5(y) = 0 et Ker f2* = Ker f* entraine x = f*(y) = 0.

Ker f* et Im f* sont donc en somme directe et comme les dimensions sont
ad hoc ces deux sous-espaces de E sont supplémentaires.

Exercice 2.17.

Soit (E,( , )) un espace euclidien.

1. a) Soit v un vecteur non nul de E. Montrer que application ¢, : z — (v, z)
est une application linéaire de E vers R ; préciser son noyau.

b) Réciproquement, montrer que, pour toute application linéaire ¢ non
identiquement nulle de E vers R, il existe un unique vecteur non nul v € F
tel que ¢ = ,.

2. Soit ¢ une application linéaire non nulle de E vers R, u un vecteur non
nul de H = Ker g, et f € L(F) défini par :
fl@)=z+o@)u ()

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f, et étudier

si f est diagonalisable.

b) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est de la

1 0 0
forme A= 1 )

0 O 0

0 0 1

Peut-on choisir une telle base orthonormée ?

c) Justifier que f est inversible et déterminer son inverse. Montrer que f~!
peut étre définie par une formule analogue & ().
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Solution :
1. a) Par la bilinéarité du produit sacalaire, Papplication 1, est clairement
linéaire. De plus son noyau est 'hyperplan H = v = [Vect(v)]*.

b) Soit (€;)ic[1,n] une base orthonormée de E.

n
* Pour z = > x;e; quelconque et ¢ € L(E,R), on a p(z) = > x;p(e;) et
i=1 i=1

n
donc si on pose v = > p(e;).e;, on a (x) = (v,x) = P, (x), soit ¢ = h,.
i=1

* Soit v1,v2 € F, 811, = 1y,, on a pour tout vecteur x de E, (v1,x) = (va, x),
donc (v — vg,2) = 0 et pour x = vy — vy il reste [Jv; — va]|> = 0 et vy = vy.

On a ainsi prouvé l'existence et 1'unicité.
2.a) On a f(z) = Az si et seulement si p(z)u= (A —1)z, dou:
e )\ =1 entraine que ¢(x) =0, soit x € H = Kerp;

e )\ # 1 entraine que x € Vect(u) C H ce qui est exclu. Ainsi Sp(f) = {1},
et Ker(f — Id) = H, donc f n’est pas diagonalisable.

b) Il existe v tel que ¢ = ¥, et v L u; soit (u;) une base de F telle que

up = v, ug = u et (ug,...,u,) base de H. On a :
1 0 - 0
1]
en prenant e; = v/|[v||, e2 = wu/||u|| complété en (es,...,e,) base or-

thonormée de H (i.e. (e;) base orthonormée adaptée & E = H+ @ H), on
a donc :
1 0 --- 0
o]l {lull
M(e7)(f) =A= 0 I, 1

qui est de la forme voulue.
¢) La matrice A est inversible car triangulaire avec des 1 sur sa diagonale.
Pour déterminer son inverse, comme (v,u) =0, on a :
[y=z+ (v,x)u = (v,y) = (v,2)] = [y:x+ v,y usr=y— <v,y>u]
soit :
i) =y —()u=y+v-y)u
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