1
ANALYSE

Exercice 1.1.
1. On considere lapplication f de R dans R et I’application g de R™ dans R
définies par :

fx)=e"In(l +e*) et g(z) = H% —In(1+x)

a) Déterminer le signe de g(x), selon les valeurs de x.
b) Etudier les variations de la fonction f.

c¢) Déterminer les fonctions ¢ définies et dérivables sur R qui vérifient la
relation :

Vo € R, (@) + o) =

2. On consideére la suite (up,)nen définie par :
ugp = a € R et la relation : Vn > 0,u,1 = f(uy)

a) Montrer qu’il existe un unique réel a tel que f(a) = a, et vérifier que
« appartient a l'intervalle 10, 1[.

b) Montrer que pour tout > 0, on a: —In2 < f'(z) <0.
¢) Montrer que la suite (u,)nen converge vers a.
3. Soit X une variable aléatoire a densité, dont une densité h est définie par :
Vo e R, h(z) = Xe *ln(1 4 el*))

a) Quelle est la valeur du réel \?
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b) Montrer que X admet des moments de tous ordres et donner la valeur
de son espérance.

Solution :

1. a) g est dérivable sur R™ et pour z > 0 :

/ _ 1 o 1 _ x
g(x)_(1+$)2 14+z (1+$)

La fonction g est donc strictement décroissante sur RT et comme g(0) =0 :
Vz>0,g(x)<0
b) La fonction f est dérivable sur R, et :

f()=—e"In(1+e%)+e x . j_xez =e Txg(e”) <0

* Au voisinage de —oo, on a In(1 + e*) ~ e*, donc f(z) ~ e %e* = 1.

5 <0

* Au voisinage de +oo, on écrit In(l +e*) = z + In(l + e %) ~ z et
f(z) ~ z.e7®, ce qui donne (limite classique) ligl f(z)=0.
r—1T00

D’ou :

—00 0 +00
LN m2 N 0
¢)x On a f'(z) + f(z) =

%, donc f est une solution.
1+e

* Les solutions de ’équation différentielle 4" + y = 0 sont les fonctions
r — K.e7" ou K est une constante réelle quelconque, donc les solutions

du probleme posé sont les fonctions :
prx— fl)+ Ke*, KeR

2. a) La fonction f est strictement décroissante sur R d’image 0, 1].
Donc x — f(x) — x est strictement décroissante sur R, et comme f(0) — 0 =
In2>0et f(1)—1=e1In(l+e) —1<0 (car In(1 +e) < e), on en déduit
que f(z) = x admet une solution et une seule « telle que 0 < o < 1.

b) On a f'(x) <0 et comme f(z) <In2,ona: f'(z) =—f(x)+ l—i}ex >

—1In2, donc :
Ve >0;—In2< f'(z) <0
c¢) La suite (uy,)n>1 est & valeurs dans |0, 1] et 'inégalité des accroissements

finis donne donc :
vn 2 17 ‘un+1 - al = |f(un) - f(a)| S 1n2‘un - Oél
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On en déduit que Vn > 1, |u, —al < (In2)""u; —al et comme 0 < In2 < 1:

lim u, =«
n—oo

3. a) Soit A >0 ﬁxe quelconque. On peut écrire :
h(z)dx = )\ Ydr =\ —
[ rrae = [ swyde<n [ [ - pe) e

:)\/0

=2AIn2 - f(4) — 2AIn2

——+00

A

1~ fl(@)]de=A[—In(1+e") — f(a:)}o

+o00o +oo
Donc l'intégrale / h(x) dx converge, et par parité 'intégrale / h(z) dx
0 —00
est aussi convergente et vaut 4\In2. Comme h est continue et positive, on
conclut :
h est une densité <= \ = ﬁ
xk+3€fx

b) On a 2%.2%h(z) — 0, donc z¥h(z) est négligeable de-

(+r:0) 42 otoo

+oo
vant £~2 au voisinage de +00, ce qui assure la convergence de / 2Fh(z) dw.
0

On procede de méme sur R, ou on utilise la parité de h, et donc :

pour tout k de N, E(X*) existe (et est nulle pour & impair).

Exercice 1.2.

1. a) Pour x €]0, +00[ et pour n > 1, on considére la série de terme général :

Montrer que cette série converge pour z > 0 (on pourra utiliser les sommes
partielles d’indices pairs et celles d’indices impairs)

On pose, pour = > 1,

_ +o00 n ( )k 1 n ;L
s(x) = 3 un(x),((2) = Z sn(x) = Z Gnl2) = 2 55
n=1 k=1 k=1

b) Déterminer une relation entre so,(x), (2, () et Cn(ac)

¢) En déduire que s(z) = (1 — 296171)((35).
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2. Soit (z,70) €]0, +o0[>.
—+o00 (71)/6‘7]\7

a) Montrer que pour tout N > 1, > > 0, et en déduire que

k=N
pour tout n > 1, |s(x) — s, (z)| < m
b) Montrer que : |s(z) — s(zg)| < ﬁ + [8n(x) — sp(x0)| + m
¢) En déduire que s est continue au point zg.
d) Déterminer lim+ ¢(x).
r—1
Solution :
1. a) Soit s, (x) = > ug(x). On a :
e
san+2(2) — S2n () = Uzp41(2) + u2ny2(2) = on i 07 " @n —1k 2~ 0
Son+1(2) — S2n—1(2) = U2p (x) + Uzpi1(z) = — (2711)96 + (2n}r g <0

Son+1(x) — Son(x) = Uzpn41(x) njc;o

Ceci prouve que les suites (s2,,) et (s2,41) sont adjacentes, donc convergentes
de méme limite. Par exhaustion on en déduit que la suite (s,) converge.

2n w _“*1¥ B n 1
son(2) = kgl PR hgo (2 +1)* hgl (2h)*

¢) En passant a la limite lorsque n tend vers Uinfini, on obtient donc :

s(2) = (1= =r)¢(a)

SN I > = Ay U NS I S S WS S
Py R N* (N +1)" (N+2)" (N+3)° -
On écrit alors : 1 b (1)
o] —1)k— n 00 —1)k—(n
s(2) —sale) = 5 ERT — (o o
k=n-+1 k k=n+1 k

et donc le résultat précédent donne :
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00 _1)k—(n+1) 1 00 (_l)k—(n+1)
s@) —sa() = 3 EHm o Ly 5 BT
k=n-+1 k (n + 1) k=n+42 k
ou encore, pour exploiter toujours la positivité précédente :
00 _1\k—(n+2)
s(0) = sn@) =~ - 5 G L
(n+1)* e k (n+1)

b) Comme s(z) — s(xg) = s(z) — $p(x) + sn(x) — sp(T0) + $n(T0) — s(x0),
I’inégalité triangulaire donne :

|s(2) = s(zo)| < [s(x) = sn(2)] + [8n(2) = sn(20)| + |sn(20) — s(z0)]

< e T @ s+
c¢) Soit ¢y > 0 fixé et x > 0. Supposons que z > %xo, et soit € > 0
quelconque.
On peut trouver ng tel que m < % et on a a fortiori m <
%, m < %, donc :

[5(2) = 5(20)| < % + [0y (2) = 50, (20)|

Or la fonction z — s,,(x) est continue (somme finie de fonctions continues)
et il existe o > 0 tel que |2 — 29| < @ = |8, (T) — Sno(20)| < %
Par conséquent, en oubliant le réle intermédiaire de ng :
|z — x| <a = |s(x) — s(xo)| < e
Ce qui montre que s est continue au point zq.

d) On a : s(z) = (1 — 1 )¢(2) et 11_>m1 s(x) = s(1) (on peut d’ailleurs

21—1
démontrer que s(1) = In2 mais le résultat 2. a) suffit pour affirmer que
s(1) > 0).
Comme CElin{h (1 — 21—171) =0 (et 1— 211,1 > 0), il vient :

i o) = 420

Exercice 1.3.

dx )
2+ 22

—+o0
1. Montrer la convergence puis faire le calcul de /
0

2. A I'aide du changement de variable = tant, t € ]0,7/2[, dont on justifiera
la validité, montrer que :
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e’} /2
/+ dx :// di
0o 2+2? o 1+cos’t

3. Soit f :[0,7/2] — R, une application de classe C*.
Montrer que :

/2
I t) cos(At)dt = 0
A;rfw/o F(t) cos(Xt)

T/ cos(2nt)
4. On pose, pour tout n de N : [,, = / el
o l+4cos™t

a) Calculer Ij.

b) Déterminer lim I,,.
n—-+o0o

¢) On rappelle que : V(a,b) € R?, cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a) cos(b)
Déterminer une relation de récurrence entre I,,41, I,,—1 et I,,.

d) En déduire I'expression de I,, en fonction de n.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur RT, majorée par x — 2, donc la
regle de Riemann assure la convergence de l'intégrale.
Le changement de variable x = V2t est légitime et donne :

+oo +oo
/ dr__ _ 7\/§dt -1 [Arctant] ;roo =
0

s
2422 Jo 20+t V2 22

2. Le changement de variable t — z = tant est de classe C!, strictement
croissant, de [0, 7/2[ sur [0, +oo], donc légitime et donne :

400 /2 /2
/ dz :/ dt 1 :/ dt
0o 2+4a° o cos’t 24 tan’t 0 2cos? t + sin? t

e’} /2
/+ dx :// di
0o 2427 o 1l+cos’t

3. Pour X # 0, on intégre par parties :

V(1) = cos(At) <= v(t) = 5 sin(\)

soit :

ce qui donne :

/2 w/2 /2
5 — [Lgin 1 "(t) sin
| f(t) cos(At) dt = {)\ (/\t)f(t)}o )\/0 f(t) sin(At) dt
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= Lsin(AF) £(Z) - }\/Omf’(t) sin(\t) dt
/ "y cosuy at] < (173 + / i) — o

A—~+o00
/2
dt s
4.a I = —
) fo /0 1+cos?t  2v2

b) On peut appliquer le résultat de la troisieme question, avec 2n a la place
de A et :

lim I, =0

c¢) La formule rappelée donne :
cos((2n + 2)t) + cos((2n — 2)t) = 2 cos(2nt) cos(2t)
soit :

dt

/2
2 cos(2nt) cos(2t)
I, I, 1=
1t ! /0 1+ cos?t
et puisque cos(2t) = 2cos?*t — 1 =2cos?t +2 — 3 :
/2 /2
2nt)
Ino1+1,.1= 4cos(2nt) dt — 6 %dt
1 ! /0 (2nt) /0 1+ cos?t
VYn>1,I41+1,-1+6L,=0
d) L’équation caractéristique de la relation de récurrence linéaire précédente
est 2 +6r +1 = 0, de racines rq =2v/2 -3 et ro = —2¢/2 - 3.
Ainsi, il existe A et p réels tels que, pour tout n de N :
I, = M 4+ pry
*On a|r1] <1et|re| > 1, comme lim I, =0, cela impose =0 et Iy = A,
d’ou :

I, = 2L\/§(2f_ 3)"

Exercice 1.4.

Dans tout U'exercice, a et b sont deux réels tels que a < b.
On se donne une fonction f de la variable réelle x, définie sur le segment
K = [a,b] & valeurs dans K, qui vérifie :
pour tous z,y de K, |f(z) — f(y)| < |z —yl.
On définit alors la suite u par :

ug € K, et pour tout entier naturel n, u,4+1 = %f(u")
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1. Montrer que f est continue sur K, et que la suite u est bien définie et a
valeurs dans K.

2. On pose g(z) = %f(x) Montrer que g est continue de K dans K.

3. Montrer que g est croissante.
4. En déduire que u est monotone.
5. Montrer que u converge et que sa limite ¢ est un point fixe de f.

6. Application numérique : on prend f(z) = exp(—z) , K = [0,1] et
ug = 1. Montrer que ’étude précédente s’applique dans ce cas. Préciser le
sens de variation de w, ainsi qu'un encadrement de ¢ a l'aide de la suite
auxiliaire v définie par : vy = 1, et la relation de récurrence v,4+1 = f(vy,).

Solution :

1. Comme |f(z) — f(y)| < |z — y|, la fonction f est 1-lipschitzienne, donc

continue sur K.

D’autre part, si u,, appartient & K, il en est de méme de f(uy,), et upy1 =
2

encore a K. On conclut par le principe de récurrence.

z+ f(x)

2. On vient de dire que si z € K, alors — € K et comme f est continue,

est compris entre deux éléments du segment K, donc appartient

I’application g est clairement continue.

3. Soit z,y dans K tels que z < y. On a :
g(y) — glz) = y;$+f(y);f(x)
Or, [f(y) = f(#)| < |ly—a[ = y—=, donc f(y) - f(x) = x—yet g(y)—g(x) = 0

g est croissante sur K

4. La suite (u,) vérifie la relation de récurrence u, 1 = g(uy,), et comme g
est croissante :
sg(tn+1 — Un) = sgn(g(un) = g(un—1)) = sgn(un — un—1)
D’ott par 'argument de récurrence habituel : sgn(u,+1 — uy,) = sgn(ug — up),
ce qui prouve que ce signe (au sens large) ne dépend pas de n :
(up) est monotone
5. (uy,) est monotone et formée de points de K, donc est bornée. Ceci prouve

que cette suite converge, et si on note £ sa limite, la continuité de f donne,
par passage a la limite :
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6. x La fonction f : z — e~ est décroissante sur K = [0, 1], avec f(0) =1 et
f(1)=e"1€10,1], donc f(K) C K.

x f est dérivable, avec f'(z) = —e™® € [-1,—e7!], donc |f'(z)] < 1 et
I'inégalité des accroissements finis montre que f est bien 1-lipschitzienne.

* On est donc dans le cadre de cette étude et comme ug = 1, on a uy; < ug
et la suite (u,) est décroissante.

* Il est facile de voir que f admet un seul point fixe (car x — f(x) — x est
strictement décroissante telle que f(0) —0>0et f(1) —1 <0).
Comme f o f est croissante, la suite (v,) définie par vg =1 et v,11 = f(vn)
est telle que les suites extraites (ve,) et (v2,41) sont monotones et de sens
contraires.
On a donc :
Vn>1v <wv, <wg
Sur le segment [vy, vo] = [e™1, 1], la fonction f vérifie |f/(z)] <e™®  =a <1
et donc & partir du rang 2, on a |v, — ¢ < alv,—1 —{|, d’ou :
Vn>1,|v, — £ <a™vy — ¥ et lim v, =4
n—oo

Pour tout entier n, on a ainsi ve,+1 < £ < vg, ce qui donne 'encadrement
de ¢ voulu.

Exercice 1.5.

Soit (ag)k>0 une suite de réels strictement positifs.
Pour tout n > 1, on définit le polynéme P, par :
n

Po(X)= > apX* —ag
k=1
1. Montrer que P,, admet une unique racine positive. On note A,, cette racine.

2. Etudier la monotonie de la suite (An)n>1. En déduire que cette suite admet
une limite A.

3. Dans cette question, on suppose que pour tout entier £ > 0, on a :
ar =k + 1.

a) Montrer que 0 < A < 1.

b) Montrer la relation suivante :

(n+ DAPF2 — (n + 2)A7H +1=2(1 — \,)?
n+1

(on pourra exprimer P, en fonction de la dérivée de Y z*.)
k=0
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c¢) En déduire la valeur de .

Solution :
1. La fonction P, est continue, strictement croissante sur R*, avec P, (0) =
—ag < 0 et lim P, = +c0.

—+oo
Le théoréme des valeurs intermédiaires strict montre que P,, s’annule une fois
et une seule sur RT.
2.0na P,yi1(x) = Py(2) + any12™tt, done Pry1(An) = anp1 AT > 0.
Comme P, 1(Ayy1) = 0, la stricte croissance de P41 sur RT donne :

vn € N*7>\n+1 < )\n

La suite (\p,)nen+ est positive décroissante, donc convergente.

3. a) On est bien dans le cadre de I’étude précédente et ici :
P()=m+D4+n+-+2—1=n+1)+n+---+1-2
_(n+1)(n+2)
B 2
et

n —2>0(des quen > 1)
donc 0 < A\, <1

par stricte décroissance de cette suite :
0<A<«1

n+l 1— n+2
b) On a, pour tout = différent de 1 : > 2% = ﬁ et par dérivation
k=0

légitime :
"g:l k=1 — —(n+2)z" (1 —z)+1— 2"
k=1 (1-2)?

ce qui s’écrit encore :

(12" — (n4+2)2" M 11
et P,(An) = 0 s’écrit bien :
(n+ DAP2 — (n +2)A7H 41 =2(1 - \,)?

¢) Comme lim A\, = XA < 1, on a lim A? = 0 et le passage a la limite

n—oo n—o0

dans l'expression précédente donne alors 1 = 2(1 — \)2 et puisque A < 1 :

V2
A=1--5

Exercice 1.6.
Dans tout ’exercice, on étudie la fonction f de la variable réelle x définie
par :
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2z
_ 1
/(@) _/I st 9t

1. Préciser ’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est paire.
3. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer la dérivée de f.

4. Déterminer la limite de f en 4o0.

In(2)
5 -

En déduire que f se prolonge par continuité en zéro. Dans la suite, on continue
a noter f ce prolongement.

5. Montrer que f admet en zéro la limite

6. Montrer que f ainsi prolongée est dérivable en zéro et préciser la valeur de

f'(0).

Solution :

1. Soit ¢ : t +— t +sint.
La fonction ¢ est dérivable sur R de dérivée ¢'(t) = 14 cost, ainsi ¢'(t) > 0,
nulle seulement en des points isolés et ¢ est strictement croissante sur R, telle
que ¢(0) = 0.
Siz >0, le segment [z, 2x] est inclus dans R et si < 0, ce méme segment
est inclus dans R* | ainsi dans les deux cas la fonction a intégrer est continue
sur le segment d’intégration et f(x) est bien défini.
A priori f(0) n’a pas de sens et :

f est définie sur R*

2. Le changement de variable u = —t donne pour x # 0 :

—2z 2z 2x
) — dat  _ —du _ _ du  _
f(=2) /_w t+sint /w —u —sinu /z u + sin u /(@)

f est paire.

3. Si on note 3 une primitive de ¢t — Hﬁ’ on a f(x) = Y(2z) — Y(z),
donc f est dérivable sur R*, avec :

/@) = 20/(20) ~ ¥'(2) = By — prbe

Fla) = 2sinx — sin(2x) _ 2sinz(1 — cos x)

(2x + sin(2x))(z 4+ sinz)  (2z + sin(22))(z + sinx)
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4. Pour x > 1, la fonction & intégrer est strictement positive, majorée par la

. 1 S . 1 )
fonct10112tl—> =1 et mmo;ee par la fonction ¢ — g donc :
Cat Tt 2241 20 — 1
/I t+1§f(a:)§/£ t_1,801t.1n$+1§f(x)§lnm_1

et, par le théoreme d’encadrement :
lim f(z)=1n2

xT— 400

5. Au voisinage de 0, sint ~ ¢, ce qui nous conduit & considérer :

2x
dt _ 17,2z _In2
/Eﬂ_Zlnx_ 2

2z 2z
_In2 _ 1 1y t—sint
f(@) 2 7/35 (t—I—sint Qt)dti/m 2t(t+sint)dt

Op. _t—sint _ /6 _ ¢

U0t +sint) (o) 2tx2t 24

t—sint t PN
Donc h : t — ———>22=>_ = = 4 0(t) est prolongeable par continuité en une
2t(t +sint) 24 () est p & P

fonction continue sur R (encore notée h), et si on note H la primitive de h

2
nulle en 0, on a H(t) = 2—8 +o(t?) et :
Flo) =12 = H(20) - H(z) = & — Lo+ o(a?) = L + 0(a?)

et :

2 48 16
i _In2
ili% f(x) = D)
6. Le résultat précédent donne de plus, en posant f(0) = 11172 :

f(x)_f(o):%—i-o(x)

x
Donc f est dérivable en 0, avec f/(0) = 0.

— 0
r—0

Exercice 1.7.

Pour n € N, on considere la fonction f,, définie sur R par :

1
fal(z) :/ tre~t dt
0
et on note C, sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere
orthonormé.

1. Premiéres propriétés.
a) Montrer que Vn € N,V € R, f,,(z) > 0. Calculer f,(0).

b) Montrer que Vn € N,Va € R*, f,11(z) = ”T_an(x) — %.
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c) Montrer que Vn € N,V € R*, f,,(z) = %H/ u"e " du.
€z 0

2. Variations de f,,.

a) Donner le développement limité d’ordre 1 de f,(z) au voisinage de 0.
En déduire que f, est continue en 0. Est-elle dérivable en 0?7

b) Montrer que f,, est dérivable en tout point de R*. Donner une relation
entre f et fri1.
¢) En déduire les variations de f,.

d) Montrer que f, est convexe sur R .

3. Etude en +00.

1
a) Montrer que : T ~ =,
) q fo(x) (e poo) T

b) En utilisant la relation établie en 1. b) , montrer que :

|
Yn>0,f, ~ n.__.
= f (:C) (x—+00) anrl

4. Etude en —oo.

—x

a) Montrer que : Vn >0, fo(z) ~ =&

(@—>-00) T

b) En déduire la nature de la branche infinie de C,,, = tendant vers —oo.

Solution :

1. a) La fonction & intégrer est continue, positive et non identiquement nulle
1

sur le segment [0, 1], donc f,(z) > 0, et f,(0) = / tndt=—L_.
0 n+1

b) Pour  # 0, une intégration par parties élémentaire donne :
! —tzql 1
fo1(x) = / trtle—trdt = [—t”“ L] + L—H/ re—te Jt
0 T o x 0
soit :

fari(@) = BELf (@) —

¢) Pour z non nul, le changement de variable u = xt est 1égitime et donne :

fn(l’):/o (%)”e*udxiu: n1+1/0 ume % du

T

2.a)*Ona:ue ™ =u"(1—-u+o(u) =u" —u" + o(u"*1), donc :
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T T n+1 n+2
n,—u _ n _ ,n+1l n+1 — X _x n+2
/Oue du—/o(u u" T+ o(u" ) du P n+2—|—o(z )
et : 1
— _
@) =537 ~ 73z to@
*x Comme f,(0) = %H, fn est continue en 0 et le terme suivant du

développement limité montre que f, est dérivable en 0, avec :
Ful0) = =+
n n—+2
b) La formule vue en 1. ¢) montre que f, est dérivable sur R*, avec :
x p—
ful) =~k [wredu Lparer — —ntlp )4 e
T 0 €T €

T
Soit :

fo@) = = fos(2)
¢) Comme f, 41 est strictement positive sur R, la fonction f,, est strictement
décroissante sur R . ..

d) ...et puisque f;) = —f, 1 = fny2,lafonction f est strictement positive
sur R et f,, est (strictement) convexe.

_1-e" ~ 1
3. a) Pour z # 0, fo(z) = T et fo(z) (4o0) T

b) On suppose que pour un certain rang n, on a fy(z) (4:;0) x;rlliﬁ!*l’ alors
comme

far(w) =L (@) - <=

et comme e~ 7 est négligeable devant toute puissance de x, au voisinage de

400, le deuxieme terme est négligeable devant le premier, ce qui donne :

(n+Dn! _ (n+1)!
n+1 = J;n+2

€T

n z ~
f H( )(+oo) xr.x

La propriété énoncée étant vraie au rang 0 (résultat a)), on conclut par le
principe de récurrence.

—x

4. a) x Clairement fo(z) ~ —&—.
(-o0) 7
* On suppose que pour un certain rang n, f,(x) (N) fe;w, comme
— 00
L = o(l) la relation f =ntl e’ tre al
= = olg) nt1(z) = - fn(x) -~ montre alors que

x
for1(z) ~ 767 et on conclut encore par le principe de récurrence.
(—o0)
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b) Ainsi C,, présente, au voisinage de —oo, une branche parabolique de
direction Oy.

Exercice 1.8.

On considére la suite réelle (u,)nen définie par son premier terme ug, avec
ug > 0, et la relation de récurrence :
_ 2
Vn>0,up41 = Uy +uj,

1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.

L In(uy,).

2. Pour n > 0 on pose : v, = o

a) Montrer que la suite (v,)nen est croissante et qu’a partir d’un certain
rang (que l'on ne cherchera pas a préciser), on a :
Upy1 < Up + W
b) En déduire que la suite (v, )nen est convergente.

On note « la limite de la suite (vy,)nen et on ne cherchera pas a calculer .

3. a) Montrer que pour tout > —1, on a : In(1 + ) < z.

b) En déduire que pour n et p dans N, on a :
1

— v, <
"= 9y,

¢) Montrer que lim [2"a — In(u,)] = 0, et en déduire un équivalent de u,
n—oo

0 < vnyp

lorsque n tend vers l'infini.

4. Montrer que la série de terme général w,, = CTo converge.
Un,
Solution :
1. On a upy1 — uy = ui > 0, donc la suite (u,) est croissante. Si elle

convergeait, sa limite ¢ vérifierait £ = ¢ + ¢2, soit £ = 0, ce qui n’est pas
raisonnable pour une suite croissante de premier terme strictement positif.
Donc (u,) ne converge pas et comme elle croit :

lim w, = +o0
n—oo

2. a) Pour tout n de N :

Upt1 — Up = # In(upi1) — 2% In(u,) = 2n71+1 In(un (1 4+ up)) — 2% In(u,)

1 IT+wu, _ 1 1
= 2n+1 ln U, = 2n+1 1H(1+a)>0
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Donc la suite (vy,) est croissante et comme lim In(1 4+ ui) =0 < 1, a partir
n—oo n

d’un certain rang, on a bien :

0§vn+1—vn< 1

27’L+1

b) Ainsi la série de terme général positif v, +; — v, est convergente (régle
de majoration), ce qui signifie exactement que la suite (v,,) converge.
3. a) Cette inégalité est classique et résulte, par exemple, de la concavité de
la fonc-tion In.

b) On a :

_ 1 1 1 1
Unit = Un = g (L4 50) < sakr e
__1 1 1 1 1
Unt2 = Untl = 2n+2 111(1 'Um—i-l) S n+2 Un+1 S 2n+2 X'zT
et, ainsi de suite, jusqu’ 51
- In(1+—L1 )< -1 I 1 1
Untp = Untp—1 = 2”+P T ) = 2 Uy 2P,
il vient alors, par sommation télescopique :
ntp " U, ont+k T 2"y, = ok = 2™u,, = ok = 2™y,

et comme la suite (v,,) est croissante, on a bien 0 < vy,1, — V.

¢) Comme v,, = 2%, la relation précédente s’écrit aussi, pour n fixé et p
Un
quelconque :

0 < 2"vpqp — In(uy,) < ui
n
et par prolongement des inégalités a la limite, lorsque p tend vers 'infini :

ney — 1
2" — In(uy,) < ™

2"«
et, par encadrement : lim (2"a—ln(un)) =0, e lim & =1, ou encore :
n— oo n—oo U,
Uy ~ e2 a
(0)
4.0nal0<w, < 2”1u , converge.
0

Exercice 1.9.

Une suite (P,)nen de fonctions polynomes réelles est définie par la donnée
de Py : x — x et la relation de récurrence :

Wn €N, ¥z € R, Pyy1(x) = (n+ 1)/ Po(t)dt+2(1 — (n+ 1)/1Pn(t) dt)
0 0
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1. Déterminer Py, Py, P53 et Py.

2. Montrer que, pour tout n, P, est I'unique fonction polynéme vérifiant les
deux conditions :

P,(0)=0,et Ve e R, P,(x) — Py(x — 1) = 2™
(Pour la suite donnée dans 1’énoncé, on calculera P,11(0), Pp41(1) et on
calculera P} (z) — P}, (z — 1))

On note encore P, le polynéme associé a la fonction polynome P,.

3. Montrer que, pour tout n € N*, le polynéme P, est divisible par X (X +1).
Factoriser les polynémes P;, P> et Ps.

4. Montrer que le polynéome P, est de degré n + 1; calculer son coefficient
dominant, ainsi que le coefficient du terme en X™.

P
5. Montrer que, pour tout n € N et tout p € N*, on a P,(p) = > k™.
k=1

Solution :

x 1 2
1.*P1(x):/0 tdt+:c(1f/0tdt):%Jr:z:(lf%):%Jr%;

*Pz(x):2/0 (%+§)dt+x(1—2/0 (%Jr%)dt):%Jr%Jr%
et des calculs similaires donnent :

4 3 2 5 3

2. x Supposons qu’il existe deux fonctions polynémes P, et @,, telles que :
P (0) = Qn(0) et Vi, P (z) — Pu(z — 1) = 2" = Qn(z) — Qn(z — 1)
Alors P, (1) = Qn(1), puis P,(2) = Qn(2), etc. et le polynéme P, — Q,, est
nul en tout point de N, donc admet une infinité de racines et est le polynéme

nul, ce qui prouve que P, = Q.

* La suite de polynémes définie dans la question 1. vérifie :
— Py(0) =0 et pour n > 0,P,+1(0) =0,P,11(1) =1;
1
= Py(@)=Mm+1)P(z)+1-(n+ 1)/ P, (t)dt, donc :
0

Pryi() = Pry(z—1) = (n+ 1)(Pa(z) — Po(z — 1))
Si on suppose que pour un certain rang n, on a P, (x) — P,(z — 1) = 2™, on
a donc :
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Piyg(e) = Pry(e—1) = (n+1)a"
Ainsi, en «primitivant» : Pyy1(2) — Ppy1(z — 1) = 2" + K et la valeur en
1 donne K =0, soit : Ppy1(z) — Ppy1(x — 1) = 2" L
On a donc le résultat voulu au rang n + 1 et on conclut par le principe de
récurrence.

3. Pour n > 1, on a déja vu que P, (0) = 0 et comme P,(0)—P,(—1) =0" =0,
on a aussi P,(—1) = 0 et P, est divisible par X et X +1, donc par X (X +1).
On trouve alors facilement :

P=1ixX(X+1), P = %X(X +1)(X +1), Py =1
4. La considération des premiers termes laisse a penser que P, est de la
forme :

(X (X +1)P?

_ 1 n+1 1 xn
Pn—n+1X +2X+

Cette propriété est vraie au rang 1 et si on suppose qu’elle est vraie a un
certain rang n > 1, alors :
z tn+1 tn
Poii1(z) = (n+ 1)/ (n Tttt ) dt + ax (la valeur de « est sans
0

importance), soit :
n+2 n+1
Paale) = 5+ 25

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1. On conclut par le principe de
récurrence.

5.0na P,(0) =0, P,(1)— P,(0) = 1", P,(2) — P,(1) = 2", et ainsi de suite.

On obtient donc, par télescopage :

S K = 30 [Palk) = Pa(k — 1)] = Pa(p)

k=1 k=1

Exercice 1.10.

On note E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R et périodiques,
T =1 étant une période de f.

Soit © I'application définie sur F, par :
x+1
pour tout f de E, et tout = de R, O(f)(z) = / f()de
xT

1. a) Montrer que © est une application linéaire.

b) L’application © est-elle un endomorphisme de E ? Est-elle surjective ?
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1
2. Montrer que Ker® = {f € E // f(t)dt =0}
0

x+1
3. Calculer pour z réel, / | sin(7t)|dt

x

4. Soit f € E.
Pour tout n € N, et x € [n,n + 1], on pose : @, (x / f(@)

n+1
et pour n € N*, on pose : w, = / @dt.

n

) Montrer rn e N* _ ¢o(l) + n+1L"(t) dt
a) Montrer que pour n s Wn = g 2 )

b) Montrer que la série Y. w, converge si et seulement si f € Ker 0.
n>1

Solution :

1. a) Si f, g sont des fonctions continues sur R et A un scalaire, on a, pour
tout x :

@(ng)(x):/I (F(£) + Ag(t)) dt = / It dt+/\/
= 0O(f)(z) + \O(g)(x)

Donc © est linéaire.

b) x Pour f € E, Papplication O(f) est clairement continue (et méme de
classe C).

* Pour f € E, on a pour tout x, par périodicité de f :

O (=) = flz+1) - fz) =0
Donc O(f) est une fonction constante, qui est bien périodique et 1 est une
période. Donc O est un endomorphisme de E.

* © n’est pas surjective, car il existe des fonctions continues, périodiques, 1
étant période et qui ne sont pas constantes.

2. x Si f € Ker©, alors on a ©(f /f t)dt = 0.

* Réciproquement, si O(f)(0) = 0, alors comme O(f) est constante, O(f) est
la fonction nulle.

Ker@z{feE//o F(t)dt = 0}
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3. Il suffit de faire le calcul en 0, donc :
r+1 1 1
/ | sin(ret)|dt = / | sin(t)|dt = / sin(rt)dt = 2
P 0 0

4. a) ¢y, est la primitive de f sur [n, n+1] qui est nulle en n, donc en intégrant
par parties :
n+1 n+1
_ 901L(t):| el @n(t) _ Spn(n + 1) Qpn(t)
wn—[ t + . t2 dt— 7’L+1 + . t2 dt
Mais O(f) est constante, donc ¢n(n + 1) = ¢o(1) et donc :

n+1
« . _ o) ©n(t)
VnEN’wn_n+1+/71 2 dt

b) Soit M un majorant de |f| sur [0, 1], M est majorant de |f| sur R et :
Va e n,n+1],|on(z) < M et donc :

n+1 n+1
/ 210) dt’ < M/ dt < M
n t o n B

t n

n+1 (t)
Ainsi la série de terme général / SD:;Q

n
la série de terme général w, converge si et seulement si la série de terme
@o(1)
n+1
si et seulement si f € Ker ©.

n

est (absolument) convergente et

général converge, ce qui se produit si et seulement si ¢g(1) = 0, donc

Exercice 1.11.

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que Vz € [a,b], f"(z) > 0.

On note £ ’ensemble des fonctions affines ¢ sur [a, b] telles que
v € [a,b], () < f(x)

b
On cherche ¢ € L telle que / (f(z) — £(z)) da soit minimal.

b
1. Montrer que l'ensemble A défini par A = {/ (f(x) — l(z))dz, £ € E}
a

est un sous-ensemble de R non vide et minoré.
En déduire Pexistence de inf(A).

2. Soit £ € L telle que ¢(x) < f(x) pour tout = € [a,b]. Montrer alors que

b
/ (f(2) — €(x)) dz > inf(A)
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3. Montrer que le probléeme revient & maximiser la fonction g définie sur [a, b]
par :

9(c) = F'(©)(%52) + f(e) = ef'(¢)
ot f’ désigne la dérivée de f.

4. Conclure.

Solution :
b
1. A est bien un sous-ensemble de R contenant le nombre [ (f(x) —m)dz,

a
ou m désigne le minimum de la fonction f (continue) sur le segment [a, b].

De plus, comme pour tout £ € £, on a £ < f, A est minoré par 0 (positivité
de Vintégrale). D’ou 'existence de inf A.

2. Désignons par « le minimum (strictement positif) de la fonction (continue)

f — £ sur le segment [a, b]. On pose alors pour tout = € [a,b], £(z) = £(x) + a.
Ainsi £ € L et :

b b _
[=o@de= [ (f -0 +ab-a)ds
b
[ (= 0@ de = nf(4) + oo - o) > inf(4)

3. Nous pouvons restreindre notre recherche aux fonctions affines £ € L telles
qu’il existe x € [a,b] tel que £(z) = f(z) : la fonction f étant convexe, le
graphe de [ sera tangent au graphe de f.

On chebrche donc £, (¢ € [a,b]) sous la forme £.(z) = f'(c)(x — ¢) + f(c) tel
que / (f — ell.)(z) dx soit minimal.
Or
b b 52 9
[-t@de= [ )o@ - G - clb-) - )b -a)

b
— 1@ iz = - a(refE - o)+ 1)

b
Minimiser / (f = £.)(z) dz, c’est donc maximiser f’(c)(aT—"b —c) + f(c).

4. Faisons une étude des variations de g :
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f// (
a+b

Donc g admet un mazimum pour ¢ = 9

1l existe donc une unique fonction ¢ qui répond au probleme :
b b b
@) = £/(Sf ) @ - L)+ p(2gh)

Exercice 1.12.

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite, on note
respectivement ¢ et ®, une densité et la fonction de répartition de X.

“+oo
1. Pour z réel strictement positif, on considere I'intégrale I (z) = / %;) dt.
x

a) Vérifier la convergence de l'intégrale précédente.

b) Exprimer, pour x réel strictement positif, 1 — ®(z) en fonction de I(x)
et p(x).

c¢) Montrer que pour > 0, on a :

1— % < z(1— ®(z)) <1
T o(x)
d) En déduire un équivalent simple de 1 — ®(x), lorsque = tend vers +o0.
too

2. Montrer que l'intégrale / e2[l — ®(1 + /z)]dz est convergente et

0
calculer sa valeur en fonction de ®(1).

Solution :

a)
tout z > 0.
b) Une intégration par parties donne pour A > 0 :

A A e R

x

%‘ < t%’ ce qui entraine existence de I(z) pour

Donc, en prenant la limite lorsque A tend vers +oo, pour x > 0 :

1—<I>(x):(’p(xx)—/+oo(’0()dt

t2

¢) Par positivité de la fonction = +— @, onal—®(z)< @, donc
x
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2(1- () _ |
o(x)
D’autre part % = ti@ entraine que :
—+o0 —+o00
14 1
0</ %dtg;/ to(t) dt

—

+oo
Par suite 1 — ®&(x) > 90(; - %/ to(t)dt, et :
x x

—+o0
d=®@) 1 1 ></ to(tydt =1— L

o(x) * " ()
+oo
(en effet / to(t)dt = [ — go(t)]jﬂx’ = ¢(x))

d) Comme lim z(l=0(z)) _ 1, il vient, au voisinage de +oo :
r—+00 (p(l‘)
1—®(z) ~ plz)

T

2. La fonction considérée est continue sur tout segment [0, A]. Lorsque « tend
vers +00, on a :

+1 _z2 e VE
1—(13(\/5+1)N(p(\/55 ): 217Te><e /2><e\/:E

/21— ®(y/T +1)] ~ M;%XQZ/? =

Le calcul de I'intégrale se fait a ’aide d’une intégration par parties sur [0, A],
en posant u(z) = 1 — ®(\/z + 1) et v/ (z) = €*/2. Ce qui donne, en prenant la
limite lorsque A tend vers +oo :

+oo
/ e?/2[1 — B(T+ 1) dz = 2(D(1) — 1) + /2
0

D’ou :

o(x=?)

e

Exercice 1.13.
On cherche & calculer p =  min  ¢(z,y), ol :
(z,y)€[-1,1]°

1
W(z,y) € [-1, 12, oz, y) = / 1t — |t — y| dt
-1

1. a) Montrer que ¢ est une fonction continue sur C' = [—1,1]2.



28 ESCP-EAP 2007 - Oral

(On ne cherchera pas a calculer ¢(x, y), mais on majorera |p(z,y)—¢(zo, Yo)|,
pour (z,y) et (zo,yo) dans C'.)
b) En déduire lexistence de .
2. Soit T = {(x,y) € R?/ —1 <z <y < 1}. Montrer que :
V(@,y) € Tple,y) = —3(z — y)* + 2 + 2my

3. Montrer que la fonction ¢ admet un minimum sur T et que celui-ci est
atteint a l'intérieur de T

4. Déterminer p, ainsi que ’ensemble des points ot u est atteint.

Solution :
1. a) Soit (xg,¥0) € [-1,1]2. On majore :
1

[o(2.9) — plan o)l = | [

(It = [t = y[ = [t = zol[t — yol)dt
1

1
</ 6 — llt — y] — |t — 2ol — yol| dt

L

< / It = 2)(t — y) — (t — 20)(t — yo)| dt

—1
1

</ [t(zo +yo — x —y) + xy — woyo| dt
—1

p(2,y) = (20, y0)| < 2[(z0 + yo — = — y)| + 2[xy — zoyol
Le majorant étant clairement de limite nulle lorsque (z,y) tend vers (xg, yo),
on en déduit la continuité de ¢ au point (xg, yo).

b) Toute fonction continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses
bornes : ceci justifie 'existence de p.

2. En gérant le signe, on écrit
Y

go(x,y):/x(t2—(x+y)t+xy)dt—/ (t? — (z +y)t + ay) dt

—1 T

+/1(t2—(m+y)t+xy)dt

En notant f(t) = g —(x+ y)% + zyt, il vient :
p(,y) = 2f(z) = 2f(y) + F(1) = f(=1), soit :
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pla,y) = —§le—y)* + 2y + 3

3. La fonction ¢ est continue sur 71" qui est fermé, borné. Elle atteint son
minimum sur T. Ce minimum est atteint a U'intérieur de T, puisque :

— Ve [*1,1],50(%,1‘) Z %,
— o(—1,z) = %(m +1)3 + % — 2z, et une étude rapide de cette fonction

montre que : pour tout x € [—1,1], o(—1,z) > % > %

— De méme, pour tout = € [—1,1], p(1,z) > %@

— Or ¢(—1/2,1/2) = 1/2; donc le minimum de ¢ est atteint & intérieur de
T, donc en un point critique puisque la fonction est de classe C*.

4. Déterminons les points critiques de ¢. Ils sont solutions du systeme :
—( -y +2y=0
(x—y)?+22=0

dont l'unique solution est zg = —yo = —%, et p(zo,y0) = ¢(Yo,x0) = %

Ainsi 'unique point critique est le point ou f atteint son minimum.

Exercice 1.14.

1. Soit @ € R. On considere la fonction F, de la variable réelle x définie par :
F,(z) = / e’ dt

Etudier la fonction F, et montrer qu'elle réalise une bijection de R sur un
intervalle & déterminer.

2. Montrer que I'on définit bien une fonction f sur R par la relation :
f@)
VreR, / etdt =1
x

3. Montrer que f est croissante sur R.

4. Montrer que f est dérivable sur R, et montrer que Vz > 0, on a
0 < f/(z) <1, ou f" désigne la dérivée de f..

5. Montrer que le graphe de f, dans le plan rapporté a un repeére orthonormé,
est symétrique par rapport & la deuxiéme bissectrice (i.e. par rapport a la
droite d’équation y = —z).
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6. Montrer I'existence d’un point d’inflexion d’abscisse positive sur le graphe
de f.

Solution :

1. La fonction ¢ — et est continue sur R, elle admet des primitives définies
xr

sur R. Pour a € R, F,(x) = / e’ dt est sa primitive qui s’annule en a.

a
La fonction F, est continue, strictement croissante sur R (F, (z) = %" > 0).

Clairement :
Fy(a)=0et lim F,(z)=—o0, lim F,(x)=+o0.

Tr— —00 r——+00
F, est donc une bijection croissante de R sur R.

2. Soit a réel quelconque. On a montré que F, est une bijection de R sur R,
b

il existe donc un seul réel b tel que / et’dt = 1. On définit ainsi le réel f(a).

a

3. On a, par la relation de Chasles :

fl@) v o, ), f@)
/ etdt:/etdt+/ etdt+/ et dt

@ W
Or:/ etdt:/ et"dt =1. D’ou :
z y

f(y) Y
/ ot dt = / ot dt
f(z) x

y f(y)

et’dt > 0, d'olt / et’dt > 0 et
f@)

f(z) < f(y) (car t — e’ > 0), d’ou la croissance stricte de f sur R.

4. Soit a un réel, Vz € R, F,(f(x)) — F,(z) = 1 donne f(z) = F, Y (1+ F,(x)).

F, est dérivable sur R, il en est de méme de la bijection réciproque F, ! (car

L’inégalité = < y entraine que /

x

F! ne s’annule jamais sur R) et on a : (F; 1) (y) = T d’on :
ald'a Y
' 1 / Fy (@) 2 f2(a)
- Fl(z) = —al®) __ a?—12@) 5
T = mmra s me Y T mie) ~©

et Vo,x < f(z) = Vo >0, 22 — f2(z) < 0, ce qui entraine que :
Ve >0, 0< f'(z) <1.
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5. Si M(x,y) est un point du graphe, alors la symétrie par rapport a la
deuxieéme bissectrice se traduit par le fait que le point M’(—y, —x) est aussi
un point du graphe.
11 faut donc vérifier : Vo € R, f(—f(x)) = —=.
Or
- 2 r 2 (=) 2

/ et dt:/ et (—du):/ edu=1 = f(f(-z))=—-x

- ) f x

f@ @)
6. Pour tout z € R, f'(z) = eGCQ*fZ("‘”)7 donc f est de classe C? et
f(@) =2z — f(z)f (@) f ().
e £(0)>0, f(0)>0= f'(0) <0,
e Si f” reste négative sur R", f est alors concave et il en est de méme de
g(z) = f(z) —x. Donc Vx > 0;0 < f'(z) < 1= Vz > 0,¢'(z) <0, ce qui
entraine que zEI-&r-loo g(x) = —o0 ce qui est absurde car g > 0. Donc

dz >0, f’(z) > 0.
e f" étant continue sur RT, le théoréme des valeurs intermédiaires assure

Pexistence d’un réel positif tel que : f”(x) = 0, c’est-a-dire d’un point
d’inflexion.

Exercice 1.15.

Sous réserve d’existence, on pose :
o) = / JiFcostdt ; g(x) = In(z+ VI D).
0

1. Etude de g :

a) Quel est le domaine de définition de g ? Calculer sa dérivée et donner
son tableau des variations.

b) Esquisser le graphe de g.
2. Etude de f :
a) Quel est le domaine de définition de f 7
b) Quel est son sens de variation ?
c) On rappelle que 1+ cost = 2 cos? (%) Calculer f(1).
d) Etudier le comportement de f quand z tend vers +oc.

3. Etude de f au voisinage de x =1

a) Soit h un réel strictement positif.
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Effectuer le changement de variable u = v/2 cos (%) pour exprimer l'intégrale

/ sm
,/h+2c052 %

a Daide des fonctions usuelles.

b) Justifier les inégalités :

1 \/x—l—cost—\/l—f—cost 1
Ve > 1, <
v 2\/:z:+cost x—1 24/1 + cost
¢) Démontrer que lim f@) = Q) _ ~+00.

r—1+ rz—1

Solution :

1. a) Pour tout z, on constate que v1 + a2 > |z|, donc x + 1 + 22 > z + |z
etz +vV1+22>0, dou: D, =R

Puis :

Vz € R, (z) S e
T J\T) = —— =
e+ VI+22 /1422
La dérivée ¢’ est paire et ¢g(0) = 0, on en déduit que g est impaire, ce qui
peut se voir directement en remarquant que \/1772 =1+ 2242
+x°—x
Onaz++vV1+4+22 ~ 2xetdonc lim g(z)=+4oo, lim 9@) _ +0
(4-00) x—+00 z—+oo T
b) La fonction g est strictement croissante sur R et réalise une bijection de
R sur lui-méme. La représentation graphique se fait sans peine. . .

a) Quand ¢ décrit [0, 7], cost décrit [—1, 1] et x+ cost reste toujours positif
si et seulement si x > 1.
Donc, Vz € [1,+00[, t — v/ + cost est définie mais aussi continue sur [0, 7].
Son intégrale existe donc. et Dy = [1, 4+00].

b) Soient x et y tels que 1 < z < y. La fonction racine étant croissante on
aVt € [0,7], vz + cost < /y + cost. L'intégration sur [0, 7] conserve aussi
l'inégalité et f(x) < f(y).

f est croissante sur [1, +o0|

¢) Il vient f(1) /\/1—1—005 tdt = /\/20052 (t/2)dt = \f/ cos(t/2) dtI

t s
parce que 5 € [O, 5] = cos 2 > 0.




Analyse 33

Donc :

f(1) = V2[2sin(t/2)] ] = 2v2

d) Vo e 1, +oc[,Vt € [0,7], Vo —1 < Vo +cost < Vo + 1.
On en déduit par intégration sur [0, 7] que 7v/x — 1 < f(z) < 7v/x + 1.

En particulier :
lim f(z) =400, lim f=) _ 0

T——+00 rz—+oo T

s

3. a) Le changement de variable u = v/2cos(t/2) donne du = 2 sin(t/2),

et :

[T sin § _
100 - | NEET=Ta
Posons X = ﬁ Alors :

I(h) = \/E/O\/;\/ldf7 = \/i[ln(X +VI+ X2 Xz)}o\/;
1(h) = Va(In(y/2 +/1+ 2))

b) En multipliant par la quantité conjuguée /& + cost + /1 + cost, on
obtient :

0 V2 d
2 du__ :\/5/ S
V2Jyavh+u? 0 \/51/1—&—(%)2

x + cost —+/1+4+cost = z—1 .
v v vV + cost + /1 + cost

Onaxz > 1;donc x+cost > 1+cost et par croissance de la fonction racine :
Vx + cost > /1 + cost, puis

2v/x + cost > /x +cost + /1 + cost > 24/1 + cost.
Il nous reste a passer a I'inverse et a diviser par x — 1 > 0 :

V> 1, 1 <\/x—i—cost—\/l—i—cost< 1 )
2vVx + cost z—1 2v/1 + cost

¢) Pour z voisin de 1, posons z =14+ h , ou h — 0.

Il vient x4 cost = h+2 cos? % En intégrant les deux membres de la premiere
des deux inégalités précédentes il vient :

J— _ f@) = Q)
0 2v/h+2cos?(t/2) = r—1

Remarquons que V¢ € [0, 7], sin% < 1. On a donc :
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1 " dt flx) = f(1)
2](h)§/0 2v/h + 2cos?(t/2) ST

D’apres P'expression trouvée en 3. a), on a : }1111% I(h) = 400, d’ot :
IR
rz—1 xr — 1

Ce qui veut dire que f n’est pas dérivable en 1, la représentation graphique
admettant au point (1,2v/2) une demi-tangente verticale.

Exercice 1.16.
On note E I'ensemble des fonctions f de classe C! sur [0,1] telles que I'on
ait de plus f(0) = f(1) = 0.
Soit f un élément de E.

f(z)
sin(mx)

1
2. M Vintégrale 1(f) = [ <23(m2)
ontrer que U'intégrale I(f) /0 sin(7z)

1. Montrer que g : x — est prolongeable par continuité en 0 et en 1.

f(z)f(z) dx est convergente.

@)
3. Montrer que I(f) = % " dx
o sin® 7z

4. En déduire que
1 1
/ f?(z)dx > 772/ f?(x)dx
0 0

5. Déterminer les fonctions f de E pour lesquelles I'inégalité précédente est
une égalité.

Solution :

1. Au voisinage de 0, g(z) ~ % Or f(0) = 0 et f dérivable entrainent
que :

lim f(x) — L jim =
r—0 7T T x—0 r—0 ™
20y

™

De méme lim1 g(z) = —
xr—

2. Posons h(z) = %ﬂx)f(m), on a h(z) = g(x)cos(mz)f'(x), qui

est le produit de trois fonctions continues sur |0, 1[ et est prolongeable par
continuité en 0 et en 1. L’intégrale proposée existe donc.
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3. Soit 0 < ¢ < a < 1. Effectuons une intégration par parties, il vient :

/: cos(mz) (@) f () da = {CQS(M) N f2§x)E N g/:smzl £2(z) dx

sin(mx) sin(mx) ()

et, par passage a la limite :

1 1
I=1 L) dr = E/ g% (x) dx
0

2 Jy sin®(rx)

1

4. On sait, par positivité de I'intégrale que / (Mf(x) - f’(x))zdx >
o = sin(mx)

0.

En développant cette derniere expression, il vient

/O(7r2ws()fz() 9T COSTL) () () 4 2 (2)) dx > 0

sin ( ) sin(mrx)

et, en utilisant la question précédente :

[ @i | (—L’S( L)+ 72 L0y
0 0

sin?(7x) sin?(7x)
Donc :

1
’ — cos? _
Af2(x)dx2/0 2f2() San( dr = W/fQ

5. Par continuité de la fonction cons1deree, cette inégalité est une égalité si

et seulement si (%ﬂx) - f’(:c))2 est la fonction nulle, soit :
f(@) = f(:c)%:g) ou encore %(Slﬁgx) )) —0

Soit :
f(z) = Asin(mx), avec A € R

Exercice 1.17.

Soit « un réel tel que o > 1. On pose
+oo
') :/ @ le™%dx
0

1. Vérifier Pexistence de I'(a).

+oo
1
2.0 S(a) =
n pose S(a) n§:O CFE

+oo ptoo
Montrer que : I'(a)S(a) = > / e—(n+1)t ya—1 g4
n=0J0
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3. Pour k entier naturel, on pose, sous réserve de convergence :

+oo a—1
I(k) = / e (k+1)t ti,t dt
0 1—e
a) Montrer que I'intégrale I(k) est bien convergente.
b) En partageant Uintervalle d’intégration en deux, & 'aide de la borne

. PR 1 .

intermédiaire —=, montrer que lim I(k) =0.
VE q [ (k)

4. Pour k£ > 1, montrer que :

+oo a—1 k=1 [+oo
/ et =3 e~ (Dt pa=1qs 1 I(k)
0 1—e n=0.J0

a—1

+oo
En déduire la valeur de / e ! lt — dt en fonction de I'(«) et S(a).
0

Solution :
1. Comme a > 1, la fonction h : t — 2® e~ est continue sur RT.

Au voisinage de +o0, on sait que . ligl t2h(t) = 0, ce qui assure l'existence
— 100
+oo + oo
de / h(t) dt donc aussi de / h(t) dt.
1 0

2. La série définissant S(«) est convergente puisque > 1. On a :
N N

1 1 e 1,—t i
IN{))] ngo i 1e ngo (n—l—l)a/o te—te tdt ngojn
avec, par le changement de variable t = (n 4+ 1)u :

“+o0 “+ o0

I,=——1 / te—le=tdt = / u* e~ (nthu gy
(n+1)%Jo 0
Donc, en faisant tendre N vers l'infini :
+oo o0
Ia)S(a) = 3 / ut e (U gy
0

n=0

—t

3. a) La fonction fy : t s e~ (kD! 1t“_1 est continue sur RY .
* Au voisina%e de 0, onal—e?t ~ ¢t donc fk(t)1 est équivalent a t*~2 et
Iintégrale / t*~2 dt converge puisque a > 1 et / fr(t) dt converge.

0 0 o

*Ona: , ligl t2 f1.(t) = 0, ce qui assure 'existence de I'intégrale fr(t) dt.
— 100 1
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lintégrale définissant I(k) est bien convergente
b) Posons I}, = Ly, + Ji, avec :

+oo

1/Vk
L}C = / fk(t) dt7 et Jk = fk(t) dt
0 1/Vk

1 —kt —Vk .
ePourt> —=,onae <e , et :
Vk

+oo a—1 Foo a—1
0<Jp<eVF [ et __arg e_‘/E/ ettt —dt=Ce vk
1/\/E 1—e 0 1—e¢

Donc lim Ji =0.

k—+o00
a—1
e En ce qui concerne Ly, on sait que, pour tout k > 1,0 < fir(t) < e’t%.
—e
1/Vk a1
Comme l'intégrale et t — dt est convergente, il vient lim Lj = 0.
0 1-e k—+4o00
lim I(k)=0
k—oo
4. On sait que, pour t > 0 :
k—1 —kt
ot —1l—e
nz::[) 1-— e_t
Ceci permet d’écrire :
k—1 [+oo +oo _ +oo _
Z e~ (ntDtpa—1lgy — / et £ l_t dt — / e~ (1)t £ 1—t dt
n=0.Jo 0 l—e 0 I—e

Soit, en faisant tendre k vers Uinfini :

T(a)S(a) = /0 et

Exercice 1.18.

Soit () une suite réelle positive telle que lir_irrl (un)V/™ = X € RT.
n—-+oo

1. On suppose dans cette question que A < 1.

Montrer qu'il existe a €]0,1] et N € N* tel que pour tout n > N, on a
Uy < a’.

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

2. On suppose dans cette question que A > 1. Montrer que la série > u,
diverge.

3. Peut-on obtenir la nature de la série > u,, lorsque A =17
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4. Etudier la nature des séries suivantes :

a) > (Vn+1—=+vn)"

n>0
b) > (In n)l_"z

n>1

5. Soit (v,) une suite de réels strictement positifs telle que lim KLES R

n—+oo Unp
AeRT.
Montrer que lim (v,)Y/"™ = \.
n—-+4oo

Si (vy) est une suite de réels strictement positifs telle que lim (v, )'/™ =

n—-+oo

. . V.
X € RT, a-t-on toujours lim -2+ =)\?
n—+oo Up

Solution :

1. On suppose que A < 1. Soit  tel que A < o < 1. Comme lim (u,)"/" =

n—-+oo
), il existe N tel que si n > N, alors 0 < (u,)"/™ < o
Donc, a partir du rang N, 0 < u,, < a™.
La série ) a™ est géométrique convergente et la série ) u,également par le
théoreme de comparaison.

2. 51 lirf ()™ = X > 1. Tl existe N tel que pour n > N, on a (u,)"/" > 1,

donc u, > 1.

La série Y u,, diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0.

3. Pour A = 1, on ne peut conclure. En effet, soit a réel quelconque et
1
Uy = —=

n®’
Alors (uy,)'/™ = em(—alnn) | 1, puisque lim Inn _ g
n—oo N

n—oo

Or > % diverge et > % converge, il n’y a donc pas de résultat général.
n

4.a)Ona: (u,)/"=vn+1—
donc > u, converge.

b) On a :
U 1/n _ Inn 1/n—n _ e(l/nfn) In(Inn) _ e% In(In n)efnln(ln n) . efnln(ln(n))
(un) (Inn)

1
S EE——
vn \/n+1+\/ﬁH

donc lim (u,)Y/™ =0 et 3 u, converge.

n—oo
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5. % Supposons A > 0. Alors lim In(up4+1) — In(u,) = In(A) = p.

n—-+4oo

En revenant a la définition de la limite, on obtient
—1

lim %nz n(ugs1) — In(ug)] = p

n—oo

Soit l[ln(un) —In(ug)] — p, ou encore 1 In(u,) — p et done
n n—oo n n—oo

lim (u,)"/" =et = A

n—oo

* Le raisonnement est identique dans le cas ou A = 0.

La réciproque est fausse. Par exemple, définissons (u,,) par

U2p = 2\/ﬁ
Upns1 = 3V
Ja . s . 1 . . U .
On vérifie aisément que lim un/ " =1, mais que lim -2+l plexiste pas.
n—-+o00 n—+oo Up
Exercice 1.19.
+oo 4
Sous réserve d’existence, on pose F(x) = / € 7 dt
x

1. Montrer que F' est ainsi bien définie sur R? .

2. Montrer que F est de classe C' sur ]0, +oo[ et calculer F’(z) pour tout
x >0, ou F' désigne la dérivée de la fonction F.

3. Déterminer les limites de F' en 0 (a droite) et en +oo.

4. Montrer qu’aux voisinages de +oco et de 0, on a F(x) = 0(%).

+oo
5. Sans chercher & calculer F(x), montrer que / F(z) dx est bien définie
0

et calculer cette intégrale.

Solution :
—t
1. Soit z > 0. t — eT est continue sur [x,4o00[; de plus, au voisinage de
—t
—+00, eT = o(t™2). L’existence de F(x) résulte alors de la régle de Riemann.

too 4 L
2. Pour tout = > 0, on écrit par exemple : F(z) = / ert —/ ert;
1 1

ainsi F est de classe C' et pour tout « > 0 :
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3. * Soit x €]0, 1], alors :

Lot too ¢ L 1
T 1 x

Donc lim F(z) = +o0.

x—0t
* Soit x > 1. Alors :

+oo
0<F(w)</ e tdt=e""
Donc lim F(z)=0. ‘

r—+0o0

4. x Pour tout x > 0, on a :

+oo ¢ +oo
ong(x):/ %dtg/ e tdt =e"
Donc lim xF(z) =0. : ’

r—+00

* Pour tout = €10,1], on a :
1

e’ tat
Tdt+xF(1)<x/ +2F(1)=2F(1) —zlhz

OémF(x)éx/ T

Donc lim xF(z) = 0.
5. Soit 0 < & < M. Alors en effectuant une intégration par parties, on a :
M M M
/ F(z)dx = [l‘F(l‘)} —|—/ e Pdx
€
D’ou : : :

/MF(x) dr = M.F(M)—e.F(e) —e ™™ 4 e¢

+oo
qui tend vers 1 quand M — 400 et € — 0. D’ol1 I'existence de / F(z)dx,
0

avec :
+oo
/ F(x)dz =1
0
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