3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On consideére trois variables aléatoires X, Y et Z, définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant la loi exponentielle de parametre .

1. Déterminer la loi de Y + Z.

2. a) Soit D =Y + Z — X, déterminer une densité de la variable aléatoire D
sur RT.

b) Calculer P(X <Y + Z).

3. Déterminer I’événement complémentaire de ’événement
X<Y+4+ZINn[Y <Z+X|Nn[Z<X+Y],

et calculer sa probabilité.

4. Quelle est la probabilité pour qu’on puisse construire un triangle (éventuellement
aplati) dont les cotés aient pour longueur X, Y et Z?

Solution :

1. Y + Z est encore une variable aléatoire & valeurs dans RT et comme X
et Y sont indépendantes, une densité fy .z de Y 4+ Z peut étre définie par
convolution, ce qui donne :
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+o00

T
Va >0, fyiz(z) = Yy fz(x —t)dt = / Ae M e 2@t gt
oo 0

= / A2e— M2t
0
0 six <0

n-{ .
Frez(®) Nz.e ™ siz >0
2. a) La variable aléatoire —X est aussi indépendante de Y + Z et, & nouveau

par convolution :
“+oo “+o0

Vo 20, fp(z) = fyyz(®)f-x(x—t)dt = fyyz () fx(t —x)dt

— 00 — 00

+o0 +oo
= / Ate M N emAMEm2) gt = \3ehw / te 2t

x
Le calcul de 'intégrale écrite se fait sans probléme a ’aide d’une intégration
par parties, ce qui donne :
Vo >0, fp(x) = §(2Az + 1)e

+oo

b)Ona P(X <Y +2Z)=PD >0) = / fp(z)dz, donc il suffisait
0
bien de connaitre une densité de D sur Rt et :
+oo
PX<Y+2)= %/ (2X\z + 1)e * dx
0

et en intégrant & nouveau par parties, on obtient : P(D > 0) = %
3.Posons C = [X <Y+ Z|N[Y <Z+X|N[Z <X +7Y], les lois de de
Morgan montrent que :

C=[X>Y+ZJUY >Z+X]U[Z > X +Y]
* Les trois événements constituant la réunion précédente sont deux a deux
disjoints (si on avait par exemple [X > Y + Z] et [Y > Z + X], on aurait
[X > 27 + X], ce qui est clairement impossible puisque Z est & valeurs dans
RT).
* De plus chacun de ces événements releve du traitement de la question 2.

b), donc a pour probabilité 1 — P(D > 0) = %, soit :

pP(C)=3

4
4. On peut construire un triangle de c6tés donnés si et seulement si chacun
de ces nombres est inférieur ou égal & la somme des deux autres, ce qui

correspond a la réalisation de I’événement C de probabilité i
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Exercice 3.2.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur l’espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes, de méme loi uniforme sur 'ensemble £ = {0,1,2,...,n}.
Soit Z et T les variables aléatoires définies par :
Z=|X-Y|etT=inf(X,Y)
Sous réserve d’existence, on note E(A) I'espérance de la variable aléatoire A.
1. a) Justifier lexistence des moments de tous ordres de Z et T.
2)
M B(z) = Mnt2)
b) Montrer que E(Z) 3(n+1)
¢) En déduire E(T') et en donner un équivalent lorsque n tend vers Uinfini.

2. Soit U une variable aléatoire a valeurs dans N, telle qu’il existe K € N*
vérifiant : 0 < U < K.

K
a) Exprimer Y P(U > j) en fonction de l'espérance E(U).

j=1

K
b) Calculer de méme Y j2P(U > j) en fonction de E(U), E(U?) et E(U?).
j=1
3. a) Calculer pour tout j € N, la probabilité P(T > j).
b) En utilisant la question 2. a), retrouver la valeur de E(T).

4. Calculer E(Z?) en fonction de la variance 0% de la variable aléatoire X.

Solution :

1. a) Z et T sont des variables aléatoires qui ne prennent qu’un nombre fini
de valeurs. Elles admettent donc des moments de tous ordres puisque les
sommes qui les définissent sont en fait finies.

b) Z =|X — Y| prend les valeurs 0,1,...,n et :

Z=i)= UX=i+k)n¥ =k)]U UY =i+k)n(X=Fk)
k=0 k=0
Chaque événement (X = i) N (Y = j) est de probabilité ﬁ et pour
n

1 > 1 la réunion précédente est une union disjointe, d’ot :

Vie [1,n], P(Z =1) =2(n—i+1)xﬁ

Ainsi :
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L . 9 L, .
E(Z) = iP(Z =1) = —=—= i(n—i+1
@=Fire ==t Fin =i+
_ 2 A2 XA
n+1i;Z (n+1)2i;Z
92 Xn(n—i—l)_ 2 ><n(n—l—l)(2n—|—1)
T n+1 2 (n+1)2 6
Ce qui donne bien :
_ n(n+2)
E(Z)_S(n+1)

c)Ona:
X =Y =sup(X,Y) —inf(X,Y), et X +Y =sup(X,Y) +inf(X,Y).

Par conséquent : 2T = X +Y — |X — Y| et comme on sait que E(X) =
EY)= %, il vient :

_n_nmn+2) _n@2ntl) p

ET) =3 6(n+1)  6(n+1) () 3

K K

2.a) On a E(U) = Y iP(U = i) = >, iP(U = i), tandis que par
i=0 i=1

retournement classique des sommations :

K ' K K ' K i . K .
PUZj)=3 > PU=i)=3% > PU=1i)= > iP(U=1)
=1 j=11i=j i=1j=1 i=1

On a donc bien :

b) gleP(U>j> = i ijQP(U:i) = i Zi:jQP(U:i), donc :

=

Soit, en développant :
K
> j2P(U > j) = $E(U®) + 1E(U?) + $B(U)
j=1

3. a) Evidemment, si j > n,ona P(T > j) =0et si 0 < j < n, on peut
écrire, par indépendance de X et Y :

P(T > j) = P((X > j)N(Y > ) = P(X > )PV > j) = (P13
b) Ainsi :
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n n

E(T) = _;P(T >J)= ﬁ ;(”_j“)Q N ﬁ ;j2

Soit :
_ 1 nn+1)2n+1)  n(2n+1)
B(T) = i 6 BRICES))
4. On a, par indépendance de X et Y :
E(Z}) =E(X -Y)?) =E(X?) +E(Y?) —-2E(X)E(Y)

et puisque X et Y suivent la méme loi :
E(Z%) =2(E(X?) - E(X)?) = 20%

Exercice 3.3.

Soient n points distincts dans le plan. Soit p un entier supérieur ou égal a n.
On dispose de p crayons de couleurs distinctes, et on colorie au hasard les n
points Ay, As, ..., A,.

1. Dans cette question seulement, on suppose que n = 6. Que vaut la
probabilité que, au moins 3 points aient la méme couleur ou que au moins 3
points aient des couleurs distinctes 7

2. Calculer la probabilité P, ,(k) que k couleurs exactement apparaissent,
lorsque :

a) k=1,
b) k=2,
c) k=n.

3. a) On désigne par Sy, . le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments
vers un ensemble a k éléments.
Trouver une relation de récurrence liant Sy, i, Sp—1,k €t Sp—1 k—1.

b) Les entiers n,p et k étant donnés, décrire un algorithme et écrire un
programme turbo-pascal permettant de calculer .S, j.

c) Trouver une relation liant Sy, i et P, ,(k), et en déduire une relation de
récurrence liant les termes P, ,(k).

4) Etudier la convergence de la suite de terme général {/P, ,2(2).

Solution :

1. Soit ¢ le nombre de couleurs effectivement utilisées :
si ¢ > 3, il y a au moins trois points qui ont des couleurs distinctes !
si ¢ =1, il y a au moins trois points de la méme couleur !!
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si ¢ = 2, comme il y a six points a colorier, il y en a au moins trois de I'une
des deux couleurs utilisées.
La probabilité cherchée vaut donc 1.

2. Il y a p™ faons de colorier les n points, toutes équiprobables.

a) Il y a p couleurs disponibles, donc : P, ,(1) = %
p

b) On choisit une premiere couleur de p faons, puis on choisit une partie de
E ={A4,..., A,}, non vide et différente de E' de 2™ — 2 faons pour colorier
ces points avec cette couleur, on choisit enfin une deuxieéme couleur de p — 1
faons pour achever le coloriage. Ainsi il y a p(p — 1)(2™ — 2) faons de colorier
en utilisant deux couleurs et :

J— n J—
Pop(2) = plp—1)(2 2)
¢) On choisit la couleur de A; de p faons, puis celle de As de p — 1 faons,
celle de A3 de p — 2 faons, etc. Donc :
Py (n) = pp—1)...(p—n+1)

n,p n

p

3. a) Soit F de cardinal n, F' de cardinal p et a un élément de E.

Les surjections ¢ de E vers F' sont de deux sortes :

— celles pour lesquelles la restriction de ¢ & E' = E \ {a} est encore une
surjection de E’ vers F. On les obtient & partir des S,,_1  surjections de
E’ vers F, chacune d’elles pouvant se prolonger de k faons. Il y en a donc
kSn—l,k ;

— celles pour lesquelles la restriction de ¢ & E’ n’est plus surjective de E’ vers
F. L’'image de a par ¢ est un des éléments de F', disons b, et la restriction de
¢ & E' est une surjection de E’ vers F = F'\ {b}. On trouve donc kSy,—1 k—1
surjections de ce type.

Finalement :

Sn,k = k(snfl,k + Snfl,kfl)

b) On procede récursivement, & partir de S,, , = nlet S, 1 = 1, pourn > 1.
En supposant la fonction factorielle définie antérieurement, notée fact, cela
donne :

function s(n : integer ; k :integer) :integer ;

begin
if k=n then s := fact(n) else if k=1 then s :=1 else
s :=k*(s(n-1,k)+s(n-1,k-1)) ;

end; ...
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(i)

n,k

c) On a P, (k) = kin (on commence par choisir k couleurs parmi
les p disponibles, puis on construit une surjection de I’ensemble des n points

vers l’ensemble de ces k couleurs).

Comme (i) = %(i : 1), il vient en remplaant dans la relation obtenue en
3.a):

—k+1
Pop(k) = 2Py (k) + P T2 P (k= 1)

20,2 D
4.0na P, ,2(2) = - 1)@ 2), donc :

(r*)” L .
P @ = exp( (=)
1 pQ(p2*1)(2p*2) _1 2 1 2 1 P _9) _ Inp2
Or ];ln( W) )_5lnp —|—§ln(p —1)+;Bln(2 2) —Inp

Les deux premiers termes sont de limite nulle, le troisieme de limite In2 et
le dernier de limite —oo, le tout est donc de limite —oo et :

lim ¢/P,,2(2) =0

p—0o0

Exercice 3.4.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (92, A, P).

1. Montrer que si X est une variable aléatoire a densité, prenant ses valeurs
dans RT et admettant une espérance m, alors pour tout scalaire A > 0, on
a:

P(X > xm) < 1.

2. Soit X une variable aléatoire positive a densité, f une densité de X, F' sa
fonction de répartition supposée strictement croissante sur R*. On suppose
enfin X admet une espérance m.

a) Montrer que F réalise une bijection de RT sur [0,1[. On note F~! la
bijection réciproque.

b) Montrer que : Ffl(%) < 47m ; F’l(%) <2m; Ffl(%) < 4m.
3. Soit Y une variable aléatoire réelle a densité, admettant une densité g paire
et admettant une variance 2. On suppose que la fonction de répartition G
de Y est strictement croissante sur R.
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a) Vérifier que G réalise une bijection de R sur |0, 1].
On note alors G~! sa bijection réciproque et on pose I = G_l(%) - G‘l(i).
~1/3 202
b) Montrer que P(|Y| > G 1(1)) < (TU) .
¢) En déduire que I < 24/2¢0.

Solution :

1. L’inégalité & démontrer (inégalité de Markov) est triviale si 0 < A < 1.
Si A > 1, on écrit :

m/0+ooxf(x)dx>/)\+ooxf(x)dx>)\m +Oof(x)d;v

m Am
Ainsi : )
mo_ L
P(X > xm) < VR
a) La fonction F est continue, strictement croissante sur R*, d’image [0, 1[.
Elle réalise donc une bijection de R* sur [0, 1[.

b) D’apres I'inégalité de Markov on a pour A > 1
1—F(Am) < )\,ze F(Am) > 1 %
et, par croissance de F~1 :
Am > P71 - 1)
En choisissant successivement A = %, A = 2et A =4, on obtient les inégalités :
F- (4)<4§” Fid) <om; PL(3) <am

a) On démontre comme en 2. a) que G réalise une bijection strictement
croissante de R sur ]0, 1].
b) On écrit :
P(Y < GTH(1/4)) = G(G™(1/4)) = 1/4
P(Y > G*1<3/4>> — 1 G(G1(3/4)) = 1/4
Par suite G71(1/4) = —G71(3/4) et I = 2G~*(3/4).

2
Posons alors A = 4[—2 et appliquons I'inégalité de Markov & Y2.
o

La variable aléatoire Y admet une variance, elle admet donc une espérance
m et comme g est paire, on a m = 0. Donc E(Y?) =V (Y) = o2.

Ainsi:P(Y2>/\E(Y2))§%s’écrit:P(Y2 (G=1(3/4))2) < (TU) soit :
P(y|>G1(3) < (2)



Probabilités 83

=1-G(G™1(3/4) + GG (1/4) = 3

Exercice 3.5.

1. Soit Z une variable aléatoire réelle & valeurs dans |0, 1[, possédant une
densité g continue sur ]0,1[. Montrer que Z posséde une espérance.

On suppose que pour tout x € |0, 1[, g(1 —z) = g(z). Quelle est, dans ce cas,
I'espérance de Z ?

2. Montrer que la fonction x +— sinx réalise une bijection de [—%, %} sur
[-1,1]. On note ¢ sa bijection réciproque. Montrer que la fonction ¢ est

dérivable sur | — 1, 1] et calculer sa dérivée.

1
3. Soit I = / —dr___ Nontrer que cette intégrale converge et la calculer.
o Va(l —x)

4. Montrer que la fonction f définie sur R par :
—— sil<z<l1
ﬂw:{nxa—m

est une densité de probabilité.

sinon

Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité.

Déterminer F(X) en utilisant la premiere question. Retrouver ce résultat en
utilisant la définition de 'espérance et le changement de variable x = (sin 0)2.

Solution :

1. Z est une variable bornée, elle admet donc des moments de tous ordres et,
en particulier, admet une espérance.

Le changement de variable u =1 — ¢ donne :

1 0 1
E(Z):/O tg(t)dtz/l (1—u)g(1—u)(—du)=/0 (1 — u)g(u) du

— /Olg(u) du — /Olug(u) du=1-FE(Z):

BE(Z) =3
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2. La fonction sin est continue, strictement croissante sur [—m /2, 7 /2] d’image
[—1,1]. Elle réalise donc une bijection entre ces deux intervalles et sin’ = cos
est non nulle sur |—7/2,7/2[.
Ainsi la bijection réciproque ¢ est définie et continue sur [—1,1], d’image
[-7/2,7/2]. De plus ¢ est dérivable sur |—1, 1], avec :

1 1

! _ 1 _ 1
Pt = sin’ (¢ (1)) - cos(p(t)) \/1 — sin? w(t) - \/1 —t?

3. La fonction & intégrer est continue sur ]0, 1[, équivalente & = — %/2 au
x

voisinage de 0 et & x — W au voisinage de 1.

—x
Deux applications de la régle de Riemann et la relation de Chasles prouvent
alors que l'intégrale proposée converge.

On éerit (1 —2) =2 — 2% = —(z — %)2 + (%)2 = i(l — (22 —1)?), d’on1 &
I’aide du changement de variable t =2z — 1 :
1 1 1
I / de ___ _ / 2dz _ dt
o Va(l —x) 0o V1—(2x—1)2 11 —¢2
Alinsi en intégrant sur un segment [u, v] inclus dans |—1, 1] et en passant a la
limite :
—1
I'= [‘p(t)}_ﬁl =7
4. % Le calcul précédent montre que f est bien une densité de probabilité

(fonction positive, continue sauf en —1 et 1 ot elle admet des limites infinies,
intégrale sur R convergente de valeur 1)

* La fonction f vérifie les conditions de la question 1. donc :

E(Z) =3

* Le calcul direct, & I’aide du changement de variable z = sin?6, qui est
de classe C!, strictement monotone sur [0, 7/2], d'image [0, 1], donc légitime
directement avec les bornes de 1’énoncé, donne :

E(z)zl/lmzl 7T/QsinQ@szianosé)dQ
s 0 \/m ™ 0 \/sin2 9(1 _ sin2 9)
/2

/2 jus
. 9 1 - 10 1. 2
2sin“ 0do = 77/0 (1—cos(26)) do = - {9 5 8111(29)]0

:;/
T Jo

et on retrouve :
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Exercice 3.6.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que X
suit la loi géométrique de parametre p €]0,1[ et YV suit la loi uniforme sur
lintervalle |—1, 1].

Onpose T=X+Y et Z=|T] (on |z]| désigne la partie entiere du réel x).
1. Préciser les valeurs prises par Z.

2. Expliciter la loi de Z.

3. Calculer E(Z) et V(Z).

4

. On désigne par F' la fonction de répartition de T'. Calculer F'(¢) pour :

a)t<0;
b) t € [0,1[;
c) t € lk,k+ 1] avec k € N*.

5. En déduire que T est une variable aléatoire a densité et donner une densité
deT.

Solution :

1.X(Q) = N* et Y(Q) =]—1,1[, comme les intervalles [k — 1,k + 1[,k € N*
recouvrent R* , on a T'(2) = R% et Z(Q2) = N.

2. La famille (X = k)gen+ est un systeme complet d’événements, donc pour
tout ¢ de N :

(Z=i)=(X+Yelii+1)= U(X+Y €lii+1)n(X =k))
k=1

=U(Yeli-ki—-k+1)Nn(X=k))
k=1
Compte tenu des valeurs prises par Y, seules interviennent les valeurs de k
telles que [i — k,i — k+ 1[N]—1,1[# 0, et donc :
- (Z=0)=(X=1)n(Y €]-1,0));
— Pouri>1:
Z=i)=(X=9n Y €0, 1))U((X=i+1)n(Y €]-1,0])
D’ou, par disjonction et indépendance :
P(Z=0)= g

¥i>1,P(Z=1i)=3(¢"'p+gp) = Lp(1 + g
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3. Les séries rencontrées sont des dérivées de séries géométriques, dont la

convergence est connue. On peut alors écrire :
o0 o0 o0

* B(7)= L iP(Z=i)= L. iP(Z =) = sp(1+4q) ;iqi—l
1
B(Z) = g1+ ax o = 551

+ Puis : - -

BZ(Z-1)= L ii = )P(Z=i) = L ili - )P(Z =)
. = 5pa(1l+q) 5:322(2 ~1)q'2 = $pa(1+ q)x i fq)s

B(2(2 - 1)) = 4
et :
V@%:MZ@—1»+EMy<MZV:qu§®+1;q—O+?amﬁ:
p P 4p
(2 - CaEpbe) (g ()

2p? 4p 4p

4. a) T prend ses valeurs dans R, donc si t < 0, F(t) = 0.
b)Site [0,1ona (X4+Y <t)=(X=1)N(Y <t¢t—1) et comme
PX=1)=petP(Y <t—-1)= w, il vient par indépendance :

F(t) =5

c) Plus généralement, si t € [k, k+1[, alors en suivant les valeurs accessibles
pour la variable aléatoire X :
Fit)=P(X +Y <?%)
=P X <k-1)+P(X=k)PY <t—k)+P(X =k+1)P(Y <t—k—1)

t—k+1 ko t—k
2

=1-¢""1+q"'p +a'p 5

5. La fonction F' est continue sur R, dérivable sauf aux points entiers, ou F
admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite. Par conséquent X +Y est
bien une variable aléatoire a densité, une densité f de X + Y étant donnée,
par exemple, par :

0 sit<0
P .
5 si0<t<1
ft) = 2 -
k-1
T _P(1+4q) sitelkk+1]avec ke N*
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Exercice 3.7.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, d’écart-type o,
le parametre réel inconnu o étant strictement positif.

2
1. Montrer que la variable aléatoire T' = QX—z suit la loi v(1/2).
o

2. Pour n entier de N*, on considére un n-échantillon (X7, ..., X,,) indépendant,
identiquement distribué, de la loi de X.

a) Donner une densité de la variable aléatoire S, =

1 5y
202 5 X

b) Soit Y;, définie par Y, = % X?2. Montrer que Y,, est un estimateur

10

sans biais de o2.

¢) En justifiant son existence, calculer 'espérance E(1/Y;,) en fonction de
neto.
En déduire un estimateur o,, sans biais du parametre o.

3. a) En justifiant son existence, calculer la variance V(o,,) en fonction de n
et o.

b) On admet que, pour tout réel x >0, on a I'(z +n) ~ n%(n—1).

(n—o0)

Montrer que &,, est un estimateur convergent de o.

Solution :

2 2
xe~E /207 of

1. Une densité fx de X est définie sur R par : fx(z) = 1
oV 2w
si on note F'x la fonction de répartition de X, on a :
Vt>0,Fr(t) = P(T <t) = P(X? < 20%) = Fx(0V2t) — Fx(—0V2t)
et par dérivation, une densité fr de T est :
a\/> a\/> sit>0
frlt) = { \/>fx( 2t) + \/—fX( 2t)

sit<O0
soit :
L =126t g1 0

fT(t):{\/?T ,
0 sit<0
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Comme I'(1/2) = /7, on reconnait :
T —~(1/2)

2
2. a) Les variables aléatoires XZ'Q sont indépendantes et de méme loi y(1/2),

on sait alors que S, suit la loi v(n/2), dont une densité fs, est définie par :

«tZ o=t §it>0

1
hA®={FWM) .
0 sit <0

: : n 202
b) On sait aussi que E(S,) = 5 et comme Y, = TS" :
_20% n_ 2
EY,) = X =0
Y,, est un estimateur sans biais de o2.
¢) On a VY, = O’\/%\/Sn et, par le théoreme de transfert, on a (la

convergence (absolue) est évidente) :

E(v/S,) = 1/+°°a;% g3 tevdz = —L__\T((n+1)/2)

I'(n/2) Jo ['(n/2)
I((n+1)/2) 2
EWY,) = ———= £
Vi) =" 7V
Ainsi
o, = Mx n¥, est un estimateur sans biais de o
I'((n+1)/2) 2
3. a) Posons a,, = M, on a

b) Le résultat admis donne : I'(n + %) (N) /n.(n —1)! et on sait que pour

tout k de N* T'(k) = (k — 1)! On distingue donc deux cas :
; ; L'(p) 1 2
* Si n est pair, n = 2p, alors ag, = ——~— ~ —— so0it a, ~ \/j;
YT+ 1/2) ) Vb n

* Sin est impair n = 2p+ 1, agpt1 = Lp+1/2) = Lp+1/2) ~ @, soit

I'(p+1) pl'(p) () P
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aNi: 2 r\a\/z
"D Vin—1 n

2
Dans tous les cas on a a, ~ /2 et lim 29z — 1, soit lim V(o,) =0 et
n 2

n—oo n—oo

0, est un estimateur convergent de o.

Exercice 3.8.

Soit X une variable aléatoire de densité f continue et strictement positive
sur R* | nulle sur R* . On note F' la fonction de répartition de X.
On suppose que X admet une espérance notée F(X).

1. a) Justifier que I'on peut définir une fonction réciproque F~! entre des
intervalles a préciser.

1
b) Calculer / F=L(t)dt.
0

Pour z € Ry, on pose T'(z) = E(IX)/ t f(t)dt.
0

2. a) Justifier que T est définie sur Ry et qu’on peut définir une fonction G
sur R par :
0 sixzx <0
G(a:)z{ToFl(:c) stz €]0,1]
1 six > 1.

b) Vérifier que G posseéde les propriétés caractérisant une fonction de
répartition d’une variable aléatoire a densité.

1
¢) Retrouver ainsi a l'aide de G le calcul de / F=L(t) dt.
0

3. Montrer qu'une variable aléatoire Y de fonction de répartition G admet
une espérance, et que

+oo
BE(Y)=1 7/0 T(w) f(u) du

Solution :

1. a) I est nulle sur R™ et dérivable sur R de dérivée strictement positive.
Ainsi F' est continue strictement croissante sur R™, d’image [0, 1[, on peut
donc définir F~1 sur [0, 1] et F~! réalise une bijection strictement croissante
de [0, 1] sur [0, +oo].
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b) Effectuons le changement de variable x = F~1(t), i.e. t = F(z), qui est
bien de classe C! sur tout segment [, 3], avec 0 < o < 8 < 1. 1l vient :

s F7H(B) F7H(B)
/ F=1(t) dtz/ x.F'(x) dmz/ x.f(z) dx
@ F~1(a) F~1(a)

Comme X admet une espérance, on peut faire tendre o vers 0 et 3 vers 1 et :

/ P / T ) de = B(X)

2. a) L’espérance E(X) est strictement positive, donc T est définie et continue
sur R, nulle en 0, de limite 1 en 400 et strictement croissante, puisque de

1
E(X)
Ainsi T o F~1 est bien définie sur ]0, 1[, de limite 0 en 0T et de limite 1 en
1.

b) G est en fait continue sur R, dérivable sur R\ {0, 1}, avec :

Vz €]0,1[,G'(z) = T'(F~ 1 (2))(F~1) ()

L of(z) et (F~1)(2) = 1 = 1 ol :
B T e EO = ) = )

_ _ F~(x)
Va €101[,G' () = s FH (o) f(F @) sy =
E(X) fF7H () E(X)
Donc G est croissante de limite nulle en —oo (en fait nulle sur R™) et de
limite 1 en +oo (en fait valant 1 sur [1, +oc[) et de classe C! par morceaux :

c’est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
“+oo 1
c¢) Comme G'(zx)de=1= / G'(z) dz (vrai pour toute densité), on
—o00 0

retrouve bien :

dérivée x — x f(x) strictement positive sur R .

Or T'(z) =

1
/ F~1(t)dt = E(X)
0
3. Soit a > 0, on écrit : / tG'(t) dt = L/ t.FL(t) dt
0 E(X) Jo
Soit, en effectuant le changement de variable t = F'(z) :

a ’ B 1 F~Y(a)
/0 tG'(t) dt = E(X)/O F(x)x.f(zx)dx

Comme F(z)xf(x) ( ~ : zf(x), le fait que X admet une espérance donne la
+oo

+o0

“+oo
convergence de / zf(x) dx donc celle de F(x)xf(x)dx et :
0 0
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+o0 Foo
E(Y) :/O tG'(t) dt = L/O F(2)z.f(z) dz

D’autre part, 1'équivalent T'(u)f(u) % f(u) donne la convergence de
“+oo
+oo
I'intégrale / T(u)f(u)du et en procédant & une intégration par parties,

0
directement avec la borne infinie :

+oo too
/ T(u) f(u) du = [T(w)F(w)] ;" - / T (u)F(u) du
0 0
+oo 1
=1- ; muf(u)F(u) du

Finalement, la comparaison des deux expressions obtenues donne :

+oo
BE(Y)=1 7/0 T(u) f(u) du

Exercice 3.9.

Trois personnes, notées A, B et C' entrent simultanément dans un magasin
ayant deux bornes d’accueil. A et B occupent immédiatement (a l'instant 0)
les deux bornes, C' attend et occupe la premiere borne laissée libre par A ou
B (on suppose que le temps de changement de personne est négligeable).

On suppose que les temps passés a une borne par A, B et C sont des variables
aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1] et notées
respectivement X,Y et Z.

1. On pose U =sup(X,Y) et V =inf(X,Y).

a) Déterminer les fonctions de répartition de U et V, ainsi qu’une densité
de chacune d’elles.

b) Déterminer 'espérance et la variance de U et V.

2. On note T le temps total passé par C' dans le magasin.
a) Déterminer la loi de T'.

b) Déterminer I'espérance de T.

Solution :

1. a) U et V prennent leurs valeurs entre 0 et 1, et pour = € [0, 1], on a par
indépendance de X et Y :



92 ESCP-EAP 2007 - Oral

x PU<z)=P(X<z)N(Y <2))=PX <2)P(Y <2z)=2%

*xP(V>2)=P(X>2)N (Y >z))=P(X >2)P(Y >2)=(1—1)?

Donc :
Fy(r)=2%et Fy(z) =1—(1—1x)2

Par dérivation, on peut donc prendre pour densité sur [0,1] :
fu(lz) =2z et fy(z) =2(1 —x)

1 1
2.3 2
b) x E(U) = 2edr = | % = £.
) x E(U) /Ofrx xdx {Sx}o 3

E(V):/Ol:r:x2(1—x)dx: [3:2—%1:3}1 =1-

o[

1
*E(Uz):/ 9:2x29:dx:{
0

1 1
E(V? =/$2><21—:Bd.%':23—l$4 -1
V) 0 ( ) [3 2 }

et donc :

vioy=1_-4_1 V(V):%_%ZILS

2. a) Puisque C prend la place laissée libre par le premier de A et de B qui
a fini, on a :
C=inf(X,Y)+Z=V+Z

Comme V et Z sont indépendantes, on obtient par convolution, et en notant

fr une densité de T :
+oo

Jr@) = [ fo)fale —tydt = /0 fo (b f2(x — ) dt

Il n’y a du grain a moudre que si z — ¢ est compris entre 0 et 1, et comme ¢
est aussi compris entre 0 et 1, on distingue plusieurs cas :

* Si 0 <z <1, lintégration porte en fait sur le segment [0, z] et :
x
fr(z) = / 2(1 —t)x1dt = 22 — 2
0
* Si 1 <z <2, lintégration porte en fait sur le segment [z —1,1] et :
1
fr(z) = / 2(1 —t)x1dt = (v —2)?
x—1

*Siz>2ousix <0, alors 0 <t <1 estincompatible avec 0 <z —t <1
et fr(z)=0.
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1 2
b) On a donc E(T) = / t(2t —t2) dt +/ t(t —2)2dt et le calcul s’acheve
0 1

sans peine :

Exercice 3.10.

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées de loi uniforme sur le segment [0, 1]. On note alors :

Vi = (Un)" et V =sup{V,, n>1}
1. Soit » > 1. Montrer que V;, est une variable aléatoire a densité et préciser
E(WV,).
2. Pour tout réel = tel que 0 < x <1 et tout entier n tel que n > 1, montrer
inégalité : 1 — 2 < n(1 —2'/").
3. Pour z réel tel que 0 < z < 1 et m entier tel que n > 1, on pose
A (x) = [V, = z]. Calculer P(A4,(x)).
4. Soit x réel tel que 0 < z < 1. Montrer que la série > P(A,(z)) diverge.
5. On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant (lemme de Borel
Cantelli) :

Soit (Ap)n>1 une suite d’événements indépendants d’un espace probabilisé
+oo
(Q, A, P) telle que > P(A,) diverge, alors, presque strement, une infinité
n=1
d’événements A,, se réalisent.
a) Montrer que pour tout réel z tel que 0 <z < 1, on a P([V > z]) = 1.

b) En déduire, en utilisant le théoreme de la limite monotone, que P([V =
1)) = 1.

Solution :

1. Notons F,, la fonction de répartition de V,,. On a :
Vi <0,F,(t)=0,Vt>1,F,(t)=1
et pour t € [0,1], on a :
F.(t) = P(U, < tY/m) =¢'/n
Ainsi F,, est continue sur R, de classe C' par morceaux, donc V,, est une
variable aléatoire a densité, de densité f,(t) = %t%’l, sur ]0, 1].
On a alors :
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1 141
_ 1,1 a4 5 1t r_ 1
E(Vn)—/ont dt*[nl_’_l]o*l_Fn
2. Soit ¢ : [0,1] — R,z + 1 —x —n(1 — /™), ¢ est dérivable sur ]0,1], et
on a:
ox)=-1+ el =1 + o(f—Dinz >0
Donc ¢ croit et comme ¢(1) =0, ¢ est négative sur [0, 1]
Vae0,1],Vne N 1—z<n(l—z"/")
3. Pour z € [0,1] :
P(A, () =PV, =22)=1—Fy,(z) =1—a/"
4. Pour z € [0, 1], on écrit : P(A,(z)) > %(1 — ) et comme la série de terme
général % diverge, il en est de méme de la série de terme général P(A, (x)).
5. a) L’indépendance des variables aléatoires U, donne I'indépendance des
événements A, (z). Par conséquent, d’apres le lemme de Borel-Cantelli,
presque siirement une infinité d’événements A, (z) se produisent lorsque
z € 0,1
Donc :
PV zz)=Plsup{Vpy,n>21} >2)=1

b) Par le théoréme de la limite monotone, on a :

%) N
PV=1)=P(N(V=1-1)=1m P(Av=1-1)
n=1 n N —oo n=1 n
:]}Ean(V>1—%):l

Exercice 3.11.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur l’espace
probabilisé (2, A, P).
1. Soit U une variable aléatoire discrete, & valeurs dans N, admettant un
moment d’ordre deux.
+oo
a) Démontrer la formule : E(U) = > P(U > j), (FE(.) désignant
j=1

Pespérance).

+o0o
b) Exprimer de méme la somme Y. jP(U > j) en fonction de E(U?) et
j=1

E(U).
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Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discreétes, a valeurs dans N,
indépendantes, de méme loi.

k
On note pour tout k € N, pp, = P(X,, = k) et F, = > p;.
j=0
Pour tout n € N*, on pose M, = sup (X;).
1<i<n

2. Calculer, pour tout k € N*, la probabilité P(M,, < k) en fonction de Fj
et n.

3. On suppose dans cette question que les variables X, suivent la loi uniforme
sur Ng = {1,2,..., K}, ou K est un entier strictement supérieur a 1.

a) Calculer pour tout k € N, la probabilité P(M,, = k).

b) On jette trois dés équilibrés ; quelle est la probabilité que le plus grand
des chiffres obtenus soit 4 7

4. On suppose maintenant que les variables X,, suivent la loi géométrique sur
N* de parametre p (avec 0 < p < 1) et on note ¢ =1 — p.

a) Calculer E(M,).

b) Trois joueurs jouent & Pile ou Face avec une piece équilibrée et s’arrétent
des qu’ils ont obtenu un Pile. La variable aléatoire M3 est alors le nombre
de jets effectués par le ou les joueurs ayant obtenu Pile en dernier. Calculer
E(Ms).

Solution :

1. a) Par la propriété de Fubini, on a :

Y PUZ2j)=3xP(UU=k)=3[> PU=k)]

i>1 =1 k2j =1 k>j
k
=Y [XPU=k)] =X kP(U=k)
E>1 j=1 E>1
soit :

> P(U=j)=EU)
i>1
b) De méme, on a :

L JPU2j)= Y jP(UU=k)=3 [ X jPU=k)

i>1 i1 k>j i>1 k>j

- S (R iPU =k = ¥ Mt D pgr )

E>1 j=1 k>1



96 ESCP-EAP 2007 - Oral

soit :

g
.
:9
S
Y

j)=EBW?) + EW)

s

2. Sachant que : (M,, <k) = [ (X; < k), on en déduit, pour tout k € N :

i=1

P(M, < k) = [] P(X: < k) = (Fy)"

3. a) Si u est la loi uniforme sur Nk, on a pp = % ; de plus Fy = 0. Pour

tout k£ € N, il vient Fj = % et :

P(M, =k)=P(M, <k)—P(M, <k—1)=(F)" — (Fp_1)"
soit :
P(My = k) = gmlk" = (k= 1)"]

b) Les dés étant équilibrés, u est la loi uniforme sur Ng. D’ou :

P(M;z = 4) = 6%,(43 -3 = Ik

k .
4 a) Si p est la loi géométrique sur N* de parametre p,ona: Fj, = > pg? ! =
j=1

1—¢*
et donc : P(M,, <k) = (1—¢")".
On a alors P(M,, < 1) =1 et pour k > 2,
PM,>k)=1-P(M, <k—-1)=1-(1-g1)n
— ) (—1)it1gi(k—1)
py (') (=1itiq
Il résulte alors de la premiere question :

E(M,) =1+ kgz ( i1 (?)(71)j+1qj(k—1))

j=

St [ e 1 £ [ )

k>0 1—¢

b) Dans le cas p = ¢ = Lotn= 3, on obtient E(M3)

_ 2
2 7

Exercice 3.12.

On dispose d’une piece de monnaie donnant «pile» avec la probabilité p et
«face» avec la probabilité ¢ =1 —p (avec p € 10, 1]).
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On lance cette piece, les lancers étant indépendants les uns des autres, et on
note N le nombre aléatoire de lancers nécessaires a la premiere apparition de
«pile» (on pose N = —1 si «pile» n’apparait jamais).

Quand «pile » apparailt au bout de n lancers, on effectue une série de n lancers
avec cette méme piece et on note X le nombre de «pile» obtenus au cours
de cette série.

1. Quelle est la loi de N 7

2. Déterminer la loi du couple (N, X).

3. Calculer P(X =0) et P(X =1).

4. Pour tout entier naturel k non nul, exprimer P(X = k) sous forme d’une
série.

5. Calculer la somme de cette série.

1
(1 _ x)r—i—l

6. Déterminer I'espérance de X par deux méthodes : une premiere fois par
calcul direct, une deuxieme en utilisant la formule de l’espérance totale.
Pourquoi ce résultat est-il raisonnable ?

too s
On rappelle que si |z| <1 alors > <r>xk’r =
k=r

Solution :

1. La variable aléatoire N représente le temps d’attente du premier «pile»
lors de lancers successifs indépendants. N suit donc la loi géométrique de
parametre p et P(N = —1) = 0.

2. Pour n € N*,laloi de X sachant (N = n) est la loi binomiale de paramétres
n et p. On a donc :

Vn e N Vk € [0,n], P(N, X) = (n, k) = P(N = n) Piy—n)(X = k)
P((N.X) = (n.k)) = P(N = n) Py (X = k) = (1= p)" " p(3) p(1 — p)**.

ou encore :

P((N,X) = (n,k)) = <Z>pk+l(1 _ p)2n—h-1

3. a) On utilise le systéme quasi-complet d’événements (N = n),en+ pour
calculer les probabilités des événements liés a X .
Ona:
+oo +oo n
P(X =0)= 3 P((N,X) = (n,0)) = % (f)p**(1 = )20
n=1

n=1
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= 2an—1
=2 p(l—p)™"~
n=1
On reconnait une série géométrique de raison (1 — p)? et on obtient :

b) De méme :

+oo Tt
POX =1)= ¥ P(N.X) = 10) = & (1) 0 -p !

n=

[

+oo
= > np*(1—p)*~?
ou encore : =1

+oo
P(X =1) = p2 1— 2”71:2 1 _ 1
( ) p ngln[( p) } p [1 _ (1 _p)2]2 (2 _p)2
4. Selon le méme principe, on a :
P(X =k _+°° N k+1 1 _ p)2n—k-1
(X =k) = Z_)k g)p (1 =p)
5. On en déduit : N
PIX=k) =y (1 -p) 7t 5 ()10 -p2
n=~k
donc : -
1—p)*~

_ — N 1 -
P=8) =p (= p) e et = gy

A noter que cette formule est valable pour tout k de N*.

6. a) Effectuons le calcul direct. Comme 1=-p [0,1], la série de terme

2 —

général k(%%g)k_l est convergente. Ainsi, F(X) existe. On peut écrire :

1—p 1 =, 1—pyk-1
EF(X)=0—2% k(z—=%£
) 2_p+(2—P)2k:1 (2_79)
donc : 1 )

E(X) = PR T —1

b) Appliquons la formule de espérance totale.
eVneN E(X|(N=n))=np

o Soit e, = Y kP(n=n)(X =k) = Y k(Z)pk—H(l — p)2n—k-l,
k=0 k=0
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Calculons cette somme :
-1

=3 n(p i)p’““(l —prhl =Y n(" i 1)pj”(l —p)?

k=1 j=0
2 ne1 S (n—1 j n—1—j 2 n—1
= np*(1 - p) Z( j )p(l—p) =np*(1—p)" "
i=o

Ainsi, la série de terme général e,, est convergente car |1 — p| < 1.
On en déduit que l'espérance de X existe et que :

B(X) = 35 BOX(N =) PN =) = 3% mp(1 = p)"p
“+o0
=p* 3 n(t-p)
donc : " )
PO = a e !

¢) Ce résultat est raisonnable dans la mesure ol le nombre de lancers
effectués dans la deuxieme phase compense le retard pris dans la premiere
série de lancers : n vaut en moyenne ]l?, donc np vaut en moyenne 1.

Exercice 3.13.

Soit X une variable aléatoire réelle, dont une densité fx est donnée par :

Ié] .
fX(:E): W sizx>1
0 siz <1

ol [ désigne un parametre réel strictement positif. On dira que X suit la loi

P(B).
1. On pose Y = In X. Déterminer une densité fy de la variable aléatoire Y.

2. Pour n entier supérieur ou égal a 3, on considere un n-échantillon
(X1,Xs,...,X,) indépendant, identiquement distribué, de la loi P(f), et
on suppose que le parametre [ est inconnu.

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire Z,, définie par Z, = > InX;?
i=1
(On donnera une densité de probabilité de Z,,.)
b) On pose f3, = ZL Calculer Iespérance E(f3,) et la variance V(B;) de

la variable aléatoire (,, apres en avoir justifié I'existence.
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Quelles conclusions peut-on en tirer & propos de B; en tant qu’estimateur du
parametre 37

3. On pose T,, = v/n Pn =5 , et on admet que la suite (T},),>3 converge en

loi vers une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Donner, pour n assez grand, un intervalle de confiance du parametre 3 , au
rique a donné. On notera b la réalisation de (3, sur I’échantillon observé.

4. Soit (X7, ..., X} ) un m-échantillon iid de la loi P(3). Pour m assez grand,
on construit un intervalle de confiance du parametre 8 au méme risque «, et
on veut que cet intervalle ait une longueur k fois plus petite (avec k > 1) que

celle de 'intervalle calculé avec le n-échantillon (Xi,...,X,). On suppose
que la réalisation de 3,, = Zﬂ sur cet échantillon est encore égale a b.
m

a) Quelle relation vérifient m et n ?

b) Montrer que le rapport 7 a alors une limite lorsque n tend vers I'infini
et déterminer cette limite. Interpréter le résultat obtenu.

Solution :

1.OnaY(Q) =R, et pour y >0
Fy(y) = P(Y <y) = P(X <) = Fx(e")
_ Be PY siy>0
fr(y) { 0 siy<O0

La variable aléatoire BY suit la loi exponentielle de parametre 1, ce qui
équivaut a dire que Y suit la loi exponentielle de parametre (.

Donc

2. a) Les variables aléatoires X; étant indépendantes, il en est de méme des
variables aléatoires Y; = In X;. D’apres le cours, Z,, suit la loi exponentielle
de parametre ng et 87, suit la loi v,. Donc :

——2" e ™® sixz >0

1
foz,(x) = { I'(n) .
0 six <0

D’ou :

/Bn n—1,—pBx :
on(x):{F(n)x e siz>0
0 siz <0

b) On a B3,(Q) = R*.



Probabilités 101

+o00 +o0o
Pour n > 3, la convergence des intégrales / 2" 2e P dr et / " 3e™ P 4y,
0

0
montre, grace au changement de variable C'! bijectif y = Bz que :

+o0 too
neo _ I'n—1 _3 _ I'(n—2
/O y" e dy = 7%%1 ),/0 y" e 5ydy=7(ﬂn72)

On en déduit l'existence du moment d’ordre 2 de B;, par le théoreme de
transfert.
Il vient :

B = 725 V) - i

Ainsi B; est un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de (.

3. Soit U la variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite, et soit

u>0te1queP(U§u):1f%.

Pour n assez grand, on a P(—u < T, < u) =1l—aet:

P(- u<f5" ﬁ<u)—1 o= P(—2— )=1-a

B
1—|—u/f 1—u/\/ﬁ

La réalisation de l'intervalle de confiance pour § au risque « est donc :
[2 b =]
14+u/vn' 1—u/vn

a) On a (longueur),, = QUI xb. On veut donc :
n—u?

2uf 5b = 2“‘/> 5 b, soit k\/7 n—u_ u

n—u m— m—u

b) Lorsque m et n tendent vers U'infini, on a k Wx% ~1dou:

lim T = k2
n—-+oo M

Ainsi, si I'on veut étre k fois plus précis, il faut multiplier & peu pres par k2
la taille de ’échantillon.

Exercice 3.14.

Un mobile, initialement posté a lorigine d’un repére orthonormé (O, 7°, 7)
se déplace de la maniere suivante : a chaque instant n = 1,2, 3,... il bouge

dans une direction quelconque. On modélise ceci de la facon suivante :
on considere (Uy),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi uniforme sur lintervalle [0, 27
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On pose alors pour tout k& > 1, Ay = cos(Uy), O = sin(Uy) et pour tout
n>l1,

Y,=01+02+4... 40,
1. Ecrire un programme en PASCAL prenant en entrée la donnée n (nombre
de déplacements) et rendant des nombres aléatoires X,, et Y,, construits
comme ci-dessus.

2. Calculer E(Ay) et E(Oy) pour tout k > 1 puis E(X,,) et E(Y,,) pour tout
n > 1.

3. On définit pour tout n > 1, Z,, = X2 + Y2,
a) Que représente géométriquement la variable aléatoire Z,, ?

b) Montrer que E(Z,) = n. Interpréter ce résultat avec celui de la question
2.

4. a) Montrer que :
P(Z,<n)=P( > cos(U;—U;)<0)
1<i<j<n
b) Expliquer simplement pourquoi :
P( Y cos(Ui—Uj)<0)=P( Y cos(U;—Uj;)>0)
1<i<j<n 1<i<j<n

¢) En déduire que P(Z,, <n) = % et interpréter ce résultat.

Solution :

1. Voici une proposition de programme :
program exo ;
var k,n : integer;
m X,y,u : real;
Begin
randomize ;
writeln(’n?’) ; readln(n) ;
x :=0; vy :=0;
for k := 1 to n do begin

u := random ;

X = x + cos(2*pix*u) ;
y =y + sin(2*pix*u)
end ;

writeln(x,y)
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end ;

2. Par le théoréeme de transfert :

27
E(Ag) = E(cos(Uy)) = %/O cos(t) dt =0

2m
Par linéarité de 'espérance, il vient E(X,,) = E(Y,) = 0.

E(Op) = E(sin(Uy)) = 1/0% sin(t) dt = 0

3. a) La variable aléatoire Z,, représente le carré de la distance entre le mobile
et lorigine apres n déplacements.

b) On calcule :

E(A%) = E(cos?(Uy)) = #/0 ﬂcosz(t) dt = %
E(0}) = E(sin®(Uy)) = %/0 7TSinz(t) dt = %

et :

E(Z,) = E(X?)+ E(Y?) = n% i n% —n

En moyenne, aprés n déplacements, le mobile est & la distance y/n de lorigine.
4.2) Ona P([Z, <n]) = P([X2+Y2<n]).Or:
Xo+Yi=3(A3+00)+2 ¥ (Aid;+0,0)
k=1 1<i<j<n
Comme A? + 02 = cos?(Uy) +sin®(Uy) = 1, et A;A; + 0;0; = cos(U; — Uj;),
il vient
P([Z, <n])=Pn+ >, cos(U;i—U;)<n)
1<i<j<n
—P( Y cos(Ui—Uj) <0)
1<i<j<n

b) Lorsque i < j, la variable aléatoire cos(U; — U;) est symétrique sur

[—1,1]. Il en est de méme pour >  cos(U; — U;). Par conséquent

1<i<j<n
P( > cos(U;=U;)<0)=P( > cos(U;—U;)=0)
1<i<j<n 1<i<j<n
¢) La somme des deux derniers réels étant égale a 1 (le cas de ’égalité est
quasi-impossible) , il vient P([Z, < n]) = %

Ainsi, a l'issue de n déplacements, le mobile a autant de chances de se trouver
a lintérieur du disque D(0, y/n) qu’a Pextérieur.
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Exercice 3.15.

Soit (U, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur
(Q,7, P), suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

Pour tout n de N* | on pose M,, = inf(Uy,Us, ..., Up,).

1. a) Montrer que M,, est une variable aléatoire.
b) Calculer E(M,,) et V(M,,).

¢) Etudier la convergence en probabilité de la suite (M,,),en=.

2. On définit les variables aléatoires U et V par :
U= inf(Ul, 1-— Ul) et V= sup(Ul, 1— Ul)
v
i
a) Déterminer la loi de Q.

Enfin on pose Q =

b) Etudier 'existence de l'espérance de Q.
3. Pour tout n de N* soit X, la variable aléatoire définie sur 2 par :
Xn(w) = v si Ur(w) <1 et X, (w) = 0si Uy (w) > L

a) Montrer que X, est effectivement une variable aléatoire.
On dit qu’une suite de variables aléatoires (Z,,)nen+ converge « vélocement »

vers Z si pour tout a > 0, la série de terme général P({w € Q/|Z,(w) —
Z(w)| > a}) converge.

b) En utilisant la suite (X,,)nen+, comparer la convergence en probabilité
et la convergence «véloce .

Solution :

1. a) M, est une variable aléatoire puisque, pour tout réel a :
n
M ([a,+o0) = N Uy (la, +o0]) € T
k=1

b) Un raisonnement et un calcul classiques montrent que si f désigne une
densité de la loi uniforme sur [0, 1] et F' sa fonction de répartition, alors, pour
tout réel ¢ de [0,1] :

far, () =nft)1 = F(t)" ' =n(l—t)""
D’ou :
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E(l—Mn):n/O (1—t)(1—t)”—1dt:n11,

1
_ 2\ 12 _ f\n—1 _ n
B Mn)fn/o (1020 — 1) lde = Doy

Ce qui donne :

E(My) = %Jrl’ V(M) =V(1-M,)= Wn(nm

¢) La suite (M,) tend en probabilité vers O car, pour € > 0 :
P(|M,|<e)=PM,<e)=1-(1—-¢)" — 1

2.a)Pourt>1,ona:

1-U; : 1 1 r 1
Fot P( 0, <t) siUi<3 P(Uh > 757) silh <y
CAY U . 1 t . 1
P(l_lUISt) SIU1>§ P(U1<m) SIU1>§
Donc :
0 sit<1
Fo(t) = 1 1 1 t y_t=1
P(7 <0 <3)+P(g<Ui<q)=(77 sit>1
b) En dérivant :
0 sit<1
f@(t)Z{ 2 it > 1
t+12 °
Comme ¢ fo(t) ( ~ ) %, la régle de Riemann assure que () n’a pas d’espérance.
—+oo

3. a) Il suffit de remarquer que :
X (vn) ={weQ|lUiw) < %} =Ur'(J-o0,1/n)) € T
et :
X7H0) = {w e Q| Ui(w) > 1} = U7 (1/n, +oc]) € T

b) Le terme général d’une série convergente tendant vers 0, la convergence
véloce implique la convergence en probabilité.
La réciproque est fausse. En effet, soit 0 < ¢ < 1/2. On a :

:g; (1Xm| >¢€) = ;g; (U, € [0,1/m]) = (U; € [0,1/n))
+o0

1
d’ott P( U (| Xm| >¢)) = o qui est le terme général d’une série divergente.

m=n
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Exercice 3.16.

Soit X une variable aléatoire strictement positive admettant une espérance
E(X).

On pose, lorsque cela a un sens :

ol )

1. a) Si X est constante égale a ¢, que vaut Kx 7
b) En supposant que Kx existe, calculer K x en fonction de Kx.

—+oo

c¢) Montrer que 'intégrale / ﬁldﬁ existe. Le coefficient K x existe-t-il
2 n

toujours 7

2. a) La fonction f définie sur R par : f(z) = xIn(x) est-elle convexe ?
b) Si g est une fonction convexe définie sur un intervalle I, montrer que
pour tout n de N*, tout (1, z2,...,2,) € I" et tout (A1, A2, ..., \,) € (RT)™
n
tel que Y. A\;=1,ona:
i=1

9( ;)\zxz) < ;)\Zg(xz)

¢) En déduire que si X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre
fini de valeurs (strictement positives ), alors Kx existe et qu'il est positif ou
nul.

3. a) Soit m un réel strictement supérieur a 1.
Soit X une variable aléatoire a densité, dont une densité f est définie par :

f(z) = ﬁ siz > 1, et f(z) =0 sinon,

calculer Kx.
b) Soit r un réel de RT; existe-t-il une variable aléatoire Z telle que
KZ =r?

Solution :
1. a) Si X est une variable aléatoire constante, on a F(X) = X et donc en
raison de la présence du logarithme Ko = 0.

b) Par linéarité de I’espérance, clairement, Kyx = Kx.

¢) * La fonction ¢ +— est continue sur [2, +oo[. Pour ¢ > e, on a

1 1
N S S
t2In*(t) ~ 2

1
2 1n*(t)
ce qui assure la convergence de l'intégrale proposée.
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. . P QLQ sit > 2 .
* Soit alors f la fonction définie par : f(t) = < t*1In“(t) (o la
0 sit <2

constante C' est choisie de fagon & ce que f soit une densité).
Soit X une variable aléatoire de densité f. Alors :

+o0
. . dt 1 . .
— E(X) existe, puisque = =5, (intégration «a vuey).
() existe, puisaue | s = (1o (i )

— Kx n’existe pas, car sinon, en notant a 'espérance de X, on aurait par le
théoreme de transfert :

Ky — /2+°°t1n(t/a) gt — /2+°° In(t/a) .

at® In”(t) at In”(t)
In(t/a) 1

" atn®(t) (4o0) alInt
est de limite infinie en +o00, d’ou la contradiction.

est t — In|Int| qui

o 1
et une primitive de t — Int

2.a)Ona f"(z) = % > 0 et la fonction f est convexe.

b) Cette question est équivalente a la définition de la convexité. Elle se
démontre par récurrence sur n a l’aide de la notion de barycentre partiel.

c) Si X(Q) ={z1,...,2,}, alors, en posant p; = P(X = x;), il vient :
N, Ty - iLq \ _ _
o= ZrdilEcn) 2 (5 weg) = /0 =0
3. a) On vérifie aisément que la fonction proposée est effectivement une

densité de probabilité. Ceci fait, des calculs simples donnent :

B =y, et K =In (M2) & Soly

b) La fonction Kx : o — In (£ p 1) + ﬁ définie précédemment est
continue sur |1, +o00[, d’image R™*.
Le théoreme des valeurs intermédiaires permet de conclure lorsque r > 0, et
la question 1.a, lorsque r» = 0.

Exercice 3.17.

1. Démontrer que deux variables aléatoires qui suivent une loi de Bernoulli
sont indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle.

2. Soit n un entier tel que 2 < n. Une urne contient des boules rouges et des
blanches en proportions respectives r et b, avec 0 <r <letb=1—r.

Un joueur effectue n tirages successifs d’une boule de cette urne, avec remise
de la boule obtenue a chaque étape du tirage.
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Pour k > 2, le joueur gagne 1 point au k™ tirage si la couleur de la boule
obtenue a ce tirage n’est pas celle qui a été obtenue au tirage précédent.
Sinon, son gain a ce rang du tirage est nul.

Soit G la variable aléatoire égale au nombre de points gagnés par le joueur
au cours des n tirages.

a) Pour k € [2,n], on définit la variable aléatoire X} égale au gain du
joueur pour le tirage de rang k.
Préciser la loi de X} et calculer la covariance Cov(Xy, Xgi+1), pour k €
[2,n —1].

b) Calculer l'espérance et la variance de G.

¢) Peut-on choisir r et b pour que G suive une loi binomiale ?

3. On reprend le jeu précédent et on définit la variable aléatoire T,, par :
si G > 1, T, est égal au rang du tirage amenant le premier point et sinon,
T, vaut n + 1.

a) Déterminer la loi de Tj,.

b) Dans cette question, r = b = %
Comparer la loi de T,, — 1 avec la loi géométrique de parametre %

En déduire une estimation de E(7},) quand n est grand.

Solution :

1. Soient X et Y deux variables aléatoires suivant respectivement les lois de
Bernoulli B(a) et B(b). On sait que pour tout couple (X,Y) on a :

X et Y indépendantes = Cov(X,Y) =0.
Réciproquement, supposons Cov(X,Y) = 0. La variable XY suit une loi
de Bernoulli puisque XY (Q2) = {0,1}. Son parametre est F(XY) et par
hypothese ici :

Cov(X,Y)=0 = E(XY)=EX)E(Y)=ab.
Ainsi: ab=P(XY =1)=P((X,Y) =(1,1)), dou
P(X=1)Nn{Y =1)=PX =1)xP(Y =1).
Or on sait que si A et B sont des événements indépendants il en est de méme

des événements A et B, ainsi que des événements A et B et enfin que des
événements A et B.

Comme ici (X =1) = (X =0) et (Y =1) = (Y = 0), le tour des possibles
est fait et X et Y sont des variables aléatoires indépendantes.
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n
2. Les variables introduites sont liées par G = > Xj.
k=2

a) X}, suit une loi de Bernoulli et les expériences qui constituent I’événement
(X = 1) sont de la forme suivante : (... Rg—1Bg...)ou (... Bx_1 R ...).
Ainsi :

P(Xy=1)=rb+br =2rb, et X — B(2rd)
La variable Xj;Xj1 suit encore une loi de Bernoulli et les expériences qui
constituent 1'événement (X Xy11 = 1), d.e. U'événement (X = 1) N (Xp11 =
1) sont de la forme suivante :

(. . kalBleH»l . ) ou ( . .kaleBk+1 . )
Donc :

P(XpXpp1=1) =120+ 17b%> = rb(r + b) = rb.
On en déduit que

COV(Xk,Xk+1) = E(Xka_H) - E(Xk)E(Xk_H) =rb— 4T2b2.

b) Par linéarité de l'espérance : E(G) = > E(X) =2(n — 1)rd.
k=2

Ona:V(G) =
2
Les variables X et X}, sont indépendantes quand k + 2 < h parce que les 4
tirages concernés sont distincts.
11 ne reste donc que : V(G) = > V(Xi)+2 >, Cov(Xk, Xgt1), et :
k=2 2<k<n
V(G) =2(n —1)br(1 — 2br) + 2(n — 2)rb(1 — 4br)

¢) On voit que si 1 —4br = 0 alors Cov(Xy, Xi+1) = 0 et d’apres la question
1. on peut dire que X} et X1 sont indépendantes.
G est alors somme de n — 1 variables de Bernoulli indépendantes de méme

V(Xk)+2 Z COV(Xk,Xh).

n
—2 2<k<h<n

parametre 2rb = % : G suit la loi binomiale B(n — 1,1/2).

Pour que deux réels r et b vérifient a la fois r+b=1et rb = i il faut et il

suffit que 7 et b soient les racines du polynome X2 — X + i =(X - %)2
On a donc montré :

r:b:% = G —B(n-1,1/2)

[On peut démontrer que ce sont les seules valeurs de r et b qui permettent
que G suive une loi binomiale]

3. La variable aléatoire T, est a valeurs dans {2,3,...,n + 1}.
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a) Pour & S n, (Tn = If) = {(R1R2 ‘e kalBk N .), (B1B2 ce kale . )}
Ainsi :

P(T, = k) = r*" 1o+ bF—1r = br(rF=2 4 bF=2).
(Th,=n+1)=(G=0)={(R1R2...R,),(B1B2...Bp)} :
P(T,=n+1)=r"4+b".
b) Onar = :%. Ona:
P(Tn:k):# pour 2 < k <net P(Tn:nﬁ-l):#.

Considérons S une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(1/2) :

OnaP(S:k):P(Tn—I:k):Q%pourlSkSn—letP(S:k):%k
pour k > n.

On sait que E(S) = 2. Donc :
B(T, 1) = B(S) +

n - k n - k
— S =24 — L
2”—1 kgn 2k 2”—1 kgn Qk
Ce dernier terme est le reste d’indice n — 1 d’une série convergente donc il

tend vers 0 quand ntend vers l'infini. De méme lim 2’?*1 =0, dou:

n—-+oo
lim E(T,-1)=E(S)=2et lim FE(T,)=3.
n—-+00

n—-—+o00

Exercice 3.18.

Soit (a,b) € (R%)? tel que a + b < 1.

Un interrupteur admet deux positions que 1’on note 0 et 1.

Si, a l'instant n, il est en position 0, il sera encore en position 0 a l'instant
n + 1 avec la probabilité 1 — a et passera en position 1 avec la probabilité a.
De méme, s’il est en position 1, il y restera I'instant suivant avec la probabilité
1 — b et basculera en position 0 avec la probabilité b.

Pour tout n € N, on définit X, la position de I'interrupteur a l'instant n.

1. Montrer que, pour tout n € N,

(e 2) =2 (e 2 )

1—a b
avecA-( a 1—b>‘

2. Si l'on suppose que Xy suit la loi de Bernoulli de parametre —%

a+b

déterminer la loi de la variable X, pour tout n € N.

3. Dans le cas général, montrer que, pour tout n € N, X,, suit une loi de
Bernoulli dont on déterminera le parametre p,,.
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4. Etudier la convergence en loi de la suite (X,,)pen-

5. Calculer, pour tout n € N, la covariance entre les variables X, et X, ;1.

Quelle est la limite de la suite (COV(Xm X”+1))neN ?

Solution :
1. Pour tout n € N, la formule des probabilités totales nous donne, pour
z€{0,1}:
P(Xn+1 = SC) = P(ano)(Xn+1 = SC)P(X” = O)
—+ P(Xn=1)(Xn+1 = x)P(Xn = ].)
En utilisant les données de 1’énoncé concernant les probabilités condition-
nelles, on trouve :
{P(Xn+1 :0) = (I*G)P(Xn :O)erP(Xn = 1)
PXpy1=1)=aP(X,=0)4+(1-0))P(X,=1)
D’ou la relation matricielle annoncée.

2. On remarque que le vecteur (Z) est un vecteur propre de A associé & la
b/(a+b)
af(a+b))
Par conséquent si X suit la loi de bernoulli de parametre ai—kb’
a
a+b
3. Pour tout n € N, X,,(2) = {0,1}, donc X,, suit une loi de Bernoulli.

Déterminons son parametre p, = P(X,, = 1).
D’apres la relation matricielle trouvée a la premiere question, on a :

Vn € Napn—H = a(l 7pn) + (1 - b)pn =a-+ (1 —a-— b)pn
Donc la suite (p,)nen est arithmético-géométrique.

valeur propre 1, il en est donc de méme du vecteur <

pour tout

n € N, la loi de X, est la loi de Bernoulli de parametre

La solution de l'équation z = a + (1 — a — b)z est aL+b donc la suite
a

(pn T a+ b)neN
On en déduit :

ol pg est le parametre de la loi de Xj.

est géométrique de raison 1 —a — b.

4. Comme a + b < 1, on déduit de la question précédente que :

: _ a
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La suite (X, )nen converge donc en loi vers une variable de Bernoulli de
parametre

a
a+b
5.0n a :
E(XpXny1) = P(XyXnt1=1) = P(X,, = 1) Px, =1y (Xny1 = 1)
Soit : E(XpXnt1) = pn(l —b), et donc :
Cov(Xn, Xnt1) = pu(l = b) = pppnt1 = (1 —b —a)pu(l — pn)

et on déduit de la question 3. que :

. _ab(l—b—a)
nll)r—i,r-loo COV(Xn,Xn+1) = W

Exercice 3.19.

On dit qu’une variable aléatoire X & valeurs dans R, définie sur un espace
probabilisé (2, B, P), suit une loi de Weibull, W(a, b) de parametres a et b
réels strictement positifs si :

0 siz <0
P(X <z)=F(z) = 1—exp(—(%)“) siz >0
1. Soit X1, X5,...,X,,, n variables aléatoires réelles indépendantes suivant

une loi W(1, b).

a) Montrer que )?n =inf (X3,..., X,,) suit une loi 1/\/(17 %)

b) Pour chaque w € Q, on range X1 (w), ..., X, (w) dans 'ordre décroissant.
On note X (w) le k™ de ces nombres. On définit ainsi une variable aléatoire
X _

Montrer que la fonction de répartition de Xy est :

A= 3 (0= e

r=n—k+1
2. On suppose que la variable aléatoire X suit une loi W(a, b).
a) Soient s,t réels. Comparer, selon les valeurs du parametre a :

b) Montrer que 'espérance de X est E(X) = bI'(1 + %)
3. On considere une unité centrale d’ordinateur constituée de n composants
tels que la panne d’un seul d’entre eux provoque la panne de I’ensemble. On
suppose que les n composants ont des durées de vie 71, ..., T, indépendantes
suivant toutes la méme loi W(a, b).
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Exprimer la durée de vie T' de 'unité centrale. Quelle est la loi de T' lorsque
a=17

Solution :

s

1. a) Pour tout z € R, [X,, > a] =

i

[X; > z]. On en déduit :

1
n

PX,<2)=1-PX,>2)=1-J[P(X>z)=1-[[(1- P(X <=2))
i=1 =1
~ 0 siz <0
P<Xn§x):{1—(e—§)":1—e"? stz >0
Donc )~(n°—>W(1,Q).
n

b)Ona, X1 >Xo>...2Xp>...>X,.
L’événement [)? r < z] est réalisé si, et seulement si, au moins n — k + 1 des
événements [X; < x] sont réalisés.
Or on réalise exactement r des événements (X; < x) avec la probabilité :

(M)Fx @)L= Fx (@)

(phénomene binomial, la probabilité du succes & chaque épreuve valant
Fx(x), ou Fx désigne la fonction de répartition de la loi de chaque Xj,
les variables en présence étant indépendantes)
Par disjonction des différents cas possibles, on a donc :

Peso= S (1)EE) 1-r@)"

r=n—=k
_ n n - —Z\r, —L\n—r
_r:n¥k+1 (’I“)<1 ¢ b) (e b)
2.a)Ona:
_P(Xzstt) o (5)T () i(h)
PX>2s+tX >t)= PXSt) e—(%)“ —_—
Donc :
P(X 2 s+tX >1) > P(X > s) <= — (51" + (})" = —(3)"

= s+t > (s + 1)
Une étude rapide de la fonction définie sur RT par ¢ — (s + t)* — s* — ¢°
montre que ’on a :

o P(X >s+tX >t)> P(

> s)sia<l.
e P(X>s+tX >t)=P(

X >
X >s)sia=1.
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e P(X>2s+tX>2t)<P(X>s)sia>1
b) On obtient une densité de X par dérivation, puis en effectuant le calcul

directement avec la borne 400, puisque les arguments de négligeabilités
classiques prouvent la convergence :

E(X)= at 1yet (5" g = T e b
(X) = p(p) e t=a (3)"e t
0 0

Le changement de variable u = (%)a est légitime et donne alors :

+oo 1
BE(X) = b/ e udu = br(1+ 1)
0
3. L’événement [T > t] est réalisé si et seulement si chacun des événements
[T; > t], i = 1,...,n est réalisé. On a, puisque les composants sont
indépendants les uns des autres, et que leurs durées de vie suivent toutes

la méme loi :
n

PT<t)=1-P(T>t)=1-[[(1-F(t))=1-¢"®"

Donc, sia=1,T — 5(%)

Exercice 3.20.

1. Montrer que la fonction tan définit une bijection de |—7n/2,7/2[ sur R.
On note Arctan sa fonction réciproque. Quelle est la fonction dérivée de la
fonction Arctan ?

2. Soit « € RY et B € R.

Déterminer le réel k de telle sorte que la fonction f(, gy : @ — k

2+ (z—B)?
soit une densité de probabilité.
On dit alors qu'une variable aléatoire réelle de densité f, gy suit la loi de
Cauchy C(q, ).
3. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy C(«, ).

a) Etudier I'existence des moments de Y.

b) Expliciter la fonction de répartition Fy de Y.

c¢) Pour tout réel a > 0 et b € R, déterminer la loi de la variable aléatoire
Z =aY +b.
4. Si U est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1], montrer
que la relation : X = tan (W(U - %)), définit une variable aléatoire de loi de
Cauchy C(1,0).
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5. En déduire un programme Pascal de simulation d’une loi C(a, 3).

6. Un point M est pris au hasard sur le demi-cercle unité (demi-cercle situé
dans le demi-plan des «z positifs ») avec la loi de probabilité uniforme sur ce
demi-cercle. On note U et V les coordonnées du point M.

Montrer que V. est une variable aléatoire qui suit une loi de Cauchy dont on

déterminera les parametres.

Solution :
1. La fonction = — tan(z) est définie, continue et dérivable sur I =
|—7/2,7/2[, avec pour tout z, tan’(z) = 1 + tan?z > 0.

Cette fonction est continue strictement croissante, donc réalise une bijection
de I sur tan(l) = R.
On dérive alors la bijection réciproque arctan et pour tout y de R :

arctan’(y) = 1 =1
) tan’(arctany) 1+ >

2. eV, 3, fa,3) est positive si et seulement si k > 0.
o Va, fa,p) est continue sur R.
e Enfin :

+o0 +00 oo
k 1 k 1 k
R e LT e L+
r—f
o )

(on a effectué le changement de variable : u =

Ainsi, f(4,p) est une densité de probabilité si et seulement si k = %.

3.a) On a xf(4 g (r) ~ E, comme 7 — 1 est d’intégrale divergente sur
’ (+o0) T z

[1,+o0] la variable aléatoire ¥ n’a pas d’espérance. A fortiori ¥ n’a aucun
moment d’ordre p avec p > 1.

b) Fy(x) = / foy ()t = 1 L

— ——dt
am |_oo 1+ (£=58)2

Donc :

Fy(z) = %[amtan(aC ; ﬂ) + %}

c) Soit @ € R} et b € R, la loi de la variable aléatoire : Z = aY + b est
donnée par, pour x € R :

Fz(z)=PlaY +b<2)=PY < x_b):Fy(ma_b)

a
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z—b
— l[arctan(L_ﬂ) + T = l[arctan(w) + 7
T a 2 T ao 2
Donc :

X =aY +b<— Claa, b+ af)

4. On suppose que U — U([0,1]) et on pose X = tan[r(U — %)] Soit x € R :

Fx(z) = P(X <) = P(tan[x(U — )] <2) = P(r(U - 3) < arctan(z))
1y _

=P{U < %arctan(x) + 5) = % arctan(x) + %
d’ott X — C(1,0).

5. Proposition d’un programme Pascal de simulation d’une loi C(«, ().

program Loi_Cauchy ;

Var a,b : integer; U,X : real;
Begin

readln(a) ; readln(b) ;

U := random;

X=a*xtan ( PI *(U- 0.5)) + b;
writeln(X) ;

End.

6. Si on note A 'angle au centre, on a :

Q=

= tan(f), et la loi de 6 est la loi
uniforme sur [—7 /2, 7/2].

Soit € R; tan(d) < z <— —% < @ < arctan x.

Donc Fyy(z) = arctanx + g et la loi de V/U est la loi C(1,0).

Exercice 3.21.
Une urne contient N jetons numérotées de 1 a N, avec N > 3.

On effectue une succession de tirages, en choisissant a chaque fois au hasard
une boule, que ’on replace dans 'urne avant le tirage suivant.

Pour n > 2 et n < N, on note X,, le nombre aléatoire de tirages juste
nécessaires pour obtenir n numéros distincts.

1. Quelle est la loi de X5 — 17 Déterminer espérance et variance de Xs.
Pour n > 3, on pose YV, = X,, — X,,_1

2. Donner une interprétation de Y,,, déterminer sa loi, son espérance et sa
variance.

3. Déterminer ’espérance et la variance de X,,.
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4. On suppose N pair et on pose N = 2m. Etudier la convergence des suites
E ( V(Xim)

Solution :

1. La variable aléatoire Y5 représente le temps a attendre pour obtenir un
numéro différent du premier numéro obtenu, une fois celui-ci obtenu.
Soit Z le numéro du premier numéro obtenu. On a :

P(Ya=k) =3 P(Ya=k/Z=i)P(Z=i)=3 ()" (1- L)1

- (-4

Ainsi Y5 suit la loi géométrique de parametre N—1

. (ce que l'on pouvait
dire directement en remarquant que le résultat du premier tirage est sans
intérét!). Ainsi :
2N —1 N
EX))=EY)+1=2"2 V(X)) =VYs) = ———
( 2) (2) N —1 ( 2) (2) (N71)2

2. La variable Y,, représente le temps d’attente pour obtenir un numéro
différent des (n — 1) numéros distincts deja obtenus et ce & partir du moment
ou 'on obtient ces (n — 1) numéros distincts.

A chaque tirage la probabilité de conclure vaut donc 1 — n;] L ot celle de ne

pas conclure vaut 2= N L indépendance des résultats des tirages effectués

montre alors que Yj suit la loi géométrique de parametre 1 — n& Lot

Py =8 = (") (- 25

E(Y,) = N#M»V(Yn) = %

3. Par sommation et indépendance pour le calcul de la variance, il vient :

v 1 1
=N Y g V& =N L ke

E(Xa) 1 (N —k+1)?

4'*E(W) _k§12mfk+1 “m Zl
On reconnailt une somme de Riemann de la fonction x +— ﬁ, pour une

subdivision réguliere de [0, 1] et :
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1
lim E(Xm) :/ M:21r12
0

m— 00 m 2 —x
1 Lo k=1
* De méme =V (X,,) = = _"m
m ) = & (2- 55
On reconnait une somme de Riemann de la fonction z — (2275”)2 toujours
—x

sur le segment [0, 1] pour une subdivision réguliére. Donc :

1
lim Y (Xm) :/ 2dr__ _ 9(1 —In2)
m—+oo M 0 (2—2x)

Exercice 3.22.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et k un entier tel que 2 < k < n. Une
urne contient n boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 & n. Un
joueur tire en une seule fois k£ boules de 'urne.

X1 et X sont les variables aléatoires égales respectivement au plus petit et
au plus grand numéro tiré.

1. Dans cette question, k = 2.
a) Déterminer la loi de X et calculer son espérance.
b) Déterminer la loi de X5, comparer X; et n+1— X5, puis calculer F(X5).

2. On revient au cas général : 2 < k < n.

a) Déterminer la loi de X;.

b) Le joueur note les numéros des boules sorties et range ces nombres dans
l'ordre croissant : 1 < 9 < ... < Zp.
Pour j appartenant & [1, k], soit X; la variable aléatoire égale au j“"° numéro
obtenu dans I'ordre croissant, donc égal & x; et on pose :

Dy =X1,D2=Xo—X1,...,Dp = Xj — X 1.

On pose de plus D1 =n+1— X.
Préciser la loi du vecteur aléatoire (Dy, Ds, ..., Digy1), et expliquer pourquoi
les variables (D;)1<j<k+1 suivent toutes la méme loi.

b) En déduire les espérances de X; et de Xy, puis la formule :

PR HE B HED

=1

Solution :

Pour modéliser ce jeu on choisit ) égal a ’ensemble des parties decardinal k
de [1,n], et on fait 'hypotheése d’équiprobabilité.
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. n n(n—1
1. Ici card(Q)) = (2> = %
a) X1(2) =[1,n — 1], et pour tout i de [1,n — 1], (X1 = i) est 'ensemble
des parties contenant ¢ ainsi qu’un autre entier entre (i+1) et n. Cet ensemble
est de cardinal n — . Donc :

P(X, = i) = 2&1_ i)
On a: B i
B0 = gty & =) = gty () - g
E(Xl):n_%;l: n—3|—1
b) De méme X5(Q) = [2,n] et pour tout j € [2,n], P(Xy =j) = %

Posons Y =n+1—X5. Ona: Y(Q) =[1,n—1] et pour tout ¢ € [1,n — 1],
ona:

o _ oy 2(n—1)
PY=i)=PXo=n+1 Z)_in(nfl)'
Ainsi n + 1 — X5 a méme loi que X7 et :
_ _n+1_ 2
E(Xz)—n+l 3 3(n+1)

2. Ici card(2) = (Z)

a) Il vient X1(2) =[l,n—k+ 1] et pour i € [1,n —k + 1], (X1 = 1) est
I’ensemble des parties contenant ¢ et k — 1 entiers entre ¢ + 1 et n. Donc :
(i-1)

(&)
b) Notons D =(D1, Da, ..., Di11). D(Q) est formé de tous les (k+1)—uplets
k+1

(di,day. .. dry1) € (N¥)FFL qui vérifient S d; = n + 1.
i=1

Vie[l,n—k+1]P(X, =1i) =

Il y a bijection entre Q et D(Q2) puisque :
dy =21
d2 = X2 — I j
— <VJ S [[l,k]],xj = E dl)
di =71 — Tp—1 =1
dk+1 =n—+1-—x
D suit donc une loi uniforme avec :
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1
V(dl, ds,... 7dk+1) S D(Q), P(D = (dl, da, ... ,dk+1)) = W

k
Pour tout (dy,ds,...,dg+1) € D(), si on effectue une permutation sur les
composantes du (k + 1)—uplet (dq,ds,...,dk+1) on obtient un autre (k4 1)—
uplet de D(R), donc les lois marginales du vecteur D sont égales.

En particulier ,comme kill D;,=n+1:
(D))= B(Ds) = - = (D) = 141
¢) Iei X1 = Dy, donc B(X;) = 44,
Xy, =n+1= Dy, donc B(X) = (n+1)(1— =) = (n+ 1),{7_’&.
n—k+1 (Z:i) "l

Reprenons la loi de X7 : E(X1)= > i ( ) nt
i=1

Du fait que (Z)X% = (Z_—:: }) on a bien :

) =G

Exercice 3.23.

On consideére un tournoi de n participants (n > 2) ou le vainqueur est le
joueur qui a obtenu le plus de points. On note X; la variable aléatoire a
valeurs dans N qui est égale au nombre de points obtenus par le joueur i a
Iissue du jeu.

On suppose que les variables aléatoires X; sont indépendantes et identique-
ment distribuées de fonction de répartition F'.

On note V,, I'événement : «il existe un unique vainqueur ».

1. Ecrire V;, comme la réunion de n événements disjoints.

+oo
2. En déduire que P(V,,) =n >, P(X; =k)F(k—1)""L.

k=0
3. On suppose que X7 ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Montrer que
lilf P(V,)=0.
n—-—1+0oo

Commenter le résultat.

4. On suppose que X suit la loi uniforme sur ’ensemble d’entiers {0, ..., m}
(m € N).
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a) Donner alors l'expression de P(V},).

b) A l'aide d’une comparaison avec une intégrale, montrer que quand m

m n
tend vers l'infini, on a : > k771 ~ T2
k=0 n
¢) En déduire lim P(V,). Commenter le résultat.

m——+oo

Solution :

1. Notons G; I’événement «le joueur i gagne». Alors :

Vi, = Lnj (GiNn...NGi-iNGNGiiN...NGy )

=1
2. Par incompatibilité :
P(V,)=Y P(GiN...NGi-1NG;NGiy1N...NG,)
k=1

=nP(Gi1NG2N...NG,)
par symétrie du probleme.

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements (X7 = k)i>0, on obtient :

S P(Xo <k —1)N...0 (X < k- 1)P(X1 = k)
k=0
:nE%OP(XQ <k-1)...P(X, <k—1)P(X, = k).

k=0
Les variables étant identiquement distribuées, on a bien :

“+o0
P(V,)=n Y [F(k—1)]""'P(X; =k)
k=0
3. Par hypothese, il existe K € N tel que P(X; = K) > 0 et pour tout
k>K+1, P(X; =k)=0. Dans ce cas :
K
P(V,)=n Y [F(k—1)]""1P(X; = k).
k=0

Or, pour tout k € [0, K], F(k — 1) € [0,1]; donc lim_nlF(k— D" =0
et

lim P(V,) =0

n—-+oo
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Quand le nombre de joueurs devient trés grand, il y a trés peu de chances
pour qu’il y ait, dans ce cadre, un unique vainqueur.

4.2)Ona P(V,)=n S k_yn=t_1 n - kL
) V) kZ:jo(m+1) m+1 (m'i'l)"kz::o
b) On écrit : 72”: k= mnx L in: LAY
k=0 m =1 (m)
On reconnait alors une somme de Riemann et :

N O L
= 0

Donc : .
-t o omt
kZ::O (m—oo) T
¢) Donc: P(V,,) ~ %xm—n ~ 1. Soit :
(m—o0) (er 1) N (m—oo)
lim P(V,) =1

m—0oQ
Quand le nombre de points que peut marquer un joueur, dans ce cadre, devient
grand, la probabilité qu’il y ait un unique vainqueur est proche de 1.
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