9
ALGEBRE

Exercice 2.1.
Soit n € N* et A la matrice de M, (R) définie par :

2 -1 0 ... O 0

-1 2 -1 ... 0 0

0o -1 2 0 0
A= :

0 o ... -1 2 -1

0 o ... 0 -1 2

1. a) Justifier que A est diagonalisable.

b) Soit v un vecteur propre de A associé a la valeur propre A\. Montrer que
A est réel et que les composantes vy, ...,v, de v vérifient la relation :

Vke[l,n],vks1 — (2= Nvg +vk—1 =0
en posant vg = v,41 = 0.
2. En exploitant la relation (1), montrer que 0 et 4 ne sont pas valeurs propres
de A.
3. On suppose que A est une valeur propre de A telle que 0 < A\ < 4.

a) Montrer que les racines distinctes r; et ro du polynéme r2—(2—\)r+1 =0
sont complexes et conjuguées. On note 7, = pe’?, avec p > 0. Montrer qu’on a
nécessairement sin((n + 1)8) = 0.
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b) En calculant successivement ri7y et 71 + 72, montrer que p = 1 puis que
les valeurs propres de A dans U'intervalle |0, 4[ sont au nombre de n et peuvent
s’écrire :

Y :2—2cos(nk—fl)

avec k € [1,n].

Solution :

1. a) La matrice A est diagonalisable car symétrique réelle.

b) On traduit Av = Av en un systéme d’équations linéaires :
—Vi—1 +20; — V41 = A, 2<i<n—1
{ 21)1 — Vg = )\Ul
—VUp—1 + 20, = v,
En introduisant vy et v,11 tels que vg = v,4+1 = 0, on a bien le résultat
annonce.

2. On suppose que 0 est valeur propre. Dans ce cas, I’équation caractéristique
associée a la récurrence d’ordre 2 sur (v;) admet 1 comme racine double. Il
existe donc a et 3 dans R tels que :

Vie[0,n+1], vi=a+fi
Le fait que v9 = v,4+1 = 0 implique que @ = # = 0 soit v = 0, ce qui est
contredit le fait que 0 soit valeur propre.
Le raisonnement est identique en supposant que 4 est valeur propre.

3. a) Si A €]0,4][, le discriminant de ’équation caractéristique, égal a A\(\ —4),
est donc négatif. Les racines de ’équation sont donc complexes et conjuguées.
En notant r; = pe’® une des racines, on en déduit l'existence de a et 3 dans
R tels que pour tout k de [0,n] :
vp = (acos(kf) + Bsin(kB))p"
La relation vy = 0 implique o = 0 tandis que la relation v,,+1 = 0 implique que
Bsin((n+1)0))p" ! = 0, soit nécessairement pour que v # 0, sin((n+1)8) = 0.
b) On a rirg =1 et r1 + 172 = 2 — X (somme et produit des racines).

La premiere relation implique que p = 1 tandis que la seconde implique que
A =2—2cos(f). En supposant que A est valeur propre, la question précédente

montre que sin((n + 1)#) = 0, soit 6 de la forme nk—|7—T1 avec k dans Z.
Réciproquement, pour tout k € [1,n], en notant A\, = 2 — 2cos (nkj—rl)’ oy

est bien une valeur propre de A et un vecteur propre associé peut s’écrire :
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v = Bsin ((EIL) (£ € [1,n])

avec 3 € R*.

On a ainsi trouvé n valeurs propres distinctes de A dans l'intervalle |0, 4[. Elles
y sont toutes !

Exercice 2.2.
On munit ’espace R" de sa structure euclidienne canonique.
Soit A une matrice de M,,(R) antisymétrique, c¢’est-a-dire vérifiant *A = —A.
1. Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est 0.
2. Soit B = A2,
a) Montrer que B est une matrice symétrique réelle.
b) Quel est le signe des valeurs propres non nulles de B 7

¢) En déduire la forme des valeurs propres complexes de A.

3. On note I,, la matrice identité de M, (R).
a) Montrer que la matrice I,, + A est inversible.
b) Montrer que P = (I,, — A)(I,, + A)~! est une matrice orthogonale.

4. Déterminer les valeurs propres réelles possibles de P.

Solution :

1. Soit A € R une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé. On
peut écrire AX = A\X et
AN|IX|]2 =t XAX =1(tAX)X = -1 XAX = - )\||X]|?

Comme X # 0, il vient A = 0.
2.a) On a ‘B ="1'A4% = (*A)? = A2 = B. Ainsi B est une matrice symétrique

réelle ; ses valeurs propres sont réelles et B est diagonalisable dans une base
orthonormeée.

b) Soit A # 0, X # 0 tels que BX = AX. Alors :
M| X|]?P=tXA%2X = (P AX)AX = —||AX]|]?
Comme AX # 0 (autrement BX = 0), il vient : A < 0.
¢) Soit p = a + ib,b # 0 une valeur propre complexe de A.

Alors 12 = a? — b? + 2iab est une valeur propre réelle négative de B. Donc
ab =0, et b # 0 entraine que a = 0 et pu = ib.
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Les valeurs propres complexes de A sont des imaginaires purs.
3. a) La matrice I + A est inversible si et seulement si —1 n’est pas valeur
propre de A, ce qui est le cas par les questions précédentes.

b) Comme P = (I — A)(I +A)~"! ona:
P=UI+ATNT-A)=[T+A] T -A)=T-A)7(I+A4)
D’autre part : P~ = [ - A)(I+ A"t =T+ AT - A1
Or I — Aet I+ A commutent, donc I + A et (I — A)~! commutent. D’ou :

tp=p-t
4. Les valeurs propres réelles d’une matrice orthogonale P ne peuvent étre que
1 et/ou —1, car, pour tout vecteur X, ||PX|| = || X]|

Ici, supposons que —1 soit valeur propre de P = (I — A)(I + A)~L. 1l existe
X #0telque (I —A)(I+A)"1X =-X.

Posons Y = (I + A)71X. Alors X = (I + A)Y et :

(I-—A)Y =—I+A)Y,ie2lY =0etY =0
Donc X = 0, ce qui contredit I’hypothese.

La seule valeur propre réelle possible de (I — A)(I + A)~! est donc 1.

Exercice 2.3.

1. On considere n + 1 réels distincts ag, a, ..., a,.
Montrer que, pour tout entier k de [0,n], il existe un unique polynéme de
R, [X], noté Ly, tel que : pour tout j € [0, n],
0 sij#k
Lk(aj):{l sij =k
. . L X —ay
Montrer que ce polynome est donné par : L (X) = HO o aj
J

ik
2. a) Montrer que (Lg, L7 ..., Ly) est une base de R,,[X].

b) Donner les coordonnées d’un polynéme P quelconque de R, [X] dans cette
base.

c) Montrer que > Ly = 1.
k=0

3. On suppose maintenant que les réels a; sont définis par : Vj € [0,n],a; = j.

(=p"*
n!

() frovs

a) Montrer que, pour tout k de [0,n], Li(X) =
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b) Déterminer le polynome @ défini par : Q = > kL.
k=1

c¢) Soit A la matrice de passage de la base canonique de R, [X] & la base
(Lo, Ly ...,Ly). On ne demande pas d’écrire la matrice A, mais de donner :
e la premiere ligne de la matrice A ;
e la somme des éléments de toute autre ligne de A ;
e la somme des éléments des différentes colonnes de A.

d) Donner la matrice AL

Solution :

1. * Pour l'existence, il suffit de vérifier que le polynéme proposé convient
effectivement, ce qui est facile.

* Pour I'unicité : on suppose qu’il existe deux polynéomes P et @ de R,,[X] qui
sont solutions. On a alors, pour tout j de [0,n], P(a;) = Q(a;), soit également
(P~ Q)(a;) = 0.

Le polynome P — @) qui est de degré inférieur ou égal a n possede n+ 1 racines
distinctes, c’est donc le polynoéme nul. On a donc P = @, d’ou 'unicité.

2. a) La famille (Lo, L1,...,L,) est une famille de n 4+ 1 vecteurs dans un
espace de dimension n + 1, il suffit donc de montrer que c’est une famille libre
pour montrer que c¢’est une base.

n
On considere n + 1 scalaires a, . .., a, tels que Y. aiLi = 0. On évalue cette
k=0
égalité en a;, il reste a; = 0. Comme ceci est vrai pour tout j de [0,n], on a
bien pour tout j € [0,n], a; = 0 et la famille est libre.

b) Soit P un polynome quelconque de R, [X]. P se décompose dans la base
n
sous la forme P = ) «ajLyj. En évaluant la encore cette égalité au point a,
k=0
il reste P(a;) = .

Conclusion : P se décompose sous la forme : P = > P(ay)Ly.

k=0
¢) En appliquant la décomposition précédente au polynéome P = 1, on
n
obtient exactement > Lj = 1.
k=0
. X —a; .
3. a) On applique la formule L;(X) = [] - aJ' en remplacant a; par j.
L ;

i#k

On obtient :
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Or:

ﬁ 1 _ 1 _ (_1>nfk _ (_1)n7k (n)
v k—J7  kk—1)...1(=1)(-=2)...(—=(n—k))  El(n— k) n! k
itk

Ce qui est bien le résultat attendu.

b) La valeur k est la valeur du polynéme X au point k. On a donc, d’apres

n
ce qui précede : > kL, = X.
k=1

c) i) Dans la matrice A, la premiere ligne représente les coordonnées des
polynomes Lj sur le vecteur 1. C’est donc la valeur des polynomes Lj en 0,
c’est donc (Lg(0), L1(0), ..., L,(0)) = (1,0,...,0).

ii) Les autres lignes représentent les coordonnées des polynomes sur les
P*(0)
k!
de Taylor, exacte pour les polynomes). La somme des coefficients de ces lignes

(k)
(Lo + Ly + - + L) " 0) comme Lo+Li+...+L, =1, ladérivée

est nulle et il en est de méme de la somme des coefficients de ces lignes.

vecteurs X*. Or la coordonnée d’'un polyndéme P sur X* est (formule

est donc

iii) La somme des termes d’une colonne représente la somme des coeffi-
cients du polynome considéré et cette somme s’obtient en évaluant le polynome
en 1. Comme Ly(1) =0 pour k # 1 et que L1(1) =1, ces n + 1 sommes sont,
dans l'ordre (0,1,0,...,0).

d) La matrice A~! est la matrice de passage de la base (Lo, L1 ..., L) ala
base canonique. Ses colonnes sont donc les coordonnées de 1, X, ..., X™ dans
(Lo, Ly ..., Ly).

Comme on a vu que, pour un polynéme quelconque : P = > P(ay)Lg, on a
k=0
donc :
1 0 O 0
1 1 12 1
1 2 22 2"
A7l = :
1 n n? n"

Exercice 2.4.
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Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit F' un sous-espace vectoriel de
M, (R) de dimension n? — 1 stable par la multiplication matricielle :

V(M, M") € F2, MM’ € F.
On suppose que I,, ¢ F, ou I,, désigne la matrice identité de M, (R).
1. Montrer que M, (R) = F & Vect(1,).

2. a) Soit p le projecteur de M,,(R) sur Vect(I,) parallelement a F.
Montrer que V(M, M') € (M,,(R))?, p(MM') = p(M)p(M’).

b) Montrer que pour toute matrice M de M, (R) telle que M? appartienne
a F, alors M appartient a F.

c) Soit (Fj; j)i<ij<n la base canonique de M, (R) (E;; est la matrice de
M, (R) ne contenant que des 0 sauf a 'intersection de la i-ieme ligne et de la
j-ieme colonne ou se trouve un 1).

Calculer E; jxEj; pour 4, j,k,l € [1,n].
d) Montrer que F' contient la base canonique de M, (R).

e) Conclure.

Solution :
1. Soit A € F'N Vect(I,).

Il existe A € R tel que A = A, ; si A # 0, alors %A € F. Or %A =1, ¢ F.
Donc A =0et A=0.
Comme dim F' + dim Vect(I,,) = n?, on a bien M, (R) = F & Vect(I,).
2.a) Soit M = A+ A, et M'=A"+ N1, avec A, A" € F. Alors
MM = AA"+ NA" + NA" + AN 1,,.
Or F est stable par produit donc AA’ € F' et donc AA" + A"+ A’ € F. Par

conséquent on vient de trouver la décomposition de MM’ sur F & Vect(1,)
et :

p(MM') = AN, = p(M)p(M').
b) La relation M? € F implique p(M?) = 0. Or p(M?) = (p(M))?, d’apres
la question précédente.
En écrivant M = A + A\, avec A € F, alors p(M) = M, et (\,,)? = 0. Ainsi
A=0et M=AcF.

c) On sait que E; jxEi; =0sik# j.Si k=jalors E; jxE;; = E; .
d) Sii # j, alors (F; ;)> =0 € F, donc E; ; € F d’apres la question 2.b.
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De plus E; ; = E; jxE;; pour un @ # j. Or E; ;,E;; € F et I est stable par
produit, donc F; ; € F.
Ainsi F' contient bien la base canonique de M, (R).

e) Si F' contient la base canonique de M,,(R), alors F' contient I, ce qui
contredit la supposition.

En conclusion tout hyperplan de M,,(R) stable par produit contient I,,.

Exercice 2.5.

Soit n un entier de N*. On note E = R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

A tout P de E on associe le polynome () défini par :
Q(X) = XP(X) - L(X? - 1)P'(X)
ou P’ désigne le polynome dérivé de P.
1. Montrer que 'application T : P — () est un endomorphisme de FE.
2. Ecrire la matrice associée & T dans la base canonique de FE.

3. Soit P un polynome propre de 7T

a) Montrer que P est de degré n.

b) Soit zg une racine de P. A Paide d’un raisonnement par absurde, montrer
que zp € {—1,1}.

¢) En déduire que si P est un polynéme propre de 7', alors P est de la forme :
P(X)=a(X - DX +1)"* acR* ke [0,n].

4. Déterminer les valeurs propres de T'. L’endomorphisme 7' est-il diagonalis-
able 7

Solution :
1. L’application T est linéaire par les propriétés de distributivité de la multi-
plication sur ’addition et parce que la dérivation est linéaire.

On remarque que :

n n
et,pour2 < k < n—1,T(X*) = (l—n)Xk+1+%Xk_1. Enfin T(X") = X" 1.
Ceci montre que si deg(P) < n, alors deg(T'(P)) < n (méme pour n = 1, car
alors T'(X) = —1).
Ainsi T est un endomorphisme de FE.

T(1) =X, T(X)=(1-L)x2 41
k
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2. Dans la question précédente, on a montré que la matrice associée a T
dans la base canonique de E est tridiagonale, avec des 0 sur la diagonale,

(1, 1—1, e 1—”—_1) sur la sous-diagonale et (l, oo, Y sur la sur-diagonale.
n n n n
[0 1/n 0 .. ... 0
n/n 0 2/n . L. 0
0 (n—-1)/n 0 0
0 .. 0 n/n
0 e o 1m0

3. a) Soit P un polynéme unitaire propre de degré p, avec p < n. On écrit
P(X)=XP+---, on a alors :

T(P) = X(X? 4+ +ag) — (X2 = 1)(pXP~ 4--1) = A(XP +--)

En se focalisant sur les termes de plus haut degré, il vient :
(1_%)Xp+1+...:)\(xp+...+...)

Ceci n’est possible que si p = n.
b) Soit zp une racine complexe de P, avec zy ¢ {—1,1}.
Comme on a (X —\)P(X) L (X% —1)P'(X), 2o est également racine de P’.

“n
Plus précisément, lorsque zy est racine d’ordre r de P, zy est aussi racine
d’ordre r de P’, ce qui est impossible puisque toute racine d’ordre r de P est
racine d’ordre r — 1 de P’.

Donc zp € {—1,1}.
4. Pour Py(X) = (X — 1)¥(X +1)"*, un calcul élémentaire donne
T(Py) = (1 - %)Pk.
Les polynomes Py, Py, ..., P, sont donc polynomes propres de valeurs propres

associées 1,1 — 2,1— 4...,—1.
n n

T est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension (n+ 1) qui admet
n + 1 valeurs propres : il est donc diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soit @ un réel non nul. Soit A la matrice de M3(R) définie par

A:

Q2 O
o O
S e Q2



36 ESCP-EAP 2008 - Oral

1. Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. On considere 1’équation d’inconnue X, (x) : X™ = A, ou n est un entier
supérieur ou égal a 2 et X un élément de M3(R).
a) Soit X une solution éventuelle de (x).
i) Montrer que XA = AX.
ii) En déduire que tout vecteur propre de A est vecteur propre de X.

b) Montrer que (x) n’a pas de solution lorsque n est un entier pair.

3. Soit m un entier impair et (e1, €2, e3) la base canonique de R3.
a) Montrer que B = (e1,e2,€1 — e3) est une base de R3.

b) Soit X une solution de (x) et u ’endomorphisme de R* canoniquement
associé a X. Montrer qu’il existe («,3,7) tels que la matrice associée a u
relativement a la base B, soit :

a 0 0
v a 0
gt 008

¢) Résoudre ’équation (x) lorsque n est un entier impair.

Solution :

-2 0 a 0 0 a?2-)\
1. A—)l3 = a a—\N a A 0 a—X a+ A
a 0 —)\ LIQ:L217L33 a O —>\

Il suffit de permuter les lignes Ly et L3 pour obtenir la forme réduite habituelle
et les valeurs propres sont les valeurs de A qui annulent a — X ou a? — A2, donc :

Spec A = {—a,a}

On détermine les sous-espaces propres associés et on trouve

0 1
E(a) =Vect | 1], E(_a) = Vect 0
0 -1

ce qui montre que la matrice A n’est pas diagonalisable.

2. a) i) Comme X" = A, il vient : AX = X"™1 = XA.

ii) Soit w un vecteur propre de A associé a la valeur propre A (Aw = A\w).
Alors :
AXw) = X(Aw) = A Xw
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Comme dim E(y)(A4) = 1, il existe «, éventuellement nul, tel que Xw = aw, ce
qui signifie que w est vecteur propre de X.

b) Supposons que n = 2p, on suppose également que a > 0.
Soit w un vecteur propre associé a la valeur propre —a.
On a vu qu’il existe « réel tel que Xw = \w et :

—aw = Aw = X?Pw = o?Pw

Comme w # 0, il vient : a®? = —a < 0, ce qui est impossible.

3. a) L’équation aje; + ases + az(eq — es) = 0 est équivalente a

(a1 — CL3)61 + ases —aszes =0
dont la seule solution est clairement a; = as = ag = 0, ce qui prouve la liberté
de la famille, qui est donc une base de R3, puisque de cardinal 3.

b) La matrice de passage de la base canonique a la base B est :

1 0 1
P=|0 1 0
0 0 —1
L’endomorphisme associé a A a pour matrice associée dans la base B
N a 0 0
A=P'AP=PAP=| a a 0

—a 0 -—a

Si I’on note Y la matrice associée a u dans la base B, on a Y de la forme

z 0 O
Y=1ly a O
z 0 p

(les deux derniéres colonnes correspondent aux vecteurs propres de u qui sont
es et e — e3).

alors YA = AY montre que Y est de la forme :

@ 0 O
Y = 3 Y a 0
—
5 0/
c) Comme Y" = A et n impair, on a 8 = —a.
On calcule ensuite YY" par récurrence sur n et on trouve :
a?ptl 0 0
Y2+l = | (2p+1)a?Py o?Pt! 0
(_a)Zp-i-l 0 (_a)Qp-i-l

Finalement, en revenant dans la base initiale, on obtient :
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0 0 r
X=|s r s
r 0 0
avec
_ T S -~
r=a , §= T 70

Exercice 2.7.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et 7 = {M € M, (C) |'M = —M}.

1. Montrer que 7 est un sous-espace vectoriel de M, (C) et donner sa
dimension.

) 0 -1
2.801tJ—(1 0 )

a) Déterminer les éléments propres de J.

b) Soit X un vecteur propre de J. On pose X = U + iV, ou U et V sont
deux matrices colonnes de Ms 1(R). Montrer que U et V sont orthogonaux
pour le produit scalaire canonique de M 1(R).

Dans la suite, A désigne une matrice de M,,(R) vérifiant 'A = —A. On pose
B = A2,
3. a) Montrer que B est diagonalisable dans M, (R).

b) Montrer que les valeurs propres de B sont négatives ou nulles.

c¢) En déduire que les valeurs propres non nulles de A sont de la forme ia,

avec a réel non nul.

4. Soit X = U + ¢V un vecteur colonne propre de A associé a la valeur propre
non nulle ia, o U et V appartiennent a M,, 1 (R).

a) Calculer AU + aV'.
b) En déduire la valeur du produit scalaire (U, V).

5. X = U + iV un vecteur colonne propre de A, ou U et V appartiennent a
M, 1(R). A-t-on toujours (U, V) =07

Solution :

1. On vérifie immédiatement que ’ensemble des matrices antisymétriques est

n(n—1)

un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension —5 puisque dire que
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A = (a; ;) € T, c’est dire que pour tout i, a;; = 0, et pour ¢ # j,a; ; = —a;;.
Une base de ce sous-espace est donc (E; j — Ej;)i<j.

2. a) Les valeurs propres de J sont complexes : i et —i. On a

1 1
E;)(J) = Vect (_2> et B_;(J) = Vect <l>

b) Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre i. Alors :

. 1 a (b
X = (a+1b) (—z) = (—b) +1 <a)
. : a b
et le produit scalaire de (—b) et (a) est nul.

La démonstration est identique pour tout vecteur propre associé a la valeur
propre —i, car les vecteurs propres sont conjugués, puisque la matrice J est
réelle et les valeurs propres sont complexes et conjuguées.
a) On a : 'B = B (vérification immédiate)
b) Soit A # 0, X # 0 tels que BX = AX. Alors
AMIX]? =X A%2X =1(PAX)AX = —||AX|]?
Comme AX # 0 (autrement BX = 0), il vient A < 0.

¢) Soit p = a + ib,b # 0 une valeur propre complexe de A.
Alors p? = a? — b? + 2iab est une valeur propre réelle négative de B. Donc
ab=0 et b # 0, ce qui entraine que a = 0 et u = ib.

Les valeurs propres complexes de A sont des imaginaires purs.
.a) On a
AU +iV) =ia(U +iV) = AU +iAV = —adV +iaU = AU +aV =0

b) De méme
HAUYU = 'UPAU = —tUAU = —{(AU)U = “(AU)U = 0

Or AU = —aV et a # 0, donc 'VU = 0.

0 0
5. La réponse est non. Soit, par exemple A= | 0 0 O
10 O
0
Le vecteur | 1 | est vecteur propre de A donc (1 + 1) aussi et

0
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0 0 0 0 0
I+ {1 ) =1]|+if{1],avec |1 1| #0.
0 0 0 0 0

Exercice 2.8.

Pour tout n € N, on note e,, 'application de [0, 400 dans R définie par :
Vx> 0,e,(x)=a2"exp(—x).

On donne un entier N non nul.

Soit E D'espace vectoriel engendré par (eg, e1,€2,...,€N).

1. Quelle est la dimension de I'espace vectoriel E 7

2. Les éléments de F sont en particulier des applications dérivables. On notera

A la dérivation dans F : Vf € E,A(f) = f'.

Démontrer que A est un automorphisme de E. Rechercher ses valeurs propres

et ses vecteurs propres.

3. Soit f € E et x quelconque dans [0, +o0].

a) Démontrer que la série de terme général u,, = f(n + ) est convergente.

+oo
On note alors F': x +— > f(n+x).

n=0
b) Vérifier que F' € E, et que I'application ® : f — F ainsi définie est un
automorphisme de F.

¢) Démontrer que ® o A = Ao .

4. Soit n € N. On note X,, une variable aléatoire & densité a valeurs dans RT

et dont 6—7”" est une densité sur RT.
n!

a) Montrer que X,, a des moments d’ordre 1 et 2, et calculer E(X,,) et
VI(Xn).

b) Dans cette question, n = 1. Calculer une densité de la variable aléatoire
D, partie décimale de X;, définie par : D = X; — | X7, ou | X;] désigne la
partie entiere de Xj.

Solution :

1. La famille (e, eq,...,en) est clairement libre, par échelonnement des degrés
des parties polynomiales. Ainsi dim £ = N + 1.

2. La dérivation est une application linéaire. On calcule e/, : z — (nz"~! —

x™)e™" qui se lit A(e,) = ne,—1 — én.
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Ceci montre que A est un endomorphisme de F. La matrice Ma associée a A
dans la base £ s’écrit :

0 -+ v 0 -1
Cette matrice est triangulaire supérieure, avec —1 sur sa diagonale. Elle est
donc inversible et A est un automorphisme de E.

Son unique valeur propre est —1 et le sous-espace propre associé est Vect(eq).
L’endomorphisme A n’est pas diagonalisable.

3. a) Tout f de E s’écrit comme combinaison linéaire des (ey)o<r<n. Toute
combinaison linéaire de séries convergentes étant convergente, il suffit d’étudier
la convergence demandée pour f(z) = zFe ",
On a alors :

n?xf(x+n)=en?(z+n)fe ™™ ~ e Tpkt2e

(n—o0)

Par négligeabilité classique, cette expression est de limite nulle lorsque n tend
vers l'infini, ce qui prouve, par la regle de Riemann, que la série proposée est
(absolument) convergente.

b) En développant par la formule du binéme :

O(ex)(z) = Ex() = go ex(l+ ) = ;:jo (£ + z)ke t-"
oo k k ; it k k ‘ s
=5 2 (5)pat et = 3 () At e

+oo
avec A; = > #e™* (toutes les séries écrites convergent)

(=0
Ainsi ®(er) € E et la linéarité de ® étant évidente, ® est un endomorphisme
de E.

La matrice de ® dans la base £ s’écrit :

Ay A AN\

0 Ay 24,

Me=1 1 0 A
NA;
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Cette matrice est triangulaire supérieure avec Ay # 0 sur sa diagonale. Elle
est donc inversible.

c) On vérifie que MaMy = MyMa en effectuant le produit matriciel. On
peut également comparer ®(e}) et (®(ex))’.

4. La variable aléatoire X,, suit la loi I'(1,n + 1). Ainsi
a) B(X,)=n+1V(X,)=n+1.
b) La variable aléatoire D est a valeurs dans [0, 1] et pour tout = € [0,1] :

400 —+ o0
PD<z)= > Pm<Xi;<z+n)= > (B(x+n)— B(n))
n=0 n=0
ou B est une primitive quelconque de e;.

D’apres Ma, on peut prendre B = —eg — e et, puisque B appartient alors a
E, on peut utiliser 'application ®. Ainsi, pour tout x € [0, 1] :

P(D < z) = ®(B)(x) — ©(B)(0)
Comme la dérivation commute avec ®, pour déterminer une densité d de D, il
suffit d’écrire, pour tout = € [0, 1] :

d(z) = (2(B)) (z) = ®(B')(z) = ®(e1)(x) = (Are0 + Aoer)(z)
Or: Ay = ijoe—n — e A ine_n _ e

Done, pour x € [0,1] :

Exercice 2.9.

Soit p € N. On note R,[X] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & p. On se donne (p + 1) réels distincts zo, .. ., zp.

P
Soit deux polynomes A et B de R,[X]; on pose : (4, B) = pL > A(i)B(i).
On note alors : -
1] = (4, 4) ;
E(A) = (A, 1);
C(A,B) = (A - E(A), B - E(B));
V(A) =C(AA).

1. Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Démontrer, pour tous polynomes A et B de R,[X])?, les relations suivantes :

a) V(A) = ||A|? — E(A)? et C(A, B) = (A, B) — E(A)E(B).
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b) |C(A, B)| < /V(A)V(B).

Dans quel cas cette inégalité est-elle une égalité ?

3. Soit A € R,[X] fixé.

a) Déterminer, en fonction de E(A) et de V(A) le projeté orthogonal de
A sur le sous-espace vectoriel Ryg[X], puis la distance de A a ce sous-espace
vectoriel.

b) Si deg(A) > 1, on note F' le sous-espace vectoriel de R,[X] engendré par
les polynomes 1 et A.
Déterminer une base orthonormale de F', dont le premier vecteur est le
polynome 1.

c) Soit B un élément de R,[X] différent de A.
Déterminer, en fonction de E(A), E(B),V(A) et de C(A, B), le projeté or-
thogonal du polynéme B sur le sous-espace vectoriel F', sous la forme AA + p.
Préciser la distance de B a F.

Solution :

1. On a clairement défini une forme bilinéaire symétrique.
P
Soit A € R,[X]. On a (A,A) = ﬁ STA()? > 0, et (A, A) = 0 si et
i=0
seulement si 0, ...,p sont des racines du polynome A, ce qui implique que A
est nul puisque c’est un polynoéme de degré inférieur ou égal a p.

(.,.) est un produit scalaire sur E = R,[X].

2. Pour tous polynomes A, B de R,[X] :

a) C(A,B) =(A—E(A),B — E(B)), donc :

C(A,B) = (A,B) — (A, E(B )> (E(4),B) +(E(A), E(B))

= (A, B) — E(B)(A,1) — E(A)(1, B) + E(A)E(B)(1,1)

(A,B) — E(B)E(A) — E(A)E(B) + E(A)E(B)

=(A,B) — E(A)E(B)
d’ott V(A) = ||A||*> — E(A)? en prenant B = A.

b) On a : |[C(A,B)| < v/V(A)V(B); c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz
appliquée aux polynémes A— FE(A) et B—E(B). Il y a égalité si ces polynomes
sont proportionnels, ce qui revient a dire que A est constant ou qu’il existe des
réels A\, p tels que B = AA + p.

3. Soit A € R,[X] fixé.

)

Y
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a) Une base orthonormale de Rg[X] est constituée (par exemple) du
polynome 1.

Le projeté orthogonal de A sur Ry[X] est donc po(A) = (1, A)1 = E(A).
La distance de A a Ro[X] est ||[A —po(A)|| = ||[A— E(A)| =/ V(A4).

b) Posons A; = A — E(A). On a immédiatement (1, A;) = 0; de plus, si
deg(A) > 1, la famille (1, Ay) est libre; c’est donc une base orthogonale du

plan vectoriel F. Il reste a la normaliser, en remplacant A; par A, = Hﬁl || =
1
A— E(A)
V(4)

(On a utilisé la méthode d’orthonormalisation de Schmidt.)

c) D’apres la question précédente, le projeté orthogonal de B sur F est le
polynome :

pe(B) = (L B)1 + (A2, B) 4y = E(8) + = FUB 4 - ()
Or (A — E(A), B) = (A, B) — E(A)(1,B) = (A, B) — E(A)E(B) = C(A, B),
d’otu :
C(A,B) C(A,B) _

pr(B) VA A+ E(B) - v A) E(A) =X +u
vee AL CAB) _ C(A,B)
" ? Vi th=E(B) - 51 ) E(A)

A(B, F)? = | B~ pr(B)|? = |BI? ~ lpr(B)|?

= E(B)? +V(B) — EAA+ p)? = V(A + )

— E(B)? + V(B) ~ (AE(A) + n)? = XV (4)

= (B +V(B) - E(B) - S0

V(A)V(B) - C(4, B)?
V(A)
On remarque que c’est cohérent avec la réponse a la question 2.b.

Exercice 2.10.

1. R? est muni de son produit scalaire canonique, c’est-a-dire celui pour lequel
la base canonique de R? est orthonormée.

a b

Soient deux réels a et bet A = ( 0 a) On note B = ' AA, la matrice produit

de la transposée de A par A.
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a) Rechercher les valeurs propres de B.

b) Calculer le maximum de X BX lorsque X décrit I’ensemble des vecteurs
colonnes de My 1(R) de norme 1.

2. L’espace vectoriel R? est muni de son produit scalaire canonique.

t 2t 2—1t
Pour tout réel ¢, on définit la matrice M (t) = 0 2(t—-1) 0 et
2—1t —2t t
I’endomorphisme «(t) qui a pour matrice M (t) dans la base canonique.
a) Rechercher les valeurs propres et vecteurs propres de M (0) et M(1).

b) Construire une base orthonormée (e1,es,e3) de R? dont au moins 2
vecteurs soient des vecteurs propres a la fois pour M (0) et pour M (1). On
ordonnera ces vecteurs pour que la matrice de passage de la base canonique
a la base (e1, ez, e3) soit symétrique. Ecrire la matrice de «(t) dans la base
(e1,e2,€3).

c¢) Pour quelles valeurs du parametre ¢, a(t) est-il diagonalisable ?

Solution :

1. Le calcul de B = t*AA donne

a? ab
B = (ab a2+b2>

a) La matrice B — A\l5 est non inversible si et seulement si ses deux lignes
sont proportionnelles, ce qui est équivalent a :

(@®> = N)(a®+b2 = X\) —a?b?> =22 — (2a> + )\ +a' =0

Le discriminant A vaut b%(b* + 4a?), et les valeurs propres de B sont :

A\ = (2a” + b?) — \/b2(b2 + 4a?) \ (2a” + b?) + /b2(b2 + 4a?)
- 2 2

b) La matrice B est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base or-

thonormée de vecteurs propres. Ainsi, il existe @ € O3(R) et D = diag(A1, A2)
telles que B = 'QDQ.

Ainsi ‘XBX = YQX)D(QX) = 'Y DY, avec ||Y| = || X]||, puisque Q est
orthogonale.

SiY = (yl), alors :
Y2

'Y DY = Myf + Aoyd < max(Ag, A2)[|Y|?
Donc :
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2, 32 /12 2
sup ‘XBX = sup 'YDY = (20" +5 )+2|b| b° +4a
| XI=1 IY'[|=1

ce supremum étant atteint pour un vecteur propre unitaire associé a cette
valeur propre.

0O 0 2
2. a) La matrice M(0) est égale a | 0 —2 0 |, qui est symétrique réelle,
2 0 0

donc diagonalisable. Un calcul via le pivot de Gauss permet d’obtenir que ses
valeurs propres sont —2 et 2, puis que
1
*x E2y(M(0)) = Vect | 0
1
*x E(_2y)(M(0)) est le plan d’équation x + z = 0 (I'orthogonal du vecteur
précédent).

1 2 1
b) De la méme facon, ona M(1)=10 0 0
1 -2 1
Cette matrice est de rang 2. Donc 0 est valeur propre de sous-espace propre
1
associé Eg)(M(1)) = Vect | 0
-1

En effectuant a nouveau un pivot de Gauss sur la matrice M (1) — A3, on
n’obtient qu’une seule autre valeur propre, qui est 2, de sous-espace propre

1
associé égal a E(oy(M (1)) = Vect | 0
1
La matrice M (1) n’est pas diagonalisable.
a 1 1
b) Un vecteur | b | est orthogonal aux deux vecteurs | 0 | et | 0 | si
c 1 —1
0
et seulement si { at+c=0 , soit a = ¢ = 0. On peut choisir | 1
a—c=0 0
La matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base est :

1 0 1

0 V2 0
1 0 -1

P=

S
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Ona:'P=P=P ! et
2 0 0
PM@)P~t=10 2(t—1) 0
0 V2t  2(t-1)
qui est triangulaire. Ainsi les valeurs propres de M (t) sont 2,2(¢t — 1). Cette
matrice est diagonalisable si et seulement si ¢ = 0 (autrement le sous-espace
propre associé a la valeur propre 2(t — 1) est de dimension 1).

Exercice 2.11.

1. Soit (4, B) € (GL,(R))? tel que A— B € GL,,(R). Montrer que A~* — B~!
appartient a GL,(R) et que

(A"' = B~1)~' = B(B - A)~'A.

2. Montrer que si C' € M, (R) est la matrice d'un produit scalaire sur R, il
en est de méme pour C 1.

3. On suppose que A et B sont les matrices de deux produits scalaires sur R"
telles que B — A soit aussi la matrice d’un produit scalaire sur R”.

a) Montrer que B(B — A)" A=A+ A(B—- A)~'A.

b) Montrer que (A~1 — B71)~! est la matrice d’un produit scalaire sur R".

En déduire que A~! — B~! est la matrice d’un produit scalaire sur R™.

Solution :

1.On a :

(A1 =B HB(B-A)"'A|=A"1B(B-A)A—-(B-A)A
=AY (B-A+A)(B-A)1A-(B-A)1A
=AY (B-A)(B-A)A+AAB-A)tA

—(B—-A)"tA

=AM MA+(B-A)1A-(B-A)A=1

Cela suffit pour affirmer que A=! — B! est inversible, avec :

(A-' —B~1)"1 = B(B - A)"'A

2. La matrice C' est symétrique réelle et pour toute colonne X non nulle, on a

tEXCX >0, donc CX # 0 et C est inversible.
Soit alors X une colonne non nulle et Y = C~1X, alors X = CY et

tEXClX =tyceTlcy =tYCY >0
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Comme C~! est encore symétrique, C~! est bien une matrice de produit
scalaire.
3a) BB—A)1A=(B-A+A)(B-A)A=A+A(B-A)tA

b) Cette matrice est I'inverse d’une matrice symétrique, donc est elle-méme
symétrique et pour toute colonne X non nulle :
EX(ATL =B )" IX ='XB(B—-A)1AX = XAX +'XA(B - A)~1AX

= XAX +1(AX)(B - A)~1(4AX)

Or, comme B — A est une matrice de produit scalaire, il en est de méme de
(B—A)tet{(AX)(B— A)"1(AX) > 0. Comme on a également !X AX > 0,
il vient X (A1 — B 1H)71X > 0et (A~! — B71)~! est une matrice de produit
scalaire.

Il en est de méme de son inverse et A~! — B! est une matrice de produit
scalaire.

Exercice 2.12.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et £ = R, [X], 'espace vectoriel des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n (selon I'usage on
confondra polynéme et fonction polynéme associée ). On munit £ du produit

scalaire ¢ défini par :
1

Y(PQ) € % p(P.Q) = [ P@)Q)ds
-1
On définit 'application v qui, a tout polynéome P de FE, fait correspondre :

u(P) = (X?-1)P" +2XP'.
1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E.

2. On considere la base canonique (1, X,..., X") de E.

a) Déterminer la matrice M,, € M,,;1(R) de u dans cette base. Montrer que
la matrice M, est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres Ag, A1, ... de u que I'on rangera par ordre
croissant. On note E; le sous-espace propre associé a ;.

c) Déterminer Fy et Fj.

3. Pour tout i, soit (); un vecteur propre associé a la valeur propre \;.

1
a) Montrer que : i # j = /1Qi(x)Qj(x) dzx = 0.

b) Déterminer le degré de Q;.
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c¢) Soit P € E de degré m. Montrer que si l'on a :
1

Vie[0,m— 1]],/ P(x2)Q;(x)dx =0,

—1
alors P est un vecteur propre associé a \,,.

4. On considere pour tout entier naturel k tel que 0 < k < n, P, = [(X2—1)k](k)
(dérivée k™ du polynéome (X2 — 1)¥)
a) Déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de Pj.

b) Montrer que Py et P; sont des vecteurs propres de u associés a \g et Ay
respectivement.

c) Soient deux entiers ¢ et m vérifiant 0 < m < ¢ < n. Montrer que

1
/ Py(z) Py, (x) de = 0. Qu’en déduit-on pour les P;,i € [0,n] ?
1

Solution :

1. On remarque que u(P) = ((X? — 1)P’)’, donc en intégrant par parties :

donne :

o(u(P),Q) = [(2* — VP (@)Qx)]", - / (22 — )P (2)Q'(x) dx
= —/_1(902 — 1) P'(2)Q'(x) dx

Cette derniere expression étant clairement symétrique, on a bien :
p(u(P),Q) = ¢(u(@Q), P) = ¢(P,u(Q))
2.a) u(l) =0, u(X) =2X et pour i > 2,

w(X) = (X2 —1)i(i — X724+ 22X X7 =i + 1) X" —i(i — 1) X2
d’ott :

0 0 -2 0
0 2 0 -6
0 0 6 0

—n(n —1)

(n—1)n 0
KO 0 n(n+1))
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La matrice u est diagonalisable, soit :

— parce que ses valeurs propres sont en évidence sur sa diagonale et sont au
nombre de n 4+ 1 = dim £ ;

— parce que M, traduit un endomorphisme symétrique (mais pas par rapport
a une base orthonormée).

b) On vient de le dire :
Spec(u) ={0,2,6,...,n(n+1)}
c) Ey = Keru = Ry[X] et £y = Ker(u —2Id) = Vect(X) (voir 2.a) et le fait
que les sous-espaces propres sont tous des droites).

3.a)On a :
Aip(Qi; Q;) = p(XiQs, @5) = p(u(Q:), @5) = v(Qi, u(Qy)) = ¢(Qs, A;Q;)
et comme \; # A; :

b) La forme méme de la matrice M,, montre que deg Q; = 1.

c) Etant étagée en degrés, la famille (Qq, Q1, ..., Q) forme donc une base

de l'espace R,,,[X] et P est de la forme ) a;Q;.
j=0

1 1
/ P(2)Q;(x) dx = 0 se réduit alors a ozi/ Q?(z) dx et comme Q; n’est pas
~1 ~1
le polynéme nul, on a a; = 0. Ceci étant vrai pour ¢ € [0, m — 1], P est bien

colinéaire a @Q,,, donc est propre pour la valeur propre A,,.
4.2) (X2 —1)k = X% + ... donne :
2k)!
(X2~ 1)F)® = (2k)(2k — 1) (k4 DX 4= By
b) Py=1et P, = (X?—1)" =2X, donc Py est propre pour u pour la valeur
propre 1 et P; est propre pour la valeur propre 2.
c¢) Notons Ry = (X2 — 1)k, alors P, = R,(Ck) et par une intégration par

parties :

/ Py(a) Py () d = / RO@R @) da

-1 _
1
— [RY V@R ()] - / lRy—”(x) (1) (23 g

Comme —1 et 1 sont valeurs propres d’ordre ¢ de Ry, ces nombres sont racines
de toutes les dérivées de Ry jusqu’a la dérivée (£ — 1) incluse. Il reste donc :
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/_ R (z) Ry (x) dx = — /_ llef—”(x) W (z)da

On recommence, et au bout de ¢ intégrations par parties, il vient

/ Py(2) Py () dz = (—1)" / Ro(z)RS (2)dz = 0

—1 -1

car Rq(n,in 0 est le polynome nul.

Comme (Fp,..., Py_1) est une base de R,,,_1[X], on a par linéarité :
1
/ Py(x)Q;(x) dx = 0 pour tout i de [0,m — 1]
1

et par le résultat 3. ¢), Py est propre pour u pour la valeur propre Ay.

Exercice 2.13.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit E '’espace vectoriel des polynomes
a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.

Si P € E, on note P’ le polynome dérivé défini par
= Y pa,XP~ ! lorsque P = 3 a,XP?.
p=1 p=0

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un polynéme P de
E soit divisible par son polynome dérivé (c’est-a-dire : il existe Q € E tel que
P=QP)

On pourra distinguer les cas : P est le polynome nul, P est une constante non
nulle, P est de degré 1, P est de degré > 2. Dans ce dernier cas, on cherchera
une condition sur le nombre de racines distinctes de P.

2. Soit u I'application définie sur F par :
VPe ENzeC, (uP))(z) = (z*+1)P'(x) — nzP(x)
Montrer que u est un endomorphisme de F.

3. Vérifier que le complexe \ est valeur propre de u si et seulement s’il existe
un polynéme P non nul de E tel que :

Vo eC, (22 +1)P'(x) = (nx + \)P(x) (1)
4. a) Montrer que —in et in sont valeurs propres de u (avec i? = —1).

b) Soit A ¢ {—in,in}. Montrer que P ne peut étre solution de (1) que s'il
existe un entier k > 1 tel que P(z) = (22 +1)*Q(z). Que devient alors I'égalité
(1)7?

c) Montrer que —i(n — 2k) et i(n — 2k) sont valeurs propres de u.



02 ESCP-EAP 2008 - Oral

d) En déduire que u est diagonalisable.

Solution :

1. x Si P =0, alors P =0 et P’ divise P.
* Si P est un polynéme constant non nul, P’ = 0 et P’ ne divise pas P.
* Sideg P =1, P’ est constant non nul et P’ divise P.

Supposons donc deg P > 2, soient 21, ..., zx les racines (dans C) distinctes de
P’ et aq,...,ap leurs ordres de multiplicité. On a aq + -+ - + ap = deg P’ =
deg P — 1.

Comme P’ divise P, z1, ...,z sont aussi racines de P et on sait alors que les
ordres de multiplicité sont oy + 1,...,ax + 1.

On a donc :

(a1 +1)+--+(ap+1)=degP -1+ k < deg P

Ainsi k < 1et comme k > 1, k =1 : z; est racine de P d’ordre oy = deg P, ce
qui signifie que P est de la forme :

P(X)=a(X —2)"
2. La linéarité de u est claire et si P = a, X" + --- 4+ ag, alors :
w(P) = (X2 +1)(na, X" 1 +--) = nX(a, X"+ ) = (na, —na,) X"+ ..
et u(P) est bien de degré inférieur ou égal a n.
u € L(E)
3. Evident.

4. a) Pour A = —ni, la relation (1) s’écrit : Vo € C, (x +i)P'(z) = nP(x).
D’apres la premiere question —i est la seule racine de P, et la considération
des coefficients dominants dans (1) montre que P est de degré exactement n,
donc :

—ni est valeur propre de u et E(_,;(u) = Vect((X +1i)")
De la méme fagon ni est valeur propre de u, avec E(,;)(u) = Vect((X —1i)")
b) La relation (1) montre que si P est solution avec A ¢ {—in,in}, alors
P(i) = P(—i) = 0 et P est divisible par (X2 + 1).
Si k est le plus grand des entiers p tels que (X2 + 1)P divise P, on écrit :
P(X) = (X2 +1)*Q(X), avec 2k < n
En remplagant dans (1), il vient :

(X2 +1)Q"(X) = ((n —2k)X + NQ(X) (2)
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c) En appliquant les résultats de 4. a) a 'entier n — 2k et a @, on trouve
que pour A = —(n — 2k)i, Q(X) = (X 4 i)"~2* est solution de (2), donc que
P(X) = (X2 + 1)*(X +14)"2F est solution de (1).

De la méme facon, pour A\ = (n — 2k)i, P(X) = (X% + 1)F(X — )" =2k est
solution de (1).

d) Ainsi, —ni, —(n — 2)i,...,—(n — 2k)i,...,ni sont valeurs propres de u.
Ce qui nous fait n + 1 valeurs propres pour u (k varie de 0 & n) et comme
dim F = n + 1, u est bien diagonalisable.

Exercice 2.14.

Soit p € N*. On considere 'espace euclidien RP? muni de sa base canonique
(€i)1<i<p et du produit scalaire canonique noté ( | ). On désigne par | || la
norme associée.

L’ensemble M ,(R) est I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre p. On
confond l'espace vectoriel M, 1(R) des matrices a p lignes et 1 colonne et RP.
Si A € M,(R), on note o(A) I'ensemble des valeurs propres de A.

On dit qu'une matrice A est positive si elle est symétrique et si (A (z) | ) > 0
pour tout x € RP.

On note Id ’endomorphisme identité de RP.

1. Montrer qu’une matrice symétrique est positive si et seulement si ses valeurs
propres sont positives ou nulles.

2. Soit A une matrice positive de M, (R) fixée ; on désigne par u I’endomorphisme
de RP dont la matrice dans la base canonique de RP est A. Si A\ est une valeur
propre de A, on note py le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre
E\ = Ker(u — A\Id).
a) Justifier les propriétés suivantes :
® PXxi ©Pxs :07 s )‘1 7é )‘2;
e > py=Id.
A€o (A)
b) Montrer que endomorphisme v = > /A py vérifie Pégalité : vov = u.
A€o (A)
En déduire que la matrice R associée & v est solution de I’équation X? = A.

¢) Soit Y une matrice positive telle que Y2 = A. On note w ’endomorphisme
dont la matrice dans la base canonique est Y. Montrer que o(Y) =

{Vireaa)}
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Prouver ensuite que si A € 0(A),ona F 5 = Ker(w—+/AId) C Ey. En déduire
que w = v, puis qu’il existe une unique matrice positive X € M, (R) solution
de I'équation X? = A.

On définit ainsi la racine carrée de la matrice positive A et on la note VA.

d) Montrer que la matrice v/A commute avec A.

Solution :

1. x Soit A positive, A une valeur propre de A et x un vecteur unitaire propre
associé. On a :

A= XNz, z) = (A(z),z) >0
* Réciproquement, si toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles, on
considere une base orthonormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de A associés
aux valeurs propres (non nécessairement distinctes) Aj, ..., A,.

Pour x = z1e1+--- + e, 0n a:
n

(A(x),x) = (> Apxper, Y, xee) = Y. )\kazi >0
k=1 =1 k=1

2. a) x Si A1 # Ag, alors By, L Ej,, donc Im(py,) = Ex, C Ey, = Ker(py,),
soit :

Px, 0Pr, =0
* RP est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de A, donc :
Z P = Id.
A€o (A)

b) On développe :

vov={ 3 VAp)o( X VAP =X VAVEProP = Aps

Aeo(A) pea(A)

Ainsi en revenant a la base (e1,...,e,) vue a la question 1. :

vou(z) =3 Mexp = u( Y zper) = u(x).
k 2

Par suite la matrice R vérifie bien R?> = A.
¢) Soit p une valeur propre de w et x un vecteur propre associé.

On a u(r) = w?(x) = p?x et donc x est vecteur propre de u associé a la valeur
propre p2. Comme A est positive, ses valeurs propres sont dans RT et il existe
A € o(A) tel que = v/X. Donc o(Y) C {VI\ X €o(A)}).

Soit y € Ker(w — vAId), on a w(z) = vz et u(z) = w?(z) = Az, donc
Fﬁ C E\.
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Or u et w sont symétriques, donc :
E= @ ExetE= @ F
A€o (A) AEa(A)
Ainsi, les inclusions vues précédemment sont toutes des égalités, ce qui prouve

que o(Y) = {\/X,)\ € o(A)}, avec Fﬁ = F) et donc w = ) \/XpA = 9.
A€o (A)
Ce qui est le résultat voulu.

d) 11 suffit d’écrire :
VAA=VA(VA? = (VA)? = (VA VA= AVA

Exercice 2.15.
Soit n € N*, et A € M,,(R) une matrice de rang 1.

1. a) Montrer que A est semblable & une matrice B de M,,(R) de la forme :

0 ... 0 b
o . : b'z
0 ... 0 b,

b) Montrer que B est diagonalisable si et seulement si b,, # 0.

¢) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que B soit une
matrice de projecteur.
2. a) Montrer qu’il existe deux vecteurs-colonne U et V appartenant a M,, 1 (R)
tels que A = UV, ot 'V désigne la transposée de V.

b) Soit (U, V) deux vecteurs-colonne tels que A = U 'V,
Déterminer, en fonction de U et V, tous les couples (U, V') € (/\/ln,l(]R))2
tels que A =U"tV'.

c¢) En déduire que le réel *V’ U’ est indépendant du couple (U’, V') vérifiant
A=U"'V'. On le note T(A).

d) Vérifier que si B est semblable & A, alors T'(B) = T'(A).

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur 7'(A) pour que
A soit diagonalisable.

Solution :

1. a) Soit B = (eq,...,e,) la base canonique de R™ et u I’endomorphisme de
R™ ainsi associé a A.
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Comme A est de rang 1, on a dimKeru = n — 1 et on peut construire une

base B = (e],...,el) telle que (€], ..., e, ;) soit une base de Keru. Si P est
la matrice de passage de la base B a B/, on a :
0 ... 0 b
—1 : D b
B=PlAP = .
0 ... 0 b,

n
avec u(el,) = > bye}.
k=1

b) B est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres se lisent dans sa
diagonale et on distingue deux cas.
— Si b, =0, Spec(B) = {0} et comme B est de rang 1, on a B # 0 et B n’est
pas diagonalisable.
— Si b, # 0, Spec(B) = {0, b, }a et comme Eg)(B) = Ker B est de dimension
n — 1, alors on a nécessairement dim E;, y(B) = 1 (des sous-espaces propres

associés a des valeurs propres différentes sont toujours en somme directe) et
B est diagonalisable.

c) B est une matrice de projecteur si et seulement si b, = 1. En effet, B
est une matrice de projecteur si et seulement si B est diagonalisable telle que
Spec B C {0,1}.

2. a) A est de rang 1, il existe donc une colonne U non nulle, telle que toutes
les colonnes de A sont proportionnelles a U : Vj € [1,n],3a; € R,C; = v;U.
En notant 'V = (v; ... w,), on a alors :
A=UW
b) La colonne U, qui engendre Im A, est définie a un coefficient multiplicatif
non nul pres et si on change U en aU, alors V' est changée en éV.

0) VU = Ltvar = vy
d) Si B= P7lUWWP = (P7U)!(*PV), alors :
T(B) = {(*PV)(P~'U) = 'VPPU = 'VU = T(A)
3. Pour la matrice B de I’énoncé, on a :
U="'(by ... b,), V=50 ... 0 1)
Ainsi T(B) ='VU =b,, = T(A) et on a vu que :
si rg(A) = 1, alors A diagonalisable <= T'(A) # 0
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Exercice 2.16.
C1

Soit n € N*. Onpose: C=[ ! | e Mp,1(R) et A=1—C'C € M,(R),
Cn

ot C est un vecteur-colonne non nul, !C la transposée de C et I la matrice
unité de M,,(R). On confond M,, 1(R) et R™.

On note f € L(R™) I'endomorphisme de matrice A dans la base canonique de
R™.

On munit R™ de son produit scalaire usuel. On note ||.|| la norme euclidienne
associée.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les
vecteurs propres associés.

2. A quelle condition sur C l'application f est-elle une symétrie ? Préciser
celle-ci.

3. A quelle condition sur C' ’application f est-elle une projection ? Préciser
celle-ci.

1
4. Dans cette question, n = 4 et C' = % _11 . On note H le sous-espace
-1
vectoriel de R* d’équation x —y+2z —t = 0, c’est-a-dire ’ensemble des vecteurs
x
de R* dont les coordonnées ‘Z satisfont I’équation x —y + 2z —t = 0.
t

a) Quelle est la dimension de H 7 On justifiera la réponse.
1

b) Soit U = (1) . Déterminer le réel o défini par a = inf{||U — X||, X €
0

HY.
La valeur « est-elle atteinte et si oui, préciser pour quel(s) vecteur(s) de H.

c¢) Déterminer, dans la base canonique de R*, la matrice B de la projection
orthogonale sur H.
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Solution :
I.xOnatAd=""(1-C!C)=1-"C'C =1-C! = A Donc A est
symétrique réelle et par conséquent est diagonalisable dans M., (R).
* Soit X une matrice colonne, et A un scalaire. On a :

AX = XX <= (I-C'O)X =X < (ICX)C=(1-NX
(en effet, ‘C'X est une matrice carrée d’ordre 1, que 'on confond avec son
unique coefficient et on peut placer ce scalaire dans n’importe quelle position)

— Si A =1, il reste ‘CX = 0 (C est non nulle), donc 1 est valeur propre de A
et le sous-espace propre associé est I’hyperplan orthogonal a C.

— Si A # 1, X est nécessairement colinéaire a C' et comme
AC=(I-CctC)c=C-cCc(tcC)=(1-tcO)C

a=1-tCC =1-||C|]? est valeur propre de A, de sous-espace propre associé
la droite engendrée par C.

E(l) (A) = Vect(C)L ; E(a) (A) = Vect C

2. f est une symétrie si et seulement si a« = —1, soit si et seulement si
|C|| = V/2, et f est alors la symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan
Vect(C)* .

3. f est une projection si et seulement si o = 0, soit si et seulement si ||C]| = 1,
et f est alors la projection orthogonale sur I’hyperplan Vect(C)» .

4. a) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle définie sur un espace de
dimension 4, donc dim H = 3.

b) On sait que le réel a est atteint pour un vecteur V et un seul, a savoir
la projection orthogonale de U sur H. Comme C' est unitaire, la question 3.
montre ce vecteur V' est défini par :

1
V:(I—CtC)U:U—C’(tCU):U—(tCU)C:U_C:% 1
1
3 1 -1 1
¢)Bt B=1-C'C =y _11 i1’> zla —11
1 -1 1 3

Exercice 2.17.
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Soit u = (up)nen une suite réelle. On dit que w est périodique s’il existe un
entier naturel non nul p tel que : Vn € N, u,4, = u,. On dit alors que p est
une période de la suite u. On note p, la plus petite période non nulle de la
suite u, et on admet que toutes les autres périodes sont des multiples de p,,.

On note P ’ensemble des suites réelles périodiques, et B ’espace vectoriel des
suites réelles bornées.

1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de B.

pu_l
2. Soit u € P. On note M (u) = 1 > ug.
Pu [
a) Calculer M (u) lorsque u est une suite constante.
p—

b) Montrer que, pour toute période p de la suite u, on a : M(u) = ]lj > ug.

c¢) Démontrer que I'application M : P — R,u — M (u) est une application
linéaire.

d) On note Py le noyau de M, et C 'ensemble des suites constantes.
Démontrer que Py et C sont supplémentaires dans P.

3. Pour u € P, on définit la suite réelle v’ par : Vn € N, ul, = w11 — up,
a) Montrer que 'on définit ainsi un endomorphisme D : P — P, u — u/'.

b) Déterminer le noyau et l'image de D.

Solution :

1. La suite nulle est périodique, donc P est non vide et toute suite périodique
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs différentes donc est bornée et P C B.
D’autre part, si u et v sont périodiques de périodes fondamentales respectives
pu €t Py, alors ces deux suites sont, par exemple, p = p, xp,-périodiques (on
peut aussi prendre le ppem de ces deux périodes) et il est clair que pour tout
scalaire A\, u + Av est encore périodique de période p.

Ainsi P est un sous-espace vectoriel de l'espace des suites bornées (on ne
demande pas de montrer que B est un espace vectoriel).

a) Si u est constante de valeur A, on a clairement M (u) = A.

b) Toute période p de u est un multiple de p, : il existe n € N* tel que

P =np, et :
p—1 n—1(J+1)p.—1 n—1py—1 n—1pu—1 pu—1

Uk =), X uk= Y, . Uapu+k—z Z up =n Z g,

k=0 i=0  k=jpu i=0 k=0
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Donc :
1 p—1 n Pu—1 1 Pu—1
S up = 3 up=-— > up=M(u)
P x=o P k=0 Pu k=0
c¢) Deux suites u et v périodiques ont une période commune, par exemple
P = PuPv, €t u + Av admet p pour période, quel que soit le scalaire A, d’ou
immédiatement, par propriété des opérations :

M(u+ M) = M(u) + XM (v).

d) Toute suite périodique s’écrit d’une fagon et d’une seule comme somme
d’une suite périodique de moyenne M nulle et d’une suite constante, a savoir :
u=u— M(u)l+ M(u)l, ou 1 est la suite constante égale a 1.
P=PydC

3. a) Si u est périodique, alors u’ est clairement périodique de méme période,
donc v’ € P et la linéarité de D est évidente.

b) xu € KerD <= Vn € N u,y; =u, < uecC.
KerD =C

* Si p est une période de u, donc de u’ :

pl
M) = Zu:—ZukH—uk—uo—up—O donc v’ € Py
P o Pi=o

* Réciproquement, soit v € Py de période p, on définit alors la suite u par :
n
Vn e N, u, = Z U

n+p
on a, pour tout n : Upqp — Uy = Y, Vg = Z v, = pM(v) = 0, donc u est
k=n-+1
périodique et p est une période de u.

De plus, par construction, D(u) = v, donc v € Im D.
ImD =P

Exercice 2.18.

Soit E un espace euclidien. On note (, ) le produit scalaire de E et || || la norme
euclidienne associée. On dit qu’un endomorphisme u de E est une contraction,
si on a ||lu(x)|| < ||z||, pour tout vecteur = € E.

1. Dans cette question, on prend pour E l’espace R? muni du produit scalaire
usuel et on considere I’endomorphisme u dont la matrice A dans le base
canonique est :
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1 0 O
A=10 a —-b
0O b a

oll a et b sont deux réels non nuls fixés tels que a? + b% < 1.
Montrer que u est une contraction.
2. On considere un endomorphisme u de E.

a) Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormée de E et A la matrice de
u dans B, on considére I’endomorphisme ‘u dont la matrice dans B est la
transposée de A. Montrer que tu est 'unique endomorphisme v de E qui vérifie,
pour tout couple (z,y) de vecteurs de E

(u(z),y) = (z,v(y))

En déduire que la définition de ‘u ne dépend pas de la base orthonormée
choisie.

b) Soit a € E. Prouver que |la|| est la borne supérieure de I’ensemble des
réels |(a,b)| lorsque b décrit la boule unité de F, c’est-a-dire que 1'on a :

lall = sup {[{a, b)], [|b]] <1}

En déduire que si u est une contraction, alors ‘u est encore une contraction.

3. On considere une contraction u sur ’espace E.
a) Montrer que si A est une valeur propre de u, alors A € [—1,1].

b) Prouver que Ker(*u — Id) = Ker(u — Id), ou Id désigne 'endomorphisme
identité de E.

c¢) Démontrer que Ker(u—1Id) et Im(u—Id) sont des sous-espaces supplémen-
taires orthogonaux.

d) Si z € F, on pose, pour tout entier strictement positif n :
un(@) = (@ +u(@) + -+ u " (z).

Soit p(x) la projection orthogonale de z sur Ker(u—1Id). En utilisant la question
précédente, prouver que (||u,(x) — p(x)||),» converge vers 0.

Solution :

1. Pour = (z1,x2,23), on a :
lu(@)|I* = 2F + (azs — bxs)? + (baz + azs)? = % + (a® + %) (23 + 23)

2 2 2 _ 2
Sz +a3+a5= ||97||
donc u est une contraction.
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2.a) On a: (u(z),y) =" (AX)Y = X'AY ='X(*AY) = (z,'u(y)).
Soient vy, vy vérifiant tous deux la relation demandée. On a alors :
Vx,y S E7 (x,vl(y) - UZ(y)> =0

et v1(y) — v2(y) est orthogonal & tout I'espace, donc est le vecteur nul, ce qui
prouve que vy = vs.

b) = Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : |(a, b)| < ||al|.||b|| = ||a]|-
Réciproquement, si on prend b = ﬁa, alors (a,b) = ﬁ“a“2 = ||al
a a
Donc :

sup {|(a,b)], [b]| <1} = |la|
Soit alors v une contraction et b un vecteur de la boule unité. On a :
[(*u(a), b)| = [{a,u(d)) < |lall.lu®)| < l|all.[|b]] < |lall

En prenant la borne supérieure lorsque b décrit la boule unité, le résultat
précédent donne ||*u(a)|| < ||al| et *u est encore une contraction.

3. a) Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. On a :
(Alllz]l = flu()]| <[]

et donc |A| < 1.

b) * Soit z € Ker(*u — Id) \ {0}, écrivons u(x) = ax + y, avec y orthogonal
az.Ona:

alz)® = (u(z), z) = (z,'u(r)) = (z,z) = ||z

donc a = 1 et par le théoreme de Pythagore, ||u(x)[]? = ||z]|*> + ||y||*. Comme
|lu(x)|| < ||z, il reste ||y|| = 0 et y =0, soit u(z) =z et x € Ker(u — Id).
* On peut procéder de la méme fagon pour obtenir Ker(u—Id) C Ker(*u—Id),
ou mieux, remarquer que ‘‘u = u.

c) Soit z € Ker(u—Id) et y € Im(u—Id). Il existe a € E tel que y = u(a)—a.
On a:

(2, y) = (z,u(a)) = (z,a) = ("u(z),a) = (z,a) = (("u — Id)(a),q)
= (0,a) =0
Ainsi Ker(u — Id) et Im(u — Id) sont orthogonaux. Comme les dimensions sont
ad hoc, on conclut :
E = Ker(u — Id) &+ Im(u — Id)

d) Soit x € FE, on écrit x = a + b, avec a = p(z) € Ker(u — Id), et
b € Im(u — Id). 1l existe donc un vecteur ¢ dans E tel que b = ¢ — u(c)
et comme u(a) = a, il vient :
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un(@) = a+ L@+ u®) +--- +u1(h))
=a+Lle—ule) + (u(c) = u?(e) + - + ("} (c) - u"(c)]

1
=a+ le—u"(c)]
n
et comme u est une contraction, on a donc :

lun(@) = p(@)]| = [|lun(z) — a < (lle] + [[u"()]]) < 2 ||e] — 0

Exercice 2.19.

Soit n € N*, et A € M,(R) telle que A # 0 et A3+ A=0.
On note f € L(R™) I'endomorphisme de matrice A dans la base canonique de
R"™ et on note id I’endomorphisme identité de R".

1. Dans cette question, on suppose que A est inversible.

a) Justifier que f vérifie fo f = —id.

b) Soit u et v deux vecteurs de R™. Montrer que si la famille (u, v, f (u)) est
libre, alors la famille (u,v, f(u), f(v)) est libre.

c¢) En déduire que n ne peut pas étre égal a 3.

Dans la suite, on suppose n = 3.

2. On note F = Ker(f? + id).
a) Montrer que £ = R? = Ker(f) @ F.
b) Montrer que F' est stable par f, et que dim(F') # 1.
c¢) En déduire la dimension de Ker(f).

3. a) Soit e; un vecteur non nul de Ker(f), e2 un vecteur non nul de F et

e3 = f(e2).

Justifier que B = (eq, e2, e3) est une base de F.

b) Exprimer la matrice B de f dans cette base.

Solution :
1. a) Si A est inversible, la relation A% + A = 0 est équivalente & A2 + 1 = 0
et on a bien fo f = —id.

b) Soit (a, 3,7,d) € R* tel que au + Bv + v f(u) +5f(v) = 0.

En appliquant f, il vient puisque f2 = —id :
of (u) + B (v) = yu — v = 0
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En éliminant f(v) entre les deux relations, il vient :

(af +y0)u+ (6% + 0*)v + (By — ad) f(u) =0

af+v0 =0
et la liberté de cette famille donne : { B3 4+62=0,doufB=95=0.
y—ad =0

Il reste donc au + v f(u) = 0 et la liberté de (u, f(u)) donne v = vy = 0.
(u,v, f(u)) libre = (u,v, f(u), f(v)) libre
c) On a fo f = —id, donc f n’a aucune valeur propre et pour tout vecteur
u non nul, la famille (u, f(u)) est libre.
Si on a n > 2, alors on peut trouver un vecteur v tel que (u, f(u),v) soit libre
et dans ce cas (u,v, f(u), f(v)) est aussi libre, ce qui impose d’avoir n > 4.
On ne peut donc pas avoir n = 3 (dans le cas ou A est inversible).

2. a) x Soit u € Ker fNF, alors f(u) = 0 et f%(u)+u = 0; il s’ensuit clairement
u = 0, donc Ker f et F' sont en somme directe.
x Soit u € E, on écrit u = [u+ f2(u)] — f2(u).
Comme f3+ f=0,o0na:
Flut F2(u) = F(u) + F3(u) = 0 et
(f? +id)(—f*(u) = —fH(u) — f2(u) = =f(f*(u) + f(u)) = 0.
Ainsi le premier vecteur est dans Ker f et le second dans Ker(f? + id) et E
est somme de ces deux espaces. Finalement :
E = Ker(f) ® Ker(f? + id)
bueF = fAu)+u=0 = f(f*(w)+u) =0 = f2(f(u))+f(u) =0
—> f(u) € F, donc F est stable par f.

Si on avait dim F' = 1, alors tout vecteur u non nul de F' serait tel que f(u)
soit proportionnel a u (par stabilité de F'), on aurait alors f(u) = Au et
f?(u) +u = 0 devient A2 + 1 = 0, ce qui n’est pas raisonnable dans R.
¢) On a donc dim Ker f # 2. Or f n’est pas bijectif (on est dans le cas n = 3,
voir fin de la question 1.) et f n’est pas l’application nulle. Ne reste que la
possibilité :
dimKer f =1

3. a) F est stable par f et la restriction de f a F est sans vecteur propre, donc
la famille (eq, f(e2)) est une base de F. Ainsi, par concaténation, (ey,es,es3)
est une base de F adaptée a la somme directe Ker f @ F.

b) Ona f(e1) =0, f(e2) = ez et fez) = f*(e2) = —ez, car ez € Ker(f?+id),
donc :



Algebre 65

Exercice 2.20.

Soit n € N*. On note F,, le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal a n. On confondra dans cet exercice polynome et

fonction polynéme sur le segment [—1, 1] associée.
1

1. a) Montrer que pour tous P et @) éléments de E,,, U'intégrale / Pt)Q(t) i—_T_i dt
~1

est convergente.
1

b) Montrer que 'application (P, Q) — (P, Q) = / P(t)Q(t) %—;_i dt est
—1

un produit scalaire sur F,.
2. Soit ¢ définie sur F,, par :
o(P)=(X?2—-1)P"+(2X +1)P
ou P’ et P"” désignent les deux premiers polynomes dérivés du polynome P.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE,,.
b) ¢ est-il inversible 7
¢) Montrer que ¢ est diagonalisable.

3. a) Montrer que pour tous P et () de E,, :
1
WPL@) = [ (1-020+ 0 2P (0Q (0 de

-1
b) Retrouver ainsi le fait que ¢ est diagonalisable.

Solution :

1. a) La fonction a intégrer est continue sur |—1,1] et :

: /1 -1 _

Ainsi, la regle de Riemann donne la convergence demandée.

b) s : (P,Q) — (P,Q) est clairement une forme bilinéaire symétrique et
positive.

1+t
positivité de la fonction a intégrer, que la fonction a intégrer est nulle en tout

1
Enfin si s(P,P) = / P2(t) 1=tgt = 0, ceci prouve, par continuité et
—1
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point de |—1, 1[, donc que P admet une infinité de racines et est le polynome
nul.

2. a) x La linéarité de ¢ résulte de la linéarité de la dérivation et des propriétés
des opérations.
* Si deg(P) < n, alors deg ((X2 +1)P") < n et deg ((2X + 1)P’) < n, donc
degp(P) <n
¢ C L(En)

b) Ker ¢ contient Fy = Ry[X], donc ¢ n’est pas injective et a fortiori pas
inversible.

c) On a:

(1) =0,0(X)=2X+1, ..., o(X*) =k(k+1)XF+.-- ...

Ainsi la matrice dans la base canonique de ¢ est trigonale supérieure, de
coefficients diagonaux : 0,2,6,...,k(k+1),...,n(n+1).

Les valeurs propres de ¢ sont ainsi mises en évidence, car se lisent sur la
diagonale. Donc ¢ admet (n + 1) valeurs propres, ce qui prouve que ¢ est
diagonalisable.

3. a) On part de I'expression de droite et on integre par parties :
v'(t) = Q'(t) <= v(t) = Q(¢)
u(t) = (1 —1t)32(1 4+ )/2P'(t) =

W) = /%—3((1 — 2)P"(t) — (2t + 1)P'(1))

Comme u(1)v(1) = 0 et u(—1)v(—=1) = 0 et u,v de classe C* sur I'intervalle
ouvert d’intégration, on peut procéder directement sur le segment [—1, 1], et

I'= / (L R VP Q1) de

_ /_1, I=L(@ — )P () - (2t + DP(5)dt = {(o(P), Q)

b) On vient de trouver une expression de (¢(P), Q) clairement symétrique
par rapport & P et @, donc (¢(P), Q) = (P, ¢(Q)) et ¢ est un endomorphisme
de F,, symétrique pour le produit scalaire considéré. On retrouve bien le fait
que ¢ est diagonalisable.

Exercice 2.21.

Soit a, b, c trois réels et M la matrice de M3(R) définie par :
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M =

Q@ O O
o ot O
SO0

On note C(M) = {X € M3(R) | XM = MX}.
1. Montrer que C(M) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. On suppose dans cette question que ac > 0.
Déterminer les éléments propres de M. En déduire que M est diagonalisable.
On suppose désormais que ac > 0 et b # ac.

3. a) Soit X un élément de C(M). Soit A une valeur propre de M et u un
vecteur propre associé. Montrer qu’il existe un réel a tel que Xu = au.

b) En déduire que X est diagonalisable.

4. a) Déterminer la dimension de C(M).

b) Donner une base de C(M), lorsque a = ¢. L’espace vectoriel C(M) est-il
alors constitué de matrices symétriques 7

Solution :

1. La matrice nulle commute avec M et si A, B commutent avec M, alors pour
tout scalaire A :

(A+AB)M = AM + A\BM = MA + A\MB = M(A + \B)

Et C(M) est stable par combinaison linéaire, donc est un sous-espace vectoriel

de Mg(R)

-\ 0 c a 0 -
2. M — N3 = 0O b—X 0 ~ 0O b—X O
a 0 —A —A 0 c

a 0 —A

~10 b=\ 0
0 0 ac — \?

Ainsi M admet pour valeurs propres b, v/ac et —y/ac.
— Si b2 # ac, M a trois valeurs propres et donc est diagonalisable.

— Si b = /ac, on voit que Ej est engendré par les vecteurs (0,1,0) et
(1,0,+/a/c), tandis que E_ /= est engendré par (1,0,—+/a/c), donc M est
encore diagonalisable.
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— Sib = —y/ac, B est engendré par (0,1,0) et (1,0, —y/a/c), tandis que F /-

est engendré par (1,0, +/a/c), donc M est encore diagonalisable.

3. Les hypotheses faites montrent que M admet trois valeurs propres et les
sous-espaces propres sont donc de dimension 1.

a) Mu = Au donne X Mu = AXwu, soit M Xu = AXuet Xue E\(M), donc
Xu est colinéaire a u :
JaeR, Xu=au

b) En particulier X est diagonalisable, puisque la base

B =(0,1,0),(1,0,/a/ec), (1,0, —+/a/c))

est propre a la fois pour M et pour X.

4. a) Si P est la matrice de passage de la base canonique a la base B, alors
X est de la forme PDP~!, ot D est une matrice diagonale quelconque (car
X = PAP~!, avec A diagonale et les matrices diagonales commutent entre-
elles), donc :

dimC(M) =3
1 0 1

b)Sia =c,onaP = |01 0 et il est alors plus agréable de
1 0 -1

1/vV/2 0 1/V2

0 1 0 ,
1/vV/2 0 —1/V/2
qui est une matrice othogonale et les matrices de C(M) sont alors de la forme
P'DP'~! = P'D'P’, et ce sont des matrices symétriques.

normaliser les vecteurs propres, pour prendre P’ =

Exercice 2.22.

Soit n un entier de N*. On considere R™ muni du produit scalaire canonique
(, ) et on note || || la norme euclidienne associée.

On appelle isométrie de R™ tout endomorphisme u de R", vérifiant, pour tout
z de R", [Ju(z)]| = ||=||

1. Montrer que u est une isométrie si et seulement si pour tout (x,y) de R" xR™,

| (u(), u(y)) = (z, y)

2. Soit 4 un endomorphisme symétrique de R™ tel que u? = I, ou I représente
I’application identité de R™. Montrer que u est une isométrie.
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3. Soit u un endomorphisme orthogonal de R™, montrer que u est une isométrie.
A-t-on la réciproque ?

4. Soit I'ensemble S = {x € R"/||z|| = 1}. Montrer que u est une isométrie de
R™ si et seulement si u(S) = S.

5. Soit u une isométrie de R™. L’endomorphisme u est-il toujours diagonalis-
able ?

Solution :

1. x Si 'endomorphisme u est une isométrie, alors pour tous vecteurs u et v :
(u(@), u(y)) = %l(HU(x) +u(y)|? + [lulz) —u(y)l?)
= L@ + )2 + lulz = »)I?) = % (= + v + = - ylI?)

= (z,y).
* Réciproquement, si u est une application linéaire qui conserve le produit
scalaire, il est clair que u conserve a fortiori la norme donc est une isométrie.

2. L’endomorphisme u est symétrique et est involutif, donc u est la symétrie
orthogonale par rapport a Ker(f — I) (parallelement a Ker(f + I)).

3. Soit P la matrice de u relativement a la base canonique de R™. On a
tP = P~!, donc pour tout vecteur = de R™, et en notant X la matrice colonne
associée :

||PXH2 = t(PX)(PX) =tXtPPX =tXX = ||X||2
et u est bien une isométrie.

Réciproquement, si u est une isométrie, alors u conserve le produit scalaire,
donc transforme une base orthonormée en une base orthonormée et sa matrice
relativement a une base orthonormée est orthogonale.
4. % Si u est une isométrie, ||z|| =1 = |lu(x)| =1, donc u(S) C S ; comme
u~! existe et est ausi une isométrie, on a également u~1(S) C S, soit S C u(9)
et 'égalité.
* Réciproquement, si u(S) = S, alors ||z]| =1 = |ju(z)|| = 1 et pour tout
vecteur y non nul :
1 1 1 .

L =1 = Jlu(+=- = —||lu =1, soit ||u =

Le résultat vaut clairement pour le vecteur nul et v est une isométrie.

5. La réponse est évidemment oui si n = 1 et est non si n > 2.
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Il suffit en effet de considérer 'endomorphisme u dont la matrice dans la base

canonique de R" est :
0 -1
(0) L2

(on a pris la rotation d’angle % dans le plan formé par les deux premiers
vecteurs de base, et I'identité sur ’espace engendré par les n—2 autres vecteurs
de base; ainsi 1 est la seule valeur propre et le sous-espace propre n’est pas
R™).



