1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On admet que la fonction I' est de classe C>° sur R} et que pour tout k € N
et tout x > 0 :

+oo
k) () = / (Int)Ft*—le~tdt
0

Soit ¥ la fonction définie sur |0, +oo[ par : ¥U(z) = %(ln I'(z))

1. a) Montrer que, pour tout x > 0, ¥(z + 1) = ¥(x) + %
b) Montrer que la fonction W est croissante sur R

2x—1
2. Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par f(z) = 2 P(ﬁgg(;; + 1/2),
x

Soit F' la fonction définie sur |0, +oo[ par F(z) = In f(z), de dérivée F’' .
a) Montrer que les fonctions f, F' et F’ sont périodiques, de période 1.

b) Etablir, pour tout réel z €0, 1] et pout tout n € N*, 'encadrement :
F'(n) —2[¥(2n+2) — ¥(2n)] < F'(z) < F'(n) + 2[¥(2n + 2) — ¥(2n)]
¢) Montrer que la fonction f est constante. En déduire une relation entre

I(z),T(x + 3) et T(2z).

Solution :

400
1. a) Comme I'(z) = / t*~le~t dt, une intégration par parties (ou un

0
résultat bien connu) permet d’affirmer que pour tout z > 0, I'(x+1) = zI'(x).
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La fonction I' étant a valeurs strictement positives, il vient :
InT'(x+1) =Inz+ Inl(z)
Il ne reste qu’a dériver cette expression pour obtenir :
Uiz +1) = U(z)+ 1
b) On admet que la fonction I' est de classe C*°. Ainsi ¥ est dérivable et
()
I'(x)

comme V¥(z) = , 0N & :

o) - D)1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

“+o0o
F/2(I) — (/ Int ( (x 1)/2 —t/2 2dt)
0

—+o00o
</ t*~le~tdtx (Int)*t*~le~tdt = T'(x) <" (x)
0 0

ce qui montre que pour tout z > 0, ¥'(z) >

2. a) Il vient, pour tout > 0 :
22D (x + 1)(z + 2)
1 2
flz+l)= (27 + 2)
2271 dx (2l (2))x((z + )T (z + 3))
(2z + 1)(2x)'(2x)
221D () (x + 1)
= 2= = f(=)
I'(2z)
Donc F(x +1) = Inf(z +1) = Inf(x) = F(x), et enfin, comme F est
dérivable, sa dérivée F' est également 1-périodique.

b) Par dérivation et définition de la fonction ¥, on obtient :

F'(z) =202+ U(x) + U(z + 5) — 20(22)

La périodicité de F’ permet d’écrire que pour tout x > 0, pour tout n € N*,
F'(x +n)=F'(x).
La croissance de ¥ entraine que pour tout x € |0, 1] :
U(z+n)>Tn), U(z+n+L)>Tn+ L), et U2z +2n) <T(©2n+2).

_ 2 2)
Par suite :

F'(z+n)=F'(z) > 22+ ¥(n) + U(n+ ) — 2¥(2n + 2)
et :
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F'z+n+1)=F'(z) <22+ ¥(n+1) + U(n+ 3) — 20(2n)

Donc :
F'(n) =2(Y2n+2) —¥(2n)) < F'(z) < F'(n+ 1)+ 2(V(2n + 2) — ¥(2n))

On conclut avec F'(n) = F'(1) que :
F'(1)=2(¥Y(2n+2) —¥(2n)) < F'(z) < F'(1) + 2(¥(2n + 2) — ¥(2n))
¢) On sait, en appliquant deux fois le résultat 1. a) que :

2(W(2n +2) — ¥(2n)) = 1 4 2n2+ .

Donc, pour x € ]0,1] :
/ 1 2 / / 1 2
F(l)_ﬁ 2n+1 = S Flz) < F(1)+ﬁ+2n—|—1
En faisant tendre n vers 400, il vient, pour = € 0,1] : F'(z) = F'(1). Ainsi
F’ est constante sur |0, 1], donc sur R* car continue et de période 1.

Aussi F(z) est-elle affine, mais également périodique de période 1, donc
constante.

Comme f(x) = exp(F(x)), f est également constante, égale a f(1) sur R7.

Or la connaissance de I'intégrale de Gauss et le changement de variable t = u?

donnent :

3 1 ee ty—1/2 T
f(1):21“(§):r(§):/0 o1t dt=2/0 e du = /7
D’otu, pour tout = > 0 :

22 10(2)0 (2 + 1) = v/7T(22)

Exercice 1.2.

Soit (uy)nen+ la suite définie par u; = 2 et la relation de récurrence :

\/§un
V1+V/T= ()

1. Montrer que : Vn € N*, u,, = 2" sin (27;)

2. Déterminer la limite de la suite (uy,).

pour tout n > 1 : up41 =

7T3

6x4™"
4.50it p € N fixé. Montrer que lorsque n tend vers 4oo, u, admet le
développement suivant :

3. Montrer que pour tout n € N* on a : |7 — u,| <
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3 2p+1
s ceo - (=1)P (s 1
e TV g o)

Up =T —

5. On définit une nouvelle suite (v,,) par :

Vn e N* v, = %(—un + dpq).

Montrer que la suite (v,,) converge vers 7 et qu’au voisinage de 400, on a :
(v, — ) = o(uy, — ).

6. Donner un équivalent de (v,, — ) lorsque n tend vers +oc.

Solution :
1. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : P, : u,, = 2" sin (2%)

e P, est vraie car u; = 2 = 2sin %

e Supposons P, vraie pour un certain entier n € N*. Montrons que P, 11

. N / U :
est encore vraie. Par hypothese de récurrence, 2—2 = sin (2%), donc :

V2u,, V2u,, V2uy,

Un+1 = = =
JIHVT=EE)? 1+ leos(Z)?  VI+eostr)
77
. in( T
_ V2x2" sin( £ ) _ 2n><231n(2n+1)005(2n+1) _ 9t gin( T )
2cos2(2n%) COS(#) antl
Donc P11 est vérifiée et on conclut par le principe de récurrence.
sin( 7 ) .
2.0nau, =——7——met lim wu,=m.
o n—-—+oo

3. Soit f : x — sinz. On applique a f I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre
2 sur le segment |0; %] De |f®)] < 1, on déduit :

3 3
(T s s s
sin (== ) — = | < ——=—, donc |m — u,| < )
‘ (2n) 2n‘ 6><23n | n| 6x 4™
4. Soit p € N fixé. D’apres le théoreme de Taylor-Young appliqué a f en 0 a
I'ordre 2p+ 1, on a :

P 2k+1
sinx = B | L ——Y PR
kZ::O( ) (2k + 1)! ( )
Sachant que lim & =0, en substituant -2~ & x, on trouve :
n—-+oo 2™ on

_ p (_1)k 2k+1 1
Ty T
S (2n) kgo (2]€ i 1)| X 2n22kn + 0(2n22pn)
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Donc :
B (C1)f ek

Up = >,

1
=0 (2k+1)'x 22kn +0( )

4;77,

5. v, = %(—un+4un+1) et lim v, = %(—71’—{—471’) = 7. On applique ensuite

n—-+4oo

la formule de la question précédente avec p =1 :

___ 1
Up =T 6X4n+0(4n)
3 1)

1
%leﬁ_gjﬁ3+oﬁﬁﬁ)Zﬂ—gjﬁ3+oﬁﬁ

En effectuant une combinaison linéaire de ces deux égalités, on trouve :
_(un—w)+4(un+1—ﬂ') _O(L)
3 CT\yn

Up — T =

7_‘_3

6x4™’

6. Pour obtenir un équivalent de (v, —), on applique la formule de la question
(4) avec p =2 :

Oru, —m~ —

donc (v, — ) = o(u,, — 7).

3 5
=7 — S+ g o)
On en déduit par combinaison linéaire :
5
Un m Bl g2 t2

Exercice 1.3.
1. Soit A € R, montrer qu'’il existe M € R tel que :
Vue[-A4,A,0<e* —1—u< Mu?
1
e—:(:(1—|—t2)
1+ 2

a) Soit x fixé et h non nul ; montrer, a 1’aide du résultat de la question 1,
que :

2. Pour x réel, on pose : p(x) = /
0

1
lim (90(1' + h})L _ gp(l’) + / e—m(1+t2) dt) =0

b) En déduire que ¢ est dérivable sur R, avec :
1
Ve eR, ¢ (x) = —/ e~ (%) gy
0
3. a) Calculer ¢(0).

b) Montrer que lim ¢(z) = 0.

Tr—+00
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x 2
4. Pour x € R, on pose f(x) = p(x?) + (/ et dt) :
0
a) Montrer que f est dérivable sur R.
T 1
b) Montrer que pour tout x réel : / et dt = :c/ e~ dy.
0 0

c¢) En déduire que f’ est la fonction nulle, donc que f est constante sur R.
Préciser la valeur de cette constante

“+oo
5. En déduire la valeur de / et dt.
0

Solution :

1. On écrit une formule de Taylor a ’ordre 2 pour la fonction exponentielle :
u
e = 1+u+/ (u—t)e'dt
0

ce qui donne en majorant e’ par e et en faisant attention au signe de u de
fagon a gérer les problemes de signes et de position des bornes d’intégration :

2
Oée“—l—ugeA%:Mqﬂ

2. a) Soit A(h) I'expression entre parentheses. On a :

L (1442 )
A(h) = /0 g(e_h(lﬂ ) —1—h(1+1t?))dt

h(1 +t2)
et, avec M = %62“1'
' e~ 2 (1+1%) 2 212 2|h ' 1442 2
|A(R)| < i th (1 +t2)%2dt < |h|e? I/O e () (1 4-¢2) dt

Cette derniere expression tend vers 0, lorsque A tend vers 0.

b) 11 suffit de traduire le résultat précédent.

1

dt i

3. O 0) = = .
W Onap) = [ s =7

1
b) Comme 0 < p(x) < e‘x/o N jl-tt” on a xEI_POO o(x) = 0.

X
4. a) Comme ¢ est dérivable, tout comme z — / o=t dt, la fonction f est
0

dérivable sur R et :

T T 1
f/(x) = 21'(70/(1’2) i 26_502/ e_t2 dt — 26—;1;2/ e_t2 dt — Z.T/ e_m2(1+t2) di
0 0 0
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b) Le changement de variable linéaire ¢t = zu donne, pour x # 0

z 2 1 2 2
/e_t dt:x/e_x“du
0 0

Ce résultat reste clairement valable pour z = 0.

c) Ainsi f'(z) = 0 pour tout x réel, et f est constante sur R. Comme

f(0) = %, on a, pour tout x réel f(z) = %

—+00
5. Comme on sait que / o=t dt existe, par passage a la limite, il vient :
0

T e —¢2 2
Z:o+(/0 o dt)

400
/ et dt = VT
0

puis, par positivité :

2

Exercice 1.4.
Soit f et g deux fonctions numériques définies et continues sur [—1,1].

1. Soit u € R; montrer que la fonction h,, définie sur [—1, 1] par :

hu(z) = f(x) + ug(z)

est bornée et atteint ses bornes.

Soit M la fonction qui a tout réel u associe le mazimum de la fonction h,
sur [—1,1] et E(u) l'ensemble des éléments de [—1,1] en lesquels h, atteint
son mazximum M (u).

2. Déterminer la fonction M et E(u) lorsque f : x +— (1—22)Y/2 et g : x> x.
On revient au cas général.
3. Soit u et v réels, x € E(u) et y € E(v). Montrer que l'on a :
(v—u)g(z) < M(v) = M(u) < (v—u)g(y)
4. Montrer que la fonction M est continue sur R.

5. On suppose qu’il existe une fonction r de R dans [—1, 1] telle que pour
tout u de R, r(u) appartient & E(u). On pose alors p(u) = g(r(u)).

Montrer que si u, v, w sont tels que u < v < w et si y appartient a F(v), on
a:

Que peut-on en déduire ?



12 ESCP-EAP 2008 - Oral

Solution :

1. Les fonctions f et g étant continues sur le segment [—1, 1], elles y sont
bornées et la fonction h, est bornée sur [—1, 1] et atteint ses bornes. Ainsi,
M (u) est défini et F(u) n’est pas vide.

2. On a h!,(r) = ——=%— + u qui est nul si et seulement si u = —=%£

V1—2a? V1—a?

Donc h/ x) = 0 si et seulement si 1’2 1+ 'U,2 U2, avec u et x de méme
U
]

signe, donc si et seulement six = a = —%— €] —1,1][.
V14 u?
On a alors le tableau de variations :
T —1 o 1
hl () + 0 —

Donc :

()—{a}—{m}emw):m

3. Soit z € E(u) et y € E(v). Alors :

M(u) = f(x) +ug(z) et M(v) = f(y) +vg(y).
D’autre part,

f(y) +ug(y) < M(u) et f(z)+vg(x) < M(v).
Donc en combinant égalités et inégalités :
(f(z)+vg(z))—(f(z)tug(z)) < M(v)—M(u) < (f(y)+vg(y))—(f(y)+ug(y))
Soit :

(v —u)g(z) < M(v) — M(u) < (v—u)g(y)
4. Supposons v — u > 0. Comme ¢ est continue sur [—1, 1], il existe deux
constantes, a, A telles que pour tout =z € [—-1,1], a < g(z) < A. Aussi :
(v —u)a < (v—u)g(xr) < M(v) = M(u) < (v—u)g(y) < (v—u)A

En prenant la limite lorsque v tend vers u, ceci qui montre que M est continue

a droite en tout point u. On adapte le raisonnement lorsque v — u < 0 et
finalement M est continue en tout point w.

5. On applique le résultat de la question 3 & = = r(u). Il vient :

(v —u)p(u) < M(v) — M(u) < (v—u)g(y)
Donc ¢(u) < ¢g(y). On I'applique ensuite a y (a la place de x) et r(w) (a la
place de y). Il vient, car w —v > 0 :
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—0)g(y) < M(w) = M(v) < (w = v)p(w)

(w
Done g(y) < p(w).
Finalement ¢(u) < ¢(w), ce qui montre que la fonction ¢ est croissante.

Exercice 1.5.

Soient deux nombres réels a et b tels que 0 < a < b. Pour tout nombre réel

x > 0 on définit :
o el —1
f(@") = 2 dt

SES

).

1. a) Montrer que, pour tout z > 0, on a : f(x) > ln(

b) Montrer que la fonction f est croissante.

¢) Montrer que f admet une limite lorsque z tend vers 0" (on ne cherchera
pas a calculer cette limite).

2. a) Montrer que, pour tout réel k > 1, il existe un nombre réel € > 0 tel
que, pour tout t € [0,¢], on a :
t<el—1<kt

b) En déduire la limite de f en 07.

bx
3. a) Montrer que / e? dt admet une limite lorsque z tend vers 07. Calculer

. . axr
cette limite.

b) Retrouver le résultat de la question 2. b) a l'aide de la question
précédente.

Solution :

1. a) La fonction exponentielle est convexe, donc son graphe se situe au-dessus
de sa tangente au point (0, e°), soit :
VteR, el —1

=1
Par croissance de l'intégration, comme ax < bx pour x > 0, on en déduit
que :

f(x)>/ & — [Int]," =In2

b) La fonction f est dérivable sur R7, de dérivée :

rony e -1 e 1 1
f (x) =b (bx)2 —a (ax)z = ?(g(b)—g(a))
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ur _

en posant g(u) = ”
On montre alors que g est croissante en la dérivant deux fois (ou bien on
reconnait que g est le taux de variation entre 0 et u de la fonction u +— e“*

qui est convexe, donc g est croissante). Ainsi f'(x) > 0 et f est croissante.

c¢) La fonction f est croissante et minorée, donc elle a une limite a droite
en 0, d’apres le théoreme de la limite monotone.

2. a) x La minoration proposée est vraie sur R (cf. question 1. a)).

* La majoration (locale) peut se démontrer en étudiant localement la
fonction associée, mais résulte du fait que, comme la fonction exponentielle est
convexe, son graphe se situe au-dessous de toutes ses cordes, et en particulier
de la corde de pente & > 1 qui passe par le point (0,1) et un autre point
d’abscisse plus grande.

S

b) Pour tout x tel que [ax, bx] C [0, €] (soit pour z < =), par croissance de

€
I'intégration, on a :

bx bx
b _ dt dt _ pp b
1na—/clmt<f(:c)<k:/a 5 = kln

X
Comme la limite de f existe (question 1. ¢), en faisant tendre z vers 07, on
obtient :
b b
0 ~ o
lna\xli,%l flx) < lna
Comme ceci est vrai pour tout k > 1, par encadrement :
b
lim f(z)=In
a) Comme t — e’ est croissante, pour tout ¢ € [ax, bx], on a :
1 R et ebx
lgee” e €™
t S x Tt Tt
On en déduit que

bx di bx bx b - b
L% 1212 e_ _ bz 0
ln / ; / 7 / o dt = e"" In 4

Comme le majorant et le minorant ont la méme limite quand x tend vers 0T,

par le théoreme d’encadrement, on a :
bx

t
lim [ €dt=In?
z—0t J oz t a
b) Par intégration par parties on a :
t br 4
_ e’ — 17b= e
fla) =[S - [ g

x
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t
Comme lim &=L =1, on en déduit que lim f(z)=1In b,
z—0t t z—0t a

Exercice 1.6.

Si u et v sont deux suites réelles, on appelle produit de convolution de u et
v la suite w = u *x v = (wy, )nen définie par :

n
VneNw, =Y ugv,_g
k=0

"
n!’

n
1. Soient a et b des réels fixés. On pose, pour tout n € N, u,, = % et v, =

Déterminer le produit de convolution w = u x v des suites u et v.

2. On suppose que u et v sont deux suites convergentes. Le produit de
convolution u x v est-il nécessairement convergent 7

1
§E>n€N’

suite (v, )n est décroissante de limite nulle. Soit w leur produit de convolution.

3. On suppose, pour cette question seulement, que u = ( et que la

m
a) Montrer que, pour tout (n,m) € N2 tel quen < m,ona: Y. up < Up,.
k=n-+1

b) Montrer que, pour tout n € N* on a :
Wap < VoUzn + V1Up + 20, €6 Wopt1 < VoUznt1 + V1Un + 20p41
¢) En déduire que le produit de convolution w converge, et préciser sa
limite.

4. On suppose, pour cette question, que u = ((—%)”)%N, et que la suite (vy,),

est décroissante de limite nulle. Soit w leur produit de convolution. Montrer,
a 'aide de la question précédente, que la suite w converge, et préciser sa
limite.

Solution :
n d bn—k

I B e
Sk =k nl go

d’apres la formule du binéome de Newton.

n n— n
1. Pour n € N, w,, = (k,)a’“b b= %(antb) :

2. En prenant pour u et v la suite constante égale a 1, on a pour tout n € N,
[uxv], =n+1, ce qui prouve que u et v peuvent étre convergentes sans que
u* v le soit.

m 1 1

3.a) Pourn <m,ona ) uk:wl_—?m: 1n 1,1 1n
p 1-1 on — gm T 9
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b) Pour tout n € N*, on a :

2n n 2n—1
Wop, = Y UkV2n—k = O UpV2n—k + D, UkUap—k + U2n U
k=0 k=0 k=n-+1

Par décroissance de v, on en déduit :

n 2n—1
Wop < Up D, Up +v1 Y., Uk + U2plp
k=0 k=n-+1

D’apres la question 2, on obtient enfin :

Wy, < 205, + V11U, + VoU2p,

De méme :
2n—+1 n 2n
Wopt1 = Y. UkVonti—k = »_ UkUanti—k + », UkUapn—k + U2n4100
k=0 k=0 k=n41
n 2n
Wap < Upt1 ) Uk +V1 Y, Uk + U2nt1V0
k=0 k=n-+1

Wap4+1 K 2Un41 + V1Uy + VoU2pn+41

¢) On constate que (way,) et (wa2,41) sont des suites positives majorées par

des suites de limite nulle. D’apres le théoreme d’encadrement, 11111 woy =0
n—-rToo

et lim we,41 =0, ce qui implique que lim w, = 0.

n—-+oo n—-+4oo

4. En notant v’ = ((%)n)nEN’ et w' = u % v, on a immédiatement, pour tout
n €N, lw,| < wy,.

Or, d’apres la question précédente, lim w! = 0, donc par le théoréme
n—-+oo

d’encadrement lim w, = 0.
n—-+oo

Exercice 1.7.

1. Déterminer le domaine de définition D de I’application g telle que :
/2
g:xr— / e sin(t) gt
0

2. Montrer que ¢ est de classe C! sur D et que pour tout  de D, on a :
/2
g () :/ sin(t)e® s () qt
0

3. Montrer que pour tout t de [O, ,on a:
2t

5]
<

= sin(t) <t
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En déduire une fonction minorant g sur RT et une fonction majorant g sur
R™.

4. Déterminer les limites de g aux bornes du domaine D.

5. Etudier les variations de g et tracer 'allure de sa représentation graphique
dans un repere orthonormé du plan.

Solution :

xrsint

1. Pour tout x réel, la fonction x — e est continue sur [0,7/2]. Donc ¢

est définie sur R.

2. Au vu de I’énoncé, il faut étudier la limite de

/2
g(x +h)—g(x) - h/ sin(t)e®sin(®) dt
0
lorsque h tend vers 0. Or :

/2 ) /2 ' '
glx+h)—g(x) — h/ sin(t)e® st gt = / evsint(ghsint _ 1 pint)dt
0 0

Par I'inégalité de Taylor, avec |h| < 1, on a :
h?|sin t|?

5 sup el“l < Ch?, C constante

‘ehsmt —1- hsint| <
uwe[—1,1]

Donc :

/2
lg(z +h) — g(z) — h/ sin(t)e?s"(Md¢| < Kh?, K constante
0
En divisant cette inégalité par h, on obtient le résultat souhaité.

3. Cet encadrement classique s’obtient, soit par étude des fonctions associées,
soit par invocation de la concavité de la restriction de la fonction sin a
I'intervalle [0, 7/2].

* Ainsi, pour z > 0 :

/2 /2
/ e2®t/mdt < g(x) < / e tdt
0 0

T (T 1 /2 _
I (@7 —1) < glo) < L(e/2 1)

ce qui donne en particulier une minoration de g sur R™.

ou :

* Pour x < 0, comme sint > 0 sur [0, 7/2]

/2 /2
/ etdt < g(x) < / 2=t/ dt
0 0
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ou :

2@ = 1) < g(a) < (e — 1)

ce qui donne en particulier une majoration de g sur R™.

: T (AT — : T (pxT —
4. 1l suffit de remarquer que xllgloo 5 ("™ —1) = +oo et xgglw 5 ("™ —1)
0.

5. La dérivée ¢’ de g est positive sur R, tout comme g.
La fonction g est croissante sur R, avec lim g¢g(z) =0, lim g(x) = +oc.

r——+00
La minoration montre que la branche infinie est «tres» parabolique... A vous
de faire

Exercice 1.8.

Soit (u,) la suite & termes positifs ou nuls définie par :
up=0etVneN, u ; =u2+8n+5

1. Exprimer, pour tout n de N, u,, en fonction de n.

2. On pose, pour tout n € N, a,, = cos(mu,,) et b, = sin(mwu,,).

a) Montrer que pour tout n > 1, il existe ¢, tel que a,, = cos (% +

Lol

En),

avec lim g, =0.
n——+oo

Montrer que les suites (a,) et (b,) ont la méme limite que I’on calculera.

b) Montrer que ¥n > 1, on a les inégalités suivantes :

0<bn<\/75<an<1

3. Montrer que les deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

Solution :
1.Onawu; —ui_; =8(k—1)+5, donc par télescopage :
w2 =u2 —ut=8> (k—1)+5n=4n(n—1)+5n
Soit :
Uy = V4An2 +n
2.a) Ona: u, =2n(l+ L)1/2 =2n(1+ L4 o(1/n)), donc

4n 8n

Uy = 20T + % +0(1)
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Ainsi a,, = cos(% + o(1)), ce que l'on peut écrire sous la forme

ay, = cos(% + %sn), avec nh_)rr;o en =0
en) et lim a, = lim b, = \/75
n—oo n—oo

On a de méme b,, = sin(% + %

b) En revenant sur les calculs précédents, on a : % Ep = 7T<\/ 4n? +n—2n—
), d’otn1 :

14+ L (14 8)2
e
Vit +0+3)

AN

_ 1 1
~ T 16n”~
Y5 [RE SN S
et donc : .
—32—n<5n<0

Cet encadrement est largement suffisant pour affirmer que

0<bn<@<an<1

2
3. Onaan:4n\/1+ﬁ—4n—%:g0(4n),avec:
o) =2z 1+%—x—%

1\2
1 (1—M1+;)
1 1=

On a ¢'(z) = 1+ - —F— =

204/1+ 1 2,/1+ 2
Par conséquent la fonction ¢ est croissante et les monotonies des fonctions
sin et cos sur le domaine utile montrent que la suite (a,,) est croissante et la

suite (b,,) décroissante. Comme ces suites sont convergentes de méme limite,
on conclut :

> 0.

(an) et (by) sont adjacentes.

Exercice 1.9.

Dans les questions 1 et 2, a et b sont deux constantes réelles.
Soit yp un réel donné. On note (FE) le probleme différentiel d’inconnue la
fonction dérivable y :
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Soit A un réel strictement positif et N un entier supérieur ou égal 2. On
définit une subdivision o = (o, ...,tx) de l'intervalle [0, A], par t; = %, et
on pose pour tout k de [0, N — 1] :

Yk+1 = Yk + %(ayk +b)
1. a) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte «Euler (a,b,y0,A) : real» qui

rend la valeur de yy.

b) Préciser en fonction de N le nombre d’opérations effectuées.

2. On suppose dans cette question que a =1 et b = 0.
a) Résoudre I’équation (FE).

b) Préciser I'expression de yy en fonction de N. Déterminer Nlim YN -
— 400

Donner un équivalent de (yy — Nlim yn) lorsque N tend vers +o0.
— 400

3. On suppose dans cette question que a = 0 et que b = b(t) est une fonction
continue sur R.

Déterminer lim yy.
N—+4o00

Solution :

1. a) Une proposition de programme est :

Function Euler(a,b,y0,A :real ;N :integer) :real
Var s :real; k :integer ;

Begin s :=y0 ;

For k :=1 to N do s :=s+A/N*(a*s+b) ;
Euler :=s

End.

b) On passe dans la boucle N fois, a chaque passage il y a 1 division, 2
multiplications et 2 additions, donc ...

2. a) L’équation différentielle 4’ = ay admet pour solutions les fonctions de
la forme y : x — C.e%*. La condition initiale y(0) = yo donne donc :

y(t) = yo.e? et y(A) = yg.e¢4

b) On a yry1 = (1+ %)yk, d'ou yy = (1+ %)Nyo.

Lorsque N tend vers 'infini, on a :

Nln(l—l—%)w]\fx%:a/l



Analyse 21

Ainsi A}im Nln (1+ %) = aA et, par continuité de la fonction exponentielle

lim yy = yo.e*! = y(A)
N —o0

Pour aller plus loin, on effectue un développement limité :

Nin(1+ %) = ad + % +o(1/N)
D’ou :
N ln(%) zlnyN—lny(A):%—I—o(l/N)
% = exp ((%/]32 + 0(1/N)) =1+ —(C;?{V)Z +o(1/N)
Donc :
(ad)?

yn = y(A) ~ y(A) <55

3. L’équation différentielle se réduit a y'(t) = b(t), avec y(0) = yo et sa
solution est donc :

y@=m+AMW®

Dans ce cas on a : ypr1 — Yr = Ab(t et par télescopage :

N )
yn —yo = A f)b(ﬁ)
N 0 Nk:() N

A
dont la limite est / b(u) du (sommes de Riemann associées a la fonction b
0

sur le segment [0, A]).

Exercice 1.10.

Soit f I'application définie sur (R% )2, & valeurs réelles, par :

_ 2+ xy + /Y
f(z,y) i

1. a) Montrer que f est continue et de classe C* sur (R% ).

b) Déterminer les points critiques de f.
¢) Quelle est la nature de ces points critiques ?

d) La fonction f est-elle majorée sur (R% )2 ?

2. a) Montrer que pour tout (a,b,c) de (R%)?, %W > (abe)'/3.
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b) Montrer que f admet un minimum global sur (R* )?, que l'on calculera.

3. Résoudre dans R? 'inéquation : e?* + e¥ < e™1¥(3 — eY).

Solution :

1. a) f est clairement de classe C*° sur R} x R*.

of 1 1

b) ax (x7y) - \/g m2
of _ =z 1
oy Y =T oy

Les points critiques sont les solutions du systeme :
1 1
=0

S =

T _ 4
VY , soit y==x"
2y°° 2y

Le seul point critique est donc le point (1,1).

c¢) Avec les notations de Monge, on trouve au point (1,1) :

9 g— _1 _1
r=2,8= 2ett—2

Ainsi rt — s? > 0 et r > 0, ce qui prouve qu’au point critique, f admet un
minimum local.

d) On a, par exemple : f(x,1) = x+ 1+ %, donc f est clairement non
majorée sur son domaine de définition.

2. a) La fonction In vérifie : Vo > 0,In"(z) = % < 0, donc la fonction In est
T

concave sur son domaine de définition et :

Va,b,ce Ri,ln(%b—'—c) > %(lna—klnb—l—lnc)

d’ou, par croissance de la fonction exponentielle :

at+b+c 1/3
3 > (abc)

b) Avec a = %, b= /yetc= %, I'inégalité précédente donne f(x,y) > 3.
Comme f(1,1) :y?), f atteint bien en ce point son minimum global.
3. On pose X =e” et Y = e?¥. L’inéquation devient :
X2 4+VY 4+ XY <3XVY, soit f(X,Y) <3

Résoudre I'inéquation, c’est donc en fait résoudre I’équation associée.
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Or il n’y a égalité dans I'inégalité de concavité entre moyenne arithmétiquue
et moyenne géométrique de la question 2. a) que si a = b = ¢ (la fonction In
est strictement concave). En reportant dans 2. b), I’égalité ne peut donc se
produire que si X =Y =1, soit z =y = 0.

Exercice 1.11.

n
Soit (uy,)nen+ la suite définie pour n > 1 par la relation : u, = > % —Inn.
k=1

1. En utilisant un encadrement de la fonction x +— %,

n € N*, u, €[0,1].

montrer que pour tout

2. En écrivant : u,, — up,_1 = 90(%) pour une certaine fonction ¢, montrer
que la suite (uy)nen+ est monotone. En déduire qu’elle est convergente.

Dans toute la suite de 1’exercice, on note v la limite de la suite (uy)pen«.

3. Pour tout n € N*, on note D,, le domaine de R? défini par :

D, ={(z,y) €eR?, n<z<n+1l et _1|_1 1}
a) Représenter graphiquement D,, et montrer que I'aire de D,, est égale a
Up — Up41-
b) Montrer, pour tout n de N*, 'encadrement :
1,1 1 _ 11 _ _1
2 (i1~ ) S <50 - )
(on pourra utiliser de deux manieres différentes la convexité de la fonction
x — %)

4. En déduire ’encadrement suivant, valable pour tout n € N* :

1
_ 1 <4< _ 1
Un =35, ST Un 2(n+1)

Solution :

1 1
1.Pour z € [k,k+ 1], on a 1 < 5
[k, k 4+ 1], pour k € N* :

k’ d’ou en intégrant sur le segment

g <In(k+1) = In(k) <

=

n

— Z% > In(k+1) —Ink]=In(n+1) > Inn.
k=1 k=1
— 14+ Y <1+ Y [Ink—In(k—1)] =1+hn.

=

=2 k=2
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Donc :
0<u, <1

2. On a Uy — Up_q :%+1n(n—1) —1nn:%+ln(1— %) :go(%), avec :

o(r) =2+ In(1l — x)
La concavité de la fonction In donne x > In(1 + z), soit In(1 — z) < —z et
() < 0. Donc la suite (uy,) est décroissante.

Etant décroissante et minorée par 0 elle est convergente de limite universelle-
ment notée vy (constante d’Euler).

3. a) Facilement :

n+1
.A(Dn):/ (%—n_li_l)dlen(n—l—l)—lnn—%“:un_un+1_

b) x La représentation graphique de la courbe représentative de x +— %

est située sous sa corde passant par les points de cette courbe d’abscisse n et

n + 1. En clair : o
at o101, 1
/n ¢ <2ty

'Ol U — 11 1 y__1 _ 1,1 _ _1
Dot uy, u”+1<2(n+n+1) n—|—1_2(n n+1)
* En revanche la représentation graphique est située au-dessus de sa tangente

au point de la courbe d’abscisse n + 1.

Cette tangente a pour équatlon Yy = _—(n 1 1)2 (CL' — (n —+ 1)) + —n 1 1 donc
Uy — Un i1 /n 0 1)2(x (n+1))dz

Soit : . . . . .
§(n+1_n+2) gu”_unﬂgi( _n+1>

L >
2(n+1)* 7 2(n+1)(n +2)
1

4.Par sommations et télescopage, il vient alors :

1 1 1 1/1 1
s v2) S —wvn <5 - 1)

Puis par passage a la limite lorsque N tend vers I'infini :

1 1 _ 1.1
2 41 SUn TS g%y

Il n’y a plus qu’a tout remettre dans ’ordre.

Exercice 1.12.
+oo 1
Pour tout réel = > 0, on pose S(z) = >, ——.
n=o0 (n + x)
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1. Justifier existence de S(x) pour = > 0.

2. Soient a et b deux réels vérifiant : 0 < a < b. Soit (z,x¢) € [a, b]>.
a) Montrer qu’il existe un réel C' > 0, indépendant de z et xg, tel que :
|S(x) — S(xp)| < Clz — x0].
b) En déduire que S est continue sur |0, +oo].

3. a) Montrer que pour tout x > 0: S(z) — S(x+1) = %

T

b) En déduire un équivalent de S(x) quand z tend vers 0.

4. En utilisant une comparaison série-intégrale, trouver un équivalent de S(z)
quand x tend vers +oo.

Solution :

—( _: )2 ~ % et la regle de Riemann pour les séries a
n-+x n

termes positifs donne la convergence voulue.

1. Soit x > 0, alors

2. a) Par regroupement et réduction au méme dénominateur :
o nt+x+a
S(x) — S(xg) = (g — @ .
(@) = Sa0) = (w0 —a) = o AnLEL I,
Puis, par majoration des numérateurs et minoration des dénominateurs (sans
perdre la convergence) :
() = S(ao)] < foo —a| & 2020
o (n+a)*
b) La fonction S est donc continue sur [a, b] (et méme lipschitzienne) et,
par globalisation, S est continue sur R .

3. a) Par simple décalage :

S 1 1 1

Se+)=> —Lt =5 1 __g@)- L

(z+1) 2(714—1—1—3:)2 gl(k—i—a:) () z?

b) Comme S est continue en 1, on a hr% S(z+1) = S(1), qui est un nombre
réel donc est négligeable devant % Donc :
x

1 1
S(x)=S@x+1)+ 75 ~ =5
@) =Sa+r1+h ~

4. Pour tout n > 1, on a par décroissance de la fonction a intégrer :
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/”+1 dt__ o1 </” dt
n (t+a:)2 (n+a:)2 n_l(t+az)2

Par sommation et passage a la limite (tout converge), il vient :

e a T
/1 (t +2)2 <S(‘%K/O (t+2)2

Soit = l <S(z) < l, d’ou par encadrement lim xS(z) =1, i.e.

+1 xT T—+00
S(z) ~ 1L
(z) o T
Exercice 1.13.
On pose pour tout réel ¢t > 0 : g(t) = %x exp (—%)

1. Montrer que g admet une limite lorsque ¢ tend vers 0. Montrer que la
fonction ainsi prolongée en 0 est dérivable a droite en O.

¢
2. On pose, pour tout réel t > 0, h(t) = / g(u) du.
1

Donner un développement limité a ’ordre 3 de h au voisinage de t = 1.

3. Pour tout n de N*, on note (E,,) '’équation g(t) = %

a) Montrer que pour n assez grand, (F,) admet une unique solution
z, € ]0,1[ et une unique solution y,, € |1, +ool.

b) Etudier les suites (z,,) et (y,) ainsi que leurs limites respectives.

Solution :

1.Ona lim we ™= lim u2e =0 et comme lim —% = —00, On a :
U——00 U——00 t—0+ t
t)
lim =0, lim 9(t) =0
t—0+ g( ) "ot

Ce qui prouve que g est prolongeable par continuité en 0, en posant g(0) = 0
et g est alors dérivable (a droite) en 0 avec g;,(0) = 0.

2. h est indéfiniment dérivable au voisinage de 1, de dérivée premiere g, donc
admet un développement limité a tout ordre donné par la formule de Taylor :

A(e) = (1) + L wn) + o mr ) + C ) 4ofe - 1y

2!
B(t)=g(t) =1Vt = H(1)=e!
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W) =~z e g et = W(1) =0
" _ l -1/t _ L -1/t _ i -1/t L -1/t m I |
h(t)—t3e i i +t5e = h"'(1) = —e
Comme h(1) =0, il reste :

1 (t—1)° 3
h(t) =e H((t—1) = +o((t - 1)%))
—t
3.a) On a vu que ¢'(t) = (1—3 (1 —t), d’ou le tableau de variations :
t |0 1 +oo
g9'(t) + 0 -

g lo ~ Ve N g
* La restriction de g a [0, 1] réalise une bijection strictement croissante de [0, 1]
sur [0,1/e], donc la réciproque 7, réalise une bijection strictement croissante
de [0, 1/¢] sur [0, 1].

Ainsi Iéquation g(t) = % admet une solution et une seule dans [0, 1] pour

n > 3, a savoir x,, = 7(%) Les variations de v montrent que la suite (x,,) est

décroissante de limite nulle.

On refait le méme raisonnement a partir de la restriction de g a [1, +o0| qui
réalise une bijection strictement décroissante de [1, +oo[ sur [1/e, +00][. Ainsi
la suite (y,,) est définie a partir du rang 3, croissante de limite +o0.



