2
ALGEBRE

Exercice 2.1.

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et A, B les deux matrices de M, (R)
définies par :

O --- 0
1 O 0 O O . O
0 0 0 . .

A: . : . B: O
0 0 0 - o
o0 --- --- 0

1. Déterminer un polynéme annulateur de degré minimal et de coefficient du
terme de plus haut degré 1 de la matrice A, respectivement de la matrice B.

2. Justifier que A et B ne sont pas semblables.

3. a) Existe-t-il un polynéme P de R[X] tel que P(A) = B?

b) Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que P(A) soit semblable & B ?
4. Soit M € M, (R) une matrice de rang 1, et f ’endomorphisme de R™ de
matrice M dans la base canonique.

a) Montrer que si M est diagonalisable, alors il existe un réel non nul ¢ tel
que M soit semblable a (A.

b) On suppose que M n’est pas diagonalisable. Comparer Im f et Ker f.
Montrer que M est semblable a B.
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Solution :

1. 11 est facile de vérifier que les deux polynéomes demandés sont M4(X) =
X(X —1) et Mp(X) = X2,

2. Les deux matrices A et B ne peuvent étre semblables puisqu’elles n’ont
pas les mémes valeurs propres. En effet 1 est valeur propre de A (ainsi que
0), mais n’est pas valeur propre de B qui n’a que 0 comme valeur propre.

3. a) La matrice A est diagonale; pour tout polynéme P, la matrice P(A)
est diagonale. Or B n’est pas diagonale, donc P(A) ne sera jamais égal a B.

b) La matrice B n’est pas diagonalisable (son unique valeur propre est 0 ;
si elle était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice nulle, donc égale
a la matrice nulle). Or pour tout polynéme P, la matrice P(A) est diagonale,
donc P(A) et B ne sont pas semblables.

4. a) Sirg(f) =1, alors dim Ker(f) = n— 1. Ainsi 0 est valeur propre de f et
le sous-espace propre associé est de dimension (n—1). Si f est diagonalisable,
soit (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de f, telle que (ea, ..., e,) soit
une base de Ker f.

On a f(e1) = ley et pour tout i € [2,n], f(e;) = 0. Ainsi la matrice M est
semblable a (A.

b) Si f n’est pas diagonalisable, on a Im f C Ker f. En effet, soit = un
vecteur non nul de Im f. Alors f(z) est encore dans Im f, donc est colinéaire
a x et si on avait f(z) = Az, avec A # 0, = serait propre et [ serait
diagonalisable. Donc f(x) = 0.

Soit alors e; ¢ Ker f. On a f(e1) = ex € Im f C Ker f. On complete ez en
une base (es,...,e,) de Ker f.

11 est facile de vérifier que (eq,...,e,) est une base de R™ et que dans cette
base, la matrice associée a f est B.

Exercice 2.2.
Soit (A,)n>0 une suite de matrices de My(C). On définit une suite de

vecteurs-colonnes (X,)n>0 de Mg 1(C) par Xg € My 1(C) et pour tout
n=>0:

Xn—|—1 — Aan

1. Montrer que I'ensemble S des suites d’éléments de My 1(C) ainsi défini est

un sous-espace vectoriel de (./\/lg,l((C)>N.
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2. Soit T l'application définie sur S par, pour tout (X,)n>0 € S :
T((Xn)n20) = Xo
Montrer que 7" est un isomorphisme de S sur My 1(C).

En déduire la dimension de S, ainsi qu’une base de S.

ntl
3. Dans cette question, on suppose que, pour tout n € N, A4,, = ( ”+12 1),

a) Exprimer X,, en fonction de n et Xj.
b) Une suite d’éléments (X,,)n>0 de Mg 1(C) est dite convergente dans

My 1(C), si, en notant X,, = (il’n ), les deux suites complexes (1., )n €t
2,n

(x2,n)n convergent dans C

Etudier la convergence de la suite (X,)n,>0 en fonction de Xj.

Solution :
1. On vérifie sans difficultés les propriétés de sous-espace vectoriel.

2. On vérifie aussi facilement que T est linéaire.
Par définition de la suite (X,,), pour tout U de M3 1(C), il existe un unique
Xo = U € M51(C) tel que la suite définie par Xog = U et X,,11 = A, X,
vérifie T'((X,,)) = U (en clair la suite est bien définie par son premier terme
Xo). Ainsi

dim S =2

3.a) On a X,, = (ApxAn_1x -+ xAp)Xo. On peut alors :

* soit penser a diagonaliser A,. C’est possible (les valeurs propres de A,
sont distinctes), mais les matrices ne commutant pas deux a deux, on ne
peut trouver une base commune de diagonalisation, ce qui empéchera de
déterminer [ Ag.

* S’apercevoir apres quelques essais, puis montrer par récurrence que :

1 0
n n—+2
R=0 l-Xg
k=1
n+1 1
b) On pose alors H,, = > 7> on sait que lim H,, = +oo.
k=1 n—00

Avec Xy = <z>, alors X,, = P, Xy = (—Hﬁ—#y)'
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Ainsi la suite (X,,) converge si et seulement si x = 0 et sa limite est alors
y )

Exercice 2.3.

1. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E. On rappelle qu'un
sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si et seulement si f(F) C F.

a) Montrer que Ker f et Im f sont des sous-espaces stables par f.

b) Soit k est un réel quelconque ; montrer que F' est un sous-espace vectoriel
de F stable par f si et seulement si F' est stable par f — kI, ou I représente
I’endomorphisme identité de F.

Dans la suite E désigne un espace vectoriel de dimension 4 et £ =
(e1,ea,€e3,€4) est une base de E.

Soit f I’endomorphisme de E défini dans la base £ par la matrice :
2 -1 -2 -3
0o 2 -1 =2
0 O 2 0
0O 0 0 2

A:

On pose g = f — 21.
2. a) Calculer g3.
b) Déterminer Im(g), Ker(g),Im(g) N Ker(g),Im(g?) et Ker(g?).

3. Déterminer toutes les droites vectorielles stables par f.

4. a) Soit P un plan tel que Im(g*) € P C Ker(g?). Montrer que P est stable
par g.
b) Soit F' un plan stable par g et v 'endomorphisme induit par g sur F.
i) Montrer que v? = 0.

ii) Si v = 0, montrer que F' = Kerg.

iii) Si v # 0 et si x est un vecteur de F' tel que v(x) # 0, montrer que
v(x) appartient a Im(v) N Ker(v).

¢) En déduire une caractérisation des plans vectoriels de E stables par f.

Solution :

1. a) Soit y e Imf, on a f(y) € Im f et si z € Ker f, f(f(z)) = f(0) =0,
donc f(z) € Ker f. Ainsi :
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Im f et Ker f sont des sous-espaces stables par f.
b) Supposons F' stable par f. Soit x € F, alors: (f—kI)(z) = f(z)—kx € F.
Réciproquement, supposons F' stable par f — kI. Soit x € F'. Alors on écrit :
flx)=(f(z) —kx)+ kx € F.
F stable par f <= F stable par f — kld

2. a) Un calcul matriciel sans surprise donne g3 = 0.
b) On obtient :

Ker g = Vect(ey, e2 — 3es + e4), Im g = Vect(eq, e3).

Im g N Ker g = Vect(e) = Im g2 et Ker g = Vect(eq, e2,e4 — 2€3).
3. D’apres la premiere question, il est équivalent de déterminer les droites
stables par g. Or une droite est stable par g si et seulement si elle est
engendrée par un vecteur propre de g. Ici 'endomorphisme g est nilpotent
(sa seule valeur propre est 0). Le sous-espace propre associé est Ker g qui est

de dimension 2. Donc les droites stables par g sont toutes les droites de ce
plan.

4. a) Soit x € P, alors x € Ker g2 et g(x) € Ker gNIm g, donc g(x) € Img? C
P et P est stable.

b) x L’endomorphisme v est nilpotent car g l'est. Or F' est de dimension

2. L’indice de nilpotence de v ne peut étre supérieur a 2. Donc v? = 0 et
F C Ker g°.

(si vk = 0 et vF~1 #£ 0, il existe z tel que v*~(z) = 0 et alors la famille
(z,v(x),...,v*"1(x)) est libre.)

*Siv =0, F C Kerg qui est de dimension 2. Donc F = Ker g.

x Si v # 0, il existe z € F tel que v(z) # 0. Comme v? = 0, il vient
v(z) € ImvNKerv C KergNImg =Img? et Img? C F.

c¢) Soit P un plan de E, les questions précédentes donnent :
P est stable <= Im ¢? C P C Ker g°.

Exercice 2.4.

On note E le R-espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.

Soit L lapplication définie sur E par, pour tout z réel : L(f)(z) =
x+1

F(t)dt

x

1. Montrer que L est un endomorphisme de E. Est-il injectif, surjectif ?
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2. Soit f € E, a € R. On considere ’élément de E défini, pour tout x réel,

par : g(z) = f(a—=z). Déterminer une relation entre L(f) et L(g). Interpréter

géométriquement ce résultat. Dans le cas d’une fonction f paire, en déduire

une propriété des graphes représentatifs de f et L(f).

3. Montrer que si lim f(¢) = ¢ € R, alors on a également : lim L(f)(t) =
t— 400 t——+o0

(. Etudier la réciproque.

4. Soit @ € R. En considérant la fonction h, : z — e**, montrer que tout réel
strictement positif est valeur propre de L.

5. On suppose dans cette question seulement que f est une densité de
probabilité et que X une variable aléatoire réelle de densité f. On considere
une variable aléatoire réelle Y uniforme sur [—1,0], et on suppose X et Y
indépendantes.

Que représente la fonction L(f) pour la variable aléatoire Z = X +Y 7

6. On suppose f continue, a valeurs positives et telle que l'intégrale
+0oo

f(t) dt converge. Montrer que :

+o0 400
fode= [ L

— o0 — o0

Solution :

1. x La linéarité de 'application L résulte de la linéarité de lintégration.

* Soit F' une primitive de f : L(f)(z) = F(x + 1) — F(z). Donc L(f) est
dérivable sur R et a fortiori est continue.

LeL(E)
* Toute application continue sur R et non dérivable en au moins un point
(par exemple la fonction z — |z|) n’a donc pas d’antécédent par L et L n’est
pas surjective.
* Soit f :t+— sin(27t), on a pour tout = de R :

x+1
L(f)(x) = / sin(27t) dt = o [cos(ZWt)}xJrl =0

Donc L n’est pas injective.

2. % Soit fe E,aeR: L(g / fla—t)dt = / f(u)du, et :
r—1
L(g) flla—z—1).
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On obtient le graphe de g en prenant successivement le symétrique du graphe
de f par rapport a I’axe des ordonnées, puis le translaté de vecteur (a —1)7 .
L’aire algébrique sous la courbe représentative de g sur [a —x — 1,a — x] est
égale a l'aire algébrique sous la courbe représentative de f sur [z, z + 1]

x Dans le cas d’une fonction f paire, les fonctions g : © — f(—z) et f sont
égales, d’ou : L(g) = L(f) et donc avec a =0, Vx, L(f)(—z —1) = L(f)(x)

La courbe représentative de L(f) présente une symétrie d’axe vertical x =
—1/2

3. % On suppose que . li+m fit)y=+¢eR.
Soit donc e > 0et Atelquet > A = |f(t) —¢| < ¢, alors des que z > A :

|Mﬂ@—a=Aﬁbm—@ﬂ<LHWw—aw</”?ﬁ=s

d’ou L(f) admet la méme limite /.

* La fonction g : x +— sin(27x) n’admet pas de limite en 400 et L(g) = O
est de limite nulle ; la réciproque est donc fausse.

(0%

r+1 o
4. On a L(hy)(x) = / e dt = é[e"‘ e = € =1p ().

. . . ea —1
Soit la fonction ¥ : o — =—=.

C’est une fonction continue sur R* qu’on peut prolonger par continuité en 0
en posant ¥ (0) = 1. La fonction v ainsi prolongée vérifie :
e 1) est a valeurs dans R™.

o lim ¢(a)=0,
o lim ¢(a)=+oc.

a——+00

Le théoreme des valeurs intermédiaires assure : ¢(R) = R* et tout réel de
R* est donc valeur propre de L (h, n’est pas la fonction nulle).

5. Soit X de densité f, Y de densité 1|_; o) et X et ¥ indépendantes. Ainsi
Z = X +Y admet pour densité :
+oo

x+1

Moy = [ fO1 - tde= [ Fd= L0
+oo

6. On suppose f continue, a valeurs positives et telle que fdt=C eR
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La fonction f; = %x f est une densité de probabilité sur R et la question
précédente entraine que L(%x f) = %L( f) est une densité de probabilité
d’ou :
1 [
5[ mnwma=
d’ou :
+

oo “+o0
rwa= [ upoa

— o0

Exercice 2.5.

On note M3(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
On appelle carré magique d’ordre 3, toute matrice M € Mj3(R) telle que
les sommes des coefficients de chacune des trois lignes, de chacune des trois
colonnes et de chacune des deux diagonales soient égales. Cette somme est
notée s(M).

On note C le sous-ensemble des carrés magiques de M3(R).

1 1 1
Onnote J =1 1 1
1 1 1

1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de Mg3(R). Montrer que
Papplication s définie sur C, qui a tout M de C associe le réel s(M), est
linéaire et que :

C = Vect(J) & Kers

2. On note S 'ensemble des matrices symétriques de M3(R) et A ’ensemble
des matrices antisymétriques de M3(R).
a) Montrer que :

Kers = (SNKers)® (ANC)
b) Déterminer ANC et S N Kers. En déduire une base de C.

3. Déterminer un vecteur propre commun a tous les carrés magiques. En
déduire tous les carrés magiques M pour lesquels M? est un carré magique.

Solution :

1. % Soit ¢ I'application linéaire M3(R) — R® définie par :
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mi1+mi2+ my3 \
mo 1 + Moo + M2 3
mg 1+ m32 + m33
o| may man mas | = my,1+me 1+ ms
Mma1 Mas Mas my2 + Mmoo+ Mm3o
mi,3+mo3+ms3
mi,1+ Mmoo+ ms3
mi,3+ Mmoo+ M3

mi1 Mi2 M3

1

Comme C = ¢~ (Vect ( )) (les huit sommes sont égales ... ), C est un
1

sous-espace vectoriel de M3(R).

* L’application s est linéaire car c’est, par exemple, la restriction a C de la

forme linéaire suivante :
mii1 Mi2 M1.3

mo 1 M22 M3 | — M1 +Mio+mMi3
m31 MmM32 M33

* Montrons que toute matrice M € C s’écrit de maniere unique :
M = XJ+ N avec A € Ret s(N) =0.

— Si une matrice M € C s’écrit ainsi, on a nécessairement s(M) = As(J) =

3\, donc A = S(—QJ) et ainsi N = M — S(—QJ)J, donc I’écriture, si elle existe,
est unique.
— Réciproquement, pour tout M € C, on a :
S(M — @J) =s(M) — @S(J) =0
Donc :
M=M- S(M)JJFS(Q@J,
_,3_/
€Ker(S)

et toute matrice M € C possede bien une telle écriture.

2. a) Un fait classique est que : S & A = M3(R) avec la décomposition :

M = Z(M+tM)+ 3(M — M)

€s cA
On en déduit immédiatement que :

Kers = (SN Kers) @ (ANKers)
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Comme toute matrice antisymétrique M a une diagonale nulle on a AN C
qui est inclus dans A N Ker s ; comme 'inclusion contraire est évidente on a
ANC=ANKers, d’ou le résultat annoncé.

b) x Les matrices antisymétriques de taille 3 sont de la forme :

0 a b
M= -a 0 ¢
—-b —c 0

Pour que M appartienne a C il faut et il suffit que :

a+b=—-—a+c=-b—c=—-a—-b=a—c=b+c=0=0-0,
soit a = —b = ¢. Donc :

0 1 -1
ANC=Vect | —1 0 1
1 -1 0
* De méme on obtient :
1 -1 0
SNKers=Vect | —1 0 1
0 1 -1
* En «concaténant » des bases de Vect(J), ANC et SNKer s, on obtient que :
0 1 -1 1 -1 0
en posant Jo=| —1 0 1 ,J3=1 -1 0 1
1 -1 0 0 1 -1

(J, J2, J3) est une base de C.

3. » Comme la somme des éléments d’une ligne quelconque est constante et

1
vaut s(M), le vecteur | 1 | est un vecteur propre de toute matrice M € C
1
pour la valeur propre s(M).
1
* Si M admet [ 1 | comme vecteur propre pour la valeur propre A\, alors
1

M? admet ce méme vecteur comme vecteur propre pour la valeur propre 2.
Si M et M? appartiennent & C, on en déduit donc que s(M?) = s(M)?,

* D’apres la question précédente toute matrice M € C s’écrit :

a+c a+b—rc a—>b M
M=aJ +bJy+cJ3=|a—b—c a a+b+c aveca:%
a-+b a—b+c a—c
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Alors, par calcul, le coefficient de la deuxieme ligne et de la deuxieme colonne
de M? vaut 3a® + 2¢® — 2b. Donc la condition s(M?) = s(M)? s’écrit :
3(3a® + 2¢% — 2b%) = (3a)?
Soit b2 = c? et
b= +c
Le calcul donne alors : (aJ + b(J2 + J3))? = (aJ + b(J2 — J3))? = 3a%J € C
On a donc :
{M € C| M? e C} = Vect(J, Jo + J3) U Vect(J, Jo — J3)

Exercice 2.6.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit A la matrice de M,,(R) définie
par :

0 -+ -+ 0 1
(R 0 2

A=11: . - : :
0 -+ -~ 0 n-1
1 2 - n-1 n

1. Justifier que A est diagonalisable.

2. a) Déterminer le rang de A ainsi qu'une base de 'image Im A.
b) Déterminer la dimension du noyau de A, ainsi qu’une base de cet espace.
Qu’en déduit-on pour les valeurs propres de A7

Dans la suite de [’exercice, on étudie trois méthodes indépendantes qui
permettent de déterminer tous les éléments propres de A.

3. Soit A une valeur propre non nulle de A et x un vecteur propre associé.
En écrivant le systeme d’équations correspondant a Az = Az, déterminer les
valeurs propres non nulles de A.
4. On note f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

a) Déterminer un sous-espace F' de R™ de dimension 2, stable par f (i.e.
tel que f(F) C F).
On note g l’endomorphisme de F induit par la restriction de f a F.

b) L’endomorphisme g est-il diagonalisable? Déterminer ses éléments
propres.

c¢) En déduire les éléments propres de f.

5. a) Calculer A2
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b) En déduire les valeurs propres de A.

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle. Par le cours, elle est diagonalisable
dans R.

2. a) Les (n— 1) premieres colonnes de A sont liées et les deux derniéres sont
libres. La matrice A est de rang 2.

b) Par le théoreme du rang, on a : dimKerA = n — 2. Notons f
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A. On a, pour tout i €
[1,n—1], f(e;) = ie,. Donc les vecteurs 2e; —es, 3e1 —e3, ..., (n—1)e; —en—1

appartiennent a Ker f. On vérifie qu’ils forment une famille libre ; c¢’est donc
une base de Ker A.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est Ker A qui est de
dimension (n — 2).

Comme A est diagonalisable, il reste a déterminer deux autres vecteurs
propres, (associés a 1 ou 2 autres valeurs propres.

3. Soit A # 0 tel que AX = AX. 1l vient :
(

Ty = A1
2x,, = AZs
X : =
(n—1Dx, = Ar,_1
Yokxy = Az,
\ k=1

On a x, # 0, car sinon X = 0. Comme \ # 0, divisons les (n — 1) premieres
équations par A et reportons dans la derniere équation. On obtient :

1 n—1
(X > k:2):1:n +Nx, = ATy,
k=1
Ainsi A\ est racine de ’équation :
A2 —px - =0
Cette équation est la condition nécessaire et suffisante pour que A soit valeur
propre de A.

(n—1)2n—1)
6

2 —_—
n(4n” —3n + 2) est strictement positif. L’équation

Le discriminant A =
admet deux solutions :

)\:n

o+
>
3

|
>

, avec § = VA
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4.a) Si F =1Im f, alors dim F' = 2 et F est stable par f.

b) L’endomorphisme g reste symétrique réel, car f lest : il est donc

diagonalisable. Etudions la matrice B associée a g dans la base (u = e,,v =
n—1

> keg) de F. 1l vient :
k=1

Fu) = nu+ v, f(v) = n(n — 1)6(271— 1)u

La matrice B est donc égale a :
B (n an_1> avec a,_y = n(n —1)(2n — 1)

1 0 6

La méthode du pivot permet de conclure que les valeurs propres sont solutions
n(in —1)(2n — 1)

de I'équation (n —A) (=) —ap_1 = A2 —nA— 5 = 0, obtenue
a la question 3.
On cherche les vecteurs propres de g sous la forme w = zu + yv, avec

B(w) = A\w.
Un calcul donne w = Au 4+ v comme premier vecteur propre et w = pu + v
comme second vecteur propre.

5. a) Le calcul donne A2 = nA + «a,,_11.

b) Le polynome X2 —nX —a,,_1 est annulateur de A. Si A est valeur propre
de A, c’est une racine de ce polynoéme. On retrouve I’équation de la question
3. Comme A admet effectivement des valeurs propres non nulles, ce sont les
racines du polynome précédent.

Exercice 2.7.
Soit F un espace euclidien et ||.|| la norme euclidienne associée. Un endomor-
phisme f de E est appelé contraction si pour tout x de E, || f(x)| < |||

1. Donner un exemple de contraction de FE.

2. On suppose dans cette question que '’endomorphisme f est symétrique.
a) Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur
propre A de f, on a |[A\| < 1.
b) Soit P un polynome de R[X]. Montrer que pour tout x de E :

IP(f) (@) < sup )|P(/\)| =]

AESP(f
ou Sp(f) désigne I’ensemble des valeurs propres de f.

3. On suppose désormais que f est un endomorphisme inversible de F, et on
note M sa matrice associée dans la base canonique de FE.
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a) Montrer que MM est une matrice symétrique de valeurs propres
strictement positives. En déduire qu’il existe une matrice symétrique a valeurs
propres strictement positives S telle que MM = S2.

b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale O telle que M = OS.

c¢) Montrer qu’il existe un unique couple (O,S), O orthogonale, S
symétrique a valeurs propres strictement positives, tel que M = OS.

d) Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur
propre A de S, on a || < 1.

Solution :
1. L’application identité est une contraction, ’application nulle aussi.

2. a) L’application f est diagonalisable dans une base orthonormée (eq, ..., e,).
Notons A1 < Ao < -+ < A\, les valeurs propres associées a ces vecteurs pro-
pres (quitte a réordonner la base choisie).

Six =) xe;, alors f(x) = Z Aizie; et :

i=1
1 (@)[]* = ZII/\| i |* < max(|As[?) ][] = [An]?[]2]]?
avec égalité pour z = en
Ainsi f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A\ de f

vérifie : |A| < 1.

P
b) Posons P = > a,X*. Alors
k=0

IPO@IF =13 anf @) = | 3 au( 3 M

n . p
= X (X aerf)miei* = I
i=1 k=0

< ( sup [POV)])? Y 27
AESD(f) i=1

IP(f) (@) < sup [PA)|x][z]]
AeSp(f)

zie;) ||
POz = 3 P(3)?a?

Donc :

3. a) La matrice A = "M M est trivialement symétrique réelle. Pour tout
vecteur X, on a : ' XTMMX = ||[MX]||> > 0 et est nul si et seulement si
X =0, puisque M est inversible.
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La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée : il existe
une matrice orthogonale P, une matrice diagonale, a diagonale strictement
positive, D, telles que M = PD!'P. Soit A diagonale dont les coefficients
diagonaux sont les racines carrées de ceux de D. On a A% = D et alors
S = PA'P est symétrique réelle définie positive telle que :
tMM = (PA'P)(PA'P) = S?

b) Comme S est inversible, posons O = M S~!. Une vérification immédiate
donne : *O0 = I ; donc O est orthogonale.

¢) Supposons qu’il existe deux tels couples (O, S), (O1,.51). Alors

tMM = 82 = 52

Les matrices symétriques réelles définies positives S et S7, ont les mémes
valeurs propres (car celles-ci sont positives) et les mémes vecteurs propres.
En effet si SX = AX, (A > 0), alors S7(X) = S?(X) = A\?2X.
Donc 0 = (8% — X\21)X = (S1 + MI)(S1 — M) X. Or (S; + M) est inversible,
puisque —\ n’est pas valeur propre de S;. Donc (S — AI)X = 0 et X est
vecteur propre de Si. Les roles de S et S; étant symétriques, on a : S = 5,
et O = 0.

d) Comme O est une isométrie, on a ||[OX]|| = || X|| et il vient :

[MX]| = [O(SX)]| = [|SX]]

On termine grace a la question 2. a).

Exercice 2.8.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2 et A € M, (R) la matrice de
coefficient d’indice (i, j) donné par a; ; =i + j pour (i,j) € [1,n]>.

On note f ’endomorphisme de R™ de matrice A dans la base canonique.
On note enfin u et v les vecteurs de R™ dont les coordonnées dans la base
canonique sont respectivement :

1 1
1 2
U= et V=1|.
1 n

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer I'image de f et le rang de A.

3. Montrer que A = VU + U'V, ou, pour toute matrice X, *X désigne la
transposée de X.
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4. En déduire le noyau de f.
5. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

6. Pour X € M,, 1(R), on pose Q(X) = "X AX. A-t-on pour toute colonne
X non nulle *XAX >07? A-t-on tXAX <07

Solution :

1. Par exemple pour n =4,ona: A =

Ot W N
Ot W
o O

oo N O Ot

6 7

Pour tout n, la matrice A est clairement symétrique réelle et donc diagonal-
isable.

2. Pour tout j de [1,n], la colonne C; de A s’écrit C; = V + jU. Donc
Im f = Vect(u,v) et comme u et v ne sont pas colinéaires :

rg(A) =2
3. On a déja dit que :
A= (C,Cq....C) =V, V,....V)+ (U,2U,...,nU) = VU + UV

4. Comme rg(A) =2, on sait que dimKer f =n — 2. Or :
T € [\/'ect(u,vﬂL — (u,z) =(v,2) =0 = UX=WVX=0

— VIUX+UVX=AX=0
L’inclusion et ’égalité des dimensions donne la conclusion :
Ker f = [\/’ect(u,v)}l
5. Si X est un vecteur propre de A associé a une valeur propre non nulle A,
alors X € Im f = (Ker f)*, soit X = aU + SV. On écrit alors :
altVU —=N) + BIVV =0
atUU + B(UV —-X) =0
Ce systeme admet une solution non triviale si et seulement si :
2
((w,v) = A)" = [[u|P[lv]|* =0

AX =2X =

C’est-a-dire pour :
n(n+1 n+1)2n+1
A= () ol = 0L g [0 D)

2 6

et alors § = fa % et X est proportionnel a ||v||u £ ||ul|v.
v
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n(n—l—l))2 2 (n+1)(2n+1) n?(1 —n?)
6

6. Comme ( 5 = 9 < 0, 'une des

valeurs propres est strictement positive et l'autre strictement négative : la
forme quadratique ) n’est ni positive ni négative.

Exercice 2.9.

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On considere

E = M,(R) et ¢ lapplication définie sur E? par : p(A, B) = tr(*AB),
n

ou tr désigne l'application trace (tr(A) = ) [A];; est la somme des éléments
i=1

diagonaux de A).

0. Montrer que I'application tr est linéaire, telle que, pour toutes matrices A
et B de M, (R), on a : tr(AB) = tr(BA).

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur M,,(R). Dans la suite, M,,(R)
est muni de ce produit scalaire.

Soit A une matrice symétrique réelle de M, (R).
2. On considere I’endomorphisme de M, (R) défini par : pour tout M de
M (R),

T(M)=AM+ MA

Montrer que T est diagonalisable dans une base orthonormée.

3. Soit D une matrice diagonale semblable a A et A1, Ao, ..., A\, les éléments
diagonaux de D.

a) En étudiant I’équation T'(M) = AM, déterminer les valeurs propres de
T en fonction des valeurs propres de A, ainsi qu'une base de vecteurs propres
de T'.

b) On suppose que la matrice A est définie positive, c’est-a-dire que pour
toute matrice colonne non nulle X de M, 1(R), on a : *XAX > 0. Que
peut-on dire du noyau de T'7

Solution :

0. La linéarité de l’application tr résulte des propriétes des opérations
matricielles et :

tr(AB) = 3 (AB)i; = 32 3 (A)in(B)e
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1. On vérifie facilement que I'application ainsi définie est bilinéaire, symétrique
et définie positive, donc définit bien un produit scalaire.
2. Montrons que T' est un endomorphisme auto adjoint (symétrique).
Soit (M, N) € M, (R)? :
(T(M),N) = tr(*(AM + MA)N) = tr((* M A+ A*M)N)
=tr(MAN + A'MN) = tr(*! MAN) + tr(A*MN)
=tr(MAN) + tr(! MNA) car tr(AB) = tr(BA)
=tr(!M(AN + NA) = (M, T(N))
Ainsi T est diagonalisable dans une base orthonormée de M., (R).
3. a) Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles

que A = PD!'P. Ainsi, en posant N = {PMP :
T(M) = AM + MA = A\M <= D(*PMP) + (‘PMP)D = \(!PMP)
<= DN+ ND = AN
Si N = (n;;), un calcul élémentaire donne DN + ND = ((A\; + Xj)n; ;)i ;-
Ainsi, I’équation précédente est équivalente a :
pour tout (i,) € [1,n]2, (A; + A\j)nij = An; ;.
On s’apergoit que la base canonique (E; ;) de M,,(R) (qui est orthonormée

pour ce produit scalaire), est une base de vecteurs propres de T et que le
spectre de T est :

Spec(T') = {A+ | (A, 1) € Sp(A)?}

b) On sait qu'une matrice symétrique réelle est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives. Par la question
précédente, les valeurs propres de T sont également strictement positives.
Ainsi 0 n’est pas valeur propre de T et Ker(T') = {0}.

Exercice 2.10.

Soit n € N*. On considere 'espace euclidien R™ muni de sa base canonique
(€i)ieqi,n] et du produit scalaire canonique noté (.,.). On désigne par |.|| la
norme associée. On confond vecteur de R™ et matrice colonne canoniquement
associée.

On note M, (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. Si A €
M, (R), on note o(A) I'ensemble des valeurs propres de A. On dit qu'une
matrice symétrique A est positive si (A(z),z) > 0 pour tout x € R™. On
écrit alors 0 < A.
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1. Montrer qu’une matrice symétrique est positive si et seulement si ses
valeurs propres sont positives. En déduire que si A est une matrice positive
inversible de M,,(R), alors la matrice A=! est positive.

2. Soient A et B deux matrices symétriques de M,,(R). On dit que A < Bsiet
seulement si 0 < B — A. Montrer que A < B implique (‘M) AM < (*M)BM
pour tout élément M de M, (R). Prouver également que 0 < A < [ si et
seulement si o(A) C [0,1] (0 et I désignent respectivement la matrice nulle
et la matrice identité de M, (R)).

3. Soient A et B deux matrices de M,,(R).
a) Montrer que AB est inversible si et seulement si A et B sont inversibles.

b) Soit A une valeur propre non nulle de AB et z un vecteur propre associé
a A. Montrer que Bz est un vecteur propre de BA associé a .

c¢) En déduire que 0(AB) = o(BA).
4. Soit M une matrice positive de M, (R).

n

a) Justifier le fait que M puisse s’écrire sous la forme M = Y N\ X;(*X;)
i=1

ol (A1,...,A\n) € R} et (X1,...,X,) est une famille de vecteurs-colonnes

orthonormée.
n
b) Montrer que la matrice L = > VA X;(*X;) est positive et vérifie
i=1

I'égalité L2 = M.
Prouver que L commute avec M. On admet que c’est la seule matrice positive

1
dont le carré vaut M et on la note v M ou M?2. .
Montrer que si M est de plus inversible, alors on a (VM) ~ =+vM~"

Solution :
1. Soit A une matrice positive et A une valeur propre de u. Si x est un vecteur
propre associé a A, on a :
A= (Azx,z) > 0.

Réciproquement, si A est symétrique, on sait d’apres le cours qu’il existe une
matrice orthogonale P et une matrice diagonale P telles que A = (*P)DP,
d’ot1 :

(Az,z) = (*z)(*P)DPz = (*(Px))DPz = (D(Px), Pz) > 0.
Or avec y = Px et D = diag(\1,...,\,), on a: (D(Pz), Pz) =Y \iy?
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Comme les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et que la
matrice P est inversible, on en déduit facilement I’équivalence souhaitée. Si la
matrice A est positive et inversible, alors la matrice A~! est aussi symétrique
et comme son spectre est constitué des inverses des valeurs propres de A, on
voit qu’elle est positive.

2. Soient A et B deux matrices symétriques telles que A < B.
Pour tout € R™, on a donc ((B — A) z,z) > 0.
SiyeR" et M € M,(R), on pose x = My et on obtient :
0 <((B - A)My, My) = (("M)(B — A)My,y)
D’ou 'on déduit immédiatement que (*M)AM < (*M)BM.
Si A est une matrice symétrique, comme on a o(f — A) = {1 — A\ A€ c(4)},
on déduit 1’équivalence annoncée de la question 1.

3. Soient A et B deux matrices appartenant a M,,(R).

a) Si AB est inversible, il existe C' € M, (R) telle que I = ABC = CAB.
On en déduit que A est surjective et B est injective, par suite A et B sont
inversibles. La réciproque est immédiate.

b) Soit A une valeur propre non nulle de AB et x un vecteur propre associé
a A. On a donc ABx = Az ; comme \ et z sont non nuls, on en déduit que
Bz # 0. Par ailleurs, on observe que BA(Bx) = B(ABx) = ABx. D’ou le
résultat.

¢) On a montré dans la question 3. b) que o (AB)\{0} C o(BA)\ {0}. En
échangeant les roles de A et B, on obtient 'autre inclusion et on a finalement

o(AB)\{0} = o(BA)\{0}.
Avec la question 3. a) on voit que 0 € o(AB) si et seulement si 0 € o0(AB).
En récapitulant, on obtient

0(AB) = o(BA)

4. a) C’est du cours.
b) On a:
12 =

3

=

VA X (X)X (MX)
(X, Xj)V A/ A Xi (M X;)

J

@
I
_
I
-

I
M=

s
Il
—

j=1

NXi(PX) =M

I

s
Il
—
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Légalité (v M)~ = vV M~1 est évidente avec la définition et I'unicité de la

racine.

Exercice 2.11.

Soit n un entier tel que n > 2. On considere la matrice J la matrice de
M, (R) dont tous les coefficients valent 1.
Soit C 'ensemble : .

C= {AEMn(R),Ela eR,Vi,j,,1<i,j<na= > air= ), ak’j}
k=1 k=1

1. Montrer C est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que ’application d définie sur C a valeurs réelles par :
n
d(A) = > a1k
k=1

est une application linéaire surjective non injective.
3. a) Soit A € M, (R). Montrer que A appartient a C si et seulement s’il
existe un réel \ tel que AJ = JA = \J.

b) Soit A et B deux matrices de C. Montrer que AB appartient a C et
calculer d(AB).

c) Soit A une matrice inversible de C. Montrer que A~! appartient a C et

trouver une relation entre d(A) et d(A~1).

4. Montrer que Ker(d) et Vect(.J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans C.

5. Soit (r,s) € [2,n]?. On note A, s la matrice dont tous les éléments sont
nuls sauf @11 =a,s =1et a1 s =a,1 = —1.
Démontrer que la famille (A, ) s)e[2,n)2 forme une base de Ker(d) et en

déduire la dimension de C.

6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C. Montrer que
B = %J est solution de ’équation : AP — BP = (A — B)P.

Solution :

1.OnaleCouleCetC#0.
Si A,B € C alors :
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n
2.
1
n
=1

k=
=2
k

Ja, Vi,jtelsquel <1,7 < n, « @;
6, Vi,j telsque 1 <14,7 <n, 8 bi

Z g, ;
k=1
> bk
k=1
Donc : . .
Vi, 7, Z Aai g+ pbig = Z )\.a;w + ,u.bk’j = da+ uf
k=1 k=1

ce qui implique que AA 4+ uB € C et donc que C est un espace vectoriel.

2. Le calcul précédent montre exactement :
Ve R dANA+ puB) = Ad(A) + pd(B)
Ainsi d est une forme linéaire sur C.
Or, soit A € R. On a d(AJ) = A, d’ou la surjectivité et d est non injective

pour des raisons de dimension.

3.a)Soit A€ M. Ona::

AJ = (Ci,j)i,j = (kzl ai,k)iyj et JA = (dz',j>z',j = (kzl ak,j)i,j
Donc : - -

AJ:JA:AJ@Vi,j,ZCLLk: Zak,j:/\(:)AECetd(A)z)\
k=1 k=1

b) Soit A et B deux matrices de C. On a :
BeC = BJ=JB = ABJ=AJB
et ABeC = AJ=JA=d(A)J, dou
ABJ = A(BJ) = AJB = (AJ)B=JAB =d(A)JB = d(A)xd(B)J

ce qui prouve que AB est aussi dans C et d(AB) = d(A)xd(B).

c¢) Soit A une matrice inversible de C.

AT =d(A)J = J=d(A)A™ ], et JA=d(A)J = J=d(A)JA™!
Nécessairement d(A) # 0 sinon la matrice J serait la matrice nulle et :

AN =gA = L
/=7 d(A)J
1

ce qui prouve que A~! appartient également & C et d(A™!) = M

4. Le sous-espace vectoriel Kerd est le noyau d’une forme linéaire, c’est un
hyperplan de C.

Vect(J) est une droite vectorielle de C, d’ou dim(C) = dimKerd +
dim Vect(J).

Soit A € Ker(d) N Vect(J). Alors :
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A=aJ = d(A)=an=0 = a=0 = A=0
d’ou :
Ker(d) N Vect(J) = {0}
Donc Ker(d) et Vect(J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans C.

5. x Soit (A, 5) une famille de réels telle que > A, sA, s = 0.

7,8
Soit (7,7) tel que 2 < 4,7 < n; en égalant les termes génériques des deux
matrices on obtient directement : \; ; = 0.

* La famille (A4, ), s est génératrice. Soit A = (ai,j) € C, on peut écrire :

n
— Y. a1 Q12 - Q1p
j=2
A=
n
- Z an J an 2 An.n
j=2
—Qa1 j 0 ap j 0 0
n
j=2 )
—an,; 0 ap,; 0 0
n n
> aijy 0 - 0 =3 a;; 0 -+ 0
n 1=2 1=2
—ao: 0 -+ 0 o 0O --- 0
=3 2,] 23 =2 aijAi
j=2 : iy

—an; O 0 A, 0O --- 0
Les matrices A, 5, 2 < r,s < n forment donc une base de Ker(d) et
dim(Kerd) = (n — 1)2.
et
dim(C) = dim(Ker d) + dim(Vect(J)) = (n — 1)? + 1
6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C.
Le calcul donne AB = B?, puis, par récurrence sur i1 € N, A'B = B!,

Les matrices A et B commutent ; on peut appliquer la formule du binéme de
Newton :

a-or = (Jacmr = w E (acpr

1=0

_ AP 4 lpil (f;)(_l)p—i] BP

1=0
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or -1 0= £ ()1 =145 ()

1=0

(A— B)P = AP — BP

Exercice 2.12.

Soit E = Rg[X], lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 2, muni du produit scalaire (P,Q) — (P,Q) =

/O 1P(t)Q(t) dt.

1. Déterminer une base orthonormale (Sy, S1,52) de E telle que, pour tout
i € [0,2], le polynéme S; soit de degré i et de coefficient du terme dominant
strictement positif.

2. On définit sur ' x E 'application ¢ suivante :
#(P,Q) = 3 (P(0)Q(1) + P(1)Q(0))
On note A = (a;,;)o<i j<2 la matrice de M3(R) de terme général a; ; =
p(5i, 55)
a) L’application ¢ est-elle un produit scalaire sur F x E 7

b) Ecrire la matrice A et justifier I'existence d’une matrice R € Ms(R)
inversible telle que

-3 0 0
‘RAR=1 0 0 0
0 0 6
c) Soit x1,x9,z3 réels et P = x9Sy + 151 + 2255.
Lo
Montrer que, si 'on pose X = | z1 |, on a : p(P,P) = ‘X AX. Calculer
T2

(P, P) en fonction de Y = R™1X.
P0)P(1)
3 P2(t)dt

Montrer que f admet sur £\ {0} un maximum dont on donnera la valeur.

3. On considere I'application f définie sur E \ {0} par : f(P) =

Solution :
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1. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Apres cal-
culs, on obtient :

So=1, $1=2VBX-3), $=6/5(X>-X+1)

2. a) On vérifie aisément que @ est une forme bilinéaire symétrique. Mais elle
n’est pas positive, en effet (P, P) = P(0)P(1) et il suffit donc de prendre
un polynéme P tel que P(0)P(1) < 0. Par exemple P = 5.

10 5

b) On obtient : A=| 0 -3 0

VB0 5
Cette matrice est réelle et symétrique : elle est diagonalisable dans une base
orthonormée.

Plutot que de chercher a calculer ses valeurs propres, on se fonde sur I’énoncé
et on montre que ses valeurs propres sont —3, 0,6 en exhibant trois vecteurs
propres associés.

Par exemple, un vecteur propre associé a la valeur propre —3 est en évidence :
u1 = es et un vecteur propre associé a la valeur propre 0 est us = vV5eq — e3
et un vecteur propre associé a la valeur propre 6 est dans l'orthogonal du
sous-espace engendré par ui,us ; par exemple us = e; + v/bes.

En normant chacun des trois vecteurs wuq,us,u3, on obtient une base or-
thonormée et une matrice de passage R orthogonale.

¢) On pose P = ¢Sy + £1.51 + x2S55. Apres calculs
(P, P) = 23 — 323 + 523 + 2v/bxory = X AX
et, comme ‘R =R~!:
o(P,P) = 'XAX = "(R~'X)A'RX = VDY
D’un autre coté, la famille (Sp, S1, S2) formant une base orthonormée de F
pour le produit scalaire {.,.), il vient : (P, P) = 22 + 23 + x3.

On remarque que f(P) = M, car [|P|]? =1XX =tYY.

1plI?
Yo
En posant Y = [ y; |, pour tout P #0 :
Y2

—3y2 + 612
f(P) = — 2!02 y22
Yo + Y1 T 93

0
Donc f(P) <6et pour Y = | 0 |,ona f(Q) =6.
1



68 ESCP-Europe 2009 - Oral

Ainsi
P) =
e /() =
Exercice 2.13.
2 1 1
Soit la matrice: A= | 1 2 1 |, et f ’endomorphisme de R3 de matrice A
0 0 3

dans la base canonique de R3.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. La matrice A
est-elle diagonalisable 7

2. Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle la matrice de f est :

1 0 0
A=10 3 1
0 0 3

3. a) Montrer que A’ n’admet pas de polynéme annulateur de degré inférieur
ou égal a 2.

b) Déterminer un polynéme annulateur de A’.
c) Justifier que tout polynoéme annulateur de A’ est aussi annulateur de A.

d) Déterminer un polynoéme annulateur de A de degré minimal et de
coefficient dominant égal a 1.

Solution :

2—A 1 1 1 2—A 1
1.A= )\ = 1 2—A 1 ~ 2=\ 1 1
0 0 3—A 0 0 3—A
1 2—A 1
~ 0 A—=1)(A—-3
Ly—La—(2=NL1 | ( )O( ) 3.\
Donc Spec(A) = {1, 3} et des calculs simples donnent :
1 1
Ey(A) = Vect [ —1 | et E3)(A) = Vect | 1
0 0

La matrice A n’est pas diagonalisable.

2. Prenons v; = (1,—1,0) et v2 = (1,1,0). On a f(v1) = vy et f(v2) = 3va.
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On cherche alors vs = (z,y, 2) tel que f(vs) = va + 3vs, ce qui s’éerit :
2r+y+z=1+4 32
{x+2y—|—z—1—|—3y

32 =0+ 3z
et on peut prendre vs = (0,0,1). On vérifie alors que la famille (v, va,v3)

est libre, donc est une base B de R3. On a par construction :
1 0 0
Al=Mp(f) =10 3 1
0 0 3

3. a) 1 et 3 sont racines de tout polynéome annulateur de A’ et

0 0 0
(A~ DA —3D)=[0 0 2] #0
0 0 0
b) On vérifie alors que (A" — I)(A" —3I)(A" —3I) =0 et :
Q = (X — 1)(X — 3)? est annulateur de A’

c) Soit P la matrice de passage de la base canonique de R® & B, on a
A" = P71AP et pour tout polynéme R : R(A’) = P~'R(A)P, les matrices
A et A’ ont donc les mémes polyndémes annulateurs.

d) Il n’y a pas de polynéome adéquat de degré inférieur ou égal a 2 et @
convient.

Exercice 2.14.

Soit n un entier de N*. Une matrice A = (a; ;)i<ij<n de Mp(R) est dite
positive si, pour tout (i,7) € [1,n]?, a;; > 0. On note alors : A > 0.

De méme A est strictement positive si, pour tout (4,5) € [1,n]?, a;; > 0. On
note alors : A > 0.

Si B = (b;j)1<i,j<n €st un élément de M,,(C), on note | B| la matrice positive
de terme général (|b; ;|)i<i j<n-

1. Dans cette question, A et B sont deux matrices carrées réelles d’ordre n.
a) On suppose A > 0et A #0. A-t-on A > 07
b) On suppose A > 0 et inversible. A-t-on A1 > 07
c¢) On suppose A > 0et B> 0. A-t-on AB>07
P

d) On suppose A > 0 et B > 0 telles que AB =0. A-t-on A =07

2. a) Soit 21,22 deux nombres complexes tels que |z; + 22| = |21]| + |22].
Montrer qu’il existe 6 réel tel que z; = |21]e? et 2o = |zo]e®.
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P P
b) Soit (21, ..., 2p) p nombres complexes (p > 2) tels que | > zz‘ = > |zl
i=1 i=1
Montrer qu'il existe 0 réel tel que pour tout j € [1,p], z; = |zj\ei9.

3. On suppose que A > 0 et que B € M, (C) vérifient |AB| = |A|x|B].
Montrer qu’il existe un n-uplet de réels (61, ...60,) tel que B = |B|xD, ou D
est une matrice diagonale de coefficients diagonaux €1, ez . . e¥n.

Solution :

Si n = 1, le probleme est dégénéré, nous supposerons donc a partir de
maintenant n > 2.
1. a) I,, est positive, non nulle, mais n’est pas strictement positive.

1

b) Non plus, proposons : A = (O 1

) clairement positive et inversible,

1 -1

-1 _
avec A7 = <0 1

) qui n’est pas positive.
mn

C) Oui, car (AB)%] = Z ai,kb;@j 2 0.
k=1

n
d) On a donc, pour tous indices i et j : > a; xbr ; = 0, la stricte positivité
k=1
des coefficients de B et la positivité de ceux de A montre alors que A = 0.
2. a) Si |21 + 22| = |21| + |22], alors en élevant au carré :
(21 + 22) (71 + 22) = |21 + 22° = |21]? + [22]? + 2|21 22
Soit :
QRé(Z_l,ZQ) = 2|Z_122’

Ce qui signifie que Z7 22 est un réel positif ou nul, donc que z; et zo ont méme
argument (modulo 27)

b) On procede par récurrence sur p :
— Pour p = 2, c’est le résultat de la question précédente.

— Supposons la relation vérifiée au rang p — 1 et posons u = z; + -+ -+ zp_1.
On a donc :

p p—1 p
Ozl = lu+ zp| < ul + |2p] < 30 [ow] +12p) = X2 |24
k=1 k=1 k=1

D’ot1 I'égalité centrale et (cas p = 2) il existe 0 tel que u = |ule? et
zp = |zp|e.
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> |zk|. L’hypothese de récurrence s’applique alors
=1
et prouve que tous les nombres ont méme argument.

p—1 p—1
De plus |u| = | 3 2| =
k=1 k

3. L’hypothese donne, pour tous indices ¢ et j :

n n
‘ > agkbri| = > |aekbk, ;|
h=1 =1

Par la question précédente, comme a, ) > 0, il existe 0; € R tel que pour
tout k, b ; = |bx;|€?%, ce qui donne :
B = |B|diag(e'’, ..., e"n)

Exercice 2.15.

Soit p un entier, p > 1 et R,[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a p.

1. Quelle est la dimension de R,[X]?

2. Soient Ag,...,A\, des réels deux a deux distincts. On considere les
polynoémes Ly, ..., L, définis, pour tout k de [0, p] par :
Lip(X) = X =)

0<i<p,i#k (Ak - Ai)
a) Montrer que la famille (Lo, ..., L,) constitue une base de R,[X].
b) Soit m € [0, p]. Déterminer les coordonnées de X™ dans cette base.
3. Soit n un entier n > 2 et S une matrice symétrique appartenant a M, (R).

On note {Ag,...,A,} 'ensemble des valeurs propres de S (deux a deux
distinctes). On pose, pour k € [0,p], P, = Li(S5).

a) Montrer que Im(Py) = Ker(AI — S), ou I désigne la matrice identité
de M, (R).

b) Vérifier que Py est la matrice d’un projecteur.

p
c) Prouver que I = Y P et que P, P, = 0 pour tout (k,£) € [0,p]?, k # ¢.
k=0
4. Soit A une matrice symétrique appartenant a M, (R). Décrire I’ensemble
des valeurs propres de A® en fonction de celles de A. Montrer qu’il existe un
polynéme P & coefficients réels tel que A = P(A5).

5. On considere deux matrices symétriques A et B de M, (R) telles que
A® = B®. Montrer que A = B.
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6. On considere a nouveau deux matrices symétriques A et B de M,,(R). On
suppose que A% = B2. Peut-on en déduire que A = B?

Solution :

L. dim(R,[X]) = p+ 1.

2.a) SiagLlo + -+ apL, =0, alors pour tout k de [0, p] :
apLo(Ag) + -+ apLy(Ax) =0

et comme L;(\;) = 0; ; (symbole de Kronecker), il reste ay, = 0.

La famille proposée est donc libre, de cardinal p + 1 et formée de polynomes
appartenant tous a R,[X], ainsi :

(Lo, ..., Lp) est une base de R,[X]

p
b) On écrit X™ = > axLi(X) et en substituant a X la valeur \;, il vient
k=0
A = a4, soit :
P
X =2 N"Li(X)
i=0

p
3. Comme S est symétrique réelle, on sait que R™ = @ Ker(S — A\;I) (en
=0

identifiant vecteurs et matrices colonnes), et cette somme directe est méme
formée de sous-espaces deux a deux orthogonaux.

p
a) Soit x € R™ écrit sous la forme x = > x;, avec Vi, z; € Ker(S — \;1).

Comme Sz; = Mz, on a S?%z; = Sg':z:(z = \Sx; = A?xi, ...et plus
généralement :

Li(S)x; = Li(\;)x;
Ainsi :

p p

On voit donc que Im P, C Ker(S — A1) et comme 'inclusion réciproque est
évidente on a 1’égalité souhaitée.

b) On a P2 = Li(5)? et :
D’ou le résultat.

P p P
c)Ona:1=> LX), doul=> Li(S)= > P
k=0 k=0 k=0
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Si k # ¢, pour tout x de R™, on a : Py Ppx = Li(S)(Prx) = Li(Ae)(Pez) = 0.

4. 11 existe @ orthogonale et D diagonale telles que A = QD!'Q, dol
A% = QD3Q.

On en déduit que :

a(A%) ={)\3,..., )\159}
(Comme ¢ — t° est une bijection de R sur R, ces nombres v; = A? sont bien
deux a deux distincts)

Soient Eo,...,Ep les polynomes associés a la famille vy,...,v, et P =
P

> NL;.

i=0

On a P(v;) = \;, dolt P(D°) = D et ainsi P(A%) = A.

5.Si A’ = B®, ona g(A°) = o(B®) et donc o(A) = o(B) et avec les notations
précédentes le méme polynoéme P sert pour A et pour B :

P(A®) = P(B®), soit A = B.

6. La réponse est non, puisque ’on peut avoir B = —A.

Exercice 2.16.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. On note (.,.) le produit
scalaire de E et ||.|| la norme euclidienne associée. Soit u un endomorphisme
symétrique de E. On dit que u est positif si (u (z),z) > 0 pour tout x € R™.

1. On considere un endomorphisme symétrique u de E. Montrer que u est
positif si et seulement si ses valeurs propres sont positives.

2. On considere une base orthonormée (e1,...,e,) de E. Pour m € [1,n], on

définit ’endomorphisme p,,, de E en posant pour tout x de E :
m

pm(x) = Y (T, €k)ek

k=1
a) Montrer que p,, est la projection orthogonale sur le sous-espace F

engendré par la famille (e1,...,&,).
n

b) Etablir 'égalité suivante : > [|pm(e¢)||2 = m, valable pour toute base
=1
orthonormée (eq,...,e,) de E.

3. On considere un endomorphisme symétrique positif u sur ’espace E. Soit
(e1,...,€e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour u.
On note u(e;) = A;e; et on suppose A\; > A = -+ = A, > 0. Soit toujours
m € [1,n].
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m

a) Montrer que Pon a : > (u(er),ex) = 3 A ||pm (€)%
k=1 i=1

b) On suppose dans cette question seulement que 1 < m < n. Prouver
que :

3 len).e) S At 5 O = AL (e )

1=m-+1
c¢) Soit m € [1,n]. Déduire de ce qui précede que l'on a toujours :

m

> (uler),ex) < g:l \;

k=1
d) Prouver que pour toute base orthonormée (g1,...,e,), on a :

n

S (uler), ex) = ; A

k=1
e) Que peut-on en déduire pour une matrice A = (a; ;)
et a valeurs propres positives ?

1<i,j<n symeétrique

Solution :

1. Soit u un endomorphisme positif de E et A une valeur propre de u. Si x
est un vecteur propre associé a A\, on a :
A= (u(z),z) >0

Réciproquement, si u est symétrique de spectre inclus dans RT, u est

diagonalisable dans une base orthonormée (eq,...,e,) associée aux valeurs
propres Ai, ..., A, (non nécessairement deux a deux distinctes) et pour tout
vecteur x :

e (T, ex)? >0
1

(u(x), z) =

k

n

2. a) Il est clair que p,,(g;) =¢e; i1 < i <m et p(z;) =0sii>m. On en
déduit immédiatement que p,, est le projecteur orthogonal sur F'.

b) On a :
E; lpm (e0) I = e; I k§1<€€a5k>5k”2 =3 Yilenen)? = 3 3 (erex)?

>\i<5ka 67;>2

n

k=1 k=1 i=1 k=1:=1
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= ; M( S (enred)?) = ; Mllpm (€)1

k=1
b) D’apres la question précédente :

S (uler)rer) = 3 Al (e 2 < 3 Adllpm(e)PHAmer > Adllpm (]2

k=1 =1 1=1 1=m-1

< 2 Aillpm (€)1 + A (m __lelpm(ez')Hz)

3

sz

; Aillpm (€12 + A1 3= (1 [pm(ed)[2)

=1 =1

EA T3 Qe = A1 = [pnlen) )

= 1=m-+1

3

¢) Comme A, +1—A; < 0 pour m+1 < @ < n, on déduit I'inégalité souhaitée
de la question précédente.

d) p, est Iidentité et la question a) donne directement :

n

5 (u(en), ex) = ; A

k=1
e) On a donc pour tout m de [1,n] :

m m
<D aii <N
i=1

=1

Exercice 2.17.
1. Montrer que la restriction de la fonction cosinus a U'intervalle [0, 7] admet
une application réciroque que ’on note Arc cos.

On pose, pour tout n de N et tout x € [—1,1] : T,,(x) = cos(n Arccos z).

a) Calculer Tp(x),T1(x) et To(x).
b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € [—1,1], on a :
Thi1(x) + Thoq(x) = 22T, ().
c¢) En déduire que pour tout n € N, T}, est un polynéme. Déterminer son

degré et le coefficient de son terme de plus haut degré.

3. Soit n € N*. Déterminer les racines de T,,. En déduire une expression de
T,, en fonction de n.

On note £ = R,[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a p, ou p est un entier naturel fixé quelconque.
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1

4. Pour tout (P,Q) € E?, on pose : (P,Q) = / %\/L(t?dt
1 —

a) Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

b) Déterminer une base orthonormale de £ muni de ce produit scalaire.

Solution :

1. cos’ = —sin et la restriction de la fonction sin a |0, 7[ est strictement
positive, donc la restriction de la fonction cos a [0, 7] réalise une bijection
strictement décroissante de ce segment sur [—1, 1]. On note Arccos la bijec-
tion réciproque.
2. a) To(x) =1, Ty (z) = cos(Arccosx) = x et
Ty(x) = cos(2 Arccosz) = 2cos?(Arccosz) — 1 = 222 — 1.
b) On a:
cos((n +1)8) 4 cos((n — 1)0) = 2 cos(f) cos(nh)
Soit, avec 8 = Arccosx :
Tni1(x) + Tho1(z) = 22T, (x).
¢) Une récurrence simple montre alors que pour tout n de N, T, est un
polyndme de degré n et de coefficient dominant 2"~ pour n > 1.
3. Posons, pour x € [—1,1],0 = Arccos z.

Alors : T, (x) = 0 <= cos(n Arccosx) = 0 <= nf = % +km,keZ

2k +1
2n

7r) sont racines de T,,. Ces nombres étant deux

Comme on doit avoir 0 < € < m, on trouve 0 = m,avec 0 < k< n—1.

2k +1
\ . . 2n 7/’ . . .
a deux distincts et T;, de degré n, on a fait le plein et il n’y a pas d’autre

racines.

Ainsi les nombres cos (

On en déduit, pour n > 1 :
n—1
_ on—1 2k +1
Tn =2" kl;[o (X — COS (TT{'>)

4. a) Comme 1 —1t? = /1 —ty/1+t, deux applications de la régle de
Riemann assurent la convergence de l'intégrale écrite. Il est alors clair que
(P,Q) — (P,Q) est symétrique, linéaire par rapport au premier argument et
(P, P) > 0, avec égalité si et seulement si P? est nul en tout point de | — 1, 1],
donc si et seulement si P est le polynome nul.

(.,.) est un produit scalaire
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b) Le changement de variable x = cos(f) s’imposant :
1 0
T, ()T () e :/ cos(n?) cos(k6) (= sin6) do

-1 V1-—2? - | sin(6)]

= / cos(nf) cos(kf) df = %/ (cos(n+k)0) + cos(n—k)0)) do

0 0

% Sin#k (Tn,Ti) =0;
xSik=n#0, (TpT) =T
* Si ]{JZHZO, <T0,TQ> =T.
Pour trouver une base orthonormale de E (de plus graduée en degrs), il suffit

de prendre la famille :
1 2 2
(,/%,ﬂ/%Tl,...,,/ETp)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et A un élément de M., (C). On définit
T sur M, (C) par :
pour tout M € M, (C) : T(M) =AM

<Tn7 Tk> =

Exercice 2.18.

1. a) Montrer que T est un endomorphisme de M,,(C).
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7' soit un
automorphisme de M,,(C).

2. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer que
A est une valeur propre de T' en exhibant une matrice propre associée.

3. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Soit (X1, Xa, ..., X,)
une base de C" formée de vecteurs propres de A.

a) En considérant les matrice X; ‘X, pour (i,5) € [1,n]?, montrer que T
est diagonalisable.

b) Déterminer le rang de X;*X;.

On admet que toute matrice de A € M, (C) admet au moins une valeur
propre.

4. On suppose dans cette question que 1" est diagonalisable. Soit (M; ;)1<i j<n
une base de vecteurs propres de T

a) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer
que l'application ¢ : M, (C) — C", définie par (M) = MX est une
application linéaire surjective.
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b) En considérant la famille (¢ (M; ;)
isable.

1<ij<n’ montrer que A est diagonal-
XD

Solution :

1. a) T est bien une application de M,,(C) dans lui-méme et sa linéarité est
banale :

T e LMn(C))

b) = Si T' est un automorphisme, alors T' est surjective et il existe M telle
que T (M) =1, soit AM = I et A est inversible, d’inverse M.

* Réciproquement, si A est inversible, alors pour toute matrice B, on a :
T(A™'B)=AA"'B=1B
et T' est surjective, donc est un automorphisme.

2.0n a AX = )\X, donc en notant X la matrice carrée d’ordre n dont toutes
les colonnes sont égales a la colonne X, on a en calculant «par blocs» :

T(X)=AX = AX
et A est bien valeur propre de T, puisque X nlest pas la matrice nulle.
3. a) X;'X; est une matrice carrée d’ordre n différente de la matrice nulle,
et :
T(X:'X;) = AX;' X, = (AX;)'X; = M X' X
Ainsi X;'X; est vecteur propre de T pour la valeur propre \;.

Soit alors (A ;) (i, j)e1,ng2 une famille de scalaires telle que Y- A; ; X;* X; = 0.

@]
On adonc: Y (> N X:)'X; =0
j=1 i=1
Comme la famille (*Xy,...,'X,,) est une base de M, ,(C), ceci impose

n
(raisonner terme a terme) pour tout j de [1,n], >_ A ;X; = 0, et la famille
i=1
(X1,...,Xy) étant libre dans M,, 1(C), tous les scalaires \; ; sont nuls.
On a ainsi construit une base de M,,(C) formée de vecteurs propres de T'.
b) Ces matrices sont clairement de rang 1 (matrices non nulles dont toutes
les colonnes sont proportionnelles & 'une d’elles)

4. a) X est une matrice colonne non nulle, donc il existe une base de
M, 1(C) (identifié & C™) dont le premier vecteur est X. Pour Y € M,, 1(C)
quelconque, le théoreme fondamental de ’algebre linéaire assure qu’il existe
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un endomorphisme M de M,, 1(C) tel que MX =Y. Ceci prouve que ¢ est
surjective.

b) (Mi,j)(i7j)€[[17n]]z est une base de M,,(C), donc la famille (@(Mi,j))(i,j)e[[l,n]]Q
est génératrice de M,, 1(C) = C™, on peut en extraire une base de C".

Or T(MZ’J) == )\i,jMi,j7 donc A(MZ,]X) == )\i,j<Mi,jX)7 c’est-a-dire :
Ap(M; ;) = Xi (M)

Ainsi les matrices ¢(M; ;) choisies sont propres pour A et comme elles forment

une base de M,, ;(C), A est diagonalisable.
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