1
ANALYSE

Exercice 1.1.

Soit f: D = (R% )3 — R définie par :
f(@,y,2) = xIn(z) + yIn(y) + z1In(z)

1. La fonction f est-elle minorée, majorée, bornée sur D 7

2. Justifier que la fonction f est de classe C! sur D.

Soit a un réel strictement positif. On considere [’ensemble
Co={(z,y,2) eR® | x4+ y+2=3a}

et on note g = fle, la restriction de f a C,.

3. Montrer que si g admet un extremum local au point (z,y, z), alors :

l+In(z)=1+In(y) =1+ 1In(z)

4. Etudier 'existence des extremums locaux de g. Comparer la (les) valeur(s)
obtenue(s) a celle(s) trouvée(s) a la premiere question.

5. Retrouver les extremums de g en se ramenant a 1’étude des extremums
d’une fonction de deux variables bien choisie.

Solution :

1. Soit la fonction ¢ : & +— z Inx. Alors ¢'(z) =1+ Inz et donc :
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x |0 1/e +oo| (ona gcli)rgl+ o(z) =0)
' (z) - 0+
e 0 N\ —1/e /1

¢ décroit sur |0,1/e] de 0 & —1/e, puis croit sur [1/e,+oo[ de —1/e & +o0.
Ainsi f est non majorée sur D et :
mgnf = —3/e.

2. La fonction f est clairement de classe C' sur D ouvert.

On a par exemple %(9:, y,z2) =1+ Inx.

3. On cherche ici a déterminer un extremum sous contrainte linéaire. La
condition nécessaire d’extremum en M sous contrainte linéaire est :

gr_a’dM(f) € VJ'

ol V est I’espace vectoriel associé & C,. Comme V+ est la droite engendrée par
le vecteur (1,1, 1), cela revient & dire que le gradient a ses trois coordonnées
égales, d’otu la relation demandée.

4. Le seul point candidat est donc le point (a,a,a). On utilise ensuite un
développement limité :

gla+u,a+v,a+w)=(a+u) [lna+ln(1+%)} + -

=3alna+ (u+v+w)(l+Ina)
+%(u2+v2+w2)+0(u2+v2+w2)
Or (a+u,a+v,a+w)elC, = u+v+w=0,doun

gla+u,a+v,a+ w)—g(a,a,a) > 0 pour (u,v,w) «assez petit .
g posséde un minimum (local) en (a,a,a), valant 3alna.
On remarque que rrcling = 3p(a) > 3miny = —3/e = m[i)nf ce qui est

cohérent.

5. Avec z = 3a — z — vy, il vient :
9(x,y,z) = h(z,y) = zIn(z) + yIn(y) + 3a — 2z —y) In(3a —z —y)

et :

oh _ _ o
O (,y) =lnzx —In(Ba —z —y)
oh

ay (x,y) =Iny —In(3a — z — y)
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. V. .. lnx—ln(Sa—x—y):O
Les points critiques de h vérifient :
Iny —In(3a —x—y) =0

. =3a—1x— . .
Soit : { v CTTTY ot n’y a qu’'une solution :xz =y = a.

y=3a—x—y
Puis :
_Phiy =1 1 hpy =1 1
r—axg(%y)—x-i-?’a_x_y,t—8y2(x,y)_y+3a_x_y
_ O°h _ 1
S_8x8y($’y)_3a—9:—y
D’ou en (a,a):rt—sQ:%x%—(%)2>O, et, comme r > 0, h admet en

(a,a) un minimum local.

Exercice 1.2.

1. Justifier que pour tout n de N, 'intégrale /l(ln(l + x))"dx existe.
On la note I,,. ’

2. Montrer que la suite (I,,)nen est convergente. Déterminer sa limite.

3. Montrer que pour tout n de N, on a :
Iny1 =2(In2)" " — (n+ 1)1,
4. a) Soit € € 0, 1[. Etablir la majoration :
I, <[In(2 —¢)]" + e(In2)"
b) En choisissant judicieusement € (qui peut dépendre de n), montrer que :
I, = o((In2)™)
5. Déduire des questions précédentes un équivalent de I,, lorsque n tend vers

—+00.

. R |
6. Montrer que la série de terme général ~ est convergente et calculer sa
n!
somme.

Solution :

1. La fonction = — (In(1 + :c))n est continue sur [0, 1] ; 'intégrale I,, existe
donc.

2. Pour tout z € [0,1], 0 < In(1 4 z) < In2 < 1. La suite ((In(1 4 x))")
est donc positive, décroissante et par croissance de 'opérateur «intégration
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sur [0,1]», la suite (I,), est positive décroissante. Elle converge donc et sa
limite est 0 puisque :

0< I, < (In2)"

3. Une intégration par parties en prenant x — x + 1 comme primitive de
x +— 1 donne :

I = / Ix(In(1+ z))"* dx

Lpr = [ )(In(1 +x))n+1}; (n+ 1)/0 (In(1 + z))" da
= 2(In 2)”Jrl (n+1)1,.

a) Soit € € ]0,1[. On a :

I, = /1_5(11&(1 + x))ndx + /1 (In(1+ x))ndx

<(In(2—-¢))"(1 —¢)+ (In2)"e
< [In(2 —¢)]" + e(In2)".
b) Choisissons ¢,, = ﬁ et posons a,, = W Il vient :
na, = In <[ln(2 —&n)] ) — ln (111(2 — 5n)> N n[ln(2 —&n) 1
(In2)" In2 (c0) In2
Soit :
In(an) (00) In2 In (1 2 ) (0) 2In2
Ainsi lim Ina, = —occ et lim a, = 0.
Il existe donc ng tel que pour n = ng, % < € et ainsi :
n
n>=>ny — (152) < 2, d’ou
1,

nh_)rrgo (n2)" =0, soit : I, = o((In2)")

5. La relation de récurrence obtenue a la question 3, donne :
Inii =2(In2)" "t — (n+ 1)1, = o((In2)"*1)
Donc (n + 1)I,, ~ 2(In2)"™1 et :

n+1
I, ~ 2(In 2)

n+1
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(In2)" . , ,
g T La relation démontrée lors
L !

6. La série Z ” converge car 0 <

\\/:’— [+

de la question 3 donne, pour tout k
I Ip—1  _ 2(In 2)
k! (k—1)! k!
En sommant ces relations de 1 a n, il vient :

+2z +10—zz
=1

(ln 2)

Comme lim Ly _ =0,on a:
n—+400 n'

—1
; Iy _
lim 2 k;z::1 = lim 2 21

n—-4oo n—-4oo

(1n2) - IO — 2(e1n2 - 1) _|_1

Soit :

\G][JV)

oo_k:
K

Exercice 1.3.

Soit f ’application définie par :

1
f: xr—>/0 (1 —t2)=dt.

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
On admet que f est continue sur D.

2. Montrer que f est décroissante sur D.

3. A l'aide d’une intégration par parties, déterminer, pour tout = de D, une
relation entre f(z + 1) et f(x).

4. a) En déduire un équivalent de f(x), lorsque z tend vers —1 par valeurs
supérieures.

b) Montrer que lorsque z tend vers +oo, f(z+1) et f(x) sont équivalents.

5. a) Soit n = |z] (partie entiere de x). Montrer que lorsque z tend vers 400,
on a f(z) ~ f(n).
b) Montrer que, lorsque z tend vers +oo, f(z) ~ Cxz~1/2 ou C est une
constante qu’on ne demande pas de déterminer.
n—1

fn

(on pourra étudier la série de terme général In (

Solution :
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1. L’application t — e” In(1-#*) ogt continue sur l'intervalle 0, 1].
Au voisinage gauche de 1 (pour t), on a : (1 —t2)® = (1 +#)%(1 — t)* ~
x

1

et la fonction ¢ — est intégrable sur [1/2,1] si et

(1—=t)= (1—-0~"
seulement si x > —1 (regle de Riemann). Donc :
D =]-1,400]

2. Soit x, y tels que —1 < z < y. Comme In(1—%2) < 0 sur [0, 1[, par croissance
de la fonction exponentielle, il vient e® (1=t > ¥I(1=1%) "ot f£(z) > f(y).
Ainsi f est décroissante sur D.

3. On intégre t — len u : t — t et on dérive v : t — (1 — t?)*, les fonctions
u et v étant de classe C! sur [0, a], avec a < 1. Ainsi :

falx+1) = /Oa<1 — )" Hdt = [t(1 - 2)" ] + (v + 1)/a2t2(1 —t2)* dt

0
En prenant la limite lorsque a tend vers 1, il vient

flz+1)=2(z+ 1)/0 (2 -1+ 1)1 —t)%dt = =2(x+ 1)(f(z+ 1) + f(2))
et donc :

fla+1) = ZLE2 ()

4. a) Pour x au voisinage de —1, z 4 1 est au voisinage de 0 et par continuité
de f :
lim (2x 4 2)f(x) = f(0) = 1, soit :

r——1
1
/(@) -1+) 2(z + 1)

o JEHD) 2 +2 _
b)Ona: lm —ers= = lm 2ry3~!
Soit :

flz) ~ flz+1)

(400)

5. a) On sait que n < x < n + 1. Par décroissance f(n + 1) < f(z) < f(n),
et comme f(n+1)~ f(n):

flx) ~ f(lz])

(400)

f(n—=1) _o2n+1 _ 1, 1 .
b) On a oy o —1—|—2n,d0u.

In f(;}(;)” n(1+ o) = 4

1 1
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ol Y wy, est une série absolument convergente.
On somme ces égalités entre 2 et n. Il vient :

In f(1) —In f(n) = %x kZi:2 + ki:zwk

T

Sachant que n — 1 + % 4+ -+ % — Inn est une suite convergente (vers la

constante v d’Euler), on obtient :
n—In f(n) — %lnn est une suite convergente
Donc :

et, avec 5. a) :

Exercice 1.4.

1. Soit m un entier naturel et P € R,[X] quelconque.

+oo
a) Montrer que l'intégrale / e ' P(t)dt est convergente.
0
+o00
On note alors : I(P) = / e ' P(t)dt.
0

—+00
b) Pour tout entier k tel que 0 < k < n, calculer / e Ttk dt.
0

+o0
2. Pour tout k € [0,n], on pose ax(P) = / e~ 'th P(t)dt.
0
On considere 1'application ®,, de R,,[X] dans R"*! définie par :
¢, (P) = (ag(P),a1(P),...,an(P))

Montrer que ®,, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Soit m € N*. On note P,, le polynéme de R,,[X] vérifiant :
0,,(Pn) = (1, 0,..., 0) € R™+1
a) Calculer P et Ps.
b) Soit P/, le polynome dérivé de P,,. Montrer que :
®,,(P),)=(1-P,(0), -1, 0,..., 0).

c¢) On suppose ici que m > 2 et on pose : H,,—1 = P/, — P, _| + Pp_1.
Montrer que pour tout k € [1,m — 1] :
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400
/ e "*H,, 1(t)dt =0
0

Qu’obtient-on pour k =m?

d) Pour m > 2, calculer H,,_;. En déduire que :

m—1

VteR, P (1) :—[1+ > Pk(t)]
k=1

Solution :

+ o0
1. a) La convergence connue de l'intégrale / t"t2e~t dt implique, par

croissances comparées la convergence de I(P).

b) On obtient par une récurrence immédiate :
I(XF) = k!
2. L’application ®,, est évidemment linéaire.

+oo
Soit P € R, [X], si ®,,(P) = 0, on a pour tout k de [0, n]],/ e M P(t)dt =
0

+o0
0. Par conséquent / e tP%(t)dt = 0, or c’est 'intégrale d'une fonction
0

continue et positive, la fonction e *P2(t) est donc nulle et par suite P est
le polynéme nul. ®,, est donc injective donc bijective (car les deux espaces
vectoriels sont de méme dimension finie m + 1) ; ¢’est un isomorphisme.

3. a) Les applications ®; et ®5 étant des isomorphismes on obtient 'existence

2
et 'unicité de Py et P,. Le calcul donne, Pi(t) =2 —t et Pao(t) =3 —3t+ %

De la méme maniere, ®,, étant un isomorphisme, P,, existe et est unique.

b) On a successivement,

_ oo —t _ et oo +ooe—t /
1_/0 et P (t) dt = [P (t)( )], +/0 P! (t)dt

+o00
= P,,(0) +/ e tP! (t)dt
0
D’ou
+oo
/ e 'P/ (t)dt =1— P, (0)
0

Pour £ > 1, on obtient :

+o0 Fo0
/ e 'thP! (t)dt = [tke—th(t)]jo" —/ e H(kth=1 —tF)P,,(t) dt
0 0
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(-1 sik=1
10 sik>2

400
car / e %P, (t) dt = 0 lorsque k > 1.
0

On a donc bien
¢, (P)=(1-PF,(0),-1,0,..., 0)

+o0
¢c) On a: / e "tH,, 1(t)dt=-1+1+0=0.
0

400

Pour2<k<m—1,/ e 't*H,, 1(t)dt =0—-0+0=0.
0

D’ou le résultat.

+oo
On a respectivement, / e "t™P! (t)dt =0, et :
0

—+ o0 —+ o0 400
/ e U P, _1(t) dt:/ e tmtm P, () dt+/ e tmP L (t)dt
0 0 +oo 0
=0+/ e tmP! L (t)dt
0

+o0
On en déduit que / e "™ H,, 1(t)dt = 0.
0

d) Il résulte de la question précédente qu'il existe un réel « tel que
S, (Hp—1) = (o, 0,...,0) = a®,,(Py)-

D’ou, puisque ®,, est un isomorphisme, H,,_1 = aP,,, ce qui n’est possible
que si @ = 0, en comparant les degrés. Donc H,, 1 = 0.

On a donc pour tout m > 2, P/ = P/, — P,,_1. En tenant compte du fait
que P{ = —1, on en déduit par télescopage que,

VteR,P,L(t)=—[1+ > Pu(t)]

m—1
k=1

Exercice 1.5.
1. Exemple introductif.

a) Montrer que pour tout n de N, (2 4+ v/3)" + (2 — v/3)" est un entier
naturel.

b) En déduire que la série de terme général sin(7(2++/3)") est absolument
convergente.

Soit P un polynome unitaire de degré 3 a coefficients dans N.
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On pose : P(X) = X3+ a1 X% + as X + as.
On suppose que P posseéde trois racines 1, xo, 3 telles que |x1| > 1, |xa] < 1
et |x3| < 1.
T1+ T2 +T3 =01
On pose : { x1To + Tox3 + T1X3 = 09
L1223 — 03

On pose enfin, pour tout n € N* : S, = o7 + x5 + z%.

2. a) Exprimer aq, as, as en fonction de 01,04, 03.

b) Calculer o109 — 303. En déduire I'expression de Sp,S2 et S3 en fonction
de 01,09, 03.

c) Montrer que pour tout p de N* : Sj1 3 — 01Sp+2 + 025p+1 — 035, = 0.

d) En déduire que pour tout n de N*, S,, est un entier relatif.

3. Déterminer la nature de la série de terme général sin(mwz?).

Solution :
1. a) Pour tout n de N :

@+Va)"+@-var =3 (1) V3 + (—vB)

b) Par la question précédente : [(2 +v3)" + (2 — V3)"|7 € 277Z et
U, = sin[7(2 +v/3)"] = —sin[7(2 — V/3)"]
De plus, on sait que pour tout = € [0, 7], 0 < sinz < x. Donc
0< —u, <v, =7(2— \/5)”

La série de terme général v, converge puisque 0 < (2 — v/3) < 1; la série
> u,, converge donc également (et elle est a termes négatifs).

a) On factorise le polynéme P en P(X) = (X —x1)(X —22)(X — x3), puis,
en développant cette expression et par unicité de ’écriture d’un polynome
dans une base, il vient :

01— —1
P(X):X3—01X2+02X—03 — {O’QCLQ
03 = —as
b) Le calcul de o102 — 303 donne : o102 — 303 =[] %z,

1<i#£5<3
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On a : S| = 01. En calculant O‘%, il vient Sy = a% — 209, et en calculant J:f,
il vient S3 = O‘% — 30109 + 303.

c) Soit p € N* et i € [1,3]. Alors 2 P(x;) = 0, ce qui est équivalent & :
xp—i—?’ p+1
(2

2
— lef+ + 92t — oga? = 0.
En sommant ces égalités, il vient :

Sp_|_3 — 0'18P+2 + 028p+1 — 0'3Sp =0

d) Procédons par récurrence.

e par la question b), Sy, S2,S3 sont des entiers relatifs, comme polynémes
en o1,09,03, qui eux mémes sont des entiers relatifs comme polynomes a
coefficients entiers en les entiers a1, as, as.

e On termine par le principe de récurrence, en utilisant la question précédente.
3. Soit n € N. Par la question précédente, S,, € Z et ma} = 7S, —w(xh +x%).
Donc :
|sin(r2?)| = [sin(wSy, — (25 + 23))| = [sin(n (25 + 23))|
< [m(zy + 23)| < wlwel™ + mlas|”

On conclut en remarquant que |zo| < 1 et |x3| < 1.

Exercice 1.6.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

dt .
14+t

+oo
1. Justifier la convergence de l'intégrale : /
0

On pose alors :

400 1 +oo
F<a>=/ dfa,Gm):/ dta,ma):/ _dt
o L1+t o 1+t . 14t

2. a) Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], et tout n de N on a :

1 S k ko
= 1)Ft + R, (t
ou R, est une fonction a préciser.

_1\k
b) Montrer que la série ) (—l——l) est convergente et exprimer sa somme
k>0 «

en fonction de G(«).
3. a) En utilisant le changement de variable défini par u = t'=, montrer
que :

H(a) = ——G(—2-)

a—1 a—1
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b) En admettant que 2 +§O:o (G S | our a €]0,1]
a8 anzl n?—a?>  sin(ma) @ pout a v

déterminer la valeur de F'(«).

Solution :

1. La fonction f : t — 1 jto‘ est définie, positive et continue sur ]0, +ool.
Comme a > 1 elle se prolonge par continuité en 0 par f(0) = 1 et est

équivalente au voisinage de +00 a la

_l’_
Or / ;% est convergente, puisque o > 1. Par le théoreme sur les fonctions
1

positives équivalentes, F'(a) existe pour tout o > 1.

2. a) La formule géométrique donne (—t* # 1) :

_ kika ne1 e
t —1

1+to‘ E( DHE+ (=1 1+t

b) En intégrant sur [0, 1], il vient :

Ly n 1 L (n+1)a
/ _ gt — z(—nk/ o dt+(—1)”+1/ i
o L+t k=0 0 o 1+1

Donc : ) i )
n n+1)a
| pmar= s L e 2220
01+t k_Ol—f—ka 0 1+t
Or: .
‘/‘ n—l—l)a / t(n+1)a dt = 1
1+ ta 0 1+ (n+ 1)

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ceci termine
la question, soit :

_ 2 (=nF
Gla)= 2 15 7a

3. a) Le changement de variable proposé est de classe C'. En intégrant sur

[1, A], il vient :
A 1
/ dt 1 / du_
L 1+t a—=1 )4 014 ya-T

En prenant la limite lorsque A tend vers I'infini, on obtient :
H(a) = —L-q(—2)

a—1 a—1
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pres simplifications, H(« _a_lk:01+kﬁ_h:1 T
Il vient donc :
Fla) = Gla) + H(a) = 1+ 5 (~1)F 1 (=t — 1)
= ka—1 ka+1
“+o00 (_1)k‘—1
=14+2 -t
+ kz:::[ ICZOéQ -1
Or é € 10, 1]. Donc :
9t (=DM s too (—1)F! use
a k; k? — L sin(rm/a) “ = k*a? — 1 sin(n/a)
D’ou
Fla)= —°
sin(7/«)

Exercice 1.7.
1. Montrer qu’il existe un polynéme P de R[X] tel que, pour tout réel x :
(22 —1)P'(2) + 2P(z) = 23 —

Soit I un intervalle de R et h : I — R une fonction vérifiant la relation
suivante : pour tout x élément de I,

(E): (2> = 1)K (z) +zh(x) =23 —x

2. Montrer que f = h — P est solution d’une équation différentielle (D) de la
forme :

Ve el, f'(z) = f(z) g(x)

On précisera la fonction g et les intervalles I sur lesquels g est continue.
3. Résoudre ’équation (D) sur chacun de ces intervalles.

4. En déduire les fonctions h vérifiant (F) sur ces intervalles.

5. Existe-t-il des fonctions vérifiant (E) sur R ?

6. Soit My un point du plan, de coordonnées (g, yo). Discuter selon les valeurs
de xg et yo le nombre de courbes C passant par My et d’équation y = h(x),
ou h est une fonction vérifiant (E).

Solution :

1. En notant k le degré du polynéme P cherché, on a :
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P(z) =ax* +---, P'(z) = kaz®* 1 + ...
D’ou :
(22 = 1)P'(z) + zP(x) = (k + 1)az**t + ...
Donc k = 2 et on peut écrire P(x) = ax? + bx + ¢ et en remplagant dans
I’équation, il vient :

5o o= 173
, s0it ¢ b=0 et :
c—2a=-—1 c=—1/3
—b=0
P(z) =12 -1)

2. En soustrayant, la fonction f vérifie I’équation :

fl@)(@® = 1)+ af(x) =0

Ainsi g(z) = 9:2_ic 7 Sur les intervalles |—oo, —1[, |—1, 1[ ou |1, +o0].

3. Sur chacun de ces intervalles, f est de la forme Ke®, ott K est une constante
(dépendant de l'intervalle) et G une primitive de g sur cet intervalle ; soit :

flz) =

2% — 1]
4. Par les questions précédentes,

h[(l’)

sur chaque intervalle I.

_ K 22— 1
RV

5. S’il existe une solution ¢ de (E) définie sur R, sa restriction a chaque
intervalle I doit étre une fonction h; trouvée dans la question précédente. De
plus, la fonction ¢ doit étre dérivable sur R.

Or les fonctions h; se raccordent en +1 si et seulement si K; = 0, pour
chaque intervalle. Ainsi P est la seule solution sur R.

6. x Si xg # 1, quel que soit o, il existe une solution unique donnée par la

2
constante K = (yo — %3_ 1) V] = 1.

* Si (xg,y0) = (£1,0), alors K = 0 donne la solution.

* Sixg = £1 et yg # 0, il n’existe pas de solution.

Exercice 1.8.
1. Soit f une fonction continue de R* dans R™ non identiquement nulle telle
400 —+ o0

que l'intégrale f(t) dt converge. Montrer que f(t)dt > 0.
0 0
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* 103 4 t?’e_t
2. a) Montrer que pour tout n de N*, I'intégrale —F~——— dt converge.
o Vnt+itd
1 [T et
On pose alors, pour tout n de N* : I,, = = —L& __ 4.

n 0 A/ n4 _|_ t4
b) Etudier la monotonie de la suite (I, )nen-.

¢) Montrer la convergence de la suite (I,),en+ et déterminer sa limite.

3. a) Montrer que pour tout n de N*, ona:0< I, < %.
n

b) En déduire le développement limité de I,, a l'ordre 7.

4. Justifier la convergence de la série de terme général I, et exprimer sa

oo
somme Y I, sous la forme d’une intégrale.
n=1

Solution :

1. C’est une question de cours : comme f est positive, on sait que
—+o0

f(t)dt = 0. Supposons cette intégrale nulle. Alors, pour tout A > 0 :
0

A +00
0</ fdt< | fydt=o0
N 0 0
Donc / f(t)dt = 0. La fonction f est continue sur [0, A] et positive : c’est la

0
fonction nulle sur [0, A]. Ceci étant valable pour tout A, f est identiquement
nulle sur RT.

3,—t
2. a) Pour tout n de N*, h: ¢ — — 1€ est continue et positive sur RT.

vVt 4t

Au voisinage de 400, h(t) = o(e™*/?). On conclut par le théoreme de
comparaison des fonctions positives :
+oo

tge_t d
—F———— dt converge
o  Vn*+tt

b) De maniere évidente :

1 1 t3e~? t3e~t
— 1 <L et <
(n+1)% = n? Vin+ D)4+t Tt 4
Ainsi 0 < I,,41 < I,,. La suite (I,,) est strictement décroissante.

0<

c) Par la question précédente, la suite (I,,) converge puisqu’elle est minorée
par 0. En fait, pour n > 1 :
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TOO 3 ¢
0<In<%/ te gt = C
n-Jo

ce qui montre que hm I, =0.

a) On a :
+o0
1 ety TMA) _ 6
o<n<d [ Coa - b
b) On a :
+0oo
1, - %/ Bet| 2 1]y
n-Jo Vvt +t4
+o0 4
\%/ et t < T
n-Jo Vit 4+ t4(n? + V/nt + t4) n

Ainsi :

4. La convergence est immédiate au vu de la question 3. a). Pour calculer
la somme de la série, on effectue dans I,, le changement de variable linéaire
t = nu. Il vient, pour tout N € N*

% Fo0 uBe—u
Ik = / du—RN
k=1 0o (1—e ™)1 +ud

avec .
o0 3 . —(N+1)u
RN :/ u € du
0 (1—e ™)V1+u
3.—u
Soit ¢ : u i © . La fonction ¢ est définie et continue sur

(1—e )1+ ut
10, +00] et telle que lirrb o(u) = lirf e(u) = 0. Ainsi, il existe M > 0 tel
que :

sup [p(u)| < M
u€ER+

et

+oo
0< Ry M/ _N“du—‘%—>0
N —oo

pop} / T we d
k= u
k=1 0o (1—e ™)1+ u

Donc :

Exercice 1.9.

Pour tout entier n € N*, on définit f,, : R™ — R par :
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1
n\T) =
Jn(2) (x+1D)(x+2)--(x+n)
400
1. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles l'intégrale fn(z)dx
converge. 0
+o0
On pose alors I, = fn(z)dz.
0
2. a) Montrer que sup fn(x) existe (avec n > 2) et donner un majorant de
reERT fQ(x)

cette quantité.

b) En déduire la nature de la série de terme général I,,.

n

3. Soit n e N“ et H, = )|
k=1

a) Donner un équivalent de H,, lorsque n tend vers +oco.

=

/
b) Pour tout = € [0, 1], calculer ;”—gg Donner un encadrement de cette
n
quantité en fonction des termes de la suite (Hg)g>1-
1
c¢) En déduire que, lorsque n tend vers +oo, / frn(z)dx est équivalent &
0
_1
n!lnn’
1
4. Exprimer, pour tout n > 2, I, 1 en fonction de / fn(z)dzx. Donner un
0

équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.

Solution :

1. La fonction f,, est continue sur [0,+oo[ et fn(z) ~ Ln, la regle de

(+o0) T
Riemann montre alors que I, existe si et seulement si n > 2.

2.a) Pour n > 3,0 < fu(2) = 1 < l, le résultat restant
fo(z)  (x+3)...(x+n) = n!

valable pour n = 2 :

Vn>2,Ve >0 mlE) 2
fo(x) ~ n!
b) On a donc, par conservation des inégalités par intégration, lorsque les
bornes sont dans 1’ordre croissant :
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Vn>2 1, < 22
n!

La série de terme général I,, est donc convergente.

k+1
3. a) Pour tout k£ de N* LT i 1 < / ‘? < %, d’ou par sommation :
— n—1 n
1 dt 1~ 1
§ FriS) TS ZES k;%
Soit :
Inn<H,<1l+1In
b) Vz € [0,1], f,(x):(lnfn) () = — o 1 et ainsi :
S 1 o fa®) 1
H, - < - =H,
o kz1 k+ 1 fn(z) k§1 k
¢) On a donc :
1 4 1 /
_ 1 < —
an (@) < fole) <~ 1@
et, en intégrant sur [0, 1]
1
57 \Un - n n n 0
L /f nH_l(f() £ 0)

Comme f,,(0) — f,(1 )— nl (n+1)- (n+1)

__n ___ < < n
et <) @ <
Avec H,, ~ H, 41 —1 ~ Inn, il vient donc :

/ fn(@ n'lnn
4. Pourn > 2 :

1 o0 400
/0 fn(z)de = ; fn(z)dr — fn(x)dx

1

:/+oo dx _/+OO dx
0 (@+1)(z+2)...(z+n) Jo (x+2)(z+3)...(x+n+1)

+oo
/0 (:L’+1)(a;—|—2)...(:v+n+1)dx

Ainsi :

1
/ fn(z)dr =nl,iq
0
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et :

1
_ 1 N 1 1
I, = /0 fr_1(x)dz = 1)

n—1 In(n —1) nllnn

Exercice 1.10.

Dans tout I’exercice, f désigne une fonction convexe et de classe C? sur un
intervalle I de R a valeurs dans R.

1. Dans cette question, on suppose que I = R.
a) Montrer que pour tout a € R*, on a f(a) — f(0) < af’(a).

b) On considere la fonction g définie sur R par : g(z) = f(z) ; 1(0)
Montrer que g est croissante.
c¢) En déduire que le rapport @ admet toujours une limite (finie ou égale

a +00) lorsque = tend vers +o0.

d) On suppose dans cette question que f est majorée sur R. Vérifier que
la fonction z — f(—z) est aussi convexe et majorée sur R. Montrer que f(0)
est un maximum global (on pourra appliquer ce qui précede a la fonction f
et a la fonction z — f(—=x)). Prouver ensuite que c’est aussi un minimum
global et en déduire que f est nécessairement constante.

f(x) tend

2. Dans cette question on suppose que I = RT et que le rapport —

vers une limite finie ¢ lorsque x tend vers +oo.
a) Montrer que la fonction g, définie sur R™ par g(z) = f(z) — lx, est
convexe.

b) Soit a un réel positif et h la fonction définie sur R* \ {a} par :
h(z) = 9(z) — g(a).

T —a
Montrer que h est croissante. Quelle est la limite de h en 400 ?

¢) Montrer que la fonction g est décroissante.
d) En déduire que g admet une limite en +o0o qui peut étre finie ou égale
a —oo0.

e) On considere la fonction f définie sur RT par f(z) = —In(1 + z).
Déterminer, pour cette fonction f, la limite de g en +o0.

3. On suppose que I = R. En utilisant la fonction z — f(—x), que peut-on
déduire de la question précédente ?
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4. Soit ¢ une fonction de classe C? sur R telle que lim @ =
hI_|I_1 @ = 0. Montrer que " s’annule au moins une fois sur R.
Solution :
1. a) Comme f est convexe et dérivable, f’ est croissante et :
f@) = 10) = [ i< ) [ e =af'a)
b) La fonction g est dérivable sur R et pour tout x > 0 :
zf'(x) — f(x 0
J(x) = 2L@) i”g )+ F0) 5
La fonction g est bien croissante.
c) La fonction g étant croissante, la seule alternative est :
soit lim g(x) = 400, soit 3¢ € R, hm g(z) =14
Tr——+00 — 400
Dans le premier cas,on a: lim [(x) = 400 et dans le second lim flz) =

l.

d) Si f est majorée sur R il en est de méme de la fonction ¢ : z +— f(—x)
et comme " (x) = (=1)?f"(—x) > 0, ¢ est également convexe.

La fonction g associée a f est donc croissante et de limite nulle en +o00, donc
Vr € Rt g(x) < 0, ainsi f est majorée sur RT par f(0), donc admet un
maximum global sur R valant f(0) et en particulier f;(0) < 0. Le méme
raisonnement appliqué a la fonction ¢ prouve que f(0) est un maximum
global de f sur R™ et en particulier f,(0) > 0.

Ainsi f/(0) = 0 et comme [’ est croissante, f’ est positive sur RT  négative
sur R™ et f admet un minimum global en 0. Finalement f est constante sur
R.

a) Comme ¢g” = f”, la fonction g est convexe sur R,

b) Pour z € RT \ {a}, onah/()—(x_a) E) ()—|—g(a)_

r—a)’

Comme g est convexe, on a g(a) > g(x)+(a—z)g¢'(x) (la courbe est au-dessus
de sa tangente au point d’abscisse x) et h/(x) > 0.

La fonction h est donc croissante sur [0, a[ et sur Ja,+oo[ et comme elle est
prolongeable par continuité en a (la fonction g est dérivable en a), la fonction
h est croissante sur Rt.
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Par ailleurs h(z) = L><M —f— M, donc lim h(z)=0.

r—a T T —a z—+00

c) La fonction h est croissante sur R et de limite nulle en +oo, donc h est
négative sur l'intervalle [a, 4o00[ pour tout a > 0.
Ainsi x > a = g(x) < g(a) et I'universalité de cette implication montre
que g est décroissante sur RT.

d) La fonction g est décroissante et cette fois 'alternative est : ou bien elle
a une limite en 400 ou bien elle diverge vers —oo en +o00.

e) On a f"(z) = ﬁ > 0 et f est bien convexe sur R*. Clairement
x
lim flz) _ Oet lim g(x)= —oc.
r—+oo XL T —+00

3. En appliquant ce qui précede a la fonction x — f(—x), on en déduit que

f(z)

alors x — f(x) — fx a une limite en —oo, finie ou valant —oo.

a une limite finie ou infinie en —oo et que si la limite est finie valant /¢,

4. Supposons que " ne s’annule pas, alors quitte a changer ¢ en —p, on peut
supposer que ¢ est toujours positive et ¢ est alors convexe. Ce qui précede
montre que ¢ admet une limite en —oo et en +o00, ces limites étant finies
ou valant —oo. Ainsi ¢ est majorée sur R et est donc constante, ce qui est
incompatible avec le fait que ¢” ne s’annule jamais !

Exercice 1.11.

Dans tout cet exercice (a,)nen désigne une suite réelle décroissante de limite
nulle.

Pour tout n de N*, on pose : b, = n(a,—1 — an).

n n—1
1. Montrer que pour tout n de N*, on a: > by = ( > ak) — Nay,.
k=1 k=0

2. On suppose dans cette question que la série de terme général a,, converge.
a) Montrer que lim na, = 0.

n—-+oo

o0
b) En déduire que la série de terme général b,, converge et que »_ b, =

- n=1
> ay.
n=0

3. On suppose dans cette question que la série de terme général b,, converge.
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n+k
a) Montrer que pour tout n et k de N*, on a : n(ay, — anyr) < >, bj.
j=n+1
oo

b) En déduire que la série de terme général a,, converge et que »_ a, =
- n=0
> by
n=1
Solution :
1. 1l suffit de faire le calcul :
n n n—1 n
Yoby = Y. (kag—1 — kag) = > (h+ Dap — > kay, et par télescopage
k=1 k=1 h=0 k=0

partiel :
n n—1
Yo b= Y ar —nay,
k=1 k=0
2. a) x Par décroissance et positivité de la suite (a,), on a :

2n
0 < nagy, < ), ag
k=n-+1
n
Avec A, = > ag, on a donc : 0 < nag, < Az, — A,41 et la convergence de
k=0
la série de terme général a,, étant la convergence de la suite (A, ), en notant
L sa limite, on a lim As, — A,41 = L — L =0, soit par encadrement :

n—oo

lim 2nas,, =0
n—oo

* Puis, 0 < (2n + 1)agp+1 < 2nasg, + az, donne, puisque lim a, =0 :
n—oo
lim (2n 4 1)ag,+1 =0
n—oo
Donc, par exhaustion :

lim na, =0
n—oo

b) Le résultat de la question 1. donne alors directement la convergence de
la série de terme général b,,, avec :

(e @] (o @]
b= ay
n=1 n=0

n+k n+k n n+k—1 n—1
3.a) >, bj=>b;=> b= > ar—(n+Ek)aptr — >, ar +nay
j=ni1 j=1 j=1 k=0 k=0
n+k—1

= > ar+na, — (n+k)ak

k=n
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n+k—1
et comme > ap = ka,4, il vient bien :
k=n
n+k
> bj = nlan — antr)
j=n-+1
b) On en déduit :
n+k n n+k n—1
Yobi=> b4+ > b= > am —nap +n(an — antr)
n—1
= Z A — NAp4k
m=0
n—1 n+k
> am < bj + nanti
m=0 7j=1

On fixe k et on fait tendre n vers 'infini, comme a,+;x — 0, il vient par
n—oo

prolongement des inégalités a la limite :

n—1

o0
am < ) bj
0 j=1

Les sommes partielles étant majorées et le terme général positif, on en déduit
que la série de terme général u,, est convergente et la question 2. assure alors
I’égalité des sommes demandées.

m=

Exercice 1.12.

1. Soit k£ € N* fixé. Etudier, pour tout n € Z, l'existence de l'intégrale

1 kn
/ L dx.
0 1"‘33

Pour les valeurs de n pour lesquelles cette intégrale converge, on pose alors :

1 kn
I, = (—1)”/ 24 sdx
0 1 + x

2. Montrer que la suite (I, )nen converge vers 0.

3. Déterminer un équivalent de I, lorsque n tend vers 4+oo (on pourra
effectuer une intégration par parties).

4. Exprimer Iy — I,, sous forme d’une somme et en déduire la nature de la

(=n”
kn+1°

5. On considere la procédure Pascal suivante :

série de terme général u,, =

procedure Oral_escp(N,K : integer)
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Var S : integer ;
Begin
if (N=0) then writeln(’1’)
else begin

Oral_escp(N-1,K) ;
if (N MOD 2=0) then S := 1 else S := -1;
writeln(S/ (K*xN+1))
end ;

End ;

Que produit ’appel suivant : Oral_escp (3,2) ; 7

Solution :

1. x Sin >0, I, existe car la fonction a intégrer est continue sur le segment

0,1].
kn

1+ 2" (0)
ce qui est toujours le cas, sauf pour n = —1 et kK = 1. Bref :

*Sin < 0, alors

I, existe sauf danslecasn=—-1let k=1

1
2. |1, < /0 " dr = R donc lim I, =0.

n—-+oo

3. En intégrant par parties :

L kn kn—+1 1 L knt1 k—1
_ |z 1 . x —kx
| dx—[knwmkh /zmﬁumk)zdf”

1 LR(n+1)
= x
1 k n+1 1
Comme / ( / zF D) dg = +, on en déduit :
0 (1 0 k(n+1)+1
Sy < (0 T
(/{:n+1) (k;n+ 1) kn+17kn+k+1
Ainsi : (1)
In (;) 2kn
Ly — (—zk)" 732? 1 y %if_ L
4. Iy — I, = / dx = / x)™ dx =
’ o l1+= =0 o( ) i=o kb1

x*™ et I'intégrale existe si et seulement si kn < —1,
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(- )= 5 CU (g
0 n = k‘f—{—l oo 0

Ce qui prouve la convergence demandée.

5. Il affiche, pour k£ = 2, les valeurs de ug, u1, us, us.

Exercice 1.13.
1. a) Montrer que pour tout (x y) € R?\ {(0,0)}, on a :

lzIn(z? + y?)| < 2/22 + y2x| In(2? + y?)|

b) En déduire que la fonction f dfinie sur R?\ {(0,0)}, & valeurs réelles par :

flz,y) = (2® +y?)*
est prolongeable en une fonction continue sur R?.

2. Etudier Pexistence des dérivées partielles d’ordre 1 de f en tout point .

3. Déterminer les points critiques de f.

4. a) Montrer que f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) (on pourra étudier

h:xw— f(x,0)—1).
b) Montrer que f admet un minimum local en (e™1,0).

c¢) Montrer que f n’admet pas d’extremum local en (0, 1).

Solution :

1. a) On a |z| < v/22 + 92, donc |zIn(z? + y?)| < /22 + 2 In(2? + ¢?)

encore

| In(z? +y?)| < 2¢/22 + y? In(y/22 + ¢?)

b) Comme lim 2ulnu =0, il vient :

u—0t
lim rxln(z? +42) =0
(x,9)—(0,0) ( v
Or pour (z,y) # (0,0), f(z,y) = exp(zIn(z® +y?)) — 1, soit :

(z,9)—(0,0)
En posant f(0,0) = 1, f est continue sur R2.

2. % f est clairement de classe C*> sur R? \ {(0,0)}, avec en particulier :

0 2
G () = (e +9%) + ) explain(a? +47))

af 2wy
Ay (x7y) — 2 +y2

exp(z In(z? + y?))

ou
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« f(0,y) — f(0,0) =0 — 0, donc a—f(O, 0) existe et vaut 0.
y — 0 y—0 8y
_ x In 22
L J(@,0)—f(0,0) _ e =1 Inz? — —oo, done 2£(0,0) nexiste
Xr — O a x—0 x—0 ax
pas.
g—x(x7y):0 {xy—O )
Gy =0 e

r=0etye{-1,1}
<~ ou
y=0etxe{-1/e1/e}

Il existe donc quatre points critiques.

x ln 22 :
4. a) Soit h définie par:h(a:):f(g;,o)_lz{e —1 siz#0
0 siz=0

Size]0,1[, f(z,0) —1 < Oetsize]-1,0)f(x,00)—1>0

Donc f n’a pas d’extremum local en (0,0).

b) Pour y # 0,In(z? + y?) > Inx?, donc si z > 0,z In(x? + y?) > rlnz? et

f(x,y) = f(2,0) = h(z) + 1.
Une étude rapide de la fonction h montre que la restriction de h & RT est
minimale au point 1/e (car on a h'(z) = e* Inz? (2 + Inz?)), on peut donc
écrire :
Ve >0,Yy#0, f(z,y) = h(e™)+1= f(e™1,0)

f admet donc un minimum local en (e™*,0).

¢) f(z,1) — £(0,1) = e?@*+1) _ 1 qui est du signe de z, donc f n’admet
pas d’extremum en (0,1).

Exercice 1.14.
no_k
Soit n € N*| et f,, la fonction définie sur R par : f,(x) = > %e_“’.
k=0 IV
1. Etudier les variations de la fonction fn et tracer sa courbe représentative

dans un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (O, 7, 7).

400
2. Montrer que, pour tout n € N, l'intégrale, I,, = / t"e~tdt converge et
0

donner sa valeur en fonction de n.



Analyse 31
3. Montrer que pour tout n € N et pour tout x > 0, on a : f,(z) =
400
/ t—T:e_tdt.
. nl

n_k
4. Montrer que pour tout « >0, 3 Twe™"f,_p(x) = fn(22).

k=0 M

400

5. Vérifier que, pour tout x > 0 et pour tout n € N, I'intégrale fn(t)dt

mn
est convergente et a pour valeur Y fi(x).
k=0
6. Comparer les limites suivantes :

lim lim t—ﬁe_tdt
Tr—+00 _n—>—|—oo 0 mn.
et
lim lim t—ﬁe_tdt
n—-+oo _ac—>—|—oo 0 n. ]
Solution :
Donc :
n pair : n impair :
x —00 0 +00 T —00 0 +00
fr(2) - 0 - fr(2) + 0 —
fn \ \ 0 fn —0 / \ 0

2. La question précédente donne :

b
/ tre~tdt = nl(fn(a) — fu(b))
Donc : ¢
I, =n!

3. De méme : oo
/ t"e~tdt = nlf,(x)

—+ o0

4. fn(2z) = et dt. Et, avec le changement de variable t = u + x :
9p M

x
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n:

fn(22) = +00Me_(“+x) du = o i o xFynTRe et dy
! . : z o kKl(n — k)! k)

no k[T  n_k

no_k
fu(2z) =™ 3 4 fri(2)
kZO k:.
5. La convergence est immédiate, par croissances comparées, et :
fadt= 3= [ Betat= 3 i)
k=0Jzx : k=0
6. On a, respectivement :

lim lhm /—e_tdt] lim (1- lim f,(z))) = lim (1-1)=0

r——+o0o | n—4o0 xr——+00 n— oo x——+00

et :

x

lim l lim / —e_tdtl = lim 1=1
n—-4oo |r—-4o00 n—oo

Exercice 1.15.

Pour tout entier naturel n, on définit le polynéome P,, par :

Py =1, P1:X,...,Pn:X(X—l)--r-u(X—n+1)

PRI

Soit f une application définie sur Rt & valeurs réelles, de classe C'*°.

1. Montrer que pour tout entier relatif j, P, (j) est un entier relatif.

2. Montrer qu’il existe une unique suite de réels (a,)neny possédant la
propriété suivante :

n
«pour tout n de N, f(z) — > axPx(x) s’annule aux points 0,1,2,...,n.»
k=0

(on pourra résoudre un systéme d’équations linéaires d’inconnues ag, a1, . . . , an. )]
3. Soit b > 0 donné.

Montrer que la suite (a,)nen associée a la fonction f : x — f(x) = b* est
définie pour tout n € N par : a,, = (b—1)".

4. Soit x > 0 fixé. Montrer que pour tout entier naturel N, il existe un réel
0 tel que :

fz) = é:o arPi(z) + Py (z) fNFD(0)
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N
(on pourra utiliser la fonction g : t +— g(t) = f(t) — > apPr(t) — APn11(1),
k=0

ou A est une constante judicieusement choisie, et ap_pliquer le théoreme de

Rolle).

Solution :
1. Soit n € N.
*S10<j<n—1,alors P,(j) =0;

i j > n, alors Py(j) = (?) :

5815 <0, P,(j) = (-1 LD, 'ﬁ!(’j’ tool) (—1)”(|j| erﬁ ) 1)'

dans tous les cas P,(j) € Z.

2. Pour tout n de N, on veut réaliser > axPy(j) = f(j) pour tout j de [0, n].

k=0
Matriciellement cela se traduit par :
ao f (0)
M| = :
an, f(n)

l

] ), les lignes et les colonnes

ou M est la matrice de terme générique m; ; = (

étant pour une fois numérotées de 0 a n.

Cette matrice est trigonale inférieure, les coefficients diagonaux valant tous
1, ce qui prouve que M est inversible.

On peut calculer I'inverse de M en interprétant I’endomorphisme de R, [X]
canoniquement associé¢ & *M : cet endomorphisme est 'application P(X)
P(X+1), dont I'isomorphisme réciproque est ’application P(X) — P(X —1)
de matrice ‘M1, '

Bref, on trouve M~ de terme générique mj ; = (—1)"*J (;) et ainsi :

VneN,Yj € [0,n],a; = éo(_l)j+k () 7(k)

On constate que ces nombres sont bien indépendants de n et uniquement
déterminés par f.

3. 1ci : a; — i(—1)j+k(}i)bk _ (—1) i(—b)k(i) (—1)7(1 — b), soit -

k=0
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4. % Supposons dans un premier temps que = ¢ [0, N].
On définit la fonction g comme dans I’énoncé en choisissant A de facon a ce
que 'on ait g(x) = 0 (c’est possible, puisque Py41(x) # 0).

La fonction g est indéfiniment dérivable et s’annule en (N +2) points distincts
(les points 0,1,..., N et x). En rangeant ces points et en appliquant de
nombreuses fois le théoreme de Rolle, on en déduit que la fonction g(V+1)
s’annule au moins une fois en un point que nous noterons # et qui est compris
entre le plus petit et le plus grand des points utilisés, donc appartient & RY.
1

Or Pny1 est de degré N + 1 et de coefficient dominant m, donc
P](V]\El) =1 et il reste :

gD () = fFNHD(z) — A
Donc A = fNT1(9), ce qu'il fallait.

* Siz € [0, N], la formule demandée est vraie quel que soit le choix de 6.

Exercice 1.16.

Soit n un entier naturel. On considere la fonction F,, définie sur R par, pour
tout x réel :

Fula) = i (a? = )" = So(e = 1)@+ 1)"

et P, 'application de R dans R définie par, pour tout x réel :
1 sin=20
Fulz) = {Fr(bn)(x) sin>1
ou Fé”) désigne la dérivée d’ordre n de F),.

1. Montrer que P, est une fonction polynome dont on déterminera le degré
et le coefficient du terme de plus haut degré.

2. Soit k € [0,n]. On note B, i le polynome défini par B,, . = (X +1)k(X —
1)n=F,

a) Montrer que (B0, Bn1, ..., Bnn) est une base de R, [X].

b) Montrer ’égalité :

k
¢) En déduire que P, (1) =1 et P,(—1) = (—1)™.

d) Démontrer que P,(—X) = (—1)"P,(X). Etudier la parité de P, suivant
les valeurs de n.
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3. On suppose dans cette question que n € N*. Soit p un entier tel que
0<pn—1

a) Démontrer que, pour tout x réel :

P =3 ()6
Fn (x)_kgo 2”71' k p_k B2n—p,n—k(~r)

b) En déduire que FP (1) = 0 et FP(—1) = 0.

¢) Démontrer que P,, possede n racines réelles distinctes dans U'intervalle
-1, 1[.

Solution :

1. F,, est une fonction polynome de degré 2n et de coefficient dominant

2”171' X2" il en résulte que P, = FT(L”) est une fonction polynome de degré n

et de coefficient dominant :
2n(2n—1)...(n+1) yn o 1 (2n)X”

2"n! T oon\n

n
2.a) Soit ) aiB, k(X) = 0 une relation de dépendance entre les polyndmes
k=0
de la famille. Supposons les coefficients non tous nuls et soit 7 le plus petit

des indices k tels que a # 0. Il reste donc :
n
a;Bni(X)+ > apBni(X)=0.
k=i+1
Dans R[X] on peut alors simplifier par (X + 1)* et en substituant ensuite
a X la valeur —1, on trouve «; = 0, ce qui prouve que notre hypothese est
absurde.
(En clair la famille est libre car échelonnée en valuation par rapport a (X +1)
).
La famille est libre, formée d’éléments de R,,[X], et de cardinal ad hoc,il s’agit
bien d’une base de R, [X].

b) Tout polynéome de R,,[X] se décompose sur cette base, et en appliquant
la formule de Leibniz :
Po(X) = = [(X = )"+ 1)7)™)

2"n!

= 5 (I = )M + 1o

(Z) x—(n ﬁ!k)! (X — 1)n_kxz—!!(X + 1)k
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n

= L (1) Bus(x)

2" ¥=o
n 2
1 /n
= kz::() 2_" (k) Bn.i
c) A chaque fois, il n’y a qu'un terme utile et :

Po(1) = 2By n(1) =13 Po(—1) = 5k Buo(—1) = (—1)"

= o
d) On a: ;
P (=X) = 2% kZZJO (Z) (X +DF (=X - 1"
- (—1)”2% k:z::O (Z> (X - 1)k(X + 1)n_k = (=1)"Pa(X)

Ainsi P, a méme parité que n, si vous nous permettez cet abus.

3. a) Toujours grace a la formule de Leibniz :

(p) — 1 L (p) n! _ 1\n—k n! n—p—=k
EP(X) = 5 kgo )T k)!(x 1) S e k)!(X +1)
et en regroupant :
F7X) = kgo 2 k) p — k) Ban—pin—i(X)

b) C’est clair par la formule précédente et on pourrait aussi invoquer le
rapport entre I’ordre de multiplicité d’une racine et ’annulation des dérivées
successives . . .

c¢) * F,, s’annule en —1 et 1, donc (Rolle) F), s’annule en au moins un point
de |—1,1].
* F! s’annule en —1 et 1 et en au moins un point de |—1, 1], donc (Rolle et
Rolle) F)' s’annule en au moins deux points de |—1, 1].

* Au bout de n opérations, F,s,n) s’annule en au moins n points de l'intervalle
|—1, 1] et comme F;, est de degré n, F), s’annule exactement n fois sur |—1, 1.

Exercice 1.17.

1. Soit f une fonction croissante de Ry dans R . Pour tout réel ¢ > 0, on

()

f(z)

On suppose que, pour tout ¢t > 0, g;(x) admet une limite finie quand x tend

vers +00. On définit alors la fonction L par : Vit > 0, L(t) = lirf gi(x).
X—T 00

considere la fonction g; définie sur Ry par : g4(z) =
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a) Montrer que L est croissante et calculer L(1)
b) Montrer que V(s,t) € (]0,+00[)?, L(st) = L(s)xL(t).
En déduire que : Vx E]O,—I—oo[,L(%) = ——, puis que :

()
Vs €]0,4+o00[,Vn € N*, L(s") = (L(s))™ et L(s'/™) = (L(s))*/™.

2. Montrer que L est continue sur |0, +oo[ (on pourra distinguer ¢t = 1 et
t#1).
3. Pour tout = € Ry, on pose h(z) = In(L(e”)).

a) Montrer que V(z,y) € R2, h(z +y) = h(z) + h(y).

b) En considérant / lh(:c + t)dt, montrer que h est dérivable sur R et
calculer h/(z) pour tou% x € Ry.

c¢) En déduire qu’il existe k € R, tel que : Vt €]0, +oo, L(t) = t*.

Solution :

l.a) 0 <t; <ty = Va>0,0<tix <tear = g, () < gr,(x) et, par
prolongement des inégalités a la limite : L(t1) < L(t2) :

La fonction L est croissante.
Il est clair que L(1) = 1.
f(stz) _ f(s(tr)) f(tr)

b) * On peut écrire : gg(z) = = X et par passage a

f(x) fltz) — f(z)

la limite lorsque x (donc aussi tz) tend vers +oo :
L(st) = L(s)L(t)

* Ainsi 1 = L(1) = L(x%) = L(x)L(%) et :

b=k
L(x)
x L(st) = L(s)L(t) donne par un argument de récurrence simple :
Vs>0,Yne N L(s")=(L(s))"
* Ainsi : L(s) = L((sY/™)™) = (L(sY/™))" et L(s'/™) = (L(s))'/™
2. La fonction L est croissante, donc admet en tout point ¢ une limite a gauche

L_(t) et une limite & droite L () et L est continue en ¢t si la limite a gauche
et la limite a droite en ¢ sont égales ( d’ailleurs alors égales a L(t)).
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x On a, par exemple : lim 2V/" =1 et :
n—-—+oo

Li(1) = lim L(2Y/™) = lin (LNY"=L(2)°=1=L@1)
* On procede exactement de la méme fagon pour la limite a gauche en 1 en
partant par exemple de (1/2)%/™ ...
L est continue au point 1.

* Soit xg # 1 et (u,) une suite quelconque convergente de limite xg, alors
par continuité de L en 1 :

L(uy) = L(Z—gxo) = L(Z—Z)L(xo) — L(1)L(wo) = L(xo)
Et, par le théoreme de continuité séquentielle, L est continue au point xg.
3. a) h(z +y) =In(L(e*Y)) = In(L(e*e?)) = In(L(e*) L(e¥))
= In(L(e*) + In(L(e¥) = h(zx) + h(y).

b) Soit H une primitive de la fonction continue h, on a :

H(x+1)— H(x) = /xﬂh(u) du = /Olh(a: +1t)dt = /Ol(h(x) + h(t)) dt
= h(z)+C

La fonction H étant de classe C!, il vient en dérivant :
Ve e R W(z)=h(z+1)—h(z) =h(x)+ h(1) — h(z) = h(1)
Ainsi la fonction h est affine et comme h(0) = In(L(1)) = 0, h est linéaire :
JaeR,Vz >0,h(z) =ax

Alors :
Vi > O,L(t) — L(elnt) — eh(lnt) — eInt _ ya

Exercice 1.18.
1 l}
2724
On définit une suite (f,)nen d’applications de I sur R, par : fo = 1, et pour
tout n > 0, pour tout z € I :

farr(@) =1+1 /j(fn(t) T ()t

1. a) Calculer f; et fs.
b) Montrer que pour tout n de N, f,, est polynomiale.

Dans tout cet exercice, I = [

2. a) Montrer que pour tout n € N*, sup | f,, () — fn—1(x)| existe. On le note
xzel
D,,.
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b) Calculer D;.

Dy,

c¢) Montrer que pour tout n € N*, D,, 1 < 5 En déduire la limite de la

suite (D, )nens-

3. Montrer que pour tout x fixé de I, la suite réelle (f,,(x))nen est convergente.
On note f(x) sa limite.

4. On note, pour tout n € N, M,, = sup | f,(x)].
xzel

a) Justifier I'existence de M,,.

Mn—l

b) Montrer que pour tout n € N* : M,, <1+ 5

5. Montrer que pour tout n € N, pour tout (z,y) € I? : |f,(z) — fu(y)| <
2|z — y|. En déduire que la fonction f est continue sur [I.

6. a) Montrer que pour tout (n,p) € (N*)?, pour tout = € I :

Furp(@) = Fal@)] < 55 (1= o)
b) En déduire que pour tout € I, pour tout n € N* : | f(z) — fn(x)| < 2%
c) Montrer que f vérifie, pour tout x de I :

f@) =143 [T+ rear

Solution :

1. a) fl(x):1+%/ 2t =1+
0

3

x 2
f2(37)=1+%/ 2+t+e)dt =142+ 5 + %
0

b) Si t — f,(t) est polynomiale, il en est de méme de t +— f,(t?); les
fonctions polynomiales ayant des primitives polynomiales, ¢ +— f,,11(t) est
encore polynomiale. On conclut par I’argument de récurrence habituel.

2. a) fn et fr,—1 sont continues sur le segment [—1/2;1/2], donc y sont bornées,
ainsi D,, existe.

b) fi(z) — fo(x) =z, donc Dy = %

) nia(e) = )] = 3] [ (a0 = Faa®) + (1) ~ fua(@D) ]
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<[ 1) = SO+ 118~ Faa(P)
0
Comme t € [—-1/2,1/2] = t* € [-1/2,1/2], on peut majorer, et :
fua(@) = @) < 3| [ (D, + Do)t < Dolel < 0,

et par passage a la borne supérieure :

Dn+1 < %Dn
Ainsi D,, < (%)n_lDl = (%)n et nh—>H<>lo D, =0.

3. La question précédente montre que la série de terme général f,,(z)— fr,—1(x)
est convergente pour tout x de I. Ceci signifie que la suite de terme général
fn(z) est convergente pour tout x de I.

4. a) f, est continue sur I, donc bornée sur ce segment.

bL&@N=|®+%A(ﬁhﬂﬂ+ﬁ%ﬂ#»dﬂ<1+%{£2Mm4dt

< 1+ Mn—1|x‘ < 1+ Mn—l
D’ou, par passage a la borne supérieure :

My <1+ My s

Yy
5. (o) = £a@) = 3] [ (Fua®)+ Fuca () ] < Sy = al2.

X
Or une récurrence élémentaire montre que pour tout k, My < 2 et ainsi :

Vo el [fn(x) = fn(y)] < 2|z -y
Par prolongement des inégalités a la limite, on a donc :

Vo el |f(z) — f(y)] <2z -yl
et f est continue sur I.

6.3) Fusyla) = fule) = 5 (fla) = fir (o)), o
ey "Nk 1yn 1\»
Fapl@) — fal@) < S Iful@)— fa@l < 3 () = (L) - E))
k=n+1 k=n-+1

b) n étant fixé, ainsi que z, il n’y a plus qu’a faire tendre p vers l'infini,
et :

vxeLu@y—hmﬂéiz

c) Il suffit de vérifier que pour tout x de I :
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xT
lim
n—oo 0

(Falt) + Fult2)) dt = / C(F) + F@)) di

Or :
[0~ 700 () - s < | [+ ] < &

On a donc bien le résultat annoncé, et donc :

@) = lim fule) =145 [ (700) + 0%

n—oo

Exercice 1.19.

Soit E = C'([0, 1], R), 'espace vectoriel des fonctions définies et
continues sur [0, 1], a valeurs réelles.
A tout f € E, on associe g définie sur [0, 1] par

g(m):/o inf(xz,t)f(t)dt

1. Vérifier que g est un élément de E et que 'application u : f +— g est un
endomorphisme de E.

2. Montrer que g = u(f) si et seulement si g est deux fois dérivable sur [0, 1]
telle que ¢” = —f, ¢'(1) =0 et g(0) = 0.

3. L’application u est-elle injective 7

Solution :

1. Pour x € [0,1], on a :
1 x 1
g(x) = / inf(xz,t)f(t)dt = / tf(t) dt—l—/ xf(t)dt.
0 0 T
En notant F3 une primitive de ¢ +— tf(t) et F' une primitive de f, on a donc :
9(x) = Fi(x) = F1(0) + 2(F(1) — F(z))

Sous cette forme, il est clair que la fonction g est continue sur [0, 1] (et méme
de classe C1).

D’autre part, la linéarité de l'opérateur f +— ¢ résulte des propriétés des
opérations et de la linéarité de 'opérateur «intégration sur [0, 1] ».

2. Soit f € E et g = u(f). Nous avons déja dit que g est de classe C! sur
[0,1] et :
9'(z) = Fi(z) + (F(1) = F(x)) — 2F'(z) = 2f(z) + F(1) — F(z) — zf(z)
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Vzel0,1],9'( / f@t)dt
La fonction ¢’ est donc encore de classe C! et ¢ (z) =

Enfin, ¢(0) = F1(0) — F1(0)+0x(F—1)—F(0)) = 0 et ¢'( / f(t)

Réciproquement, considérons une fonction g deux fois dérivable sur [0, 1],
telle que g(0) =0, ¢’(1) =0 et posons f = —¢"”. On a :

/0 inf (2, ) £ (£) dt = /0 g (#) dt — / g (t) dt
[—tg’(t)}g—l—/ g’(t)dt—yrz[g’(t)]glC
0

/0 inf(z, ) f(t) dt = —zg'(x) + g(x) = 9(0) + zg'(x) — 2g'(1) = g(x)
On a donc bien g = u(f).

3. Si f est telle que g = u(f) = 0, alors g” est la fonction nulle sur [0, 1] et
donc f aussi, ce qui prouve que u est un opérateur injectif.
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