3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On considere deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur un es-
pace probabilisé (92, .4, P), indépendantes, X suivant la loi exponentielle de
parametre A et Y la loi exponentielle de parametre p, avec A > 0 et p > 0.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire AX ?

2. Soit u un réel strictement positif. Montrer que la variable aléatoire
S =Y —uX est a densité et qu'une densité de S est 'application h vérifiant,
pour tout z € R,

Apt e M six >0,

ha) =4 N
TFLU e/\r/u six < 0.
3. a) En déduire la fonction de répartition de la variable aléatoire R = %

b) Montrer que la variable aléatoire R est & densité et préciser une densité
de R.

c¢) La variable aléatoire R admet-elle une espérance ?

y .
X+Y
Dans le cas particulier o A = p, reconnaitre la loi de U et préciser, s’il y a
lieu, son espérance et sa variance.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire U =

Solution :
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1. La variable aléatoire AX suit la loi exponentielle de parametre 1.

2. Notons fi la densité usuelle de la loi exponentielle de parametre k.
Comme u > 0, la variable aléatoire —uX est a densité et une densité est la
fonction

1 " 0 sit>0
g“:t'_)ab‘(iﬂ): %e’\t/“ sit<0

Comme les variables aléatoires Y et —uX sont indépendantes, leur somme S
est une variable a densité, dont une densité est obtenue par convolution :

—+oo
h=gy*fu: mr—>/ Gu(t) fu(z —t)dt
Pour tout z réel :
min(0,z) A ) ( | )\/14
_ A JAt/u —p(x—t _ A\ —ux
h(ac)—/ cettpet dt—ue”/

— 00 — 00

min(0,z)
e(“""% )t dt

Ap e M gix >0

M et (ut ) min(o.e) — ) AT AU
h(l') TN+ Mue B )\,u AT/u i < ()
A+ pu =

3.0na RO =(X<0N[Y Z20)uU([X >0 Nn[Y <0)].

Les événements en présence étant quasi-impossibles, I’événement [R < 0] est
donc de probabilité nulle. Donc pour tout u < 0, P(R < u) = 0.

Pour tout réel v > 0, P(R < u) = P(Y —uX < 0) et en conséquence :

0 0
FR(u):P(s<0):/ h(t) dt = 2 / M/ gy = Y

A+ pu A+ pu

—00
Comme Fpg est continue sur R et de classe C! sur R*, une densité de R est
la fonction

Al .

AR >

p:u»—>{()\+ u)? siuz=0
0 sinon

Comme u.p(u) ~ %, la variable aléatoire R n’admet pas d’espérance.

(+o00) M
4. On montre comme précédemment que les événements (U < 0) et (U > 1)
sont de probabilité nulle. Puis, pour u €]0,1] :
<) = - < = Uy — Hu .
P(U <u)=P((1-u)Y <uX)=Fr(1%) NI u) T
Dans le cas particulier ot A = p, la variable U suit la loi uniforme sur [0, 1],

et admet pour espérance % et pour variance %

Exercice 3.2.

Une puce se déplace dans R muni d’un repére orthonormé (O, e1, e, e3).
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A Dinstant 0, elle se trouve en 'origine O = (0,0,0) ; & tout instant n € N*,
elle effectue un déplacement D,, = (D, 1, Dp 2, Dy 3).

On suppose que les trois variables aléatoires D, 1, Dy, 2, Dy, 3 sont indépendantes
et suivent la méme loi normale A/(0,1). On suppose de plus que tous les
différents déplacements sont indépendants.

Pour i € [1,3], on note Sy, ; = Y. Dy, et Sy, = (Sn1,5n,2,5n,3)-
k=1

On étudie 'événement 4, =[S, € [—1,1]3].

1. a) Déterminer la loi de Sp, 1.

b) Exprimer la probabilité P([|S, 1| < 1]) a laide de la fonction de
répartition ® de la loi normale centrée réduite, et en déduire un équivalent
de P([|Sn1] < 1)) lorsque n tend vers +oo.

¢) Déterminer un équivalent de P(A,,) lorsque n tend vers l'infini.

n+m n+m
a) Montrer que pour tout n,m € N*, ona: P( |J Ay) < X P(Ap).
k= k=n

+oo
b) En déduire lim P( |J Ay).
k=n

n—-+o0o

¢) Déterminer P( (N ( U 4x)).

n>1 k>n

3. L’événement A,, se réalisera-t-il un nombre fini de fois ou une infinité de
fois presque strement ?

Solution :

1. a) La variable aléatoire S, 1 est la somme de n variables aléatoires
indépendantes de méme loi N'(0,1). Aussi S, 1 suit la loi normale N(0,n).

b) On remarque que Snt suit la loi normale A'(0,1). On a donc :

vn

P(—-1< 8,1 <1) = P( —29(L) -1

<)
S vel T e

+x “+o0 entraine que, lorsque n
\/ﬂ ( ) q q

Or ®(z) = ®(0) + z®'(0) 4+ o(x) =

tend vers +oo :

— ANy o /2
c¢) Par indépendance :
P(An) = P(ISn1] <10 ISh2l <UN[ISnal < 1) ~ 5

Avec : C = (2/7)3/2.
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On remarque que la série > P(A,) est convergente.
n

2. a) Démonstration par récurrence sur m :
e pourm=1:
P(A,UA,11) = P(A,) + P(Aps1) — P(A, N Apt1) < P(Ay) + P(Anyr).

e Supposons la relation vérifiée pour un certain rang m. Alors :

n+m n+m
P(U AcUAnims1) S P( U Ap) + P(Animi)
k=n k=n

n+m
< Z P(Ak) + P(A7),+7rz+1)

k=n
On conclut par le principe de récurrence.

b) La série > P(A,) étant convergente, la question précédente montre que
n

400
lim P ( U Ak) = 0, par majoration par le reste d'une série numérique
n—-+4oo k=n

convergente.
oo
¢) La suite d’événements ( |J Ak)n est décroissante pour l'inclusion. Le
k=n

théoreme de la limite monotone montre que :
oo

PN (U 4)) = tim P(U 4) =0

n>1 k>n

3. La probabilité précédente est nulle. Avec la probabilité 1, la puce ne pourra
se trouver qu'un nombre fini de fois dans le cube [—1,1]3.

Exercice 3.3.
Dans cet exercice, b est un réel strictement positif.
Soit (X,,)r>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. (c’est-a-dire indépendantes
et identiquement distribuées) de fonction de répartition F' définie pour tout
x réel par :
1
Flz) = ———
( ) 1+ efbw

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire X;. La variable aléatoire
X1 admet-elle une espérance ?

2. Soit (an)n>1 une suite réelle strictement croissante telle que liIJIrl ap =

n—-1+:0oo
+00.
Pour tout n de N*, on pose M,, = sup(Xi, X, ..., X,,). Déterminer la loi de
M, — a,,

3. Etudier la convergence en loi de la suite (M,, — an,)nen+ dans chacun des
cas suivantls :
a) ap = %
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b) a, = clnn, avec ¢ réel positif.

4. Ecrire un programme Pascal qui simule la loi limite obtenue en 3. a).

Solution :

1. La fonction F est de classe C' sur R. On peut donc prendre pour densite
fx de X la fonction définie par :

VoeR = b
r € R, fx(z) (140 )

La fonction h : z — x fx () est continue sur R.

Comme b > 0 :
+oo

e au voisinage de +o0, h(x) ~ re™ %% = o(1/2?) : / h(x)dx converge.

0

—bx 0
e au voisinage de —oo, h(z) ~ fﬁw = 2e" = o(1/2?) : / h(z)dz
e —00
converge.

Donc X7 admet une espérance.

2. On sait calculer la loi du supremum de variables aléatoires indépendantes.
Ainsi, pour x réel :

P(M, —a, <z)=P(M, <z+a,) = (Fx(z+a,)" = W

3. a) On suppose que a, = lnTn Ainsi :

“b(etan) _ €7 1 n o nln(1+€0) e
e n) = et( —z ) =e " n ). D’ou
n 1+e ™ /n
lim P(M, —ax)=e*° "
n—-+00

ette derniére fonction vérifie les propriétés d’une fonction de répartition
Cette derniere foncti érifie 1 iétés d’ fonction de répartiti
(limites en +oo, croissance) et il s’agit méme d’une fonction de répartition
d’une variable a densité.

b) On suppose que a, = clnn. On a alors :

—bx n z )

—b(z+an) _ € ( 1 ) _ a—nlin(1+e=bT /nbe)

e = et =e
nbe 1+ efbgg/nbC

Enfin, en supposant ¢ # % :
7n1n(1+c7b1'/nb°) — {0 sibe <1 )
1 sibe>1
La fonction constante nulle et la fonction constante égale a 1 ne sont pas de
fonctions de répartition : il n’y a pas convergence en loi.

lim e
n—-+o0o

4. On utilise la méthode de la fonction de répartition : si X est une variable
aléatoire continue de fonction de répartition F', alors F(X) suit la loi uniforme
U([0,1]) (A vérifier rapidement). La loi de X est donc F~1({f).
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o In(—In(y))
_obe n(—In(y
= <> = —
y=e x b
On peut donc proposer :

function EscpEurope(b : real) : real
Begin

randomize ;

EscpEurope := -1ln(-1ln(random))/b
End ;

Exercice 3.4.
Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur 1’espace probabilisé
(Q, A, P), iid. (c’est-a-dire indépendantes et identiquement distribuées) de
densité

2¢ siz e |0,1

flay = {2 szl

0 sinon

1. Donner la fonction de répartition, I’espérance et la variance de Xj.

2. Soit a un réel de ]0, 1[. Pour tout w € £, on pose, sous réserve d’existence :
Se(w) =min{i e N / X;(w) > a}
Montrer que S, est une variable aléatoire. Donner sa loi.

3. Soit (an)n>0 une suite réelle telle que 0 < a, <1let lim a, =1.

n—-+oo

Déterminer la convergence en loi de la suite ((1 — a,,)Sq, )n-

4. Soit € > 0. Déterminer :
n—1
. ) 2n
a) nEIfooP( OXl > 5 +en).

i=

n—1
b) lim P(Y X; <2+ /m).
=0

n—-+o0o

5. Soit v un réel. On pose R,, = inf(n®*Xo,n*X1,...,n*X,,_1). Etudier en
fonction de « la convergence en loi de la suite (R;,).

Solution :

1. Un calcul immédiat donne :
0 siz<O0
Fx,(z) = {xQ sixze€l0,1], E(Xo)zg’ V(XO):%8
1 siz>1
2. Pour tout 7 € N :

(/5u(w) = 1} = [ D {/X,(0) < V)] 0w/ Xi(e) > va)
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(Si ¢ =0, alors le premier terme de I’expression disparait)
Or, pour tous i et j, les ensembles ci-dessus sont éléments de la tribu A, ce
qui montre que pour tout i € N : {w/S,(w) =i} € A.
D’apres ce que l'on vient de montrer, pour tout ¢ € N (méme pour ¢ = 0) :
P(Sa = i) = [Fx (V@) (1 - Fx(v/a)) = ai(1 — a)
et io: a‘(1 —a) = 1, ce qui prouve que S,, est définie presque partout, ce qui
i=0

i=
lui donne le statut de variable aléatoire.

3. Déterminons la loi de (1 — a,)S,, . Notons pour cela «,, = Ll —za IE

P((1 —a,)S,, <2)=P(Sa, < —L—)=P(S,, <an) =Y, af(1—a,)

wST—q,

=1-ap
Or lim (1 —a%") = lim 1—e® @) =1 72,
n—oo n—oo
(Pour le démontrer on utilise le fait que, lorsque n tend vers linfini :

In(a,) ~1—a, et a, ~ T fa 2
n

Ainsi ((1 — ay)Sa, )n converge en loi vers une variable suivant la loi £(1).
n—1

4. a) On remarque que E ( > Xi) = 2?” Ainsi, par I'inégalité de Bienaymé-
i=0

n—1
Tchebicheff, et en posant 3, = > X;, on a :
i=0
n—1 —
P( X > 2?" —i—sn) = P(izn E(Xn)
i=0

)
n >E)< n52 n:;oo

b) En utilisant le théoréme de la limite centrée, comme V(%,,) = % :

P B (BBl <) — () [ eva-a6v)

n—
i o0

5. Calculons la loi de R,, :
P(Ry > 2) = (P Xo > 2)" = (P(Xo > £))" = (1 - Fy, (£))"

[e3 [e3

n

Donc :

0 , siz <0

Fr ()= 1= (1= 50)" sizelo,n]
T

1 sixz >n®

Ainsi : 1 siz>0
. 1/9 I P :{ S1 T =2

e sia€]0,1/2] aom R, () 0 siz<0’

2 .
e sia=1/2, lim Fg (z)=41-¢" siz=0
/% B Fru @) { 0 siz<0
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o sia>1/2 lirf Fr, (z) =0, qui n’est pas une fonction de répartition, il
n—-—+oo

n’y a donc pas convergence en loi !

Exercice 3.5.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le
méme espace probabilisé (2,4, P) et suivant toutes la loi géométrique de
parametre p, avec 0 < p < 1.

On pose ¢ = 1 — p et on note o un réel strictement positif et différent de 1.

L’objet de cet exercice est de calculer la probabilité que la série de terme

général — X soit convergente, c’est-a-dire de calculer la probabilité de
n=An

I’événement :

A={we — 1 converge
{ / n; X () ge}

1. Calculer la probabilité de A lorsque o > 1.
On suppose désormais que o € 10,1[; on pose B =1 — a.

2. a) Montrer que pour tout k£ de N, on a :

(o) o0
P(U[Xn>nf)) < ¥ gv' !

n=~k n=~k
b) Etudier la convergence de la série de terme général q"ﬁ’l.
c) En déduire klilf P( U [X, >n").

ST 00 n=k
d) En déduire que P( (N ( U [X, > n”])) =0.
k=1 n=k

Dans la suite de ’exercice, on note :

Ap ={w € Q / X,,(w) > n? pour un nombre fini de valeurs de n uniquement}.
3. a) Montrer que Ag = |J ( N [Xn < n7)).
k=1 n=k

b) Montrer que P(Ag) = 1.
4. a) Montrer que pour tout w € Ag, la série de terme général ox
n

divergente.

b) En déduire la probabilité de I’événement A.

Solution :

1. Comme, pour tout n > 1, pour tout w € , on a X,(w) > 1, il vient
1

X () < % et la série converge toujours : P(A) = 1.
n*X,(w) " n
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2. a) Soit k € N; la probabilité d’une réunion étant majorée par la somme
des probabilités constituantes :

0] 3 = B = [n?] = Pl
P(U[Xn>n"]) < X P(X,>nf)= 3 ¢ 1< Y g
n=k n=~k n=k n=k

La derniere inégalité étant justifiée par le fait que n® — 1|n”’| = q”ﬂ’1 >
L"BJ 52 " csi2 13 . fps
q et I’égalité centrale par propriété d’une loi géométrique.

(s s_
b) La série > q™ ~! converge car

lim n2¢""~1 = lim exp((n® —1)Ing+2Inn) =0 (car Ing < 0).

n—-+oo

(oo}
o B_ -
c) Ainsi lim 3 ¢" ~! =0, comme reste de série convergente, et

k——+oo n=k
00
lim P( U [X, >n"]) =0.
k—+oco n—k

d) Par inclusion, il vient, pour tout k € N* :

P(,ﬁ ( @k[X” > nf]))) < P( @ X, > )

Il reste a faire tendre k vers +oo.

3. a) Dire que w € Apg signifie qu'il existe k € N (dépendant de w) tel que
pour tout n >k, X,,(w) < n”. Donc :
Ag={weQ/ITkeNVn>k: X,(w) <n’}

et :
150 (A <)

b) Calculons la probabilité de I’événement complémentaire de Ag.

P(Ag)=P(U ( N [Xn <nf)))=P(N ( UI[X,>nP)) =0 par la question 2. d)
k=1 n=k k=1 n=k
4. a) Soit w € Ag. On a alors : il existe k € N tel que pour tout n > k,
Xnlw)
nf T
Or:

X”(Bw) <l X’}Ew) <le —L >
n n ¢ n*X, (w)

3=

Ainsi, pour tout w € Ag, la série de terme général — est divergente.

n*X,(w)

b) La question précédente montre que

Agc{we/> m diverge} = A.

Comme P(Ag) = 1, il vient que pour « € ]0, 1], la probabilité de ’ensemble
A est nulle et la série diverge presque sirement.
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Exercice 3.6.
On étudie dans cet exercice 'arrivée de clients & un guichet.

Pour n € N et (t1,t2) € (RT)2 avec 0 < t; < tg, on note A(n,ty,t2),
I’événement : «il est arrivé n clients entre les instants ¢1 et to».
On fait les hypotheses suivantes :
e la probabilité de A(n,t;,t2) ne dépend que de n et de t = {5 — t1; on la
note P, (t). On suppose que Py(0) =1 et P,(0) =0sin > 1.
e Pour tout couple (n,n’) de N2 et tout triplet (t1,t2,t3) de (RT)3, avec
titots, les événements A(n,t1,t2) et A(n/, ta,t3) sont indépendants.
1= PRy(t) = Pi(t)

e lim =0.

t—0+ Pl (t)
e Pour tout n de N, ¢t — P, est dérivable sur RT.

1. Montrer que Py est décroissante sur RT.

2. a) Montrer que V (s,t) € (R*)2, Py(s +t) = Py(s)Po(t) et en déduire par
labsurde que Py(1) # 0.

b) Montrer qu’il existe a réel strictement positif tel que pour ¢ > 0, on a
Po(t) =e 9,

3. Montrer que P{(0) = a et que P/ (0) = 0 pour tout n > 2.

4. Pour tout k € [0,n], pour tout (s,t) € (RT)? on considere 'événement
E, = A(n—k,0,t) N A(k,t,t + s).
a) Quel est 'événement FoUE, U---UE, ?

b) Montrer que P, (t + s) = Z Pp_i.(t)Pr(s).
k=0

En déduire que pour tout n > 1, on a : P, (t) = a(P,—1(t) — Pn(t)).
¢) Pour t > 0, on pose Q,,(t) = e* P, (t). Trouver une relation entre @/, et
Qn—1. En déduire Q,,(t) puis P, (t) pour n > 1.

5. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de clients arrivant au guichet
pendant un intervalle de temps d’amplitude ¢. Quelle est la loi de X; 7

Solution :

1. Pour u et t positifs, Py(t) = P(A(0,u,u + t)).
Soit 0 < t < s. S’il n’arrive aucun client entre les instants 0 et s, il n’est
arrivé aucun client entre les instants 0 et ¢ ; donc :
A(0,0,s) C A(0,0,t) = P(A(0,0,s)) < P(A(0,0,1)).
Ainsi P, est-elle décroissante.

2. a) Pour s,t positifs, on a Py(s +t) = P(A(0,0,s +t)).
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Or A(0,0,s +t) = A(0,0,s) N A(0,s,t + s) qui sont deux événements
indépendants. Ainsi, par les hypotheses, Py(s +t) = Po(s)Py(t).
Supposons que Py(1) = 0. Par le résultat précédent, Py(1/2)? = Py(1) =0 et
par récurrence, pour tout n > 1, Py(1/2™) = 0. Par continuité de Py, il vient
Py(0) = 0 en contradiction avec Py(0) = 1.

b) La fonction dérivable Py vérifie, pour tous s,t positifs : Py(s +t) =
Py(s)Py(t). En dérivant par rapport a ¢, il vient :
Pj(s+t) = Py(s)Pj(t) et pour t =0, P}(s) = Py(s)P}(0).
Notons b = Pj(0); la résolution de 1’équation différentielle donne Py(s) =
Ce®, pour tout s > 0. Or Py(0) =1 = C. Donc Py(t) = e, pour tout ¢ > 0.
la décroissance de Fy entraine que b < 0 et a = —b > 0.
Pi(t) ;P1(0) ~ lim Plt(t)

t—0

3. Par définition Pj(0) = lim . Or

o
. 1—e % — P1 (t)
e R Y C)]
Donc P{(0) = a.

Le nombre de clients arrivant au guichet entre 0 et ¢ étant une variable

=0 = Pl(t) ~1—eat
(0)

o0
aléatoire & valeurs dans N, on a Y P,(t) = 1. Donc, pour tout ¢t > 0,

n=0
Po(t) + Pi(t) + P,(t) < 1.
Pn(t) < Po(t) + P1(t) + Pn(t) _ Po(t) + Pl(t) + Pn(t) " Pl(t)
S t Pi(t) t
derniere quantité qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers O.

Ainsi : 0 <

4. a) L’événement Ej, est réalisé, signifie qu'il arrive (n — k) clients entre 0

et t puis, k clients entre t et ¢t + s. Aussi 6 FE. correspond a larrivée de n

clients entre les instants 0 et ¢ + s. =

b) Par incompatibilité des événements (Ej)o<k<n, il vient
Po(t+s)=Pu( U By) = 3 P(By) = 3 Pu_ () P(s)

k=0 k=0 k=0

On dérive par rapport a t: P.(t+s) = kzn: P! . (t)Px(s), puis pour t =0 :
=0

P(s) = P(0)Pr(s) + P{(0)Po1(s) = a(Pa-1(s) — Pu(s))
¢) En dérivant Q,,, il vient @/, (t) = aQp—_1(t). Or Qo(t) =1 et Qi(t) = a

2,2
entrainent que Q1(t) = at (car @1(0) = 0). De méme, Q2(t) = % et par
récurrence = ot = &t o—at

, pour tout n = 0, Q,(t) = o et P,(t) = e

5. On a X;(2) = N et pour tout n > 0, P(X; = n) = P,(t). Par la question
précédente, X; suit la loi de Poisson de parametre at.
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Exercice 3.7.

On note :

e S l'espace vectoriel des suites réelles convergentes de limite nulle ;

e ( lespace vectoriel des suites réelles U = (uy,)nen telles que la série de
terme général u,, converge absolument ;

e R, (U) le reste d’ordre n de la série U de terme général u,,.
+oo
AinsiVn e R, (U) = > up.
k=n-+1
1. Justifier qu’on peut définir une application ® : C — S qui, & U = (up)nen €
C associe la suite (R”(U))neN' Vérifier que ® est linéaire.

2. a) L’application ® est-elle injective ?

b) Montrer que ® n’est pas surjective (on pourra considérer une série
convergente mais non absolument convergente).

Soit X wune variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) a
valeurs dans N, admettant une espérance. On admet qu’alors :

+oo
EX)= > P(X>k)

k=0

3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, admettant une espérance
strictement positive ; on note u,, = P(X = n), pour tout n € N.

B ®(U), notée ¥(U), définit une loi de probabilité

sur N. On notera Y une variable aléatoire suivant cette loi.

Justifier que la suite

4. On suppose que la variable aléatoire X suit la loi G de parametre p € ]0,1]
définie sur N par

G=(gn)nen avec VneN g, =PX =n)=pqgtoug=1—p
Que peut-on dire de Y de loi ¥(G) ?

5. On suppose que Y est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que :
1

VneNv,=PY =n)= CEICE)] ; on note alors V. = (vp)nen
P . . _a b
a) Déterminer deux réels a et b tels que Vn € N, v,, = 1 + s

b) Existe-t-il une variable aléatoire X & valeurs dans N de loi de probabilité
U telle que Y soit de loi de probabilité ¥ (U) ?

c¢) U est-elle unique ?

Solution :

1. La convergence absolue de la série prouve que les restes existent et forment
une suite de limite nulle, et la linéarité de ® est banale.
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2.x0(U)=0 = Vn>1lu,=R,-1— R, =0, Ker ® est donc formé des
suites nulles a partir du rang 1 et ® n’est pas injective.

1

n+
peut définir la suite de ses restes, qui appartient a S, et s'il existait une suite

(un) telle que la série > u, ait cette suite de restes, alors (u,) et (v,) coi
ncideraient & partir du rang 1, donc (u,) ne peut appartenir & C et ® n’est
pas surjective.

* Soit Y v, une série semi-convergente (par exemple v, = (—1)" ), on

3. La série de terme général u,, est & termes positifs et est (absolument)
convergente (de somme 1).

De plus, pour tout n, R,(U) = P(X > n) > 0 et la somme de cette série
vaut F(X). Donc ¥(U) est bien une loi de probabilité.

4.1 Ry(X)=P(X >n)= > pg* =q" et

k=n+1
EX)=YPX>n)=-1_=1
()= & P >m) = L =
Donc P(Y =n) = an(X) =pq" : Y suit la méme loi que X.
5. a) Facilement : v, = 1 ___1
’ M n4+1 n+42°
b) S’il existe X convenable d’espérance A, on doit avoir :
Vn e N uy = Ry 1(U) = Ra(U) = Mvp_1 — vn) = 22

nn+1)(n+ 2)
PuisuozlfRO(U):17/\110:17%.
On peut donc prendre A = 2 et alors X est méme a valeurs dans N*.

¢) A peut prendre toute valeur de |0, 2], il n’y a donc pas unicité.

Exercice 3.8.

Soit (un )nen une suite de réels telle que ug = 1 et pour tout n > 1, u,, €10, 1].
n

Pour tout n de N, on pose p, = [] u.
k=0

1. a) Montrer que la suite (p,)n est convergente et que sa limite ¢ appartient
a[0,1[.

b) Soit k € [0, 1[. Montrer que si & partir d’un certain rang, on a : u, < k,
alors £ = 0.
Que peut-on dire de la suite (py,)n si (un ), est décroissante ?

¢) Donner un exemple de suite (uy,), pour laquelle £ > 0.
2. On consideére une famille (X,,),en de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (2,4, P) avec :
e X est constante égale a 1,
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e X suit la loi de Bernoulli de parametre uq,
e pour tout n > 1, X, suit une loi de Bernoulli de telle sorte que :
Px,—0)(Xny1=1)=0¢et Px, —1)(Xny1 =1) = tupnq1
a) Donner le parametre de la loi de X, et en déduire son espérance.

b) Les variables aléatoires X,,, n € N, sont-elles indépendantes ?

3. On suppose que £ = 0.

a) Quelle est la probabilité de 'événement A défini par A= [ (X, =1)7
neN
b) On définit la variable aléatoire Y par :
max{n € N/X, (w) =1} ¢l existe
-1 sinon

Vwe QY (w) = {

o0
Comparer Y et > Xj. En déduire, si elle existe, 'espérance de Y.
k=1

Solution :

1.a) Sip, #0,0n a ]% = Up+1 < 1, donc on a toujours 0 < ppt+1 < Pp s
n
la suite (u,) est donc décroissante minorée : elle converge vers fu; < 1.

b) Si w, < k pour n > N, alors u,, < ErNun < k™, qui tend vers 0
quand n tend vers +oo.

Si (uyn)n est décroissante, alors u, < u; < 1 pour n > 1 donc, par ce qui
précede, £ = 0.

n
¢)Onalnp, = > Inuyg. Il suffit donc de trouver une suite (uy,), telle que
k=0
la série de terme général Inw,, converge (avec 0 < u, < 1) et alors la limite
de p,, = exp(Inp,,) sera non nulle.

1/n2

On peut proposer u, = e~ , pour n > 1.

2. Montrons par récurrence que P(X,, = 1) = p,. C’est vrai pour n = 0 et
n = 1, puisque ug = pg = 1 et u; = p1. Supposons le résultat démontré pour
n et montrons-le pour n + 1 :

PXpp1=1)=PX,41=1|X,=1)P(X,=1)
+P(X,41=1|X,=0)P(X,=0)
= Un4+1Pn + 0 = pni1
On conclut par le principe de récurrence.
L’espérance de X,, vaut donc p,,.
b) Elles ne sont pas indépendantes ; en effet si ¢ > n > 0,
PX,=1)P(X,,=1)=ppn #P(X,=1NnX,=1)=P(X,=1) =p,
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a) On a P(( (Xx = 1))P(X,, = 1) = p, — 0, on conclut par le
k=0

n— oo

théoreme de limite monotone.

b) x On vient de voir que la probabilité de I'’événement (Y = —1) est nulle.

[e.e]
On a donc quasi-certainement Y = >~ X,, (pour presque tous les w la somme
n=1
est en fait finie).
En effet, dire que (Y = k) est réalisé, c’est dire que l'on réalise (Xo = 1),
, (Xx = 1) et enfin on réalise (Xi11 = 0), (Xgy2 =0), .... L’événement
(Xo = 1) est siir et n’est pas & prendre en compte.

o0
L’espérance de Y est dong, si elle existe, Y py.
n=1

Exercice 3.9.

Soit @ un parametre strictement positif. Les éleves d’un établissement
numérotés 1,2, ... arrivent successivement a la cantine qui abrite un grand
nombre de tables trés grandes (ainsi tous les éleves pourraient se placer a une
méme table, ou pourraient tous occuper des tables différentes, ... ).

Le premier éleve s’assied a une table au hasard.
Pour k > 1, lorsque le (k + 1) éleve arrive, il choisit au hasard un des k

k
k+

éleves déja attablés et s’assied a sa table avec la probabilité g Ou occupe

e B
une nouvelle table avec la probabilité pry

Pour n > 1, on note T}, la variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q,A,P), egale au nombre de tables occupées lorsque n éleéves ont pris place
et pour i € [1,n],pn; = P(T, =1).

n!

102 +0) - (nt0) Calculer également

1. a) Montrer que pp+11 =

pn+1,n+1~
b) Déterminer une relation de récurrence entre pp41,i,Pn,; €t Ppi—1, pour
i€[2,n].

a) On pose Q,(x) Z Pnitt et Ry (x) H (x + 7). Montrer que

=1 =

Ry (0x)
Qn(z) = o (0)

b) En déduire que l'espérance de T;, est donnée par :

n—1
_ 1
B =0 5l

On admet que la variance de T,, est donnée par : V(T,) = 0 Z m
i
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3. a) Montrer que pour tout n de N* :

n n—1
0 0
/09+mdx<E(Tn)<l+/0 9+xdas

En déduire un équivalent simple de E(T},) lorsque n tend vers +oo.

b) Montrer que V(T,) < E(T,). En déduire que (%)n converge en

probabilité vers la variable aléatoire constante égale a 6.

Solution :

1. a) Le (k4 1)™° éleve s’assied & une table déja occupée avec la probabilité
ki—l—ﬁ' Donc, par indépendance supposée des choix des différents éleves :

P11 = P(Tnpr =1)‘= 111L9X2-2+0X"'Xn19
_ n!
C(1+60)(24+6)---(n+6)
De la méme facon :
Prtin1 = P(Thp1 =n+1) = ﬁxﬁx'nxff—a

971
(1+6)2+0)---(n+0)

b) La famille (T}, = )i1<i<n forme un systéme complet d’événements. De
plus, pour tout k ¢ {i,i — 1}, la probabilité conditionnelle P(T;,11 = i/T;, =
k) est nulle. Ainsi il reste pour i > 2 :

Pn+1,i = P(Tn+1 = Z) = P(Tn-l—l = Z/Tn = Z)P(Tn = Z)
4 P(Tpsy =i/Tp =i— 1)P(T, =i—1)

Soit :

Pn+1i = o i gPn.i + P i gPn.i-1

n+1 i n .
2.2)Ona: Qni1(x) = D Prt1,i® = Ppnr1,1Z+ D Pnt1,i" + Pntin1®

— n+1
i=1

Soit; -
@ual®) = gy e + e
) +(1+9).0.n.(n+9)$n+1
R AN 9)(n—(nl)_' T3 g7+ Pt

0 [Zn:p e om—! xn-{-l]
n4gLag it (1+6)...(n—1+6)
Un changement d’indice dans la deuxieme somme et la réintégration des
termes extrémes donnent alors :

Quir(2) = LI Qu (@)

+
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Enfin, comme @Q(z) = z, il vient Q,(z) =

b) On vérifie que Q,(1) = 1, et on voit que E(T,) = Q. (1
o N R R, (0)
génératrice). On a Q! (z) = R, (Q)R (0x), donc E(T;,) = eRn(G)'

) (fonction

R (z) "= o )
Or Rols) ~ ':Eo pr (dérivée logarithmique), d’ott :

n—1 0
E(T) = E:O o+i

—zx est monotone décroissante sur R*. Ainsi :

0
) " )
0+ g/Fl@—l-xdxg 0+i—

Par la procédure de sommation habituelle :

n—1
0 0
/9 de < E(T,) < 1—&—/0 0+xdm
Soit : fln(n+60) — 0 InOE(T,)0In(n —1+6) —01nb

On en déduit, par encadrement que E(T,) ~ 6lnn.

(n—o0)

b) Comme 0 < Qii < 1, il vient V(T,,) < E(T,). Par l'inégalité de

Bienaymé—Tchebicheff, pour € > 0 :
Tn
P(|g =0 >¢) <

3. a) La fonction = —

VT,) - 0
(elnn)? = 2Inn

)

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et (m

converge vers 6.

Exercice 3.10.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé.

Soit n € N* et A une matrice symétrique réelle d’ordre n. On rappelle que
A est positive (A € S (R)) si pour toute matrice U € M,,1(R), on a :
tUAU > 0.

Dans cet exercice on confond tout vecteur de R™ avec la matrice ligne
canoniquement associée a ce vecteur.

Si Xq,...,X,,Y1,...,Y, sont des variables aléatoires discretes définies sur
le méme espace probabilisé, toutes d’espérance nulle, et admettant toutes un
moment d’ordre 2, on pose :

X=0X,...,.X)etY =(1n,...,Y,)
et on appelle matrice de covariance du couple de variables aléatoires vecto-
rielles X et Y, la matrice notée Xx y de M, (R) dont le terme d’indice de
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ligne i et d’indice de colonne j est Cov(Xj;,Y;). La matrice £x x sera notée
plus simplement ¥ x.
1. a) Montrer que Xxy = E(*XY), ou pour toute matrice aléatoire M =
(m;,;) dont les coefficients admettent une espérance, E(M) est la matrice de
terme générique l’espérance E(m; ;).

b) Montrer que si A, B sont deux matrices de M, (R) fixées, et si X,V
sont deux vecteurs aléatoires définis comme dans le préambule, alors :

Yxtayp=AXxyB

¢) Montrer que pour tout vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,), formé de
variables réduites ayant un moment d’ordre 2, la matrice X x est symétrique
réelle, positive.

2. Soit A € S (R).
Montrer qu’il existe une matrice B € S;F(R) telle que B? = A.
3. a) Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire formé de n variables
aléatoires indépendantes, centrées réduites. Quelle est la matrice X x 7

b) Soit A € S;/(R). En utilisant les questions précédentes, montrer qu’il
existe un vecteur aléatoire Y = (Y7,...,Y,) tel que A = Xy
4. Soit A = (a;;), B = (b;;) deux matrices symétriques réelles positives
d’ordre n. On pose C' = (¢; ;), avec pour tout (4,5) € [1,n]*: ¢;j = ai ;b; ;-

On admet que I'on peut trouver deux vecteurs aléatoires X et Y indépendants,
tels que A=Y x et B=Xy.

Montrer que C' est une matrice symétrique réelle positive.

Solution :

1. a) 1 suffit de faire le calcul : les matrices X et Y étant des matrices ligne,
!XY est une matrice carrée d’ordre n, dont le terme d’indice (4, j) est X;Y;.
Ainsi E(tXY) = (E(Xin))(i7j)€|Il,n]]2-
Or les variables étant centrées :
Cov(X;,Yj) = E(XiY;) — E(Xi)E(Y;) = E(XiYj).
On a donc bien :
Yxy = E(XY)

b) Xxeayp = E("(X'A)(YB)) = E(A('XY)B)
Les matrices A et B étant fixées, il suffit de revenir a la formule du produit
matriciel, en notant M = XY (qui est une matrice carrée) et d’appliquer
la linéarité de 'opérateur espérance, pour obtenir E(AMB) = AE(M)B ; et
donc :

Yxtayp =AE('XY)B = AXxyB
c)Soit U="%(uy ... uy). Alors:
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tUExU = Z Z U; COV(Xi7Xj)Uj = COV(E uiXi, Z quj)

i=1j=1 i=1 j=1

=1

2. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée ; elle est positive : ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Ainsi, il existe (A1, ..., A,) positifs ou nuls et une matrice P orthogonale telle
que A= PD'P, o D = diag(\1,...,\n).
Soit A = diag(v/A1, ...,V An) et B = PA'P.
Cette derniére matrice est symétrique réelle, positive (ses valeurs propres sont
positives) et B2 = A.
3. a) Les variables aléatoires étant indépendantes et réduites, les variances
valent 1 et les autres covariances sont nulles : Y x = I,,.

b) X ayant les propriétes de la question a), posons Y = X B, on a :

Yy =Yxp = F(B'XXB)=BE('XX)B = B?=A.

4. Soit X = (Xy,...,X,) et Y = (V;,...,Y,) deux vecteurs aléatoires
indépendants centrés tels que A =X x et B = Xy.
Soit Z =(Z1,...,2Z,) = (X1Y1,..., X, Y,). On a:

Cov(Z;, Z;) = E(X;Y;X;Y)) = E(X;X;YiY)) = E(X; X;)E(Y;Y))

= Cov(X;, X;) Cov(Y;,Y;) = a; ;bij = ¢ ;

La matrice C' est la matrice ¥z donc est symétrique positive.

Exercice 3.11.

Soit o un réel strictement positif et (Y;);en+ une famille de variables aléatoires
indépendantes définies sur un espace probabilisé (2,4, P). On suppose de
plus que, pour tout ¢ > 1, la variable Y; suit la loi exponentielle de parametre
Q.

n

Pour n > 1, on pose Z, = Y Y; et on note g,, la densité de Z, nulle sur R_
i=1

et continue sur R .

1. a) Rappeler I'expression de g; et calculer go.

b) Montrer que pour n > 1 et & > 0, on a : g, (r) = nae™ (1 —e~%)"~1,

c¢) Calculer lespérance E(Z,) de Z, et en donner un équivalent simple

quand n tend vers l'infini (on rappelle que > % ~ Inn).

k=1
d) Exprimer la variance V(Z,,) de Z,, et montrer qu’elle admet une limite
finie quand n tend vers ’infini.

2. a) Calculer la fonction de répartition G,, de Z,.
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b) On définit U,, = % Déterminer la fonction de répartition H,, de U,.

¢) Etudier pour tout x réel la limite de la suite (H,(z)),. Quelle est la
limite en loi de la suite de variables aléatoires (U, )n ?

d) Déterminer lim E(U,) et lim V(U,).

Solution :

1. a) x Comme X; — &(a), avec les conditions imposées par I’énoncé :
1 9

[e %9

g1 est nulle sur R™ et pour « > 0, g1(z) = ae”
Par convolution (Y7 et Y2 sont indépendantes et Y5 < £(2a)), on a ga(x) =0
pour x0 et pour tout = > 0 :
xr

g2(x) = / e~ 2ae2(@ ) gt = 20&2872%/ et dt = 200729 (e2% — 1)
0 0

Ce qui s’écrit aussi :
x>0 = go(x) = 2067 ** (1 — e %)
b) On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial et le cas n = 2
est traité par la question a). Supposons alors le résultat vrai au rang n.

Comme Z,y1 = Z, + Y,41 on obtient par convolution (Z,, et Y, 1 sont
indépendantes), pour tout x > 0

xr
nia(e) = [ maeev(1 = eyt eI dy
0

= ’I’L(’I’L—|— 1 e (ﬂ+1 / efay 1— e ocy)n 1e(n+1)ay dy
0

gnt1(x) = n(n + ale (Mo / e™ —1)"tdy
0

= n(nt1)a%e= (DT [ (oo —1) ] = (n+1)ae~(mHhaz e 1)
0
Ce qui s’écrit aussi :

x>0 = gnt1(x) = (n+ 1)ae™**(1 —e™")",
ce qui conclut la preuve.

c¢) Gréce a la linéarité de 'espérance on E(Z,) = Y, E(Y;) = ﬁ
k=1 k=1
Par ailleurs, comme »_ 1. Inn, on obtient : E(Z,) ~ Linn
i1k oo (c0) @

d) Comme les Y}, sont indépendantes, on a V(Z,,) =

HM:
M:

Par ailleurs, on sait que la série de terme général —2 est convergente , donc

on en déduit que la suite (V(Z,)), admet une limite.

2. a) Pour 20, on a G,,(z) =0 et pour z > 0
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Gnlz) = /Omnaeay(l eyl gy — [(1 - e*ay)n}z — (1 —eo@)n

b) U, = Zn est encore & valeurs dans Ry, donc Hy(z) = 0 pour tout z0.
De plus pour tout z > 0 on a :
H,(z) = P(Z,nx) = Gp(nz) = (1 — e o"¥)"
¢) x Pour < 0, on a H,(x) = 0 pour tout n, donc lim H,(z) =0.

n—oo
* Pour & > 0, écrivons : In H,(z) =nln(l —e™*™*) ~ —ne *" — 0
(n—o0) n— o0

On en déduit : Va > 0,lim, o H,(xz) = 1.

Par conséquent, la fonction H,, converge en tout point de R* vers la fonction
de répartition de la variable certaine égale a 0 (dont 0 est le seul point
de discontinuité). On en déduit que la suite de variables aléatoires (U,)n
converge en loi vers la variable certaine égale a 0.

d)Ona E(Uy,) = E(Z,)/n ~ % et V(U,) = V(Z,)/n?, donc d’apres les

questions précédentes, on conclut que ces expressions sont de limite nulle.

Exercice 3.12.

Dans tout lexercice (X,)nen+ désigne une suite de variables aléatoires
définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et a valeurs dans [0, 1],
qui sont indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1].

n
On pose pour tout n de N*, S, = > Xj.
k=1
1. On note pour n entier naturel non nul, f, une densité de S, et F, sa
fonction de répartition.
a) Indiquer une relation entre f, 11 et f,.
b) En déduire 'expression de F,,(z) pour z € [0, 1].
c¢) Déterminer, en fonction de n, le plus grand entier k tel que F,, soit de
classe C* sur R.
2. Siw € Q on pose N(w) = min{n € N* /5, (w) > 1}, ¢il existe n > 1 tel
que Sy (w) > 1 et sinon, on pose N(w) = 0.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire N.

b) Montrer que N posséde une espérance et une variance et les calculer.

3. Donner la valeur de P( () (S, = n—1)).
neN*

Solution :

1.a) On a S,11 = Sp + Xpnt1 et X, 11 est indépendante de S,, (car S, ne
dépend que de X;,...,X,). Une densité f, 1 de S,41 s’obtient donc par
convolution de f, et d'une densité de X, 41 :
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+oo

Ve R fui(@) = [ fal®)lon(e—t)dt = / falt)

b) S, prend ses valeurs entre 0 et n, donc pour z € [0, 1], I'intervalle utile

d’intégration est [0, ] :
x

Vo 0.1 fra(@) = [ L0 d = Fu(@) = Fu(0) = Fu(a)

Ainsi, Vz € [0,1], Fry1(z / frp1(t)dt = / i1 (t) dt = / F(
Comme Vz € [0, 1], F1(z) = z, une récurrence simple donne :
Vze[0,1],¥n € N, Fy(z) = L=

n!
C) Vz € Rafn+l(x) = Fn(m) - Fn(x - 1)
Ainsi si F,, est de classe C* sur R, alors fn+1 aussi et Fj41, qui est une
primitive de f,41, est de classe C*t! sur R. Comme F} est seulement continue
sur R (elle n’est pas dérivable en 0 et en 1), une récurrence simple montre
que F,, est de classe C"~! sur R, sans étre de classe C" sur R.

a) Par construction, N est a valeurs dans N.

* L’événement (N = 0) est I'événement [ (S,1), donc pour tout n € N* :
neN*

P(N = 0)P(S,1) = Fu(1) = &
Donc P(N =0) =0 et (N = 0) est donc quasi-impossible.
* Ainsi, pour n € N, P(N > n) = P(S,1) = % (ceci vaut méme pour n = 0)

et donc : ) )
VneN" P(N=n)=P(N>n—-1)—P(N >n) = e
> . = = n — 1 = 1 1
b) Pour n > 2, n.P(N =n) =n - IR qui est le terme
général d’une série convergente. Donc N admet une espérance et comme
P(N=1)=0:

oo oo 1
FE(N) = n.P(N =n) = L —e
( ) nZZ:Q ( ) nz::Q (n - 2)!
De méme, les convergences étant évidentes :
2_OO 2P(N_n)_§ n _§ n—2 _’_i‘é 2
BD = gmri=m = & - S S )
= +2 =3.e
S Letm Lt
et :
V(N) = E(N?) - [E(N)]> =e(3 —¢)
3.0na (S, 2n—-1)=m-S,1),orn—-8,=1-X1)+---+(1—-X,)
et chaque X; ayant méme loi que (1 — X;), et les variables ( — X;) étant

L.

indépendantes, (n — Sy) a méme loi que S, donc P(S, 2 n—1) = -
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Pour tout k£ € N*, on a donc P(nQ\H(&l >n—1)P(Sp>k—1) = %7 soit :
PN (5 5n-1)=0

neN*

Exercice 3.13.

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N, les boules numérotées de
1 & M sont rouges et les autres blanches..

1. On tire successivement et sans remise n boules de 'urne (1 < n < N).
Quel est I’ensemble ) des résultats possibles 7 Calculer le nombre d’éléments
de Q, noté card ().

2. Désormais, on suppose que les résultats possibles sont équiprobables. On
introduit les événements :
pour k € [1,n], Ar = «la £ boule tirée est rouge».

a) Calculer la probabilité P(Ay), pour tout k € [1,n].
b) Calculer, pour k # £ ((k,¢) € [1,n]?), la probabilité P(Ax N Ap).

3. On introduit les variables aléatoires Zj, (1 < k < n), définies par Zy =1
si la k"¢ boule tirée est rouge, Zy = 0 sinon.

On pose S, = Z1 + - - + Z,. On note p le rapport %

a) Calculer la variance V' (S,,) en fonction de n et p.

b) Calculer la limite de V(S,,), pour n fixé, quand M et N tendent vers
I'infini de telle sorte que p tende vers un réel pg tel que 0 < pg < 1.

Solution :

1. L’espace associé a cette expérience peut étre décrit par
Q={(a1,a2, -+ an);a; € {1,---, N}, a; # a; sii#j}.
Onacard(Q) =A% =N(N—-1)--- (N —n+1).

2. L’espace 2 étant muni de la probabilité uniforme on a, pour tout 4 € P(Q),
card(A)

P(A) = %:AP({W}) = card(Q)"
a) Ona A = {(a1,--,a,) €Q: ap € {1,2,---,M}}, dou :
card A = M(N —1)(N —=2)--- (N —n+1), et donc P(A4;) = M/N.

Remarquons que la probabilité de I’événement Ay ne dépend pas de k et est
égale a la proportion de boules rouges dans 1'urne.

b) Pour k # ¢, on a :
AprNAg={(ar, - ,an) €Y are{1,2,---, M} et ap € {1,2,---, M}},
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d’ott card(Ar NA;) = MM —1)(N —2)(N—-3)---(N —n+1), et donc :
P(AyNA)=M(M-1)/(N(N —1)).

n
3. a) Remarquons d’abord que V(S,) = > V(Zp)+2 >  Cov(Zk, Zy).
k=1 1<k<t<n
D’apres a) et b) de la question 2. on a P(Zr =1) = M/N = p, et pour k # £
— Np—1
P(Zk:LZg:l):%x%_% :pr—]. .

Comme les Zj, sont a valeurs dans {0,1}, on a aussi

V(Zy) = E(Z}) = [E(Zy))> = p —p* = p(1 - p),
et pour k # /¢

Cov(Zx, Ze) = E(ZuZ) — E(Zi)E(Z0) = pHE—L — 2.
Par suite
n(n —1 Np—1
V() =np(1 —p) + 220U Np =Ly

=l =pt(n- 1)(%)—_11 —p)) =np(1—p)(1 - H=L).

b) On a : Nlim V(Sn) — npo(1 — po).

On reconnait la variance d’une loi binomiale B(n,pp).

Exercice 3.14.

1. On note E I'ensemble des fonctions f continues sur R & valeurs dans R*
+oo

telles que 'intégrale f (t)e*ﬁ/ 2 dt converge et est égale & /2.
oo

Donner deux éléments de E.

2. Pour f € E, on note Fy(z) = \/%/ f(t)e /2,
TJ—o00

Montrer que Fy est une fonction de classe C!, strictement croissante de R
sur J = 0, 1[, puis montrer que Gy = FJfl est aussi de classe C*.

3. Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que

o(x) ) @ ,
VmGR,/ f(t)e /th:/ et /2qt

—0 —0o0

et montrer que ¢ est de classe C* sur R.

f(t)e 7
Vor

4. Pour f € E, on définit gy sur R, par : g(t) =

a) Montrer que gy est une densité de probabilité.
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b) On considére une variable aléatoire X; de densité gy. On sup-

pose que f est de classe C! sur R, paire et que tligrn f(t)e*f?/2 =0,
— T 00
; 201 (1\a—t2/2 —
tl1+moot f(t)e 0.

Montrer que X ; possede une espérance et que celle-ci est nulle.

Solution :

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On
connailt une densité de X qui prouve que la fonction constante égale a 1
convient.

Comme V(X) = E(X?) = 1, on pourrait penser & prendre comme deuxiéme
exemple la fonction ¢ — t2, mais cette fonction s’annule ...on peut alors
prendre ¢ — %(t2 +1).

f(te 2

V2r

2. Iy est de classe C' et sa dérivée est F}(t) = > 0, ce qui montre

la croissance stricte de Ff.

De plus les limites respectives de Iy en —oo et 400 étant 0 et 1, le résultat
en découle.

Par théoreme d’inversion des fonctions de classe C' & dérivée jamais nulle,
G est aussi de classe C'.

3. Notons F; la fonction Fy pour f constante égale a 1. On a : Fy(p(x)) =
Fi(x), donc ¢ est définie par :

Ve eR,p(x) =GyoFi(x)
et, par composition ¢ est de classe C'.

4. Par une intégration par parties, mais que 'on peut d’abord faire sur un
segment avant de passer a la limite, on obtient :

00 42 42 fe'e) _ 42
E(Xf):/+ e gy 1 fe 7 /2r+oo+ e
e V2m Vor e )0 Vor
Le crochet disparait et l'intégrale résiduelle est convergente, de par les
hypotheses faites sur f. L’imparité donne alors sa nullité.
E(Xs) =0

Exercice 3.15.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

1. Pour tout entier naturel k, on pose : ar =1 — (1 - 2%)”_1.

Montrer que 'application qui a tout entier naturel £ non nul associe le nombre
(ag—1 — ag), définit une loi de probabilité sur N*.
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2. Montrer que la série de terme général aj, est convergente.

3. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N* qui prend la valeur k avec
la probabilité ar_1 — ar. Montrer que X,, admet une espérance et que :
“+o0o
E(Xn) = > ak
k=0
4. Pour p entier naturel non nul et ¢ réel, on pose : f,(t) =1 — (1 — e *)P.

+oo
a) Montrer que l'intégrale fp(t)dt est convergente. On note sa valeur
0

I,.
b) Calculer la valeur de Ip+q — I, pour p > 1.
n—1
¢) En déduire que : I,,_1 = > 1
=1k
d) Montrer que : Innl,_11+1In(n—1).
e) Soit g, la fonction définie sur [0, +oof par : gn(u) =1 — (1 — 2%)71_1
Montrer que pour tout entier naturel ¢ > 2 :
q q q—1
S ax < / o (w)du < S a
k=1 0 k=0

4 3 In—l
En déduire que F(X,) —1< 5

au voisinage de U'infini de E(X,,).

< E(X,), et donner un équivalent simple

Solution :

m
1. Si on pose pp = ap—1 — ag, on a clairement Yk € N*, Oppl et > pp =
k=1

1

ag — G = ( - W)nfl, dont la limite est 1 quand m tend vers +oco. Cela

montre que la donnée des p; définit une loi de probabilité sur N*.

2. L’entier n est fixé, comme (1 —u)""t =1~ (n—1)u+o(u) et klim 2% =0,
il vient : ) . .
ak:(nfl)Q—kJro(Z—k)w(nfl)( )

DNO|—

La convergence de la série en résulte.

3. Pour tout entier positif m, on a en développant et par télescopage partiel :

m m—1
k(ag—1 —ag) = >, ar — many,.
k=1 k=0
“+oo
Comme HIE ma,, =0 et comme . a est convergente, on en déduit que
m—teo k=0

X, admet une espérance donnée par :
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+oo
E(X,) = > a.
k=0

+oo
4.2)Ona:1—(1—e )P ~ pe i et / et dt converge. Par application
(t—+o00) 1

de la régle d’équivalence pour les fonctions positives, on en déduit que I, est
convergente.

+o0 +oo
b) I — I, = / [(1—e 9P — (1 —e H)PFHat = / (1 —e tre~tdt
0 0
On a donc, en abrégé :

S N S p+1r+°°_ 1
e [ ]k
¢) En convenant de poser Iy = 0 (avec la méme formule on a fo = 0), on
déduit du résultat précédent que :

n—1 n—1 1
Inv= 3 (Ik—Ir1) = X ¢
k=1 k=1
d) On a par décroissance de la fonction & intégrer :
n—1 [k+1 n—1 n—1 [k
X TeZasvL) T
k=1Jk k=1 k=2 Jk—1

Ce qui donne :
Inn<I,-1 <1l+In(n-1).
k

e) On a, toujours par monotonie : Vk € N*, a; < / gn(u) du < ag_1,
k-1
q q q—1
dou:Vqg=2, 3 ag S/ gn(u)du < Y ag.
k=1 0 k=0

Comme 2% = e*™2 Je changement de variable ¢ = uIn2 donne

q ] o5
/O go(w)du = s /0 1 (D).

D’ou, par passage a la limite dans I’encadrement précédent, lorsque ¢ tend
vers 'infini :
In—l
In2

Inn

Le résultat d) donnant I,,_1 ~ Inn, finalement : F(X,,) ~ o = log,(n).

B(X,) —1<

< B(X,).

Exercice 3.16.

Soient s, N deux entiers naturels non nuls. Soit p € ]0,1[. On note ¢ = 1 —p.
Un individu dispose de s euros (avec s € N*) et souhaite acheter un bien
qui en cotite N (avec N € N* et N > s). Pour tenter de gagner de ’argent,
il propose le jeu suivant a une personne tres fortunée : il sort de sa poche
une piéce de monnaie (non nécessairement équilibrée) et joue selon la regle
suivante :
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e sila piece tombe sur face (ce qui se produit avec la probabilité p), il gagne
1 euro;
e si la piece tombe sur pile, il perd 1 euro.

Le jeu s’arréte soit lorsque l'individu est en possession des N euros lui
permettant d’acheter le bien, soit lorsqu’il est ruiné (si au départ le joueur
posséde N euros, alors il ne prend méme pas part au jeu) ...

Pour tout k& € [0, N], on note pj la probabilité de pouvoir acheter le bien
avec un avoir initial de k euros. Le nombre N étant fixé, on admet que la
variable aléatoire égale a la durée du jeu, lorsque 'individu posséde au départ
k euros, admet une espérance notée Dj,.

1. a) Calculer pg, py puis Dy, Dy .
b) Montrer que pour tout k € [1,N — 1], px =P Dk+1 + q - Pe—1-
¢) Montrer que pour tout k € [1, N — 1], Dy, = p(1+ Dy41) +q(1+ Dy_1).

2. Lorsque p = ¢ = 1/2, calculer pg, c’est-a-dire calculer la probabilité de
pouvoir acheter le bien a I’issue du jeu avec un avoir initial de s euros.

3. On suppose dans cette question que p = ¢ = 1/2. On cherche & calculer
Dy, c’est-a-dire a calculer le temps moyen au bout duquel I'individu pourra
acheter le bien ou sera ruiné, avec un avoir initial de s euros.

2

a) Montrer que la suite définie pour tout k € N par up = —k* satisfait a

la relation de récurrence :
%Uk+1 —up + %ukﬂ =-1

b) Montrer que la suite finie (Uk)keﬂo,N]] définie par vy = Dy — uy satisfait
une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

¢) En déduire la valeur de Dj.

4. Calculer pg, lorsque p # q.

Solution :

1. a)pOZO,pN=1etD0:DN:O.

b) Notons P; 1'événement «le premier lancer amene pile » et Fy ’événement
contraire. Notons aussi G I’événement «l’individu finit par pouvoir acheter
le bien avec un avoir initial de k euros».

On a :
P(Gy) = P(Gx/P1)P(P1) + P(Gy/F1)P(F1)
Or si P; est réalisé, I'individu se trouve avoir maintenant une fortune
initiale de (k—1) euros et s’il obtient face, il a une nouvelle fortune initiale de
(k+1) euros. Comme P(Py) = g et P(Fy) = p, il vient, pour k € [1,N —1] :
Dk = Pk—1%xq + Pr41xP
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¢) En raisonnant comme précédemment, apres un premier lancer de piece :
— s0it, c¢’est comme si on partait avec une fortune initiale de (k + 1) euros
et on a déja franchi une étape, ceci se produisant avec la probabilité p,
— soit, c’est comme si on partait avec une fortune initiale de (k — 1) euros et
on a déja franchi une étape, ceci se produisant avec la probabilité ¢ =1 — p,

D’ou la mise en équation :
Dy, = p(1+ Dgy1) + q(1 4 Dy—1)

2. LI’équation caractéristique associée a la relation de récurrence linéaire
double de la question b) est :

pr2 —r +q =0, soit ici (r —1)? = 0.
Ainsi, il existe deux réels a, § tels que pour tout k € [0, N, pr = (ak + ).
(On pouvait aussi remarquer que la relation : Vk € N* ppi1 —pr = Pk — Pr—1
caractérise les suites arithmétiques.)

Avec po =0et py =1, il vient : pi = %

3. On suppose que le jeu est équilibré.

2 12
) Soit k € N*. On vérifie que —E L " e (R L7y
%Dk-&-l + %Dk—l —Dp=-1
b) On a : 1 1
SuUE+1 + Huk—1 —up = —1
Par différence, en posant vy = Dy, + k2 : vpy1 — 20p +vp_1 =0
c) Ainsi, il existe deux constantes réelles a, 3 telles que Dy = —k?+a+ fk,

pour tout k € [0, N].
Avec Dy = Dy =0, il vient « = 0, SN — N? =0, soit :
D, =s(N —s)
(il est normal de trouver une expression symétrique par rapport a N/2)
4. L’équation caractéristique associée a la suite récurrente double est pr? —
r+q=0.
1 est racine évidente et ’autre vaut donc ]%
1l existe v et G tels que Vk € [0, N],px = a(%)k + (. Les conditions initiales

donnent :

O:aJrﬁetl:oz(%)NJr,B,soitpS:

Exercice 3.17.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, définie sur un espace
probabilisé (92, A, P).

1. Montrer qu’il existe une suite (u,)n>0 & valeurs dans [0, 1] telle que ug = 0
et qui vérifie la relation de récurrence suivante :
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+oo too
Vi EN, it = 3 (un)FP(X = k) = P(X = 0) + 3 (un)FP(X = k)
k=0 k=1
Que peut-on dire de la suite (up), si X () C N*?

2. Montrer que la suite (u,), est convergente.
3. Soit p € ]0,1[, on pose ¢ = 1 — p et on suppose que X + 1 suit la loi
géométrique de parametre p.

a) Expliciter la relation donnant w,; en fonction de w,,.

b) Déterminer la limite de la suite (uy), (on sera amené & distinguer les

deux cas p < % etp > %)
¢) On suppose que 'on a p > %
1—u
i) Pour tout n de N, on pose v,, = - " calculer v, ;1 en fonction de

n
v, et en déduire la valeur de u,, pour tout n de N.

ii) Montrer qu'il existe une variable aléatoire G a valeurs dans N* telle
que :

VneN, P(Gn)=u,

Montrer que G admet une espérance.

Solution :
1. Supposons w,, défini avec u,, € [0, 1], pour tout k € N, on a :
0< (up)*P(X = k) < P(X = k).
Comme +Z°° P(X = k) =1, par théoreme de comparaison, la série
- > () P(X = )

k
converge, donc u,4; existe et ’encadrement précédent donne alors :

0< S () P(X = k) < 53 P(X = k) = 1
k=0 k=0

donc up4+1 € [0,1]. Par récurrence, la suite existe et est & valeurs dans [0, 1].

Si X(Q) € N*, alors P(X =0) =0, et up = 0 donne u; = Y. 0FP(X = k) =
k=1

0, puis uz = > 0¥P(X = k) =0, ... u est la suite nulle.
k=1

2. On a u; > ug et si pour un certain rang n on a u, = U,_1, alors
[e.e] [ee]
Unt1 = 3 (un)*"P(X = k) = 3 (un—1)*P(X = k) = uy
k=0 k=0
Par le principe de récurrence, on en conclut que la suite u est croissante et
comme elle est majorée elle converge.
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a)Ona:VkeNP(X=k)=PX+1=k+1)=¢"pet donc:

Uit = 5 (u)d*p = p - (qua)* = T (carona 0<qung<1)
k=0 k=0 n
b) Notons ¢ la limite de la suite u. On a 0¢1 et £ = %@, soit gf?>—{+p = 0,
i.e.
(¢ —1)(¢¢t—p)=0
— Sip> 2, alors 2 q > 1 et la seule limite possible est 1, donc nlirr;o Up = 1.

—>Sip<f,alorsO<§<1eti1resteundoute...

Posons f: z +— T _p @’ la fonction f est croissante sur [0, 1] et uog implique
up = f(uo)f(g) = %, ...et par Pargument de récurrence habituel, la suite u
est majorée par % Ainsi la valeur £ = 1 est a exclure et donc lim wu, = %
n—oo
c) i) Pour tout n de N :
v 71*un+171 1qu qxlfuniqv
1= = = =2
I R R A
Par conséquent v,, = (%)nvo = (g) et comme (% —Up )y = 1 — Uy, il
vient : i\ T\
unzl_(;) = 1_55)“
— p— \n
1—wv, 1=(3)

ii) Comme ug = 0 et u est croissante de limite 1, lexistence de G est
claire, et en posant x = ]% € 10, 1], pour tout n de N* :

1—a" _1—gn' _ 2" 1122447
P G = = Up — Up—1 = — =
( n) u Un—1 1 _ gt 1_ " (1 — J?n)(l — xn+1)

Ainsi
P(G=n) ~ 2" 1(1-2z)?
(n—00)
Comme 0 < z < 1, la convergence de la série de terme général nP(G = n)
est acquise (régle d’équivalence et série géométrique dérivée de référence) et
G admet une espérance.

Exercice 3.18.

Pour tout (p, N) € N?, on définit la fonction f, n sur ]—1,1[ par :

fo,N(fU):le et fpri,n(z /pr t)dt

X

1. a) Montrer que, pour tout p € N*, il existe un polynéme P, de degré
inférieur ou égal & (p — 1) tel que pour tout = de |—1,1] :
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x—1)P!
fpo@) = = (1 —2)+ Py (@)
b) Montrer que, pour tous p et N de N et tout « € |—1,1[, on a :
< |$|p+N
(o)l <

¢) Montrer que, pour tous p et N de N et tout z € |—1,1[, on a :
Nt
Z 7, = fp,O(x) - fP,NJrl('T)'

n=0 (Tl + p)
d) Pour tout x € ]—1, 1] et tout p € N, montrer la convergence de la série
nlg™ P : .
b et exprimer sa somme en fonction f, o(x).
nSo (n+p)! v

2. On dispose d’une urne contenant au départ une boule blanche, d’un stock
infini de boules rouges et on joue indéfiniment avec une piece de monnaie non
truquée selon le protocole suivant .

— Si on obtient «face» au n”™ lancer (n > 1), on ajoute u, boules rouges
au contenu de I'urne avant le lancer suivant de la piece.

— La premiere fois que l'on obtient «pile», on tire au hasard une boule de
l'urne et le jeu s’arréte alors.

Calculer la probabilité » d’obtenir la boule blanche dans les cas suivants :

a) La suite (uy,), est la suite nulle.
b) La suite (uy,), est la suite constante égale & 1.
¢) La suite (uy,), est définie par u, =n + 1.

3. On procede de méme mais la régle est maintenant la suivante :

— Si on obtient «face» au n°™ lancer (n > 1), on lance une boule rouge en
direction de 'urne et on a a chaque fois une chance sur deux pour que cette
boule tombe dans I'urne, indépendamment de ce qui a pu se produire avant,
puis on effectue le lancer suivant de la piece.

— La premiere fois que l'on obtient «pile», on tire au hasard une boule de
I'urne et le jeu s’arréte alors.

a) Pour n € N, calculer la probabilité que I'on obtienne n «pile» avant le
premier «face» et que I'on obtienne alors la boule blanche.

b) En déduire la probabilité r d’obtenir la boule blanche.

Solution :

1. a) Par récurrence sur p > 1, le résultat étant clair pour p = 1, avec P; = 0.
Si la propriété est vraie a un certain ordre p > 1, alors par intégration par
parties on a :

eyt ’
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_ _(t;ll)Pln(l_t)r_/j(t—l)pll_tdt+/()IPp(t)dt

0 p!

_1)P
= —% In(1 —z) + Ppy1(2)
ou la fonction P,y; est clairement polynomiale et si deg P,p — 1, alors

deg P,4+1 < p. On conclut ...et on remarque que P, = X.

b) Par récurrence sur p > 0.
N
x| |z
*On a: )| = | <
‘fOJV( )| |1—13| 1_
* Si la propriété est vraie a l'ordre p, alors en prenant garde au fait que le
signe de x est inconnu :

N
m,car 11—z >1—|z| >0.

|p+N |$|p+N |$|p+1+N

T xz
< < |z ‘ = — )
pn@] <| [ nola) < | [ a] = el - B2
¢) En intégrant p fois successivement entre 0 et x la relation :

N _ N+1
Zo T = % = fo,o(l’) - fo,N+1(1’),

on obtient le résult_at demandé.

d) D’apres 1. b) on a NlirJrrl | fp.n+1(2)] = 0. Donc 1. ¢) donne :

%O:o nlg™ TP
n=0 (Tl + p)'

2. Soit B I’événement «la boule tirée est blanche». Soit A,, I'événement «la
piece donne n fois face avant de faire pile». Les (A, )n>0 forment un systeme

complet, avec P(A,) = (l)"l = (l)m_l, donc :

= fpo(2).

27 2 2
r=PB) = 5 Pa,(BPA) = 5 e ()
= n n n:01+u1+...+un 2
+oo n
a)lei:r= > (%) o
n=0
+oo +1
b) D’apres la question 1. d) pourp=1: > 7316:_ 7= fio(x) =—In(1—x),
n=0
donc : N
S 1 (1ynl 1
T:ngonJrl(i) :—ln(l—g):1n2

¢) D’apres la question 1. d) pour p =2 :
too n+2
e
ngo (n+1)(n+2)
Oronaicil4+u + - +u, = (m+1)(n+2)

= foo(z) = —(z—1)In(1 — z) + .

5 , donc
_ +o0 1 1ynt2 1.
r=d Y DTy @) = helm) =20l
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3. a) Notons S le nombre de boules rouges ajoutées dans 'urne. On a, avec
les notations précédentes

P(AnNB) = EP(A NBN(S = j)) = ZP( n)Pa, (S =j)Pa,ns=5(B)

La loi condltlonnelle de S sachant que A n est réalisé est la loi B(n,1/2) et
a la fin on tire une boule dans une urne qui contient j boules rouges et 1
blanche. Ainsi, il reste :

Pm%mB):§;@Y”% )3 A=) i(?ii)

oo 1yn+1 1 1yt
b)r=P(B)= 3 P(A, ﬂB>—2Z 1) 22 ()
= 2l +2mn3
r:2ln%.

Exercice 3.19.

Dans une urne, il y a n boules dont m > 1 sont noires et gagnantes et les
autres blanches et perdantes, avec n > 3m.

1. Un joueur tire au hasard successivement et sans remise m boules de 'urne.
Pour k € {1,...,m}, on note X, la variable aléatoire égale a 1 si la ke
boule tirée est noire et a 0 sinon. On désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre de boules noires obtenues.

a) Exprimer X & l'aide des variables aléatoires X, ..., X,,.
b) Déterminer la loi de X et donner la valeur de son espérance.
c¢) En déduire les égalités suivantes
om\ (n—m\ m m2(n
= (0)60%) = (o) e Z0(8) (%) =2 (o)
2. Apres cette premiere série de tirages, I'organisateur de ce jeu enleéve m
boules blanches de I'urne et propose au joueur le choix suivant :
soit il garde le résultat obtenu, soit il tire a nouveau successivement et au

hasard et toujours sanx remise m boules parmi les n — 2m boules restant
alors dans 'urne.

Le joueur choisit la deuxieme option. Pour ce deuxieéme tirage, on note Y;
(i € {1,...,m}) la variable aléatoire égale a 1 si la ™™ boule obtenue est
noire et a 0 sinon, et par Y la variable aléatoire égale au nombre de boules
noires obtenues.

a) Montrer que 'on a :
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En déduire une expression simple de P(Y; = 1).

b) Calculer l'espérance de Y. Le joueur a-t-il fait le bon choix ?

Solution :

l.a)Ona X =X+ -+ X,,.

b) On reconnait une loi hypergéométrique, et on a X () = {0,...,m} et :
(1) Gor)
Vk e [0,m], P(X = k) = ~k/ m—k/

()

Avec

m

¢) On a donc 1 = kZ::OP(X = k) = }L i (?) (n f_m>7 d’ou la

premiere égalité.

On remarque ensuite que :

w ) (L
o7 G

2. On se place désormais dans la seconde phase lorsque le joueur décide de
continuer.

a) Avec 1. b) et 1. c), on obtient par la formule des probabilités totales
avec le systeme complet associé a la variable X :

P(Yy=1) = ép(y’“ —1/X = k)P(X = k)

ol
e

sy & PG

m

_ <~ m—k
_,;::On—%n><

En séparant la somme en deux, les deux formules obtenues en 1. ¢) permettent
alors d’écrire :

PV =1) = o (m— 1) %

b) Comme Y =Y; + --- 4+ Y,,, on obtient par linéarité de I’espérance :
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m m 2
EY)=Y E(Y;) = PYk=1=w.
) kZ::1 () kz::1 ( ) (n—2m)n
Comme n —m > n — 2m, on remarque que E (Y) > E(X), le joueur a donc
fait le bon choix.



