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ALGEBRE

Exercice 2.1.

Une matrice M de M, (R) (n > 1) est dite a diagonale propre si ses valeurs propres (la matrice M étant
considérée comme matrice de M,,(C)) sont toutes réelles, et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres.
On note &, 'ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre. Une matrice A est antisymétrique si ‘A = —A.

1. Montrer que ’ensemble &, n’est pas vide.

0 0 1
2. La matrice antisymétrique A = 0 0 0| est-elle a diagonale propre 7
-1 0 0

3. Soit A une matrice antisymétrique a diagonale propre.

a) Quelles sont ses valeurs propres ?

b) Montrer qu’il existe un entier p > 2 tel que AP = 0.

c) Calculer (*fAA)P. En remarquant que ‘AA est une matrice symétrique, montrer que A = 0.
4. Soit A, (R) le sous-espace vectoriel des matrices de M,,(R) antisymétriques. Déterminer la dimension de
An(R).
nn+1)

5 (on pourra

5. a) Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que F' C &,. Montrer que dim F' <
utiliser dim(F + A, (R)).

b) Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (R) vérifiant F C &, ?

Solution :
1. L’ensemble &, contient les matrices diagonales et les matrices triangulaires.

2. Si la matrice A était a diagonale propre, comme elle est de diagonale nulle, son unique valeur propre serait 0.

-1 0 0 0 0 0
Or A% = 0 0 0 |.La matrice A% admet comme valeurs propres O et —1,et [ 0 1 0 | =A2+1 =
0 0 -1 0 0 0

(A—iI)(A+4I) n’est pas inversible. Une des deux matrices (A—iI) ou (A+iI) n’est pas inversible et A posseéde
au moins une valeur propre complexe non nulle : elle n’est pas a diagonale propre.
3. a) La diagonale d’une matrice antisymétrique n’est formée que de 0. La seule valeur propre de A est donc 0.

b) La matrice A admet un polynéme annulateur (pour p assez grand, la famille (I, A, ..., AP) est liée). Sur
C, ce polynome se factorise sous la forme

e

TT(X = x)m.

(3

PX)=«
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P(X)
(X — )\Z)mZ
de A. En choisissant P de degré minimal, toute racine de P est donc valeur propre de A, Comme 0 est 'unique
valeur propre de A, le polynéme P est de la forme XP.

c) On a 'AA = —A2%; donc (*AA)P = 0. La matrice B = ‘AA est symétrique réelle, donc diagonalisable.
Comme BP = 0, sa seule valeur propre est 0 : elle est semblable donc égale & la matrice nulle. Ainsi A% = 0 et
tAA=0.

Or Ker A = Ker(*AA). En effet Ker A C Ker(*AA) est banal et si 'AAX = 0, alors ||AX||? = 'X'AAX = 0, donc
X € Ker A. Comme KerAA=FE,onaKerA=FEet A=0.
n(n —1)
2
5.a) On a F + A,(R) C M, (R), donc dim(F + A, (R)) < n?, soit, par le résultat de la question 3. :
n? > dim F + dim A, (R) — dim(F N A, (R)) = dim F + dim A4, (R)

Si A; n’est pas valeur propre de A, la matrice A — ;I est inversible et le polynome reste annulateur

4. On sait que dim A4, (R) =

Donc,
nn—1) n(n+1)

dim F < n? — dim A, (R) = n? — 5 = 5

n(n+1)

5 . Ses

b) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un espace vectoriel de dimension
éléments sont tous a diagonale propre et comme on ne peut pas faire mieux (résultat a) :

la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) vérifiant F' C &, est w

Exercice 2.2.
On désigne par E = C(R, R) I’espace vectoriel des applications continues de R vers R. A tout f de E, on associe
Papplication g = ®(f) définie par : g(0) = f(0) et pour tout réel z non nul,

x

o) =3 [ st

—x

1. a) Vérifier que la fonction ¢ ainsi définie est un élément de F, ce qui permet d’envisager ® comme une
application de F dans F.

1
b) Pour tout x de R, justifier I'égalité : g(z) = % / f(zu)du. Montrer que g est une fonction paire et simplifier
-1
I'expression de g lorsque f est une fonction paire ou lorsque f est une fonction impaire.

2. a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.
b) Montrer que ® n’est pas injective et préciser son noyau.
¢) Soit f € E et g = ®(f). Montrer que g est dérivable en tout point x de R* et préciser ¢'(z).

d) Montrer que ® n’est pas surjective.

3. Soit A € R*. On souhaite déterminer Ey = Ker(® — Adg).

a) Soit f € E vérifiant ®(f) = Af. Montrer que f est paire, dérivable sur RY et R*, et telle que :
Ve e R Axf'(z) = (1—N)f(x).

b) En déduire 'expression de f(z) pour z € R et z € R*.

¢) En déduire la forme possible de f selon A € R*.

d) Conclure en précisant Ey selon A € R*.

Solution :

1. a) La continuité de f prouve la dérivabilité, donc la continuité, de g sur R*. En zéro :
xr

() = 9(0) = Ik | (40— FO)t] < gyl sup 150~ 70)

[~z
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l9(z) —g(0)] < sup [f(t) — f(O)].

te[—x;x]
Cette derniere expression, du fait de la continuité de f en zéro, a pour limite zéro lorsque = tend vers zéro. Cela
prouve la continuité de g en zéro. Ainsi g est continue sur R et elle appartient bien a F.

b) On vérifie tout d’abord le résultat pour = 0. Si z est non nul, le changement de variable t = zu permet
de répondre a la question.
La parité de g est évidente sur sa définition.

1

Quand f est paire, la relation de Chasles permet d’obtenir : g(x) = / f(zu)du, et, lorsque f est impaire, g
0

est la fonction nulle.

2. a) On a déja vu que ® allait de E dans E. Sa linéarité provient de celle de I'intégration.
b) On a vu dans la premiére question que toute fonction f impaire appartenait au noyau de ®, donc cette
derniere n’est pas injective. En outre :
feKerd < g=0< [Vz € R, g(x) =0
xr
< [f(0) =0, et Vz € R*,/ f(t)dt = 0]

—x
En dérivant la derniére relation, on obtient : Va € R*, f(z) — (—=1)f(—z) = 0, ce qui prouve que f est impaire
(on a aussi f(0) = 0). On a donc la réciproque de la remarque précédente. Ainsi, Ker ® est ’ensemble des
fonctions impaires.

¢) La dérivabilité de g a déja été évoquée. Si z est non nul :
9@ ==k [ e+ 1@ + o)

d) Nous venons de voir que Im ® était incluse dans I'ensemble des fonctions dérivables sur R*. Comme toutes
les fonctions continues sur R ne sont pas dans ce cas (par exemple x — |z — 1| n’est pas dérivable en 1), ® n’est
pas surjective.

3. a) Soit f € E vérifiant ®(f) = Af. Avec les notations précédentes, A n’étant pas nul, on a : f = %g. Ainsi,
de la parité et de la dérivabilité de g, découlent celles de f. En dérivant :

Ve € R f(2) = 14/(2) = —5x5 / FO)dt + 1 x5=(f(2) + f(-2)

Ce qui donne, en multipliant par Az et en utilisant la parité de f :

Vo e R Aef'(z) = —g(x) + f(2) = =Af(z) + f(x) = (1 = A) f(2)

b) Ce qui précede s'écrit encore : V € R*, f/(x) = 1);:)‘]”(@.

Comme x +— In |z| est une primitive de x % sur R* et sur R, sur R** et R*~ les solutions sont de la forme :

f(z) :04exp(1 ;)‘ln\xD

ou «a € R est quelconque. Bilan :
A
IBERVr e R, f(zx) = B(—x) X
et : N
dyeRVz e RY, f(z) =y X
¢) Comme on a vu que [ se devait d’étre paire, on a nécessairement S = . On doit donc avoir :
1—)
I eR,Vz € R, f(x) = Blz| x .
Pour que f soit continue en zéro, il faut, en outre, qu’elle admette une limite & droite (finie) en ce point (étant
paire, elle aura la méme a gauche).

C’est le cas si =0 ou A =1 car f est constante égale a 3.
SiA<O0Ooul>1 ona lin})f(x) = oo (dont le signe dépend du signe de ), enfin, si 0 < A < 1, on a
x—

lirrb f(z) =0, donc en posant f(0) =0, f est continue en zéro.
T—

d) Faisons la synthese de ces différents résultats.
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— Si A =1, on a F; égal a ’ensemble des fonctions constantes, donc 1 est valeur propre de ®.
— Si A< 0oul>1, nous avons vu que E) = {0}, donc X\ n’est pas valeur propre de ®.
— Supposons 0 < A < 1. Considérons la fonction f définie par f(0) =0 et :

1—)
flx) = |z| X~
En remplacant dans l’expression initiale, on constate que ®(f) = Af, ce qui prouve que f appartient & F), de
méme que toutes les fonctions qui lui sont colinéaires. Ainsi, E est la droite vectorielle de base f et A est valeur
propre de ®.

Exercice 2.3.

Pour n entier naturel, on note R[X] lespace vectoriel des polynémes & coefficients réels et R,,[X] 'ensemble des
polynomes réels de degré inférieur ou égal a n. On identifiera polynémes et fonctions polynomiales associées.
Pour tout n € N, on considere les polynomes :

Un(X) = (X2 = 1)" et L,(X) = —L— U™ (X)

— X
2"n!

ott P(" désigne la dérivée n®™ du polynéme P, (pour n = 1, on notera aussi P(1) = P’).

Pour tout polynéme P, on pose :
L(P)(X) = ((X*=1)P)
1. a) Calculer Ly, Ly et Lo.
b) Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.
¢) En déduire que la famille (Lo, L1, ..., Ly) est une base de R, [X].

Pour tout P,Q € R[X], on pose (P,Q) = /1 P(z)Q(x)dz.
-1

2. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur R[X]. On note | - || la norme euclidienne associée.

3. a) Montrer que £ est un endomorphisme de R[X].
b) Montrer que pour tous P,Q € R[X], (L(P),Q) = (P, L(Q)).

4. On admet que pour tout n € N, L(L,) = n(n+ 1)L,.
a) Montrer que pour tout m € N, la famille (L, )ne[o,m] est une famille de polynémes orthogonaux.
b) Montrer que pour tout n € N, L, 41 € (R,,[X])*.

5. Montrer que L,11 posseéde exactement n + 1 racines réelles distinctes, toutes dans l'intervalle |—1,1[ (on
pourra supposer que L, 11 change de signe seulement en ay,...,a, de |—1,1[ et que r < n+ 1 pour obtenir une
contradiction).

Solution :

1. a) On remarque que Ly =1,L; = X et Ly = %(SXQ‘ —1).

b) Comme deg(U,,) = 2n, deg(Ly) = 2n —n = n.

!
Le coefficient dominant de L,, est obtenu par dérivations successives du terme X2". Ainsi, il vaut 27117“ X (2:') =
) (2n) ! !
gn\n )
c¢) La famille (Lo, ..., L) est une famille de polynémes de R,,[X] & degrés échelonnés du degré 0 au degré n.

C’est donc une base de R, [X].

2. Il s’agit bien d’une forme bilinéaire définie positive, les fonctions polynomiales étant des fonctions continues
1

sur [—1, 1], ce qui assure que / P?(x) dz = 0 entraine que P admet une infinité de racines, donc est le polynéme
1

nul.
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3. a) L est bien un endomorphisme de R[X] par linéarité de 'opérateur de dérivation.

b) Soient P, @ € R[X].
D’apres la formule d’intégration par parties, (2% — 1)£(:c) étant nul en —1 et 1 :

dx
€P.Q) = [ ftia - D@ = [ (@2 =) @) 5w

-1
Sous cette forme, la symétrie des roles de P et @ est claire et ainsi :

(L(P), Q) = (L(Q), P)

4. a) Soient m,n € N avec m # n. Alors supposons sans restriction que n # 0 :

_ 1 _ 1
<L7L;Lm> - m<£([/n)vLm> - m<l/m£(Lm)>
= %<Ln7lﬂn>

Ainsi, (n(n+1) —m(m + 1))(Ln, Lyn) = 0. Or, n(n + 1) — m(m + 1) # 0, car la fonction  — z(x + 1) est

injective sur N. D’ou (L, L,,) = 0.

b) Comme (Lo, ..., L) est une base de R, [X], pour tout @ polynéme de degré inférieur ou égal a n, il existe

(Xos -+, An) € R™ tel que Q@ = > A\ X*. Ainsi,
k=0

(Q,Lnt1) = > MLy Lng1) =0
=0

¢) On a déja montré que (Lo, ..., Ly+1) est une base de R,,41[X].

T

d) Posons Q(X) = [[(X — a;). Comme deg(L,4+1) =n+ 1, on a r < n+ 1. De plus, le polynéme QL1

i=1
garde un signe constant sur [—1, 1].

1
Ainsi, / Q(z)Lyy1(z) dr # 0. Comme L, 11 € R,[X]* et Q € R, 41[X], on en déduit que Q est de degré n+1.
—1

Ainsi, r =n + 1 et L change exactement n + 1 fois de signe sur |—1, 1[.

Exercice 2.4.
Etude matricielle de la lettre C.

On considére la matrice C' € M7(R) définie par C =

O O === OO
O = OO O M=O
- OO OO O
= O OO OO M
O M= OO O MO
O OO OO oo
OO DO OO OO

On note (ey, e, €3, €4, €5, €6, €7) la base canonique de R” et ¢ ’'endomorphisme de R” dont la matrice dans la
base canonique est C. Selon 'usage, on identifie les matrices colonnes (& 7 lignes & coefficients réels) a des

vecteurs de R7. On note f1, fo, f3, f4, f5, f6, f7 les vecteurs colonnes de la matrice C.

1. Déterminer une base du noyau et une base de I'image de ¢, ainsi que le rang de c.

2. On note F le sous-espace vectoriel de R7 engendré par les trois premiers vecteurs colonnes fi, f2, f3 de la

matrice C.

a) Montrer que F est stable par c.

b) Montrer que (f1, f2, f3) est une base de F' et déterminer la matrice ® dans cette base de 'endomorphisme

@ de F' induit par c.
¢) Pourquoi 1 est-il valeur propre de ® 7

d) Montrer que ® admet 3 valeurs propres réelles distinctes que 'on déterminera.
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e) La matrice ® est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

3. Déduire des questions précédentes le spectre de C' et les dimensions des sous-espaces propres associés. Montrer
que C est diagonalisable dans M7(R) et déterminer une matrice diagonale semblable & C.

Solution :

1. Comme fo = f5, f3 = fa et f¢ = fr = 0, le rang de ¢ est le méme que celui de la famille (f1, fo, f3) qui
est égal a trois. Comme cette famille engendre I'image de ¢, elle en constitue une base. En outre, d’apres le
théoreme du rang, le noyau de ¢ est de dimension 4. D’apres les remarques liminaires, il a pour base la famille
(62 — €5,€3 — €4, €g, 67).

2.a) On a: F' =Imc = Vect(f1, f2, f3).

On a également : ¢(f1) = (2,1,0,0,0,1,2) = fo+2f3 € F et c(fa) = fa € F et ¢(fs) = f1 € F. Ainsi, F est
stable par c.

b) Le fait que (f1, fa, f3) est une base de F' a déja été remarqué. On note ¢ = c|p. Les calculs précédents
permettent d’écrire la matrice associée a ® dans la base proposée :

0 0 1
1 10
2 00

¢) On a ¢(f2) = fa, donc 1 est élément du spectre de P.

d) On cherche les réels A tels qu’il existe un triplet u = (z,y, z) non nul appartenant & F tel que ¢(u) = Au.
Comme ¢ est bijective (d’apres le rang de ¢), nous savons déja que zéro ne sera pas valeur propre de . Supposons
A #£ 1. Le systéme a résoudre s’écrit :

)\2
2=z =R
r4+y= Ay, quiéquivaut & : ¢ = (A —1)y
2 = Az 235:32'

2
Il est clair que si A est différent de v/2 et de —v/2, la seule solution est u = 0 et \ n’est pas valeur propre.
Si A = V2, le systeme devient : z = v/2x,y = (v/2 + 1)z. Donc v/2 est valeur propre de ¢ et le sous-espace
propre associé est la droite vectorielle de base (1,1 + /2, 1/2). De facon analogue, —/2 est valeur propre de ¢
associée au sous-espace propre de base (1,1 — V2, —\/5)
e) La matrice @, étant d’ordre trois et possédant trois valeurs propres, est diagonalisable dans R.

3. D’apres ce qui précede, les valeurs propres de C sont 0, 1,1/2, —v/2. Les dimensions des sous-espaces propres
associés sont : 4 pour la valeur propre zéro (le sous-espace propre est le noyau), 1 pour chacune des trois
autres valeurs propres. La somme des dimensions des sous-espaces propres étant égale a 7, la matrice C' est
diagonalisable dans R. Une matrice diagonale semblable a C' sera, par exemple, de la forme :

00000 0 0
00000 0 0
00000 0 0
00000 O 0
00001 0 0
00000 V2 0
00000 0 —V2

Exercice 2.5.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit v un endomorphisme
de E. On note id '’endomorphisme identité de E.

1. On suppose dans cette question que u est diagonalisable. On note {A1, Ag, ..., Ax} I'ensemble de ses valeurs
propres.
Montrer que le polynome m(X) = (X — A1)(X — A2) -+ - (X — A\g) est annulateur de w.
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2. Soit f et g deux endomorphismes de E. En considérant la restriction de f & Ker(g o f), montrer que :
dimKer(go f) < dimKer f + dim Ker g

On suppose dans la suite de l’exercice qu’il existe un polynéme
P(X) = (X = A)(X = Xg) - (X = Ag)
annulateur de u, ot A1, Aa,..., A\, sont des réels distincts.

k
3. a) Montrer que n < ) dimKer(u — Ajid).
i=1

J
b) En déduire que 'endomorphisme u est diagonalisable.

4. Déterminer les matrices A € M,,(R) symétriques telles que A® + A2+ A+ = 0, ou I est la matrice identité
de M, (R) et 0 la matrice nulle de M, (R).

Solution :

1. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on note (eq,...,e,) une base de F formée de vecteurs propres de
u. Supposons que e; soit associé a la valeur propre );. Par commutation, on a :

m(u)(er) = [ [T (u— Ajid)] o (u — Nid)(e;) =0

J#l
Ainsi endomorphisme m(u) s’annule sur une base de E : il est identiquement nul.

2. Notons jN’la restriction de f & Ker(go f). Ainsi f: Ker(go f) = E, et
Ker f = {2 € Ker(go f)/f(z) =0} C Ker f
Im f = {f(2)/g(f(x)) = 0} C Kerg

Le théoreéme du rang permet d’affirmer que
dimKer(g o f) = dim Ker f+ dim Im f~< dimKer f + dim Ker g

3. a) La relation précédente se généralise par récurrence & un nombre quelconque d’endomorphismes.
Le polynéme P étant annulateur de u, il vient

k
n=dim F = dimKer P(u) < ) dimKer(u — Ajid)
j=1

b) Des sous-espaces propres associés a un méme endomorphisme étant toujours en somme directe, on a :
k k
Ker(u — Ajid) = @ Ker(u — \;id)

1 j=1

J
Donc :

k k
n < Y dimKer(u — Ajid) = dim ( @ Ker(u — Ajid)) <n
j=1 j=1
On a donc égalité, ce qui montre que u est diagonalisable.

4. Le polynéome P(X) = X3+ X2+ X +1 est annulateur de A. Sur C, on peut écrire P(X) = (X +1)(X +i)(X —i).
Ainsi la matrice A est diagonalisable sur C. Or la matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R et

+i ne sont pas valeurs propres de A ce qui entraine que A + il et A — il sont inversibles. Donc A+ 1 =0, i.e.
A=-1I

Exercice 2.6.

Soit n un entier supérieur ou égal & Soit (e, e, ..., e,) une base de E.

Pour tout « de E on pose : f(z) = > (x, ex)ex.

1. a) L’application f est-elle un endomorphisme de E 7
b) L’application f est-elle injective, surjective ?

c¢) L’application f est-elle un endomorphisme symétrique de E ?



50 ESCP-Europe 2011 - Oral

d) Caractériser les bases (e, ea,...,e,) telles que f soit un projecteur.
2. a) Montrer que les valeurs propres de f sont strictement positives.

b) Montrer qu’il existe un automorphisme symétrique s de E & valeurs propres strictement positives tel que
s=(sof)"hL

¢) Montrer que (s(e1),s(ez), ..., s(en)) est une base orthonormée de E.

Solution :

1. a) La linéarité de f résulte de la linéarité a gauche du produit scalaire et des propriétés du calcul vectoriel.
D’autre part f est clairement a valeurs dans E, donc f est un endomorphisme de E.

b) Si f(z) =0,ona:Vk,(z,e;) =0 (car (e1,...,e,) est une base de E), ce qui prouve que x est orthogonal
4 une base de E, donc a tout vecteur de E, et en particulier & x. Ainsi [|z]|> =0 et x = 0.
Ceci prouve que f est injective, donc est bijective, puisque f est un endomorphisme d’un espace de dimension
finie.

c¢) Pour tous vecteurs z et y, on a :

(@), y) = k§1<x,ek><ek,y> = 3 (g, exlen z) = (f(), )

k=1
Ainsi, f est un automorphisme symétrique.

d) Comme f est un automorphisme, f est un projecteur si, et seulement si, f = id.
n
*Si f=id, alors Vo € E,x = ) (z,ex)ey.
k=1
n
En particulier, pour tout indice j, e; = > (ej, ex)ex et 'unicité de 'écriture dans une base donne (e;, ex) = 0, ,

ce qui prouve que (eg,...,e,) est une base orthonormée.
* Réciproquement si (e, ..., e,) est une base orthonormée, alors :
n
Ve e E,x= ) (x,ex)e, et f =id.
k=1
f projecteur < (ey,...,e,) orthonormée

2. a) Si A est une valeur propre de f et x un vecteur propre associé, on a :

Mzl = (f(@),2) = (32 (&, exder, ) = 32 (ex)2 > 0 (car @ # 0)

k=1 k=1
Donc A > 0.
b) s = (so f)7! équivaut & sos = f~!. Puisque f est un endomorphisme symétrique, soit B une base
orthonormée telle que Mg(f) = diag(A1,...,\n).
On a : Mg(f~') = diag(\{',...,\;!) et on peut donc considérer 'endomorphisme s tel que Mp(s) =
. —-1/2 -1/2
diag(A; 75, A 0.
Par construction méme, sos = f 1 sestun automorphisme et s est symétrique, donc s convient.
¢) Pour tout couple (i, ), on a : (s(e;), s(e;)) = (e, s0s(ej)) = {e;, f1(ej)).
n
Or:e; = f(f7ej)) = Y (f(ej), ei)es, Aot : (f~1(ej), ;) = &; j (symbole de Kronecker).
i=1

Ainsi (s(e;),s(e;)) = 6;; et donc (s(e1), s(ez2), ..., s(e,)) est une base orthonormée de E.

Exercice 2.7.

1. Dans cette question, E est un espace vectoriel sur R de dimension 2. On considére une base B = (e1,e2) de
E et lapplication linéaire f ayant pour matrice, dans la base B :

_1(1 -1
M—3<—2 2)

Montrer que f est un projecteur dont on déterminera les éléments caractéristiques.
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2. Dans cette question, E est un espace vectoriel sur R de dimension 3. On considére une base B = (e, es, e3)
de E. La droite vectorielle engendrée par le vecteur €1 = e; + 3es — e3 est notée D et le plan engendré par les
vecteurs €5 = e1 — eg et €3 = 2e; — ey est noté P.

a) Montrer que D® P = E.

b) Déterminer la matrice, dans la base B, du projecteur sur P parallelement a D.

3. Dans cette question, F est un espace euclidien de dimension n > 2 et p est un projecteur de F.
a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors : Vz € E, ||p(z)|| < ||z|.
b) Réciproquement, on suppose que : Vz € E, ||p(z)| < ||z]|.

i) Soit x € Imp et y € Kerp, avec y # 0. En considérant le vecteur x + Ay (A € R), montrer que x et y sont
orthogonaux.

ii) En déduire que p est un projecteur orthogonal.

Solution :
1. Le calcul prouve que M? = M, ce qui établit que f est un projecteur. Ses éléments caractéristiques sont son
noyau et son image, c’est-a-dire :
Ker f = Vect(e; + e2) et Im f = Vect(e; — 2es)
2. a) Comme la somme des dimensions de D et P vaut celle de E, il suffit de montrer que la famille (g1,£2,3)
est libre, ce qui se vérifie facilement. On la notera B’. C’est donc une base de E.
b) Utilisons la base B’ .
On commence par donner la matrice de f dans la base B’, ce qui est immédiat :

0 0 0
D=0 1 0
0 0 1
1 1 2
puis on utilise la matrice de passage de B a B’ : 3 0o -1
-1 0
1 2 1
d'oit Von déduit : P~1 =1 —1 —2 -7
3 0 3
5 -2 -1
et la matrice cherchée Mg(f) = PDP~! % -3 0 -3
1 2 7

a) On suppose que p est le projecteur orthogonal sur F', sous-espace vectoriel de E. On a alors, pour tout z
de F :
z=p(x)+(@—p@) donc [z]*=|p@)|*+ [z - p(2)|?
en raison de Porthogonalité de p(z) &  — p(z). Cela prouve bien que : ||z|| = ||p(x)]-
b) Réciproquement, on suppose que : Va € E, ||p(z)] < ||z||-
i) Soit x € Imp et y #0 € Kerp. On a :
VAER,[lp(z + Ay)l| < [l + Ayl
ou encore :
VAER, Jl2ll < llz + Myl
soit, en élevant au carré :
VA eR, A([lyl*A +2(zly)) =0
(z]y)
llyll

Ce trinome du second degré en \ ne peut étre de signe constant que si ses deux racines 0 et —2 sont égales,

ce qui donne 'orthogonalité de y a z.
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Ayant montré que tout vecteur de Kerp est orthogonal & tout vecteur de Imp, on en déduit que p est un
projecteur orthogonal.

Exercice 2.8.

Soit n un entier > 2. On considere le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A vérifiant
les deux propriétés suivantes :

i) si A= (a;j)1<i,j<n, alors a; ; > 0, pour tout (i, ;) € [1,n]?;
1
iiysionnote U = | * | € M, 1(R), alors AU =U.
1
Ces matrices sont dites stochastiques.

1. a) S est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?
b) Montrer que le produit de deux éléments de S est un élément de S.
¢) Soit A € S inversible. Son inverse A~! est-il élément de S ?
2. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit B = (e, ea,...,e,) une base de E.
Pour ¢ permutation de [1,n], on définit 'endomorphisme f, de E par : pour tout i € [1,n], fs(e;) = es(:)-
On note A, la matrice de f, dans la base B.
a) Montrer que A, appartient a S.
b) Montrer que A, est inversible et que A ! est élément de S.
¢) Que peut-on dire des valeurs propres (a priori complexes) de A, ?

3. Dans cette question, soit A un élément de S inversible tel que son inverse appartiennent a S. Montrer qu’il
existe une permutation o de [1,n] telle que A = A,.

Solution :

1. a) § n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.
b) Soit A, B € S. Alors, avec les notations habituelles :

(AB);j = > a;kbr; 20, et AB(U) =AU =U
k=1
D’ou la conclusion.

¢) La réponse est en général négative. Par exemple, la matrice ( 1/2 1(/)2> est stochastique inversible et son

inverse < > n’est pas stochastique.

0

-1/2 1/2
2. a) La matrice A, s’appelle matrice de permutation : chaque ligne et chaque colonne ne contient qu’un seul
1, les autres éléments étant nuls et deux 1 ne peuvent se trouver sur une méme colonne. On a alors clairement
A, €S8

b) On remarque que fy © for = fro07, ce qui montre que le produit de deux matrices de permutation est une
matrice de permutation. Ainsi f;' = f,1 € S.

c¢) Le groupe des permutations étant fini (de cardinal n!), il existe p > ¢ tels que 0P = 09, soit 0P~ = Id.
Donc, il existe € N tel que A] = 1.

Ainsi, si A est valeur propre de A,, A" = 1 et A est une racine r-ieme de I'unité, donc un nombre complexe de
module 1.

n

n
pour i # j, > birag; =0, et > b rap;
K=1 h=1

3. Soient A, B deux éléments de S tels que BA = 1. On note A = (a; ), B = (b; ;). On a alors :
=1
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— Les éléments de A et B étant positifs, la premiere relation donne pour tout ¢ # j, pour tout k € [1,n] :
bi,kak,j =0.

— Soit k fixé. 11 existe i, € [1,n] tel que b;, 1, # 0 (autrement B ne serait pas inversible). Ainsi, pour tout
Jj#Fik,ona:ag; =0.

n
Comme ag,; = 1, il vient ay;, = 1. Cet indice i est unique (autrement A possederait deux 1 sur sa ligne k
j=1
et ne serait pas stochastique).
On définit ainsi une application ¢ — 4; injective de [1,n] dans lui-méme, donc bijective, c’est-a-dire une
permutation.

Ainsi, la matrice A est une matrice de permutation tout comme son inverse.

Exercice 2.9.

2 11 1 11
Soit A=11 2 1]etJ=[1 1 1
11 2 1 1 1

On note respectivement a et j les endomorphismes de R? canoniquement associés aux matrices A et .J.
1. a) Calculer J™ pour tout n de N.

b) En déduire que A™ =1 + 4713_ 1 J, ou I désigne la matrice identité d’ordre 3.

2. Montrer que a admet deux valeurs propres réelles A et u avec A\ < p.

3. a) Montrer qu’il existe un unique couple (p,q) d’endomorphismes de R3, tel que pour tout n de N :
a" = \"p+p"q.
b) Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs vérifiant po g =gop = 0.

4. Déterminer les endomorphismes h de R, combinaisons linéaires de p et ¢ tels que h? = ho h = a.

5. Montrer qu'il existe un endomorphisme h de R? qui n’est pas combinaison linéaire de p et g et qui est tel que
h? = a.

Solution :

1. a) Par calcul, J? = 3J et par récurrence, J" = 3"~1.J, pour tout n € N*.
b) On remarque que A = I + J. Comme [ et J commutent, la formule du binéme de Newton donne :

A=y (7)) = 147 % ()3t =1+ 451y

2. a) Comme J? = 3J, les valeurs propres possibles de J sont 0 et 3; de plus rg(j) = 1, donc dim Ker(j) = 2.

1 1 1
Ce noyau est engendré par les vecteurs | —1 | et 0 ]. Deplus [ 1 | est un vecteur propre associé a la
0 -1 1

valeur propre 3.

La matrice J symétrique réelle est diagonalisable, tout comme la matrice A. La matrice A = I + J admet

1 1
comme valeurs propres 1 et 4, des vecteurs propres associés & A = 1 étant | —1 | et 0 et un vecteur
0 -1
1
propre associé a u =4 étant | 1
1
. 4 —1 1 4" , . . .
3. a) On sait que A" =T + TJ =1- §J + ?J . On pose donc p 'endomorphisme canoniquement associé

n
al— %J et g celui canoniquement associé a %J .
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id=p+gq
a=Ap+puq

b) La relation J2 = 3.J donne ¢?> = q et p? = p. Enfin on vérifie aisément que po ¢ = g o p = 0. Remarquons
que p est la projection sur le sous-espace propre F; (de dimension 2) parallelement & E4 et ¢ la projection sur
le sous-espace propre E, (de dimension 1) parallelement & Fj.

D’autre part la résolution du systeme { montre qu’il n’y avait qu'un choix possible.

4. Montrons que la famille (p,q) est une famille libre. En effet si ap + 8¢ = 0, en composant par p, il vient
ap = 0, donc a = 0, puis en remplagant il vient 5 = 0.

On écrit alors h = ap + Bq. La question précédente donne h? = o®p+ 32q = p+ 4q. Par la remarque précédente,
il vient o2 =1, 82 = 4, donc a = +1, 8 = £2. La réciproque est immédiate.

5. Soit (e1, e2) une base de E; et ez une base de Ey4. Soit h 'endomorphisme de R? défini par h(e;) = ea, h(ez) =
€1, h(eg) = 263.

On a alors h?(e1) = e, h*(e2) = ez, h?(e3) = 4es, donc h? = a. Mais on ne peut écrire h = ap + B¢, puisque
(ap + Bq)(e1) = ae; jamais égal a eo.

Exercice 2.10.

Soit n entier tel que n > 2 et ay,as,...,a, des nombres réels. On considere la matrice M définie par :
a; am J 4
1 0 ... ... 0
M=]0 1 ;
o ... 0 1 o0

1. Donner la valeur du rang de M, suivant les valeurs des a;,1 < i < n.
2. Montrer que A € C est valeur propre de M si et seulement si le polynéme
PX)=X"—a; X" 1 —agp X"t —... —q,
admet A pour racine. Préciser alors une base du sous-espace propre associé et la dimension de celui-ci.
3. Montrer que M est diagonalisable dans M,,(C) si et seulement si P admet n racines complexes distinctes.
4. Montrer que si a,, > 0, alors M admet au moins une valeur propre réelle strictement positive.

5. Dans cette question on suppose que n = 4 et (a1, as,as,as) = (0,—3,0,—2). Déterminer les valeurs propres
de M. Est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Les n — 1 premieres colonnes de M forment une famille echelonnée, donc libre. Ainsi le rang de M est au
moins égal a n — 1.
Effectuons alors une permutation circulaire des colonnes de M, afin d’amener la derniére colonne en téte en
repoussant toutes les autres d’'un cran ...
On obtient ainsi une matrice M’ trigonale de coefficients diagonaux a,,1,...,1. Donc M’ est inversible si et
seulement si a,, # 0. Ainsi :
n sia 0
rg(M) = {n—l si azio
Z1
2. Soit C' = et Ae€C.Ona:
Ty
11 + aaxe + - + apTy, = Axy

xr1 = )\ZZ?Q
MC = \C —

Tp_1 = ATp



Algebre 55

En remontant les équations de ce syteme, il vient :
Tpe1 = A\p,
Tp_o = Na,
MC =)\C <=
x1 = A"z,
(A" —a A"~ —ay A —a,) =0
* Si P(\) # 0, la derniére équation donne x,, = 0 et on en déduit la nullité de tous les xj, donc le systeme
n’admet que la solution triviale et A ¢ Spec M.

* Si A est racine de P, alors z,, est quelconque et les autres xj s’en déduisent. Donc A est alors valeur propre
de M, le sous-espace propre associé étant la droite engendrée par la colonne

Oy =t(A1 A2 . X 1)

3. Tous les sous-espaces propres étant de dimension 1, M est diagonalisable si et seulement si ils sont au nombre
de n, donc si et seulement si P admet n racines (distinctes).

4. Si a,, > 0, la fonction polynome réelle P vérifie P(0) < 0 et IEI_POO P(x) = 400, donc P admet au moins une
racine strictement positive.
5.Ici P=X*+3X2+4+2=(X%2+1)(X?+2), donc :
Spece (M) = {—i, i, —iV/2,iv/2}
Donc M est C-diagonalisable, mais pas R-diagonalisable.

Exercice 2.11.
—+o0
Soit E I’ensemble des fonctions f de classe C* sur R, & valeurs dans R, telles que 'intégrale (r)%e %dw

0
converge.

On rappelle les formules de Leibniz (que 'on ne demande pas de redémontrer) pour des fonctions C'*° sur un
intervalle [ :

(u0)™ = 3 (Z)u(k)v(n—k)

k=0
/ " Wit =5 (1) (e (0] + (<1)" / w0,
a k=0 a

oin >1et (a,b) € I

1. Montrer que F est un espace vectoriel réel (pour a, b réels, on pourra utiliser I'inégalité |ab| < %(a2 +b?) en

la justifiant).
2. Montrer que les fonctions polynomiales appartiennent & E.
400
3. Prouver que lapplication ( , ) définie sur E x F par (f,g) = f(t)g(t)e~tdt est un produit scalaire sur
0

E.

4. Pour n € N, on considere les fonctions définies pour tout x réel par :

r n
fo(z) = 2"~ et Ly(z) = (—1)”%f,§ )(2).
Prouver que

L) =3 () (-2

k=0
Soit n > 1; vérifier que fT(Lp)(O) =0 pour 0 < p <netque hrf f,(Lp)(x) =0.
Tr—r+00

5. Soit f € E; montrer que l'on a : (f, L) = %(f("),X").

En déduire que (L), >0 est une famille orthonormale.
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6. Montrer que pour n > 1 :
XL,(X)=n+1)Ly1(X)+ (2n+1) Ly(X) +nL,—1(X).

Solution :

1. Seule la somme pose un probleme. On va utiliser 'inégalité proposée qui résulte de la relation (|a| — [b])? =
a? + b — 2|ab| > 0.
Sif,g € F, il vient :
(f(t) +g(®)%e" = [f(t)* + g(t)* + 2f (H)g(t)]e™" < 2[f()* + g(t)’]e™".
On conclut avec le critére de comparaison.
2. Soit n € N; comme lir_lp (Jz|™(1 +2?))e™* = 0, on en déduit qu’il existe A > 0 tel que |z"e™® < (1 +2%)7!
Tr—r+00
pour tout x > A. On applique ensuite le critere de comparaison.

3. Il est clair que cette application est bilinéaire et positive. Montrons qu’elle est définie positive. Soit f € F
—+oo
telle que 0 = (f, f) = f(t)?e~tdt. L’intégrante est positive, sa continuité entraine sa nullité, et par suite
0
f =0 (on peut se ramener & la nullité de l'intégrale sur un intervalle borné si 'on veut).

4. En appliquant la premiere formule de Leibniz, et en regroupant les cas p < n et p > n, on obtient :

min(p,n)
(p) _ n n! n—min(p,n)+k —1)ke— =
W= (k)(n_mm(n TR (1)

On en tire immédiatement que fr(bp)( 0) =0 lorsque 0 < p < n et que hm f p)( ) = 0. En faisant p = n dans
I’égalité précédente, on obtient :
— (_ nﬁ = (n>m k(_1\ka—r — = <n)_ nfkﬁ
Lu(w) = (<15 3 (1) Bk e = 3 (1) (-

5. Avec la seconde formule de Leibniz et en tenant compte de la question précédente, il vient :

_ n' / £ ()

- n,"{ I [f(” K0 (0) ) (o / fol) ) (@)}
= SRS Cor o e + (- >”/xe " £ (2)do)}
0

et par suite en falsant tendre b vers 400 :
b
(f. L) = %/0 2me fO) (a)da = L (7, X7,

Sim < n, on voit facilement avec la formule précédente que (L,,, L,) = 0 puisque deg L,, = m < n.
De plus, on a : (Ly, L,) = %(LX") = %I‘(n—i— 1)=1
n! n!

6. Soit n > 1; comme (Lg)o<k<n+1 est une famille échelonnée de polynomes avec deg Ly = k, il existe des
scalaires tels que
n—2
XL, = anLn-i-l +bnLy +cnLp_1 + E ur Ly,
k=0
Or, pour 0 < k<n—2, up = (XLyp, Ly) = (L, X L) =0, car deg XLy < n. On a donc bien :
XL, (X)=anLpt1(X)+ b, L, (X)+ cnLn—1(X)
ou a,, by, ¢, sont trois réels.
En utilisant la formule explicite donnant L,(X), on trouve :
bo = (XLu, Ln) = 4 (XL, X") = Li(=n? + (n+ )X, X")

= i[—nQF(n—l— D4 (n+1)I(n+2)]=-n?+(n+1)2=2n+1
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On a également :
ap, = XLy, Lpy1) =

Gy X Lal 0, X = s 1, X

—_n+l —
= (n+1)!F(n+2)—n+1

et ¢, = (XL,,Ly—1) =(XLp_1,L,) =an_1=n.

Finalement, on a trouvé :

XL,=Mm+1)Loy1+ (2n+ 1)Ly +nLly,_1

Exercice 2.12.

Soit les ensembles de matrices

gz{(é g),aeR*,BeR}et’H:{<é 5) BGR}

1. a) Vérifier que le produit de deux éléments de G appartient a G.

b) Justifier que toute matrice de G est inversible, et que son inverse appartient & G.

¢) Montrer que, pour toute matrice G € G n’appartenant pas a H, il existe une matrice H € H telle que
H~!'G H soit une matrice diagonale.

Pour toute matrice G = <(1) g) € G, on définit Uapplication ¢ qui, a tout polynéme P € R[X] associe le

polynome O (P) défini par
[2c(P)](X) = P(aX + B).
. a) Justifier que ®¢ est un endomorphisme de R[X].
b) Pour deux matrices G et G’ de G et P € R[X], comparer ®¢c (P) et O (Per (P)).
Soit n € N* fizé.
3. a) Soit G € G. Démontrer que le sous-espace vectoriel R, [X] des polynéomes de degré inférieur ou égal a n

est stable par ®¢.
On note Y¢ la restriction de ®¢ a R, [X].

b) Soit M, (G) = (Mmp,q)o<p.q<n la matrice de Uy dans la base canonique de R,,[X]. Expliciter le coefficient
générique my 4. (On prendra garde au fait que les indices commencent & 0.)

c¢) Déterminer les valeurs propres de M,,(G).

d) Expliciter M,,(G) lorsque G est une matrice diagonale.
4. a) Soit G € G nappartenant pas & H. Justifier que U est diagonalisable.

b) Ecrire la matrice de passage de la base canonique de R,,[X] & une base de vecteurs propres de ¥. Expliciter
une base de vecteurs propres de Wq.

Solution :

a)Ona:GG’:<1 ﬁ)(l 5') (1 ﬂ’+ﬂa)e(;.
0 «

-1
b)Deméme(é g) :(1 *3/“

. 1 _
C)SlH—<0 1) alors H (0 1) d’out :

0 «

qui est diagonale si et seulement si b = o 1 (a # 1 car G ¢ H), soit pour
o —
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e <(1) 6/(alf 1))

2. a) « et [ étant fixés, la linéarité de @ est banale.
b) On a O (P) = Pl(ac/)X + (B’ + Ba’)] et d’autre part :
Og (P (P)) = @6 [P(d'X + )] = Plo/(aX + B) + '] = ®ga/(P)
3. a) Il suffit de s’assurer que deg (P(aX + ﬁ)) = deg (P(X)), ce qui est clair.
q
b) Pour g € [0,n], V(X)) = (aX +8)1 =3 (;Z))apoﬁq’p, d’otr :

p=0

q) P R94—P i

aP g sip <

Mp,q = (p .p\q
0 S1p>q

¢) La matrice M,,(G) est triangulaire, donc ses valeurs propres sont o pour 0 < p < n.
d) Si G = D diagonale, on a 8 =0 et M, (D) = diag (1,a,a2, cee a”) est aussi diagonale.

4. a) D’apres les questions 1.¢) et 2.b), la matrice G est semblable & une matrice diagonale D, et
M, (D) = M,(H *GH) = M,,(H)~! M,,(G) M,,(H)
montre que M, (G) est semblable & la matrice diagonale M, (D), donc diagonalisable.

b) La matrice de passage est, avec la convention usuelle (z) =0sip>q,

Mn(H):Mn(((l) 6/(a—1))) _ ((Z) By p)wm

Les vecteurs propres correspondants ont pour coordonnées les colonnes de M, (H), soit :

V=% (5) GED)" X0 = (X )0 <a <

—o \P a—1

Exercice 2.13.

Soit a un nombre réel strictement positif.
1. Montrer que l'on peut définir deux suites réelles strictement positives (ax)ren et (bgx)ren telles que
ag =a,bp =1 et :

VkeNapy = %(ak-i-b)bkﬂ %(bk‘i‘ )

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (ug)ren définie par up = aibg. En déduire
que la suite (ug)ren est convergente. Déterminer sa limite.

3. Montrer que les suites (ax)xen €t (br)ren sont proportionnelles et qu’elles convergent. Préciser leurs limites
respectives.

Soit m € N*. On note I,, la matrice identité de M,,(R). Une matrice S € M, (R) est dite symétrique définie
positive lorsqu’elle est symétrique vérifiant
VX € M,1(R)\ {0}, ‘XSX > 0.
4.a) Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible et que son inverse est symétrique définie
positive.

b) En déduire que, si A est une matrice symétrique définie positive donnée , on peut définir deux suites de
matrices symétriques définies positives (A(k))ren et (B(k))ren telles que A(0) = A, B(0) = I, et :

Yk EN, A(k+1) = $(A(k) + B(k)™1), Bk+1) = 1(B(k) + A(k)~1)
5. Montrer que les suites (A(k))gen et (B(k))ken sont toutes deux convergentes dans M., (R).

NB : On dit qu’une suite de matrices (U(k))ren de M, (R) est convergente lorsque, pour tout i,j € [1,n], la
suite (u;,;(k))ren des coefficients de la i-éme ligne et de la j-éme colonne converge.
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Solution :

1. La relation de récurrence voulue est :

Xipr = F(X,) avee Xy = (an,by) et Flay) = 3 (e 4+3,y+1)

Or la fonction F est définie sur (R%)? et vérifie clairement F ((R%)?) C (R%)2. On montre ainsi de maniere
évidente par récurrence sur k > 0 la relation :
« Xy, est défini et appartient a (R%)? ».

2.0On a :

U1 = Qk41bpy1 = i(akbk +1+1+ ﬁ) = i(uk + 2+ u%g)
Pour tout k£, on a donc :
—3uj +2up +1  (up —1)(=3ug — 1)

4y, duy,

Uk4+1 — Uk =

2

Or I'étude sur RY de la fonction f : z — %(z +2+ %) (oma: f'(z) = Z4E 1) montre que f est minimale en
T

1,donc Vo >0, f(z) > f(1) = 1; donc ug > 1 pour tout k& > 1.

Par conséquent ug_1 — u < 0, donc la suite (ug) est décroissante et minorée, et elle converge.

Sa limite ¢ vérifie f(¢) = ¢, soit £ —1=0ou —3¢ — 1 =0; par ailleurs ¢ > 1 car uy > 1. Donc £ = 1.

1 1
3. 0na: %t~ 205 _abiblom
’ Dbt (b + i) b arby +1 by

La suite de terme général %—k est donc constante et vaut % = a, soit a = abg. Comme ay > 0, on a, lorsque k
k 0

tend vers +oo :
ak:\/a2:,/%:u :\/MA\/E; bk:%akﬁé\/&:ﬁ

4. Pour toute matrice S symétrique définie positive, si (A, X) est un couple (valeur propre, vecteur propre) de
S, alors :

0<!XSX ='XAX = )| X]||*> dou >0
On a, par le théoreme spectral, également la réciproque : si une matrice symétrique réelle n’a que des valeurs
propres positives, elle est définie positive.
Donc 0 n’est pas valeur propre de S et S est inversible. En transposant SS~! = I, on montre que S™! est
symétrique puis définie positive, puisque ses valeurs propres sont les inverses de celles de S.
On montre facilement que 'ensemble des matrices symétriques définies positives est stable par somme et par
produit par un scalaire strictement positif. On montre alors de maniere évidente par récurrence sur k > 0 la
relation : « A(k) et B(k) sont bien définies et sont symétriques définies positives ».

5. Par le théoréme spectral, la matrice symétrique A(0) = A se diagonalise en A(0) = PDP avec P orthogonale
et D diagonale & valeurs propres strictement positives. Comme B(0) = I = PI'P, une récurrence évidente
montre que A(k) = PD(k)!P et B(k) = PA(k)'P, ol les matrices D(k) et A(k) sont diagonales et vérifient :

Dy=D, Ay =1, Dyy1 = %(Dk + ALY, Ay = %(Ak +D;t)

Si, pour tout k, on note : Dy = diag(ag), .. .,a,(cn)) et Ay = diag(b,(:), .. .,b,(cn)), alors, d’apres la question 3,
pour tout ¢ € [1,n], on a:

. (i) ONET @ _ 1
kEI—iI-loo % =V ’kEI—&I-loo bk - a(z)

0
Or d’apres la relation A(k) = PD(k)P~!, les coefficients de A(k) sont des combinaisons linéaires de a,(cl), e a,(cn)

donc convergent quand k tend vers +oo et de méme avec B(k).

Exercice 2.14.

Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire (.,.). On consideére une famille (uq,us,. .., up)
de p vecteurs de E, ou p est un entier tel que p > 2. On dit que cette famille est obtusangle si pour tout couple
(i,7) € [1,p]?, i # j entraine que (u;,u;) < 0 (ce qui impose aux vecteurs d’étre tous non nuls).
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1. On veut montrer par récurrence que si une famille de p vecteurs de F est obtusangle, alors toute sous-famille
de p — 1 vecteurs est libre.

a) Montrer que cette propriété est vérifiée pour p = 2.

b) On suppose que la propriété est vérifiée & un rang p+ 1 > 2, et on envisage une famille (u1,...,upy2)
obtusangle telle que la famille (uq,. .., upy41) soit liée.

p
i) Montrer qu’il existe (A1,...,Ap) € R? tel que Y Ag(upy1,ur) > 0.
k=1

ii) En déduire qu’il existe k € [1, p] tel que A\x, < 0 et montrer que 'on peut supposer k = p.
iii) En considérant la famille (y1,...,yp+1) définie par :
Vie [Lp—1], yi = ui, Yp = Ups1 — AplUp, Yp+1 = Upy2,
montrer qu’il y a une contradiction.

iv) Conclure.

2. Soit (e1,...,ent+1) une famille obtusangle de vecteurs unitaires de E et v le vecteur de E défini par
n

v = Z Akuk.
k=1

On veut montrer que [Vk € [1,n], (v,er) = 0] = [VEk € [1,n], A\x = 0].
a) Soit p la projection orthogonale de E sur (Vect(e,41))*. Montrer que Y(i, ) € [1,n]? :
(p(ei), p(ej)) = (eis €5) — (€i, ent1) x(€j, €nt1)
b) Montrer la propriété par récurrence sur n.

Solution :

1. a) Clair puisque qu’une famille réduite & un vecteur non nul est toujours libre.

b) Supposons le résultat acquis & un rang p + 1 et soit (ug,...,Upt1,Upt2) une famille obtuse. Supposons
(ui,. .., up, ups1) liée. La famille (u1,...,up11) étant obtuse, '’hypothese de récurrence montre que (ug, ..., up)
est libre. Dans ce cas, u,11 est combinaison linéaire de (u1, ..., up) :

p
il existe (A1,...,Ap) € RP, telle que upt1 = Y, Apug.
k=1

1) On 8¢ g P = (e, 32 M) = 3 Melupir, ) > 0.

ii) La famille étant obtusangle, et la somme précédente strictement positive, il existe k tel que \; < 0.
Quitte a modifier 'ordre des vecteurs, on peut supposer que k = p, donc A, < 0.

iii) On montre facilement que la famille (y1,...,yp+1) est obtusangle. En effet :
* Sii et jsont dans [1,p — 1] et distincts, on a (y;,y;) = (u;, u;) <O0.
* Pour i € [1,p — 1], (i, yp) = (Wi, upt1 — Aptp) = (Ui, upt1) — Ap(us, up) <0

(Yis Yp+1) = (Uis upt2) <0

* Enfin (yp, yp11) = (Upp1; tpra = Aptip) = (Upp1; tpra) = Ap(upy, up) < 0.

Par hypothese de récurrence, la famille (y1,...,¥y,) est donc libre. Or :
D p=1 p—1
Upp1 — Aplp = D AplUp — Aplp = AU = Yp = > M\lk
k=1 k=1 k=1

ce qui est contradictoire.

iv) En conclusion, si la propriété est vérifiée au rang p+ 1, elle reste vérifiée au rang p+ 2 (car on peut toujours
ranger les p 4+ 2 vecteurs de la famille obtuse de sorte que les p + 1 vecteurs considérés soient les p + 1 premiers
de cette famille) : elle est donc vérifiée pour tout p > 2.

2. a) D’apres le cours : p(e;) = e; — (e;, ent1)ent1 pour tout 7. Donc :
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(p(ei), p(ej)) = (eis e5) — {€i enqr) x(€j, €nsy1)
b) La propriété est vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée pour un certain n > 1 et soit (eq,...,e,+1) une famille obtusangle de vecteurs unitaires .
Soit v défini dans I’énoncé tel que (v, e;) > 0.

On a p(v) = > Agp(ek) (car p(eny1) = 0). Un calcul analogue au précédent donne :
k=1

)
(p(v),p(e;)) = (v,€5) — (v, enq1)x(ej, €ny1) 2 0
D’autre part :
(p(ei), p(e;)) = (ei, ) — (i, ent1) x(€j, €nt1) <0

On applique alors 'hypothese de récurrence au vecteur p(v) et a la famille obtusangle (p(e1),...,p(en)).
Il vient, pour tout j € [1,n] : A; > 0.
Enfin :

n
0 < (v, €ng1) = 2 Aler, ent1) + Angall€ntrl|?
=1

Comme Ag{eg,ent+1) < 0, on obtient : A, 41 = 0.

Exercice 2.15.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit v un endomorphisme
de E. On note I ’endomorphisme identité de F.

On suppose qu’il existe k& endomorphismes non nuls de E, p1,pa,...,pr et k réels distincts A, Az, ..., A\p tels
que pour tout m de N :

k
u™ =3 A'pi
=1

k
1. a) Montrer que pour tout polynéme P de R[X], on a : P(u) = > P(\;)p;.
i=1

b) En déduire que le polynéme M (X) = (X — A\)(X — A2) -+ (X — A\g) est annulateur de u. Qu’en déduit-on
sur les valeurs propres de u ?
2. Pour tout ¢ de [1,k], on pose : Ly(X) = ][] (X — /\i).
1<i<k Ao — A
i#e
a) Montrer que pour tout £ de [1,%] : p; = Ly(u).

b) En déduire que Imp, C Ker(u — A\¢I), puis que les valeurs propres de u sont exactement les nombres
AL, Aoy ey Ak
. 9 0 sii#j
3. Montrer que pour tout (4,7) de [1,k]*, ona: p;op; = b sij=i
: =

4. Montrer que u est diagonalisable.

Solution :

1. a) La relation proposée est vérifiée pour tout monéme X%, k € N. Elle est donc vérifiée pour tout polynéme,
par un argument de linéarité.

b) Pour le polynéme M dont les racines sont Ay, ..., g, il vient :
M) = 3 MO =0,
Ainsi le spectre de u est inclus dans ’ensemble des lr:atines de M donc dans {Aq,..., g}
2. a) On remarque que les polynomes proposés sont les polynomes de Lagrange aux points Ag, ..., Ak, ¢’est-a-dire

que 'on a Ly(A;) = 0; ¢ (symbole de Kronecker).
11 suffit alors d’appliquer le résultat de la question 1.a) au polynéme Ly, et :
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Le(u) = pe
b) On a (u — A¢I) o Ly(u) = M(u) =0, donc (u — A¢I) o p; = 0, ce qui entraine que Im p, C Ker(u — A¢I).
Comme dim(Im py) # 0, il en résulte que Ker(u — Ao I) # {0} et Ay est valeur propre de u.

3. On a pour ¢ # j, p; op; =0, car p; op; = L;(u) o Lj(u) = L;L;(u) = 0, puisque L;L; est divisible par M.

k
Pour m = 0, 'hypothese de l'exercice donne I = Y p;. Donc
i=1

k
p;j=1Iop; =73 piop;=p;.
=1

k k
4. La relation I = > p; permet d’obtenir, pour tout vecteur s de E : x = Y p;(), ce qui montre que
i=1 =1

= 1=
E =TIm(p:) + Im(p2) + - - - + Im(py)
Cette somme est directe. En effet, si 0 = z1 + x2 + - - - + xp, avec x; € Im(p;), c'est-a-dire x; = p;(x;), alors, par
la question 3. :

0=p;(0) = p}(z;) = p;(2;) = 2;.
Donc :
E =1Im(p1) ® Im(p2) @ - - - & Im(py,)
Enfin, comme Im p, C Ker(u — A¢l), il vient, car les sous-espaces propres sont toujours en somme directe :
E C Ker(u— A1) @ Ker(u— AI) @ - & Ker(u — A1)

D’ou en fait I'égalité et u est diagonalisable.

Exercice 2.16.

Soit n un entier de N*. On note S, lensemble des matrices symétriques de M, (R). On appelle matrice
symétrique strictement positive, tout élément de S, dont les valeurs propres sont strictement positives : on
note S;7*, 'ensemble de ces matrices.

Soit A une matrice de S .

1. Justifier qu’il existe une matrice P de GL,,(R) orthogonale et une matrice diagonale D dont les coefficients
diagonaux Ap,..., A, sont les valeurs propres de A, et telles que A = PD'P.

2. Montrer qu’il existe R de S;F* telle que A = R?. On dit que R est une racine carrée de A.

3. Soient B et C deux racines carrées de A, toutes deux strictement positives.
Montrer que B et C ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres. En déduire que la matrice A
admet une unique racine carrée dans S que ’'on note Al/2,

4. On cherche dans cette question & exprimer A'/2. Soit p € N*. Pour tout j de [1,p], on pose :

X=X\
Li(X)= X=X
s 1§1;I§p Aj = Ai
i#£]
a) Montrer que (L1, ..., Ly) est une base de R,_;[X].
b) Montrer qu’il existe un unique polynéme 7' de R,_1[X] tel que, pour tout i de [1,p], T(A\;) = VA

¢) En déduire une expression de A'/2 en fonction de A.

no -1 - -1
5. Soit A = —Lom . Montrer que A est dans S;"+ et déterminer A/2.
: . =1

Solution :
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1. La matrice A est symétrique réelle : elle est diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe donc une
matrice diagonale D dont les éléments diagonaux sont strictement positifs et une matrice orthogonale P telles
que A = PD'P.

2. En notant A la matrice diagonale dont les éléments sont les racines carrées positives des éléments de D, il
vient :

R=PA'P = R?=PA*P=A
3. Montrons que B et C ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres.
Soit A réel, et X matrice colonne tels que BX = AX. Alors B?X = \2X = AX = C%2X. Ainsi (C2 - \?1)X = 0.
Or 0= (C?-X21)X = (C+AI)(C —AI)X. La matrice C n’ayant que des valeurs propres strictement positives,

la matrice C' + AI est inversible et (C'— AI)X = 0. Ceci montre que X est valeur propre de C' de vecteur propre
associé X . En échangeant les roles de B et C, on obtient le résultat escompté.

P P

4. a) Ces polynomes sont de degré p—1 et si > a;L;(X) = 0, alors, pour tout indice j, > a;L;(\;) = a; =0,
i=1 i=1

ce qui montre que la famille donnée est libre, donc est une base de R,_1[X].

b) L’écriture de tout polynéme P de R,_1[X] dans cette base est :
P
P=3Y P(\)Li
i=1
P
1l suffit donc de choisir P(X) = Y. v/A;L;. L’unicité provient du fait que (L1, ..., L,) est une base de R,,_1[X].
i=1

P
¢) On pose B = > /A;L;(A) qui est un élément de M., (R).
i=1

Si A est une valeur propre de A de vecteur propre associé X, alors pour tout polynéme P : P(A)(X) = P(\)X.
Ainsi L;(A)(X) = L;(M) X.

Or L;(\;) = §; ; montre que si X; est vecteur propre associé a la valeur propre \;, P(A = /N X

On en dedu1t que B2 A. La matrice B est symétrique (car A l'est) et dans S;F* pulsque Ses valeurs propres
sont (v/A1,...,1/Ap). On conclut par 'unicité de la racine carrée.

5. La matrice A est symétrique réelle. On peut 1'écrire A = (n+ 1)I — J, ou la matrice J n’est formée que de
1. Les valeurs propres de J sont 0 et n; les valeurs propres de A sont n + 1 et 1. Elle est donc dans S, .
Par les questions précédentes, A2 = L;(A) +v/n + 1L, 41(A), avec

Li(X) = X=0=L o 1, (x) = X1

Apres calculs :

AV? = L(nFT-)a— (V¥ T- (n+ 1))

Exercice 2.17.
1. a) Pour n e N soit P € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ € R,,[X] tel que pour tout = # 1 :
b) Montrer que l'application f : R, [X] — R, [X], P — @ ainsi définie est un endomorphisme de R,,[X].

2. Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f~1.

3. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique (1,X,...,X") de R, [X] puis calculer son inverse A~!. Les
matrices A et A~! sont-elles diagonalisables ?

4. a) Soit o € C une racine d’'un polynéme @ de R[X] d’ordre de multiplicité k € N*. Le complexe « est-il
racine de f~1(Q) ? Avec quel ordre de multiplicité ?

b) En déduire les sous-espaces propres de ’'endomorphisme f~! puis montrer qu’ils sont aussi les sous-espaces
propres de f.
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Solution :

1. a) Une primitive F' du polynéme P est un polynéme de degré n + 1; ainsi :

i | o= gt

Comme 1 est racine du polynéme F(X)— F(1), on peut simplifier par (z —1) et le quotient est bien une fonction
polynome de degré n.

De plus @ est parfaitement définie sur R\ {1}, donc en une infinité de points et le polynéme associé encore noté
Q est parfaitement défini.

b) La linéarité de f résulte de la linéarité de l'intégration et donc f € L(R,[X]).

2. On a montré : V P,deg f(P) = deg P. Donc f est une application linéaire conservant le degré, 'image par f
de la base canonique (1, X, -+, X™) est une famille graduée en degré qui est donc une base de R, [X].

Ainsi, f transforme une base en une base : elle est donc bijective.
x

Ona:VeeR (z—1)Q(x)=(x—1)f(P)(z) = / P(t)dt, d’ont en dérivant les deux membres et en revenant a
1
la notation polynomiale : (X —1)Q'+ Q = P et
FR[X] = Ry [X]:Q = (X — 1)Q' +Q

3. En écrivant 'image par f de la base canonique de R, [X] :
FXF) = 14+ X4+ X*

o , soit : o )
L3 3 pEs
0 3 3 T
. 00 % =
0
000 - =5
et A™! est la matrice de f~! relativement & la méme base.
Comme f~1(X*) = (k+ 1)X* — kX*71 il vient :
1 =1 0 e - 0
o 2 -2 0 - 0
0 0 3 -3 0
A7l =
0 0 O 0
0 -+ -+ 0 n —-n
0 v v e 0 m41

Ces deux matrices sont triangulaires. Elles posseédent chacune n + 1 valeurs propres distinctes (qui se lisent sur
leurs diagonales) , ce qui est une condition suffisante de diagonalisabilité.

4. a) On éerit Q = (X — a)*Q; avec Q;(a) # 0, alors :
Q) =pP=(X-1)Q +Q, donc :
F7HQ) = (X = DE(X - )" 1Q1 + (X — o)1) + (X — )* Qs
= (X = )" R(X = 1D)Q1 + (X = a)(Q1 + (X = 1)@))]
— (X — )" R(X)
en notant R la quantité k(X — 1)Q; + (X — @)(Q1 + (X — 1)Q}. De plus R(«a) = k(e — 1)Q1(a). Ona: k#0
et Q1(a) #0 d’ou :
e Si a#1: «est racine d'ordre k — 1 de f~1(Q).
eSia=1:R=(X-D[k+1)Q1 — (X -1)Qj] = (X —1)S en posant S = (k+1)Q; — (X —1)Q}. On a :
S1)=(k+1)Q:1(1)#0car k+1#0et Q1(1) = Q1(a) # 0 et 1 est racine d’ordre k de P.
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b) Soit @ un vecteur propre de f=1; f~1(Q) = \.Q, avec X # 0 car f~! est inversible. Donc toute racine
complexe de @ a le méme ordre de multiplicité dans Q et dans f~1(Q). D’apres la question précédente, 1 est la
seule racine possible de @), d’ou :

QX)=a(X-1F 0<k<n, acR
On aalors : f71Q) = (X —1)Q' + Q = (k+ 1)Q. Ainsi Q est associé a la valeur propre k + 1.
Les sous-espaces propres de f~! sont : Ey, E, ..., E, avec Ej, = Vect((X — 1)¥).
Si Q est vecteur propre de f~! alors f~1(Q) = \.Q, donc Q = A\f(Q) et f(Q) = %Q. Donc les vecteurs propres

de f~! sont vecteurs propres de f et il n’y en a pas d’autres car f et f~! sont diagonalisables.

Exercice 2.18.

Soit n un entier > 2. On considere le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A vérifiant
les deux propriétés suivantes :

i) si A = (aij)1<ij<n, alors a; ; = 0, pour tout (i,j) € [1,n]?;
1
ii)sionnote U = | * | € M, 1(R), alors AU =U.
1
1. S est-il un sous espace vectoriel de M, (R) ?

2. a) Soit A € §. Montrer que 1 est valeur propre de A.
b) Soit A une valeur propre (réelle ou complexe) de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre associé. En
considérant une coordonnée de module maximal de X, montrer que |[A| < 1.

3. Soit z1,. .., %, p nombres complexes non nuls (p > 2) vérifiant :

Montrer qu'il existe des réels positifs p1,. .., pp et 19 € [[1,;9]], tels que pour tout j de [1,p], on a : z; = p;z;,.
Z1
4. Soit A une valeur propre complexe de A telle que |A] = 1. Soit X = : un vecteur propre associé. On

Tn
pose : |xg| = max |x]
i€[l,

a) Montrer qu'il existe j € [1,n] tel que z; = Azy.

b) En déduire qu’il existe un entier naturel non nul g tel que \? = 1.

Solution :
1. a) § n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.

2. a) Le réel A = 1 est valeur propre, puisque le vecteur U est un vecteur propre associé.

b) Soit k£ un indice tel que |x| = max |z;|. En considérant la k™ équation du systéme AX = \X, il vient :
Stsn
n
AT = ). Gk ;%5
j=1

n n
Done : [Mzx| = | 3 arjzj| < 35 anjlv;] < 1ufaxl.
i=1 i=1
Comme zj, # 0 (autrement on aurait X = 0), il vient : |A| < 1.

3. On effectue une démonstration par récurrence sur p.
esip=1,alors z; = 1xz2.
e supposons la propriété vérifiée pour (p — 1) nombres complexes. Soit 21, ..., z,, p nombres complexes qui
P P
vérifient : | Y 2| = D |zl
i=1

i=1
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On pose : u =21 + -+ Zp—1 et v = z,. On a alors, par I'inégalité triangulaire :

P P p=
2 Jal = | 2 zi] = hut ol < Jul 4 Jol < X fail + [z
1= 1= 1=
p—1 p—1
On a donc en fait égalité dans ces inégalités et |u+ v| = |u| + |v] ainsi que | > z;| = 3 |2]. Par hypothese de
i=1 i=1
récurrence, il existe un réel p > 0 tel que v = pu et il existe p1,..., pp—1 réels positifs tels que z; = p;z1 (par

exemple). La relation v = pu donne enfin
p—1 p—1
Zp = P( > Zz) = P( > Pi)Zl
i=1 i=1
On conclut par le principe de récurrence.
4. On suppose dans cette question que |A| = 1. En reprenant la méthode développée dans la question 2, il vient :
n n
ekl = [ 2 an o] < X awglesl < o
j=1 j=1
On a donc égalité dans les inégalités précédentes, et :
n n
| 32 awjoj| = 3 law )
j=1 j=1
Par la question 3, il existe ig, des réels positifs p1, ..., p, tels que pour tout j de [1,n], ak ;T; = PGk igTio -
Notons J = {j € [1,n]/ar,; # 0}. Ainsi : Az, = Y ap ;T = arinTip . Pj-
jeJ jeJ
Soit : |xg| < (ak,io > pj)|wi0| < (ak,io > pj)|xk|, ce qui montre que axq, » p; =1 et Az = ;.
jeJ jeJ jed
Donc |zx| = |zi,], et z;, est également une coordonnée de module maximal. On recommence ce processus, et
comme le vecteur X n’a qu'un nombre fini de coordonnées, on finira par retrouver une coordonnée déja obtenue,

il existe donc g € N* et k; tels que g, = Azy, .
Donc M\ = 1.

Exercice 2.19.

On considere l'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées d’ordre n (n > 1) a coeflicients réels.

Si A= (aij)i<;jcn e B = (bij) <, j<, sont deux éléments de M,,(R), on définit le produit de Schur A ® B
des matrices A et B en posant :
al,lbl,l al,zbl,z a1,nb1,n
a2,1b2,1 02,252,2 a2,nb2,n
A® B = (ai;bij)<ij<n =
an,lbn,l v .. an,nbn,n

On munit R™ de son produit scalaire canonique ( , ) et on confond vecteur de R” et matrice colonne de M,, 1 (R)
canoniquement associée. On dit qu’une matrice A est positive (notation A > 0) si elle est symétrique et a toutes
ses valeurs propres positives ou nulles. Lorsque A et B sont symétriques, on écrit A< Bsi B— A > 0.

1. Montrer qu'une matrice A est positive si et seulement si elle est symétrique et vérifie {(Az, z) > 0 pour tout
x € R™. En déduire que la somme de deux matrices positives est encore une matrice positive.

2. Soit V un vecteur colonne de R™. Montrer que la matrice B = V !V est positive.

3. Soit R une matrice positive non nulle de M,,(R). Montrer qu’il existe un entier m € {1,...,n} et une famille
(V4,..., V) de vecteurs (colonnes) orthogonaux non nuls de R™ tels que :
m
R=Y V'V,
k=1

4. Soit A une matrice positive de M,,(R) et V un vecteur colonne. Montrer que A ® V'V est une matrice
positive. En déduire que le produit de Schur A ® B de deux matrices positives A et B est encore une matrice
positive.
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Solution :

1. Soit A une matrice positive. La matrice A est symétrique réelle, il existe donc P orthogonale et D =

diag(\1,...,\,) diagonale telles que A = PD'P. Comme A est positive, ses valeurs propres sont positives et
donc les coefficients diagonaux Ay, ..., A\, sont positifs ou nuls.
Alors, pour tout vecteur z = (z1,...,z,) de R”, on a :

(Az,x) =txt Az = tx Az = ta PD'Px = tyDy

avec y = 'Px = (y1,...,Yn). Ainsi :

U "
(Az,z) = (y1 ... yn)diag(Ai,...,0) | ¢ :Z)\iyiQ}O

- i=1
Réciproquement, si A est une matrice symétrique telle que (Az,z) > 0, alors pour A € Spec A, en notant x un
vecteur propre associé, on a :

0 < (Ax,z) = (\x,z) = N|z||?

et donc A > 0.

Si A et B sont positives, alors A + B est symétrique réelle et pour tout vecteur z, on a : ((A + B)x,x) =
(Ax,x) + (Bxz,z) > 0 et A+ B est encore positive.

2. Comme 'B =1(V'V) =(*V)'V = V'V = B, on voit déja que B est symétrique (et réelle).

De plus, pour tout vecteur x, on a :

(Bx,z) =txBx = 2ViVr =1("Vx)('Vx) = (*Vz)? > 0

(la matrice !V est produit d’une matrice ligne par une matrice colonne, donc est une matrice carrée d’ordre 1,
identifiée & son unique terme)

Ainsi B est une matrice positive.

3. On peut écrire R = PD!P, avec P orthogonale et D diagonale. Quitte & permuter les colonnes de P, on peut
supposer que D est de la forme

D = diag(A1, ..., Am,0,...,0)
ou les nombres A, A\, , qui sont positifs ou nuls puisque R est positive, sont en fait strictement positifs.

P1k
Notons P = (p; ;) et pour k € [1,n], posons Vi = /A
DPnk
Les colonnes Vi, ..., V,, sont non nulles et deux a deux orthogonales, tandis que les colonnes V,,41,...,V, (si

m < n) sont nulles.
On a: (Vi'"Vi)ij = Akpikpjk, donc pour tout couple (i, j) :

(2" Vi'Vi)iy = (3 Vi'Vi)ij = >0 pikAepjk = (PD'P); 5
k=1 k=1 k=1
Ainsi : .
R=PD'P =Y V'V
k=1
U1
4. Posons: V=| 1 | esC=A0VV = (¢;;).
Un,

On a : ¢ = a;;v;v;, et comme A est symétrique, il en est de méme de C. De plus, on a pour tout vecteur
x=(21,...,Zp) :

M=

(Cx,x) = a; jvivirir; = (Ay,y) = 0

1

n

i=1j
avec Yy = (U121, ..., VpTy).
Par conséquent, la matrice C' est bien positive.
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m
En utilisant la question précédente et la question 1, on écrit B = Y. Vi !V} et on en déduit immédiatement que
k=1

m
A® B = Z AR (Vk th) > 0 comme somme de matrices positives.
k=1

Exercice 2.20.

Dans tout I’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On note U la matrice carrée d’ordre n dont tous les
éléments sont égaux a 1, I la matrice identité d’ordre n et E = Vect(I,U), le sous-espace vectoriel engendré
par U et I.

1. Montrer que (I,U) forme une base de F.

2. Les éléments de F sont-ils inversibles avec un inverse dans E 7 Sont-ils diagonalisables ?
On pose : My = %U et My =1 — M.

3. a) Montrer que My et M; sont deux matrices de projecteurs formant une base de E.
b) Soit A =al + U € E et p € N*. Exprimer AP dans la base (Mg, My).
Vi,je[l,n],hij =0
Soit S l’ensemble des matrices H = (hi j)1<ij<n € Mup(R) telles que 1<i<n — il hij =1
4. Soit A un élément de E N S. Montrer que les deux suites réelles (ap)pen €t (bp)pen déi"inies par :

Vp € N7 AP = apMo + ble
sont convergentes sauf éventuellement lorsque n = 2.

Solution :

1. U n’est pas une matrice scalaire, donc la famille (I,U) est libre. Etant génératrice de E, c’est une base de E
et dim(E) = 2.

2. x La matrice A = ol + BU est inversible dans FE si et seulement s’il existe o/, € R tels que
(al + BU)(&/T+ B'U) = I. On obtient le systéme :

ad =1
B'(a+npB) =—pa
Ainsi, A est inversible dans E si et seulement si o # 0 et aw # —n . Son inverse est alors :

1 1 B8
A 1_51_ oz(onrn,B)U

* La matrice U est de rang 1; ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associé Ker U, et n de sous-
espace propre de dimension 1 engendré par une colonne de U. La matrice I est diagonale. Il existe une matrice
P orthogonale (car U est symétrique tout comme I) telle que U = PD'P. Et A = aU + I = P(aD + BI)'P.
Ainsi toutes les matrices de E sont diagonalisables. Enfin, dans une base de diagonalisation de U, il vient :

O e e 0
A=p| O |
: « 0
0 -~ 0 nf+a

3. a) On vérifie que M2 = L.U2 = My, et M? =T + M2 — 2My =1 — My = M,.
n
On remarque que MoM; = M1 My = 0.
On a aMy+ M, =0 < BI + (a ; ’B)U = 0, qui n’admet que o = f = 0 comme solution. Donc, My et M;
sont deux matrices de projecteurs appartenant a E et formant une base de E.
b) En écrivant A = al + U = a(My + My) + nMoy, il vient :
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A= (a+nB)My+ oM,
Les matrices My et M; commutant, on peut utiliser la formule du binéme et par la remarque précédente :
AP = (a+nB)P My + oP .M.

B=0
4. Dire que A = ol + U € EN S équivaut a dire que { a+5>0 .
a+np=1

Or 8> 0entraine a =1 —nB <1, et § > —a entraine o < 1 + na, soit a > n_fl Ainsi :

1
-1
a€[—=5,1] c[-11]
On a donc : AP = My + oP M;.

eSi—-1<a<l: lim of =0et (AP), converge vers M.
p—+oo

eSia=1,alors 5=0et A= My+ M; =1, donc AP = I.
eSia=-1, alors,@z%,A:MO—Ml = AP = My + (—1)P?M; et la suite (AP), ne converge pas.
Mais dans ce cas a+ >0 = [3:%21 — n<2 = n=2.

0 1
10

Ainsi, la suite (AP),en diverge si et seulement sin=2et o = —1.

Dans ce cas : A = ( ) et A% =T, A%PTl = A,

Exercice 2.21.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4. On note U 'ensemble des vecteurs de norme 1 de E.
Un endomorphisme ¢ de F est dit orthogonal si : Vz,y € E, (q(x),q(y)) = (z,y).

Un endomorphisme orthogonal ¢ est appelé quart de tour si g> = —Id, ou Id représente I'application identité.
0 -1 0 O
) 1 0 0 O
On note @) 'ensemble des quarts de tour de F et on pose : M = 0 0 0 -1
0 0 1 0

1. Démontrer qu'un quart de tour transforme tout vecteur  de E en un vecteur orthogonal a x.
2. a) Soit ¢ un endomorphisme de F dont la matrice dans une base orthonormée est égale & M. Montrer que ¢
est un quart de tour.

b) Soit ¢ un quart de tour. Montrer que quel que soit u € U, il existe une base orthonormée B = (ey, €2, €3, €4)
de E avec e; = u et telle que la matrice de g dans B soit égale a M.
3. Soit g € Q et w € U. On note P le plan engendré par u et q(u).

a) Montrer que (u, q(u)) est une base orthonormée de P.

b) Montrer que le plan P est invariant par g. Décrire géométriquement la restriction de ¢ au plan P.

¢) Si v est un vecteur unitaire de P, il existe un nombre réel 6 tel que

v = cos(0)u + sin(8)q(u)

Déterminer les matrices de passage de la base (u,q(u)) & la base (v,q(v)) et de la base (v,q(v)) & la base
(u, q(u)).
4. Soit g € Q et @ € R. On pose f = cos(a)Id + sin(a)q.

a) Montrer que f est un automorphisme orthogonal.

b) Montrer que tout vecteur unitaire u est contenu dans un plan P invariant par f. Décrire géométriquement
la restriction de f a P.

Solution :

1. Soit x € F et ¢ € Q. On calcule le produit scalaire entre = et son image par q.
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(a@).2) = (g(a). ~¢*()  (car g = —1d)
= —(q(z),q(q(x))) (car ¢ est orthogonal)
Ainsi, (g(x),z) =0 et g(x) est orthogonal & x
2. a) x On vérifie aisément que M? = —1I,.
* On vérifie également que MM = I, et donc pour toutes colonnes X et Y :
EXY = ' X(PMM)Y = {(MX)(MY)
Ce qui traduit exactement la propriété : Va,y, (z,y) = (q(z),q(y)).

b) Remarquons que pour tout vecteur x, on a en particulier ||¢(x)| = ||z||, donc Kerq = {0} et un
endomorphisme orthogonal est un automorphisme.
* Soit u € U, q(u) est orthogonal & u. On note e; = u et ex = g(u). On remarque que g(ez) = ¢*(u) = —u = e;.

Comme e; et ey sont orthogonaux et de norme 1, donc non nuls, ils forment une famille libre.

* Soit e3 un vecteur unitaire orthogonal & e; et ea et posons eq4 = g(es). Le vecteur es est orthogonal a e;
et ey, donc ey est orthogonal & g(e1) = ez et & g(ex) = —eq, donc & e;. En clair (es,eq) est en fait une base
(orthonormée) du supplémentaire orthogonal de Vect(ey,es) et (e1, e, e3,e4) est une base orthonormée de R%.
Relativement a cette base, la matrice de q est M.

3. a) D’apres la question 1, u et g(u) sont deux vecteurs orthogonaux de norme 1, donc la famille (u, g(u)) est
libre. Comme P est engendré par u et g(u), cette famille est bien une base orthonormée de P.

b) Soit € P. Il existe A, u € R tels que & = Au + pg(u).

Ainsi, ¢(z) = Ag(u) —pu € P et P est stable par ¢. Comme la matrice de g p dans la base (u, g(u)) est <(1) _01 >7

q p est la rotation d’angle 7/2 (dans le plan P ainsi orienté par la base (u,q(u))).

¢) On remarque que ¢(v) = —sinfu + cosfq(u). Ainsi, la matrice de passage de la base (u,q(u)) & la base
cosf —sind
sinf  cosf

cosf siné >

(v, q(v)) vaut . On retrouve une matrice de rotation et la matrice de passage de la base (v, ¢(v))

a la base (u, g(u)) est <sin9 cos

4. a) Soient z,y € E.
(f(x), f(y)) = (cos® a)(x,y) + cosasina((z, q(y)) + (a(),y))
+ (sin® a){q(x), q(y))
= (z,y) + cosasina({(—¢*(x),q(y)) + (a(), ¢(y)))

= (z,9)
Ainsi, f est bien un endomorphisme orthogonal.
b) Soit w € U. Comme précédemment, on définit le plan P engendré par la famille (u,¢(u)). On montre
aisément que ce plan est stable par f. De plus, la matrice de fjp dans la base (u,q(u)) est Z?ﬁg _czlsnaa

Ainsi, la matrice de f|p dans la base (u,q(u)) est une matrice de rotation.



