1
ANALYSE

Exercice 1.1.
n
Pour n entier de N*, on pose : u, = ( Z %) In(n). On admet que la suite (u,)n>1 converge et on note 7 sa
limite. -
In(n)
—
a) Montrer que la série de terme général vy, + vo,11 €st convergente.

1. On pose pour tout n > 2, v, = (=1)"

b) En déduire que la série de terme général v,, est convergente.

+oo
On pose S = (—1)”M.
n=2

n

2. Justifier les inégalités :
n+1 n
Vn > 3,/ ) g < ) o gy, 5 4 00 g/ @ dt

t n on
On se propose maintenant de calculer S.
Pour n > 3, on pose :

(_1)k1nl(€k)) ty = zn: Hl(gk) et ay =t, — M

M=

Sy =

k=1
3. En utilisant la question 2, montrer que :
a) la suite (an)n>3 est décroissante.
b) la suite (a,)n>3 est convergente.

n
4. Montrer que pour tout n > 3, on a : Sa, = t, — tap, +1n(2)x > % En déduire une expression de Sy, a ’aide

de a,, as, et u,.

5. Calculer lim Sy, (on exprimera cette limite en fonction de +y et de In(2)). Déterminer alors S.

n—+oo
Solution :
_In(2n) W(2n+1)  In(2n) 1 1
L. a) von + v2n41 = 2n 2n+1 " 2p(2n+1) 2n+1 In(1 + %)
Le premier terme est équivalent a Inn o 16 second est équivalent a N ,72’ donc est négligeable
4n? 2n " 2n° dn,

devant le premier. Ainsi :

Inn
Vay + U ~ =
2n 2n+1 (oo) 47’12

1

Donc vy, + vap41 est négligeable devant =75 et la convergence en résulte.
n
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b) Avec des notations évidentes, la suite (va,41) est donc convergente et comme vy, 2 — 0, la suite (vo,42)
est convergente de méme limite. Ainsi la suite (v, ) converge.

2. On étudie succinctement la fonction ¢ définie sur R par ¢(t) = tht On constate qu’elle est strictement

décroissante sur [e, +00[. Ainsi, pour n > 3, la fonction ¢ est majorée par ¢(n) sur Uintervalle [n,n + 1] et, pour
n > 4, minorée par cette méme quantité sur U'intervalle [n — 1, n]. En découlent les deux inégalités demandées.

3.a) On a, pour n > 3 :
_In(n+1)  (In(n+1))? " (In(n))?

Up41 — Gp = -

n—+1 12 2
n—+
_ In(n 4+ 1) _/ ln(t)dt<0
n+1 n t

ce qui prouve que la suite (a,),>3 est décroissante.

b) Egalement :

& In(k)  In(1) | In(2) | "SIn(k) | In(n)
tn—k:1k71+2+k§3k+n
In(2) | In(n) "In(t) ,, _ In(2) |, In(n) 1 2
>+ +3 o dt = =5 + + [5(nt)?]
On en déduit que :
an =ty — L(inn)2 > 2202 00) _ 190 D) 150
Ainsi la suite (an),>3 est minorée. Comme elle est décroissante, elle converge.
4. On calcule :
1 * o In(2k)  In " 1n(2k) ™ Ink ™ In(2k)
( 7)1112: ( _7):2 - =2 —tn
Par ailleurs ' , )
Santtan = 5 (-1HIBE 4 Sk _p  SE Ik, 50 1)
k=1 k=1 k=1,(k=2p) p=1 <P
On soustrait les deux résultats obtenus pour obtenir la relation demandée.
On a donc : (lnny? (In(2n)Y?
Inn In(2n 2o
SQn:an+ D) _a2n_f+(kglg)ln2
et, en développant, on obtient :
(In2)?
Sgn = Ay — A2n —|—un1n2 — T
2 2
5. On a donc : lim Sy, = lima,, — limas, + yIn2 — @ =~In2— %
Comme le terme général de la série alternée de somme S tend vers zéro, on a :
2
S =1mSy, =7yIn2 — %

Exercice 1.2.

Soit a et b deux réels tels que a < b. Une fonction f : Ja,b[— R est dite absolument monotone (en abrégé A.M.)
sur Ja, b] si elle est de classe C™ sur Ja, b[ et vérifie la relation suivante :

VneN,Vz € la,b, fM(z) >0
1. a) Vérifier que la fonction h : © — —In(1 — x) est A.M. sur ]0,1][.

b) Donner des exemples de fonctions A.M. sur tout intervalle de R.

Soit b un réel strictement positif, f une fonction de classe C*° sur [0,b] et A.M. sur]0,b[ et, pour tout n € N*,
R, la fonction définie par :
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n (k)
va € (0,6 Fn(@) = f(2) = 2 ! k!(O) ok

g/

2. Exprimer R, () sous forme d’une intégrale.

(k)
3. Justifier que la série de terme général fT(O)xk converge pour tout z € [0, b[.
On note S sa somme. Montrer que, pour tout € [0,b[, on a S(z) < f(x).

R ()

4. a) Soit n € N* fixé. Montrer que la fonction ¢ : 2 — —2=~ est croissante sur |0, b[. Quelle est sa limite quand
x

n
x tend vers 0 par valeurs supérieures ?

b) Montrer que, si 0 < z <y < b, alors 0 < Ry, (z) < (£)" f(y).
c¢) En déduire que S = f sur [0, [.
5. Pour = €]0,1[, écrire In(1 — ) comme la somme d’une série de la forme

oo
> apz™.
n=0

Solution :

1. a) Par récurrence, on trouve :
R (z) = (n —1)!/(1 — )™ > 0 sur ]0, 1] pour tout n € N*.
Donc h est absolument monotone sur ]0, 1.
b) Par exemple, la fonction exponentielle, ou toute fonction constante positive.

2. Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral. La fonction étant A.M :

Ro(x) = /(x_t) S (1)de > 0

n!

3. La somme partielle S, vérifie f — S,, = R, > 0, d’ou S,, < f. La série converge car a termes positifs et ses
sommes partielles sont majorées. Par passage a la limite, on obtient : S < f.

4.a) Pour tous z et 2’ tels que 0 < = < 2’ :

R (x) - L/zﬂf(nﬂ)(t)dt - /IM(l — L)"dt
0 n!

z" " Jo n!
T p(n+1) " @’ p(n+1) "
g/ S '(t)(lfi,) dtg/ S ,@(17%) dt
0 n: X 0 n. xr
!
< R, (z")

x/n

Autre méthode : Le changement de variable affine ¢t — u = % donne :

1
R, (z
7;7(1 ) = %/ FOHD (2u) (1 — u)"du
qui est une fonction croissante de x comme produit de fonctions positives et croissantes.

Ainsi ¢ est croissante sur |0, b].
D’autre part, on sait (formule de Taylor-Young) que : R, (z) = o(z™) au voisinage de 0, donc lim ¢(z) = 0.

z—0t
Ry (x)

b) Par croissance de z — ;n et la majoration R, < f,ona, pour 0 < x <y :

0< Bal) < ()" Buly) < (§)" )

¢)Ona: lim (£)"f(y)=0,car0< % < 1. Ainsi

n—+oo Y
ngrfoo f(@) = Sn(z) = ngrfoo Ry (z) =0,
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donc f = S sur ]0,b], et clairement S(0) = f(0).

donne

Exercice 1.3.

Soit S I'ensemble des suites décroissantes de réels strictement positifs dont la série associée converge.

1. I’ensemble S muni de I'addition et de la multiplication par un réel, est-il un espace vectoriel ?
+o0 ~+o00
Pour (b,) € S, onnote : R, = Y, by ; b=by+Ro= ) by
k=n+1 k=0

On dit alors que (b,) € S est une base discréte d’ordre 1 (en abrégé bdl) si pour tout t € [0,b], la propriété
suivante est vérifiée :

3 (dn) € {0, 1}N, t= —SO:O dib (Pt)
k=0

+oo
2. Soit (b,) € S. Montrer que la propriété (P;) est vérifiée pour ¢ = 0, pour ¢t = b, et pour t = > bzi. On
k=0
précisera & chaque fois une suite (d,,) correspondante.

Etant donné (b,) € S et t € [0,b], on définit la suite (t,) par la relation de récurrence : to = 0 et

) <
0t = {0 TSt
n

3. On suppose ici b, < R, pour tout n € N.
a) Soit ¢ € [0, b]. Etablir par récurrence sur n € N, ’encadrement :
0<t—1t, <b, + R,
b) En déduire que (b,,) est une bdl.

4. Montrer que la suite (27™) est une bdl.

5. Dans cette question, b, = In(1 +27"), pour tout n € N.
a) Etablir I'inégalité : Vn € N*,Vay,...a, € RY,
In(l+a1+-+ap,) <In(l4ay)+---+1n(l+ay)

b) En déduire que (b,,) est une bdl.

, 30
¢) Ecrire un programme Pascal qui calcule S30 = > bg.
k=0

Solution :

1. L’ensemble S n’est pas un sous-espace vectoriel de 'espace des suites réelles car la suite nulle n’est pas dans
S.
2. Facilement (d,) = (0), (dn) = (1), (dn) = {3 7=
0 sinon
3. a) Pour n = 0, la double inégalité a établir s’écrit : 0 < ¢ < b.
Soit n € N. Supposons : 0 <t —t, < b, + R,.
e par construction on a : ¢t —t,41 = 0.
e si tn+bn <t, on a : (bn+1+Rn+1) _t+tn+1 :Rn_t+(tn+bn) = 01
e sinon : (b1 + Rpt1) —t+tp1 =Rp—t+t, 2 b, —t+1t, 20 (car b, < R,).

b) Onpose:dn:{1 S%tn‘i‘bngt.
0 sinon
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n—1
Ainsi : Vn € N)t,41 = t, + dpby,, d’oli, de proche en proche : t,,41 = > dibs.
k=0
La suite réelle (t,,) étant croissante et majorée par t, elle est convergente ; en passant a la limite dans 1'égalité
—+o0
ci-dessus, il vient : lim ¢, = > diby.
n—oo —
Or, pour tout n, 0 <t —t, < b, + R,, d’ou en passant a la limite :
0<t— lim ¢, <0+0.

n— oo
Donc :
—+oo
t= lim t, = > diby,
k=0
400 1
4. OnaR,= > 2~k — o= (nt1) —1i/2 =2"" =b,. On a donc b, < R, et on conclut grace a la question
k=n+1 -
précédente.

5. a) Directement, en passant a ’exponentielle, I'inégalité & démontrer équivaut a :
l+a1+-4a, <(14a1).(1+az). - (1+ap).
On conclut en développant le membre de droite car tous les a; sont positifs.
b) On applique I'inégalité précédente avec : ar = 2~%. En sommant de n + 1 & N, on obtient :
N N
In(1+ > 27F) < ¥ In(1+27%)

k=n-+1 k=n-+1
Si on fait tendre N vers 400, on obtient, les séries étant convergentes :

+oo +oo
In(l1+ > 27 < ¥ Im(1+27%)
k=n-+1 k=n-+1

—+oo
soit : In(14+27") < > by, et enfin : b, < R, ce qui permet de conclure.
k=n-+1
c)

program escp ;
var k :integer; d,p :real;

begin
p :=1; d :=1;
for k :=0 to 30 do
begin
p :=px(1+(1/d)) ; d :=d*2;
end ;

writeln(’S30=’,1n(p)) ;
readln ; end.

Exercice 1.4.

1. a) Dresser le tableau de variations de la fonction d’une variable réelle
T
F:z— / e’ dt.
0

Justifier que F' réalise une bijection de R sur un ensemble a préciser.

f@)
b) En déduire que la relation / edt =1 permet de définir une fonction f sur R.

2. a) Justifier que f est de classe C* sur R.

b) Déterminer le sens de variation de f.

3. Vérifier que pour z, y réels, y = f(x) <= —x = f(—y). Comment s’interprete géométriquement ce résultat
sur la courbe C représentant f 7

4. Montrer que, pour tout z € R, on a :



10 ESCP-Europe 2011 - Oral

< f(x) <z +e .
Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

Solution :

1. a) F est de classe Ct et F'(x) = e > 0. De plus mEIPoo F(z)=—00 et ’EEI—‘,I}OO F(z) = 400, comme intégrales
divergentes d’une fonction positive. Donc F' définit une bijection de R sur R.
b) En utilisant la fonction F, la relation demandée s’écrit
F(f(z)) — F(z) =1 ce qui équivaut & f(z) = F~!(1 4 F(x))
ce qui définit f.
2. a) La fonction F est de classe C! & dérivée ne s’annulant pas; donc F~! est de classe C! et f aussi d’apres
la relation précédente.
b) La relation précédente donne
fl(2) elf@F —ev® = 0 = f/(z) = e U@ > 0

et f est strictement croissante sur R.

y —x
3. Par parité de t — et’, il vient : / ot dt = / et’dt, d'on

z -y
—T

y=1fa) = 1= [ it — o= f(-y)

—y
De méme —z = f(-y) = —(-y) = f(=(-2)).

La courbe C est donc symétrique par rapport a la seconde bissectrice d’équation y = —zx.
4. On sait que et” > 0 sur R et :

F@
/ edt=1>0 = f(z) =z

i@ i@, .
1:/ et dt;/ ev dt =e” [f(z) — ]

donne : f(z) < z+e " soit z < flx) < z4e 7,

Enfin lirf [ f(z) - x] = 0 prouve que la premiere bissectrice est asymptote a C en £oo. L’allure de la courbe
T—rLT00

D’autre part,

représentative s’en déduit.

Exercice 1.5.

1. Pour x réel, on considere la suite définie par :

n
1
Vn e N u,(x) = —— —1nn
(z) kzzzlk z

Pour quelle valeurs de z, la suite (u,(z))nen+ est-elle ainsi bien définie 7
2. Pour n > 2, on pose Wy, () = un(2) — tp_1(2). Btudier la convergence de la série de terme général w, (z).
3. En déduire ’ensemble de définition D de la fonction f définie par
fe)= lm_un(x).
On admet que f est continue sur D.

1
142

4. Soit © € D. Démontrer que f(z + 1) = f(z) —

5. Montrer que ngrfoo[f(n) +1Inn]=0.

p—1
6. Montrer que : Vp € N*Va € [0,1] : f(px) == > f(x — %) —Inp.
k=0
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1
En déduire la valeur de / ft)dt.
0

Solution :

1. La suite est définie sur D, = R\ Z* .

2. On a pour n au voisinage de +00, wy(x) ~ -1 2L qui est le terme général d’une série (absolument)

convergente. On en déduit que la série de terme général w,, (x) converge pour tout = € D,,.

+oo
3.0na f(z) = 21 wp(x) + 32 + . On en déduit que D = D,,.

n=

4. On a up(z + 1) = up(z) —
fla+1) = f2) - 1.

. Pour x réel fixé, on en déduit par passage a la limite que

5.0naVneN* f(n)+1lnn= f(0) — nil ﬁ +1Inn = f(0) — u,(0).

Par définition de f(0), cette deuxieme expressmn a pour limite 0, d’ou le résultat.

);
6. On a : uy,(pr) = pX_:

Ftpr In(pn) = %2:: p —Inn —Inp, donc :
n 1
un (pr) = ((Zi—ln”)ﬂL(k;@—ln”)
(Zn:m%—lnn))—lnp

On obtient ce résultat en remarquant que si I'on effectue la division euclidienne de k par p : kK =pg+ 17, on a :
k+pr = p(q +x+ ﬁ) = p(q +14+z— Z%), et en regroupant ensuite les termes qui ont méme reste r. Par

passage a la limite :

VpeN" VeeD: f(px) = Z f(z p) Inp
Oqaenﬁn'

/f(t)dt lim Ly (k) = tim
0 P =

=
p—>+oo§§ ( P)

= lim f(p)+p=0

p——+00

Exercice 1.6.

Soit (un)n>1 une suite réelle & termes strictement positifs. On considere les deux suites (vp)n>1 €t (Wn)n>1
définies par :
n

pour tout n de N*, v, = mlL ( > uk) et w, = n21
n > p=1

~( 3 k)

1. On suppose dans cette question que la suite (uy,),>1 est définie pour tout n de N* par : u,, = n®, ou « est
un réel strictement positif.

N n
a) A l'aide d’une somme de Riemann, déterminer un équivalent de > k%, quand n tend vers +oo.
k=1
b) Vérifier que la suite (vy,)n>1 est convergente et déterminer sa limite.

c¢) Montrer que la suite (wy,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

2. On suppose dans cette question que la suite (vy,)n>1 converge vers un réel a strictement positif et on admet
le résultat suivant :
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[ Si (@n)n>1 €t (bn)n>1 sont deux suites réelles positives telles que a, ~
n

b, et Y a, diverge, alors
(n—o0) n
> ak Z br..]
k=1 (n—>0<>)k 1

On note, pour tout n de N*, S,

n
n = Z Uk
k=1

) Montrer, a ’aide d’un raisonnement par ’absurde, que la série de terme général u,, est divergente
b) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I’égalité suivante :

Zkukf(nJrl) zsk

) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, w, =

n+1 1 ¥
= Up — —5— Sk
no "t pfu, 1;::1 g
d) En utilisant le résultat admis, montrer qu’au voisinage de +o0o

Wy, = a — awy, + o(wy,).
) En déduire, en fonction de a, la limite de la suite (wy)n>1

Solution :

n
T, = > k%, on peut écrire T, = na+1(%

n Ea

Efe o e B0t 5 (0,
T R A o 1

Ona.ngrfooﬁkgl(g) 7/Otdt

PR Finalement :

Z": o N na+1

21 (nooo) @ 17

n
b) On a donc v,, = a1+1 >~ k. En utilisant I’équivalent précédent :
n k=1
; _ 1
nEIJrrloo Un = a+1"
n a+2
c) On a w, = %H ST kotl Toujours avec 1'équivalent trouvé précédemment : > koL ~ g 5 En
n k=1 =
conclusion :
li = .

) Supposons que la série de terme général w,, soit convergente. On a alors 11111 Z ur = S, ou S est un
réel strictement positif.

De la relation v, = L( > uk) on tire alors u, ~ i. Comme la série de terme général S
Nun g an

= est divergente,
an
ceci contredit le fait que la série de terme général u,, est convergente
b) Considérons T;, =

>~ kuy. Pour tout entier k supérieur ou égal & 1, on peut écrire uy = S, — Sk—1. Ainsi
k=1

Tn=u+ > k(Sk—Sk—1) =u1+ > kS — > kSk—1
k=2

k=2 k=2
En effectuant un glissement d’indice dans la seconde somme
n n—1
Tn=u+ > kSp— > (K+1)Sk.
k=2 k=1

n—1

= k=1
et en retranchant S,, aux deux termes

n n—1
Comme u; = S, on obtient T,, = > kSp— >_ (k+1)Sk. En arrangeant : T,, = nS, — >_ Sk. Enfin, en ajoutant
k=1

, il Vient

k=1

> k= (n+ 1)S, ZSk

k=1
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n
¢)Ona:w,= 21 ( > kuy). En remplagant Z kuy, par (n+1)S, Z Sk, on obtient :
Un k=1
n —|— 1)S, ‘n
w, = 1) 1 ZSk_nan 21 5
n2u,, nunk 1 n“uy, =1
n
d) En utilisant la relation : v, = ﬁ( > uk), on a donc : S, ~ anu,. Comme la série de terme général
k=1

positif u,, est divergente, celle de terme general nuy, est a fortiori divergente.

En utilisant le résultat admis, on a donc : Z Sk ~a E kuy,.

On en déduit :

Z S, ~ a Z kup. Soit 1 E Sk ~ awy,, ce qui peut également s’écrire :
nunk n-"Up =1 nunk

Z Sk = awy,, + o(wy). En remplacant dans 1’égalité trouvée précédemment : w, = a — aw,, + o(w,,).
7’L Un k=1

e) L’égalité précédente s’écrit également : (1 + a)w, = a + o(wy,)

Conclusion : lim w, = —%—.
n—400 " a+1

Exercice 1.7.

Soit @ un nombre réel, tel que a > 2 et (an)nen+ la suite définie par :

a; = a
Vn e N* apq41 = aTQL -2
1. Quelle est la nature de la suite (ap)nens ?

2. a) Montrer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, I’égalité suivante :
2 _ 2.2 2 2
a; —4=ajas...a;_1(af —4)

n
b) Déterminer, en fonction de a, lim S —
n—++00 @102 ...0p—1
ag _ ak+1
ajas . ..ap_1 ajas...ay’
+oo
b) En déduire, en fonction de a, l'existence et la valeur de : > 1
k=1

a) Simplifier, pour k supérieur ou égal & 2 :

ajas...ag’

Solution :

1. On a a; > 2, et si pour un certain rang n, on a a,, > 2, alors a,,; > 22 — 2 = 2. On conclut par le principe
de récurrence :
Vn>1a, >2
x On a alors a, 41 — a, = a2 —a, — 2 = (a, — 2)(a, + 1) > 0 et la suite (a,) est strictement croissante.
* Si la suite (a,) était convergente, en notant ¢ sa limite, on aurait £ = ¢2 — 2, soit (¢ —2)(£ + 1) = 0, i.e.
¢ =2ouf= -1, ce qui est incompatible avec la condition initiale et la stricte croissance de cette suite.
Ainsi la suite (a,,) est divergente, et plus précisément :

lim a, = +00
n— 00

2.a) Pourn>2 ona:
R

Ainsi, par 'argument de récurrence habituel :

Vn>2,a2 —4=a%d3...a2_,(a? —4)

n—1
2
. . 2 9 2 an
b) Ainsi afa3...a;,_; = % et donc :
a] —4
2/ 2
as(a] —4
An — n(2 1 ) N a% —4
a1az...0p—1 a; — 4 n—oo
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3. a) En réduisant au méme dénominateur :

2
Ak _ Ok _ Gy — Q41 _ 2

a1ag ...0aK-1 ajas...ag a1as...ag ajag...ag

b) Par télescopage :

z": 2 _ 2 z": 2 _2  a An+1
he1 a1ag A a1 E—9 aias . Qg al a1 a1ag ...0p
et par le résultat 2. b)
2 _
Sl gy 1 1 e VT
= 0102 ... ap nisoo T Q102 ... Qg a1 2aq 2

Exercice 1.8.
Soit A un sous-ensemble de N. On définit la suite (ay,)nen par :

a — { 1 sined
" 0 sin¢ A
o0
1. Montrer que pour tout x de |—1,1[, la série > a,z™ est convergente. On note alors fa(z) = > a,a™.
n
Dans la suite de lexercice, on s’intéresse auz parties A de N pour lesquelles lim (1 — x)fa(x) existe. On note

rz—1-

A Uensemble de ces parties et P(A) cette limite.

2. a) Montrer que (), N appartiennent & A et calculer P(0)) et P(N).
b) Montrer que si A et B sont deux parties de A telles que A C B, , alors P(A) < P(B).
¢) Montrer que A € A = P(A) appartient a [0, 1].
d) Soit A, B € A telles que AN B = (). Montrer que AU B € A et calculer P(AU B).

e) Montrer que A € A = A € A et calculer P(A).

f) Montrer que 2N, 3N + 5 € A et calculer P(2N) et P(3N + 5).

g) Montrer qu'il existe une suite (A, )nen d’éléments de A, deux & deux disjoints, pour lesquels P( U An) #*
n=0
> P(An).
n=0
3. Dans cette question, on prend A = {n? n € N} = {0,1,4,9,...}.
a) Vérifier que fa(z) = > "
n=0

b) A Paide d’une comparaison série/intégrale, déterminer un équivalent de fa(z), lorsque x est au voisinage
de 1.

¢) En déduire que A € A et déterminer la valeur de P(A).

Solution :

1. Comme |a,| < 1, pour tout « € |—1,1[, on a : |ap,z™| < |2™] et la série > [2™| est convergente comme série
géométrique de raison inférieure a 1.

— _ l—x _
)P(@)—OetP(N)—};;Hi(l 3:)23: _};13111—‘%_1'
b) Comme A C B, on a pour tout n de N : < b, et comme on a supposé que les limites existent :

P(A) < P(B).
¢) Comme ) € A C N, il vient 0 < P(A) < P(N) = 1.
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a, sin€A

b, sineB’ Ainsi, pour tout N :

d) Notons C' = AU B. On a alors ¢, = {

N N N
ST cpz™ = >0 apx™ + Y bya.
En prenant la limite lorsque N tend veTrLs: (3&—007 il ViTEL;l?] "
Voe]-1,1], i cpx™ = § anx" + § bpx™,
et comme P(A) et P(B) existent, P(C) existenzgalement Z?OP(C') = ;3:((;1) + P(B).
e) Par les questions précédentes, P(A) = 1 — P(A).
f) 11 vient :

TN N T I S 1 _1
= PON) = lm (1 —2) ), @™ = lm =% = lim 747 =3
0 _ 5 5
_ _ Snts _ o (L—2)2” x> 1
7 PONED) = 0 ) e = I T S T 8

g) 1l suffit d’écrire N= {J {n} et P({n}) =0, alors que P(N) = 1.

n=0

3. a) Par définition méme : fa(z) = 3 2™
n=0

b) Soit x € ]0,1[ fixé et f: ¢+ 2t" = e % La fonction f est positive, décroissante sur R* (car Inz < 0).

k1
Site [k, k+ 1], alors rRFD? < / 2 dt < 2F°. On somme ces inégalités pour k € [0, N]. Il vient :
k

N 2 N+1 2 2
Z x(k-‘rl) </ .’Et dt < Z .'Ek
k=0 0

puis en prenant la limite lorsque N tend vers 400 :
+oo
f@-1< [ et hrar< )
0

Or, le changement de variable affine, u = ty/— Inx donne :

+oo —+oo
/ ot Inz gy #/ o= du — RV
0 vV—1Inz /g 2v—Inzx

Le dernier terme tend vers +oo lorsque x tend vers 1; donc au voisinage (a gauche) de 1 : f(z) ~ L
2v—Inz

De plus, pour x au voisinage de 1, on a —Inx ~ 1 — z. Finalement :

V1—zyr 0

Ve =

lim (1 —2)f(z) = lim

Exercice 1.9.

Soit n un entier pair > 2. On considére la fonction ¢ définie sur le segment [0, n] par

p(t)=|tt—1)...(t—n)| = |

s

(t— k)|

k=0

1. a) Montrer que V¢ € [1, %],gp(t —1) = ¢(t).

b) Montrer que ¢ admet un maximum sur Uintervalle [0, n].

¢) On note |¢] la partie entiere de t. En comparant ¢(n —t) et ¢(t) puis o(t — |t]) et ¢(t), montrer que le
maximum de ¢ sur [0,n] est atteint en un point de I'intervalle |0, 1].

2. En étudiant les variations de la fonction In oy, montrer que le maximum de ¢ est atteint une seule fois sur

10,1[; on note ¢, 'abscisse de ce maximum (i.e. ¢, € ]0,1[ et (t,) = n%ax] o(t)).
te|0,n
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3. Comparer i et Z . En déduire la limite de ¢,, lorsque n tend vers +oo.
n k=

n!

4. Montrer que pour tout ¢ € [0,n], on a: p(t) < 1)

Solution :

1. a) Si t est entier compris entre 1 et n/2, la relation demandée est banale.

cet—=1) _Jt—=n—1] _ n+1
Pourt ¢ N, on a : PORE 7l f|lfT|.
Or la fonction ¢ +— 1 — n_t‘_ L croit sur R? ; sur [17 %], elle varie entre —n et —1 —% et a donc une valeur absolue

plus grande que 1.
b) La fonction ¢ est continue sur le segment [0, n] et admet donc un maximum sur ce segment.

¢) Le maximum est atteint en au moins un point de [0, %] car :

e =0 =| M=t -#|= [kt = 1T~ 11=| ¢~

c’est-a-dire gp(n —t) =p(t), et le resultat.

Par ailleurs, de p(t —1) > ¢(t) sur [1, %], on déduit par récurrence évidente que : V¢ € [1, %] Lot—t]) = (t).
Ainsi, si le maximum de ¢ est atteint en un point ¢ € [1, %]7 il est aussi atteint au point ¢ — |t] € [0, 1] (et pas
en 0 car p(0) =0 et ¢ > 0 non identiquement nulle).

2. Sur )0, 1], on a : In(p(t)) = éo (|t — k|). Done :

2l L <>>=k§ﬁ=g<t>

Ainsi, ¢'(t) est du signe de g (car ¢(t) > 0). Or ¢'(t) = — E ——— < 0. En utilisant le théoreme de la

o (t— )

bijection pour g (qui est de limite +00 en 0 & droite et de hmlte —oo en 1 & gauche), il existe donc un unique
t, €1]0,1] tel que ¢ admette un maximum en ¢,

3. Comme ¢ est maximale en ¢, sur intervalle ouvert |0,1[, on a ¢'(t,) = 0, soit > ﬁ = 0, soit
15 1
tn k—t,”

k=1
1 1 t (s
> . J— n .
Or pour tout £ > 1, on a : il Tl g > 0. On en déduit que :

M=
=

Il
-

1
- >
th

n
La série Y % est une série de Riemann divergente & termes positifs, donc : lim > % = 4o00.

On en déduit : lim tl = 400 puis lim ¢, =0.

n—+oo ln n—+oo
4. La fonction t — % étant décroissante sur R™, on a :
Vk>1,Vtek, k+”’f
En intégrant cette inégalité sur [k, k + 1], puis en sommant de k =2 & k = n, on obtient :

n+1 n
dt 1
/2 t S 2k

k=2

)_.
w\»—'

Ainsi % >ln(n+1)—In2et > % >ln(n+1)—In2+4+1>2In(n+1)
k=2 k=1

Le pass;ge a l'inverse (tout est strictement positif) donne finalement :
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1

tn < In(n+1)"

Pour tout ¢ € [0,n], on a :

!
k<t,n! < n

olt) < olta) = 1 1 W D)

k=0

n

tn — k[ =tn [T (k—tn) <tn
k=1

W:]:

Exercice 1.10.

On consideére, pour tout n € N*, la fonction u,, définie sur |—1, +oo[ par :

- 1 x
up(z) =zIn (1+ ﬁ) —In(1+ 5)
Lorsque la série de terme général u, (z) converge, on note S(x) sa somme.
1. Déterminer ’ensemble D des valeurs de x pour lesquelles la série ci-dessus converge. Calculer S(0) et S(1).
2. Montrer que pour tout « € D, S(x +1) = S(z) + In(z + 1).

3. On définit la fonction T sur D par : T'(z) = exp(S(x)).
a) Montrer que T vérifie les propriétés :
i) T(0) = 1.
iyVeeD: T(x+1) = (z+ 1)T(x).
b) En déduire que Vn € N,T'(n) = nl.
n
4. Montrer que : Vn e N* : T'(x +n) = T'(z) [] (x + k).
k=1
= 1 1
5. a) Montrer que : »_ [In(1+ E) —In(1+ m)] =In(n+1).

b) On pose R, (z) = S(x +n) — S(n) —zln(n+1).
Montrer que Erf R, (z)=0.

¢) En déduire existence d’une fonction réelle ¢,, définie sur D telle que :
Ve e D,VYne N :T(x+n)=nl(n+1)%p,(z), EIE on(z) =1

Solution :
1. On trouve que u,(z) = % + o(#) ce qui montre D = |—1,4o0].
On a S(0) = S(1) = 0.
2.0na:
o o 1 +1 x
> (un(@+1) = up(2)) = 3 [In(1+ ) = In(1+ E52) +In(1 + 7))
n=1 n=1
N
=3 [In(1+ %) —In(n+z+1)+In(n+z)]

3
I
—

Par télescopages :

N

S(up(z+1) —up(x)=In(N+1)—-In(N+z+1)+In(l+x)
n=1

N+1 )
N+z+1

Par passage a la limite lorsque N tend vers 'infini on trouve le résultat demandé.

=1In(1+2z) +In(

3. On définit la fonction T sur D par : T'(x) = exp (S(x)).
a) Il vient :
i) T(0) = exp (S(0)) = 1.
i) T(x+1)=exp(S(x)+In(z+1)) = (z+1)exp S(z) = (x + 1)T(x).
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b) Pour tout n € N: T(n) = n! de maniere immédiate.

n
4. On a facilement que S(x +n) = S(z) + >_ (z + k). D’ou le résultat en «passant a I’exponentielle ».
k=1

a) On a, en repassant aux sommes partielles et par télescopage terminal :

+oo i
1 1 _ 1y_
k; [In(1+2)-In(1+ m)] = kzz:lln(l—k F)=n(n+1)
b) En utilisant le résultat précédent, on trouve :
+oo
— 1 ny _ z4+n
Rn(gn)fkg1 [xln(1+k+n)+ln(1+k) In (14 = )]

+o0
:k; [xln(uﬁ)+1n(k+n)f1n(x+k+n)]

T 1 T
- k; [#In(1+ =) —In(1+ )]
Ceci est le reste d’ordre n de la série convergente de terme général :

U () 7x1n(1+ ) In(1+ % )
qui tend donc vers 0.

¢) En passant & 'exponentielle on en déduit lexistence d’une fonction réelle ¢,, définie sur D telle que :
VeeDVneN :T(x+n)=nl(n+1)%p,(z), lirf on(z) =1
n—-+0oo

Exercice 1.11.

Soit E Pensemble des fonctions f définies sur [0, 1], & valeurs réelles, de classe C!, vérifiant de plus f(0) =
f(1) = 0. Soit f un élément de E. On pose, pour tout x de [0, 1]

/|f dt et g(a /|f )t

1. Montrer que les fonctions g et h sont dérivables sur [0, 1]. Exprimer h/(z) et ¢’(x) a Paide de f(x).

2. Montrer que :
1

1/2
/0 O Bt < 3p2 (L) et / /2\f<t>f’<t>ldt<%92<%>

1/2 1
3. a) Trouver un majorant de hz(%) et de gz(%) en fonction des intégrales / f2(t)dt et / 2 (t)dt
0 1/2

b) En déduire que : /0 [F@)f(t)|dt < / JP(t)dt

4. a) Déterminer une fonction f continue sur [0, 1], de classe C! par morceaux, telle que f(0) = f(1) = 0, pour
laquelle I'inégalité précédente est une égalité.

b) Comment démontrerait-on que la constante 1/4 de I'inégalité précédente est la meilleure possible pour que
I'inégalité soit vraie pour toutes les fonctions de F ?

Solution :

1. La fonction o — | f/(z)| est continue, puisque f est C'L.
Le théoréme fondamental du calcul intégral implique que h(0) = 0 et que h est de classe C! de dérivée
K (x) = |f'(z)|. Avec un raisonnement identique, il vient g(1) =0 et ¢'(z) = —|f'(2)|.

2. Comme f(0) = 0, on peut écrire f(x / (¢t
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Donc |f(x / F(0)ldt = h(z) et |f(2) ' (2)] < h(x)H ()

Il reste & intégrer cette inégalité sur [0,1/2], ce qui donne :

1/2
| o< s )

Méme raisonnement pour la seconde inégalité car f(1) = 0.

3. a) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

T 2 T
_ ! /! 2
y = ([ 1rwnaar) < JRIECIREE
Donc : hQ(%) < %/0 |f/(t)|>dt. De méme : gQ(%) < %/ f2(t)at

) Par la question 2 et la question précédente, il vient :

1/2
/ o= [isosoa [ rorom
1/2 1 1
l l 2 l 1 2 :l / 2
L dt+4/1/2|f(t)l at=1 [ Iropa

T si0<x<1/2
l—z sil/2<z<

Cette fonction est continue, de classe C! sauf en x = 1/2 et

1/2 1 1
/|f (t)|dt = /0 tdt+/1/2(1t)dté+é}l}l/of’z(t)dt

b) 1l s’agirait «d’approcher d’aussi prés que l'on veut» la fonction f définie ci-dessus par des fonctions de
classe C'. On peut penser & approcher la fonction «chapeau» f précédente en «arrondissanty» simplement
la pointe avec un petit arc de cercle pour effectuer une approximation de classe C' et montrer alors que les
intégrales en question sont aussi proches que l'on veut des intégrales de la question a), le détail du calcul n’est
pas demandé ...

N

4.a) Soit f définie sur [0,1] par f(z) = {

Exercice 1.12.
On désigne par £ I'ensemble des fonctions continues de R dans R. On définit sur € 'application T qui a toute
fonction f de £ fait correspondre la fonction T'(f) définie sur R par :

Vo e R, T(f)(x) = 1— /O 1”;( ) dt
1

Vita?

1. a) Montrer que T est une application de £ dans £. L application T est-elle linéaire ?

On note ¢ 1’élément de £ défini par : Vz € R, p(z) =

b) T est-elle surjective ?

c¢) Calculer T'(¢) en fonction de .
On définit la suite (fn)nen d’éléments de € par fo € € et pour tout n de N : fr11 =T(fn).

2. Pour tout entier naturel n, on note g, la fonction définie par : g, = (—=1)" [ — fa].

Montrer, pour tout entier naturel n et tout réel x, la relation :

n = dt
g +1($) /0 1 t2

3. On s’intéresse au cas particulier ou fy est la fonction définie par fo = ¢ + 1, et on garde les notations de la
question précédente.

a) Déterminer go, g1 et go.
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b) Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un réel a,, vérifiant
Vz €R,gn(z) =a, [In(1+ x2))}n
et donner la relation liant a,4+1 & ay,.
c¢) Déterminer, pour tout entier naturel n, a,, en fonction de n.
d) Déterminer, pour tout réel x, la limite quand n tend vers l'infini de g, (x).

e) Calculer, pour tout réel x, lim f,(z).
n—+o0o

Solution :

tf(t)

1. a) La fonction t — T+ est continue sur R, elle admet donc une primitive sur R. En notant H une primitive

de cette fonction, on a donc, pour tout réel z, T'(f)(x) =1 — (H(x) — H(0).
Cette fonction est dérivable et sa dérivée est définie pour tout = par

(T @) = (@) = £,

En fait, la fonction T'(f) est méme de classe C! sur R.
T n’est clairement pas linéaire (7°(0) # 0).

b) On vu que, pour toute fonction f de &£, T(f) était dérivable. Comme il existe des fonctions de £ qui ne
sont pas dérivables, par exemple la fonction x — |x|, cela prouve que T n’est pas surjective.

¢) On a, pour tout réel z :
xr

x
T $=1—/¥dt=1—[— 1 } = 1 =plx
() o (1437 Vit = ige oW
2.0na: g1 = (=1)""o — fri1]. Or, par définition, ¢ = T(p) et fr1 = T(fn).
On a done : gus1 = (—1)"1 [T(¢) = T(fa)]
Attention, T n’est pas une application linéaire !, mais
" to(t) / TLfn(t)
T(p)=1- ——Ldtet T(fn) =1-— L dt.
=1~ [ 10arer(s) -1~ [ L0
Les 1 se neutralisent et par linéarité de I'intégration, on obtient :

g1 = (_1)n+1/owt(fn(t) — @(t))dt

1+
ol “t(p(t) — fult) /m tgn(t)
E lifiant : gy, = (—)n [ QD) = Jnlt)) gy — [ LnlL) gy
w simpliiant g, (a) = (-1)" [ HEO =] (e
3.a)On a:
* go = ¢ — fo, dot go = —1. .
On utilise alors la relation g,+1(z) = / igii(igdt qui donne :
0

— Yt _ 1 217 _ 1 2
*gl(x)f—/o 1+t2dt7[—an(1+t)]07—§ln(1+x).

. “tln(1+#
Puis : go(z) = 7%/0 %dt.

On reconnait une expression de la forme uu’, d’ou :
go(z) = —% [In® (1+ %)), = —%an (1+ 22).

b) On montre le résultat par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, la relation est vraie avec ag = —1.

IR R . . 2 n
Hérédité. On suppose que, pour un certain entier naturel n, on a pour tout z, g,(x) = a, [ln (1 +x ))] .

“t(In (1 + )" N _ . R .
On a alors : gn11(z) = an, / Tdt. On reconnait dans I'intégrale une expression, a un coeflicient
0

pres, de la forme v'u™. On a donc :
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1 n T 5 . .
gnt1(x) = anm [(In (1 +¢%)) H}o’ ce qu'il fallait, avec en prime

1
Untl = o+ 1)

1 .
2™n!

nln' [ln (1 + xQ))] " Comme la fonction puissance est négligeable devant la fonction

¢) On montre alors facilement par récurrence que : a, = —

d) On a donc : g,(x) =

factorielle, on a, pour tout réel z : lim gn(z) = 0.
n—-+oo

e) On conclut que ngrfoo In(x) = @(2).

Exercice 1.13.

Soit une suite réelle (u, )nen+ définie par son premier terme u; strictement positif et par la relation de récurrence :
Vn € N* ups1 = \/a+l

Pour tout réel strictement positif a, on note f, la fonction définie, pour tout réel x > 0, par :

fa( )71;,\/5,(1.

1. Montrer que équation f,(x) = 0 (d’inconnue z) posseéde une unique solution réelle notée £(a), que lon
précisera.
Préciser les variations de f, ainsi que le sens de variation de a — £(a).

2. Montrer que pour tout n > 2 : u, > 1. Lorsque la suite (u,),en+ converge, déterminer sa limite.
3. On suppose vérifiée la propriété suivante :
(P) : pour tout entier naturel n > 1,u, < E(%)

a) Montrer que la suite (uy,),en+ est majorée.
b) Montrer que la suite (uy)nen+ €st monotone.

¢) Que pensez-vous de la propriété P 7

4. En déduire que la suite (u,)pen+ converge.

Solution :
LLAvece X =z >0,0ona: f,(z) =0+ X?*=X+4a,X > 0.
Le discriminant est : A = (—=1)? — 4(—a) = 1+ 4a > 0.

Ilyadoncdeuxracinelezlii V1+4aetX 1+v1+tda 1+4a .Comme /1+4a>1,ona X; <0et Xy >0;
donc

fa) = x3 = (Lv1+day?
* fl(x)y=1- W donc f, croit sur ]0,1/4] et décroit sur [1/4, +oo].
* La fonction a — £(a) est clairement croissante.
2.0 up = Jur +1>1,
e si pour un certain rang n, u, > 1 alors, up41 = /t, + % > \/un > 1.
On conclut par le principe de récurrence.

La seule limite possible de la suite (uy) est 1. En effet si (u,,) converge vers ¢, alors (la fonction racine carrée est
continue) on a : hm (,/un + ) = /¢, donc V¢ = {. Les solutions sont £ = 0 et £ = 1 et 0 n’est pas possible

car (up)n>2 est minorée par 1.

=

a) Comme a — £(a) est croissante et % 1, il vient : E(%) </L(1) = 3 +2
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b) On a upt41 — = —Up + /Un + = = —fi/n(u,) = 0, car la fonction f;/, est négative sur [0, (%)] et
Up < E( 1 )
n

c) Si P est vraie, la suite (u,) est croissante et majorée, elle converge, et donc converge vers 1 d’apres la
question 2. Or (u,) croit, donc wu, > u; > 1, d’ott limu,, > u; > 1, ce qui est absurde. La propriété P est donc
fausse.

4. Ainsi, il existe m un entier naturel non nul vérifiant : w,, > ¢ (%)
On montre alors par récurrence sur n = m que Uy < Up :

® U1 — U = — f1/m (Um) <0, car u, > é(ﬁ) ( tableau de variations de fi /).

. 1 1
® si Uyt < Up, alors \/Unpt1 < /Uy ; OF Pl S < = ; donc :

1
Up42 = y/Un+1 + m < 4/Un + n = Up+1

Comme la suite (u,) est décroissante & partir du rang m et minorée par 1, elle converge et sa limite ne peut
étre que 1.

Exercice 1.14.

Dans tout ’exercice, f désigne une fonction continue et bornée de R™ dans R et (a,)nen une suite & valeurs
dans R** qui converge vers 0.

+oo
Soit A € R ; pour tout n € N, on note : I,,(A) = / a;fi(:vl dx.
A ay +x

1. Etablir Pexistence de I,,(A) pour tout n € N.

+oo
2. Pour n € N, calculer : / % dx.
0 a,, +x

3. On suppose dans cette question que A > 0. Montrer que lim I,,(A) = 0.
n—oo

4. On suppose dans cette question que f(0) = 0.
Soit € > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour tout n € N :

[ e <

5. On ne suppose plus que f(0) = 0. Montrer que 'on a : lim I,(0) = %f(O)

En déduire que lim I,(0) = 0.
n—+o00

n—-+4o0o
+o0 Vi
6. Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = / ne — dt
0 1+n%t
Solution :
1. La fonction = +— %(SE)Z est définie et continue sur RT. En notant B un majorant de |f|, on a :
a, +x
’ anf ‘ < an B
a + 22 ai + 22
Ainsi la régle de Riemann assure que I,,(A) existe pour tout n € N.
2.0na:
+oo X
/ —A—dr = lim %dm = lim [arctan(m/an)]x
0 al +a: X—=+oo Jo 14 (x/an) X—+oo 0

= XLHEoo arctan(X/a,) =

bl

3. Soit A > 0. En notant toujours B un majorant de |f| :
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“+o0 1 a
Or lim a, =0; donc hm I,(A) =0.

n—-+o0o

Sy

4. On a f(0) = 0. Soit € > 0; la fonction f est continue en 0 : il existe A > 0 tel que pour tout
x €[0,A],|f(z| < <2c Ona alors

T
| a”f dx| 5| v < 2exT <6
a + 22 an+g: T "2

Le réel A ainsi défini ne dépendant pas de n.

On a ainsi : Vn € N, I,,(0) = / a"‘i( 7) dx + I,(A) et on en déduit :
o a

5. Dans le cas général, on peut écrire f(z) = f(0) + [f(x) — f(0)]. Si on note g la fonction f — f(0), on a donc

g(0) =0, et :
_ oo an f(z) _ e oo ang()

a, +x
= 25(0) + In(g)

En appliquant le résultat de la question précédente & la fonction g bornée telle que g(0) = 0, il vient donc :

Jlim1,(0) = 3(0)

2
a, +x

6. On choisit f(t) = eV, La fonction f est continue et décroissante sur R*, bornée par f(0)=1, d’ou:

/+mwdt:/+mwdt:/+m %f(t) dt
0 14+n%? o 14+n2t? 0 = 4t2

n2

On reconnait I,,(0) avec a,, = %7 terme général d’une suite de réels positifs convergeant vers 0. On peut donc
appliquer le résultat de la question précédente et :
o0 7\[
lim ne
n—+oo 0 1 +n t

= T5(0) =

VB

Exercice 1.15.
Si f est une fonction de classe C* sur un intervalle I, on note f(™ (n > 0) la dérivée d’ordre n de cette fonction
f- On considere la suite de fonctions définies sur R par :
L,(x) = (—1)"%]”,5”)(37), ou fn x> z"e®
On admettra que pour tout n > 1, on a : ‘
xL, ( ) (n+1)Lyy1(x)+(2n+ 1)L, () + nLy,—1 (2)

1. Calculer Ly, Ly et Ly. Montrer que pour tout entier naturel n, L,, est une fonction polynéme de degré n (que
Pon confond avec le polyndéme associé).

2. Soit n > 1, montrer que l'on a :
n—1

(z —y) Z; Li(2)Li(y) = n(Ln () Ln-1(y) = Ln-1(x)Ln(y))
3. En déduire que pour tout n > 1 on a :
kZ::O[Lk(w)} = n(Ly(x)Ln—1(x) = Ly, 1 () Ln(2))
4. On va s’intéresser aux zéros du polynome L,,. S’il existe des zéros réels d’ordre impair, on les notera x1, ..., T,
avec r1 < Tg < -+ < Ty

a) Montrer que si P est un polynéme & coefficients réels qui ne s’annule pas sur R, alors il est de signe
constant. En déduire que si L, admet des zéros réels d’ordre impair, il se met sous la forme L,(X) =
aP(X)(X — 1)+ (X — ), ot a € R* et P est un polynéme positif sur R.
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b) Par intégrations par parties successives et aprés avoir justifié 'existence de l'intégrale, montrer que pour
tout polynome () de degré strictement inférieur a n :

+oo
/0 L, (z)Q(x)e *dz =0

¢) En considérant le polynéme Q = (X —x1) - -+ (X — 2,,,) (on posera Q(z) = 1 s’il n’y a pas de racine d’ordre
impair), montrer que L,, a exactement n zéros réels distincts.

Solution :

2
1. On trouve Lo(z) = 1, Li(z) =z — 1 et La(z) = % — 22 + 1. On déduit immédiatement de la formule de
récurrence que L, est un polynéme. On a bien deg(Lg) = 0 et deg(L,) = 1.
Supposons que deg(Ly) = k pour 0 < k < n avec n > 2, il vient :
deg(L,) = deg(%[(m —2n+ 1)L 1 — (n—1)L,o(x)]) =n

2. Soit n > 1, en utilisant la formule de récurrence on obtient
n—1

A=(r—-y) kgo Li(z) Ly (y)
=5 L) Lel) ~ S Lele)0Lelw) + (&~ p)Eale)

3
|

Sﬁ
|
—

[(k+1)Lgs1(z) + (2k + 1) Li(2) + kLi—1(2)] Li(y)

=
I
—

=5 L@k + DLksa(s) + 2+ DLy) + La()] + 2~

:zj(k: + 1)Lt (z) Li(y) + :Zj(k? + 1) Li(@) L (y)

=S DEA@La) = S (k4 DL (#)Lao) +2 -

k=0
= nLy(2)Ln-1(y) — Li(x)Lo(y) + Lo(x) L1 (y) — nln—1(2)Ln(y) + = —y
=n(Ln(2)Ly—1(y) — Ln—1(z)Ln(y))
Ce qu'il fallait.

3. Avec la question précédente, on trouve :

nil Lk(ﬂf)Lk(y) _ nLn(x) — Ln(y) Ln—l(y) 4 nLnfl(y) — Lnfl(x) Ln(y)
k=0 r—=y rT—y

11 suffit alors de faire tendre y vers x pour obtenir le résultat.

4. Soient x1,...,Z,, les zéros d’ordre impair de L,, avec x1 < 22 < -+ < Tpy,.

a) Si P n’est pas constant, il tend vers 0o en +o0o, comme il ne s’annule pas on a lim P(z) = lim P(z)
T——00 r—+00

(sinon on aurait un zéro avec le théoréme des valeurs intermédiaires). On se raméne donc sur un intervalle borné
sur lequel il ne peut pas changer de signe non plus car on aurait a nouveau un zéro. Il est donc de signe constant
sur R. En factorisant L,, en tenant compte de ses zéros, on voit que L,(z) = P;(z)Pa(z), ou P; est de signe
constant sur R et P, est un produit de facteurs de degré 1. En tenant compte du début de cette question et des
zéros de degré pair, on voit que L, se met sous la forme souhaitée.

b) x On a lilil 22 L, (2)Q(z)e™® = 0 et la régle de Riemann donne la convergence de I'intégrale proposée.
Tr—r+00

_ n
x Intégrons par parties, en dérivant z — Q(z) en z — Q’(x). et en intégrant = — L, (x)e™* = % én)(x) en
— n _ ’
T %fﬁn 1)(33) qui est de la forme z — xR(x)e™ ", ot R est une fonction polynéme.
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Comme 1ir£ 2R(x)Q(z)e™™ = 0, on peut effectuer cette intégration directement avec la borne infinie et on
r—+00

trouve :

—+o0 —+oo n
/ Lo (2)Q(z)e%dz — — / U 0r(2) £V () da
0 0

n!
On recommence et au bout de n intégrations par parties, il vient :

+o0 +oo
| @a@erde= [ Lo @)@ ds =0
0 0 .

puisque Q™ (z) = 0 (on a deg(Q) < n).

¢) Supposons que m < n. Il vient alors :
+oo

+o0
0= %/0 L, (2)Q(x)e *dx = ; P(2)Q(x)% *dx

Or la fonction x — P(z)Q(x)?e™® est continue et positive, elle doit donc étre nulle sur R*, ce qui est impossible.
Par suite, L,, a nécessairement n zéros distincts.

Exercice 1.16.
On note F 'ensemble des suites réelles (u,)nen qui vérifient la relation de récurrence

Vne N w1 = (dn+ 2)u, + up_1
1. On considere les deux suites (o, )nen et (Brn)nen appartenant & E et définies par ap = 51 = 1 et ag = Sy = 0.

Etudier la monotonie des suites (an)nen et (Bn)nen-

Soit n € N. Montrer que 118y — anfBny1 = (—1)" L

a)
b) Montrer que les suites (o, )nen et (Bn)nen tendent vers Uinfini.
c)
d)

Montrer que les deux suites (%)n e (%Q"H )n cny» Sont adjacentes. On notera £ leur limite commune.
2n 7" 2n+1
i i Qi ?
e) Que peut-on dire de la suite (ﬂ:)nEN* !

Comparaison asymptotique des suites.

f) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, |% — €| < ﬁ
n nHMn+1

g) Déterminer nll)I_‘I_loo(Oén —18y).

h) Soit p € R. Déterminer lim (o, — pfy) en fonction de la position de p par rapport a £.

n—-+oo
2. Dans cette question, (uy,)nen désigne une suite de E.
a) Montrer qu’il existe deux réels A et A’ tels que :
ug = Aag — N Bg et ug = dag — N fy.
b) Montrer que pour tout n € N, u, = A, — N f3,.

m u, =0, alors A = M.

¢) Montrer que si i
n——+oo

Solution :
1. a) On montre dans un premier temps par une récurrence évidente que les suites (o, )n>2 €t (8y)n>2 sont a
termes strictement positifs. On vérifie alors que pour tout n € N,
Qpy1 — p = (An+2)ay, + a1 — o = (dn+ Doy, + a1 2 0
Ainsi, la suite () est croissante & partir du rang 1. On montre de méme que la suite (/3,,) est croissante.

b) Comme la suite (o) est croissante, soit elle converge, soit elle tend vers +o00. Supposons par l’absurde
que la suite (a;,) converge. La limite est alors strictement positive car «,, = a2 > 1. On obtient alors, pour tout
ne€N dn+2 = (apt1 — ap—1)/an, —> 0, ce qui est impossible car la suite (4n + 2),¢cy tend vers +oo. On

n—oo

procede de méme pour la suite (3,,).
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¢) On montre cette propriété par récurrence sur n.
e lorsque n = 0, on a bien ay8y — apf1 = —1.

e soit n € N. Supposons que la propriété annoncée soit vérifiée a I'ordre n. On a alors
an+2Bn+1 - an+1Bn+2 = ((4n + 6)an+1 + an)BnJrl - an+1((4n + G)ﬁn+1 + ﬂn)

_ _ 1

= anﬁn+1 - an+1ﬁn = (_1)n+
On conclut & ’aide du principe de récurrence.

p p

d) On montre les trois propriétés des suites adjacentes.
2n—+2

agy _ Qoni1 _ (=)™

on Bont1 BanfBont2

Ainsi, comme (f,,) tend vers 400, on a bien lim (
n—-+o0o ﬂ?n

e on vérifie aisément que

e toujours en utilisant la relation de récurrence,

Qop _

Qon41

=0.
62n+1

((42n+1) + a1 + ®on)Bon — @2 (420 + 1) + 2)Bops1 + Fon)

Qont2  Qon _

62n+2 ﬂQn /BQnﬂQTH»Q
Q2nt2 _ Qo _ (B804 6)(a2n41820 — @2nfont1) _ _ 8n46 <0
52n+2 62n 62n62n+2 52nﬂ?n+l

Ainsi, (a9, /Ban) est décroissante.

e on montre de maniére analogue que (a2y,+1/B2n+1) est croissante.

e) Notons u, = ay,/fB,. Comme les suites (ug,) et (u2,4+1) sont adjacentes, elles convergent vers une méme

limite £. Ainsi, la suite (u,) converge également vers £.

f) Comme ¢ est la limite de deux suites adjacentes, pour tout n € N,

Qontl g Q2n
Bont1 Ban
Ainsi, pour tout n € N,
Q41| _ 1

|%2n _ g < |Q2n —

BQn 6277,

On montre la méme inégalité pour les entiers n impairs.

g) En utilisant 'inégalité précédente : |ay, — €6,] < ﬁ
n+

B2n+1 o B2nﬂ2n+1

. Ainsi :

lim (ap, —£6,)=0

n—-+oo

h) Soit p € R. On écrit (o, — pfn) = (an — €8,) + (€ — 1) Bn.
Sil < p, lim(ay, — ppy) = —00; si € > p, lim(a, — pfBn) = 400, le cas £ = p est déja traité.

2. a) Comme —apf1 + a1fy = —1, d’apres les formules de Cramer, le systéme proposé possede une unique

solution, cette solution est d’ailleurs évidente :

(/\, )\/) = (UQ, —U1).

b) Le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1, ’hérédité est une conséquence banale de la relation de récurrence

de définition. On conclut par le principe de récurrence.

/
¢) Pour tout n € N, on écrit u, = My, — )\Tﬂ”) Ainsi, d’apres I’étude précédente, si lim u,, = 0, alors \' = /.

Exercice 1.17.

On consideére la suite (un)n>0 définie par ug =1, u; = —2 et la relation de récurrence : pour n > 2,
Up = —2Up_1 + (1 - 1)un72

n

1. Montrer que |u,| < v, pour tout entier naturel n, ou la suite (vn)n>0 est définie par vg = 1,v; = 2 et, pour

tout n > 2 : v, =2v,_1 + vy_s.

2. Montrer qu’il existe des constantes A, B, a,b que 'on déterminera telles que Vn € N,v, = Aa™ + Bb". En

déduire que pour tout entier positif n, on a :

1
Un| <
s

(1+v2)tt
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3. Prouver que les séries upx™ et nuy,x™ !
q n n

n>0 n>1

Vintervalle T = |—1/(1 ++/2),1/(1 +v2)|.

sont absolument convergentes pour tout x appartenant a

+oo too
4. Pour x € I, on pose f(x) = > upz™ et g(x) = > nuy,z" L.
n=1

n=0
a) Soit n > 2; montrer pour tout couple (¢,h) € R x R* que :
t+h)" —t" e nin —1 n—2
R L =X )
b) Soit € I et r tel que |z| < r < 1/(1 4 /2). Vérifier que la série > n(n — 1) |u,|r" est convergente.

n>=2
Montrer que pour tout h € |— (r — |z|),r — || [ \ {0}, on a :

+h) — —1) . m
LRI o)) < ol 55 20
En déduire que f est dérivable sur I et que f'(x) = Z nuy ™

n=1

5. Montrer que pour tout & € I, on a (14 z)? f/(z) = —(2 + ) f (z). Déterminer la fonction f.

Solution :

1. La propriété est déja vérifiée pour n = 0 et n = 1. Soit n > 2, supposons que |ug| < vi pour 0 < k < n, il
vient :

[un| = | = 2up— 1+(l_1)un 2| < 2Jup- 1|+(1_7)|un 2| < 20up—1|+ |tn—2|

X 21}7171 + Up—2 = vy

2. La suite (v,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont 1'équation caractéristique est

2_9r—1=20. Ses racines sont a = 1 —v2 et b =1+ ﬁ, et par suite v, est de la forme Aa™ + Bb™.
Pour déterminer A et B, il suffit de résoudre le systéeme donné par les équations vy = 1 et v; = 2. On trouve
finalement :

V214 V241
o =Y 75 (1-v2)" + 2\} (1+v2)"

= %(1—@)"*% f(1+\f)”+1

On en déduit que |u,| < v, < %(1 +1/2)"*1, pour tout entier positif 7.

3. Soit x € I'; on a |upz™| < %(M(l +4/2))". Comme |z|(1 4 v/2) < 1, le théoréme de comparaison des

séries & termes positifs montre que la série définissant f(x) est absolument convergente.

(1+v2)?

De méme, on a |[nu,z" ! < 7 n(|z|(1 + v/2))" ! et le théoreme de comparaison permet encore de

conclure, puisque I'on reconnait dans la série majorante la série dérivée d’une série géométrique convergente.

4. Soit « € I ; avec la question précédente, on voit que les fonctions f et g sont bien définies.

a) Soit n > 2. Posons ¢ : x — 2™, on a par la formule de Taylor :

t+h — p(t h
LU =W i) < Bl sup J(a)
zE€[t,t+h]

soit ici : |W nt" | < |h| nn—1) sup |z[*72:

z€E€[t,t+h]
Donc :
(t+h)"—t"

" n(n—1 n—
) 1| < 2O L)y () ey
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1 4o n—2
. La série n(n—1)uy,|r est convergente car 0 < (14+v2)r < 1
s > nn=Du g (1+v2)

Lo _ (14+V2)? -

> < L - 1)1+ VB
On reconnait alors le terme général d’une série dérivée seconde d’une série géométrique convergente.
Avec a), on obtient pour tout h € |—(r — |z|),r — |z|[ \{0} :

N +o0 n __ ..n “+o00
|w 7g(l')| = | {:OUHW - glnunz’%”

=1 5 u BT

— T
n 7}11 —nw

b) Soit x € I et r tel que |z| < r <

et

n(n — 1) |u,|r™

»1)

< 5 2= hi (] + el

n_2
<l 5 2 o
Avec la définition de la derlvee on v01t qu’il suffit de faire tendre h vers O pour prouver que f est dérivable au

point z, avec f'(z) = g(x) = E nu,x" L.

n=1

5.0na:
400 400 “+ o0
(1+2)2f'(2) = > nupz™ P +2 Y nupa™ + Y. nuyantt
n=1 n=1 n=1
+oo +oo —+oo
= > (n4+ Dupp12™ +2 > nuzx™ + > (n— Duy—gz™
n=0 n=1 n=2
+oo
=up + > [(n+ Dupt1 + 2nuy + (n — Duy—q]a™
n=1

Or (n+ Dupy1 = —2(n + 1)uy, — nuy—1, et done :
“+o00
(1+22)f'(x) = -2+ ;1[—211” —Up_q]e ==2=-2(f(z) — 1) — xf(x)
(1+2%)f'(z) = —(z +2) f(z)

On obtient donc I’équation différentielle du premier ordre sur I (—1 ¢ I) :

/ _ $+2 (x+1)+1 ) = [— 1 1 2

_ _ 1 __C 1
(&) = Coxp(~ln(a+ 1)+ 717) = = exp(L)
Or, f(0) =ug =1, d’ott C = e~ ! et par suite :

D’ou :

_ 1 1y _1 __x

Exercice 1.18.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et & valeurs réelles strictement positives.

On dit que f est logarithmiquement convexe si la fonction Inof est convexe.

On admet le résultat sutvant :
1

Soit o, B deux réels supérieurs a 1, tels que P + % =1 Soit I un intervalle de R et h,k : I — R telles que

/|h )|dt et /\k )|dt convergent. Alors /|h t)k(t)|dt converge et

(t)
/\h 1)t < ( O‘dt /|k |Bdt

1. Soit X une variable aléatoire possédant une densité telle que I'espérance E(e**) soit définie pour tout réel .

Montrer que 'application ¢ : A = E(eX) est logarithmiquement convexe.
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2. Montrer que si f est logarithmiquement convexe, alors f est convexe.

3. Caractérisation des fonctions logarithmiquement convexes.
On notera, pour tout réel ¢ > 0, . : I = R,z — f(x)c”

a) Montrer que si f est logaritmiquement convexe, alors pour tout ¢ > 0, @, est convexe.

b) Soit ¢ > 0. On suppose que ¢, est convexe. Montrer que pour tous a,b € I, A € [0, 1], il existe un réel « tel
que

fQa+ (1= Nb) < Af(a)a = + (1 = N f(b)a™.

¢) En choisissant judicieusement « dans la question précédente, montrer que si @, est convexe pour tout ¢ > 0,

alors f est logarithmiquement convexe.

4. Soient f,g : I — R?.. Montrer quesi f et g sont logarithmiquement convexes, alors f+g est logarithmiquement
convexe.

Solution :

1. On remarque que pour tout A € R, ¢(A) > 0.

Soient p, ¢ € [0,1] tels que p+ g =1 et A, p des réels. Alors, avec p = é et ¢ = % et en notant f une densité
sur R de X :

B [BerX]e = ( /R A f(z) da:)p( /R ol f(z) dx)q
> [ @ @) @) ds

Soit : [E(e*)]P.[E(erX] > /ep’\xeq“"f(ac) dx = E(ePrtra)X)
R
Ainsi o(A)Pe()? = o(Ap + 1g) et le résultat en prenant le logarithme :
Inop(pA + qu) < plnop() + glnop(y).
Donc ¢ est logarithmiquement convexe.

2. Soit f une fonction logarithmiquement convexe. On rappelle que la fonction exponentielle est croissante et
convexe. Ainsi, pour tous A € [0,1] et x, y € I,

In(f(Az + (1= Ay))) < Aln(f(2)) + (1 = A) In(f(y))
fOz+ (1= Ay)) < exp{AIn(f(2)) + (1 = A)In(f(y))}
< Aexp{ln f(z)} + (1 = A exp{ln f(y)}
SAf(2) + (1= AN f(y)

Ainsi, la fonction f est convexe.

3. a) On remarque que pour tout z € I, In(p.(z)) = In f(x) + 2 Inc. Ainsi, comme la fonction In f est convexe et
que les fonctions affines sont convexes, la fonction In oy, est convexe. Donc la fonction . est logarithmiquement
convexe et d’apres la question précédente, elle est convexe.

b) Soient A € [0, 1], a, b € I. On utilise la convexité de la fonction ¢, :
Pe(Aa+ (1= A)b) < Ape(a) + (1 = A)pe(b)
Donc : f(Aa + (1 — A\)b)c et (=N <X F(a)e® + (1 — N)f(b)c?
Soit, en plagant toutes les puissances de ¢ a droite :
fQa+ (1= M0b) <Af(a)a! =+ (1= A)f(b)a?,
oll on a posé a = c*~°.
c) Soit ¢ : a = Af(a)at= + (1 = N f(b)a™>.
() = M1 = N f(@)a= = AL = A)f(Bla>"1
= A(1 = Na"Yaf(a) - £(b))
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Ainsi ¢ atteint son maximum en o = la) et
f(0)y _ f(b)yi- N f(b) -
V() = M@ R ™ + 0= NFB )™
Soit (L) = (11— X F(@ £ = (@) ()

f(a)
Soit, en reportant dans la majoration obtenue en b) :
fQa+(1=MNb) < fla)*f(0)'
Et donc :
Inof(Aa+ (1 —A)b) < Alnof(a) + (1 —A)Inof(b)
Ceci étant vrai pour tous a, b € I, A € [0, 1], la fonction Inof est bien convexe.

4. Pour toute fonction f de I dans R%, notons ¢ . : I — Ry définie par ¢y (r) = f(x)c”.

Soient f,g deux fonctions logarithmiquement convexes. Alors, pour tout ¢ > 0, ¢ . et ¢4 . sont convexes.
Donc, pour tout ¢ > 0, @fc + @gc = @figc st convexe. Ainsi, d’apres la question précédente, f + g est
logarithmiquement convexe.

Exercice 1.19.

On munit R? du produit scalaire canonique (z,y) = x1y1 + Taya, ol = (71, 22) et y = (y1,y2)-
Dans tout I'exercice, U est un ouvert convexe non vide de R2, et f une application de U dans R de classe C*
sur U. On note, pour tout a € U, Vf, le gradient de f au point a.

[On rappelle qu’une partie U de R? est convexe si
V(z,y) €U VAE[0,1]: dx+ (1 - Ny eU.
De méme une fonction f définie sur U est convexe si
V(z,y) €U2,VA€[0,1]: fAz+ (1= N)y) < Af(z) + (1= N)f(y)]

1. Soit « = (z1,x2) et y = (y1,y2) dans U et ¢, , définie sur [0, 1] par : ¢, ,(t) = f(z + t(y — x)).
Montrer que ¢, , est de classe C'! et montrer que @y (1) = (V fast(y—a)» ¥y — ) pour tout ¢ € [0, 1].
2. On suppose que f est convexe sur U.

a) Montrer que pour tout (z,y) € U?, ¢, , est convexe. En déduire que la fonction <p;7y est croissante.

b) En déduire que V(z,y) € U? : f(y) — f(z) = (V fs,y — ) (1).
3. Réciproquement on suppose que f vérifie la relation (1) ci-dessus. Montrer que f est convexe.

4. Soit f convexe sur U.
a) Montrer que si f présente en xg € U un minimum relatif, alors f présente en xo un minimum global.

b) Montrer que si 'ensemble des points ot f admet un minimum est non vide, alors cet ensemble est une
partie convexe de U.

Solution :

1. La fonction f étant de classe C'! il en est de méme pour ¢ par composition de fonctions de classe C*'. De plus
comme

Pay(t) = flz+tly — ) = flz1 +t(yr — 1), 22 + t(y2 — 22)
Il vient, par dérivation d’une composée :
ehy(® = =) Gl + 1y~ ) + (2~ =) Gl + 1y — )
= (Vfettty—2),y — )
2. On suppose de plus f convexe.
a) Soit (t1,t2,A) € [0,1]3.
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Pay (M1 + (1= Nt2) = f(z+ (M1 + (1 = Ni2)(y — 2))
= [z +t(y —2) + (1 = (2 + ta(y — 2)))
SAM(z+tly—2)+ (1 =N f(z+ta(y — )

S A@ay(t1) + (1 = A)pay(t2)
Ceci montre la convexité de ¢, , sur [0, 1], pour tout choix de z et y dans U.

La fonction ¢, ,, étant de plus de classe C Lsur [0, 1], on sait alors que sa dérivée est croissante sur cet intervalle.

b) Du théoréme des accroissements finis et de la croissance de ¢, ,,, on déduit que : ¢, (1) —p. 4 (0) = ¢}, (0).
C’est-a-dire, compte tenu du résultat de la premiere question :

3. Soit z,y € U et A € [0,1]. Posons z = Ay + (1 — N)x =2 + Ay — ).
*Ona: f(z) = f(z) = @z y(X) — ¢z,4(0), donc il existe ¢ € 0, A] tel que :
f(2) = f(z) = Mgy, (c)
* De méme il existe d € |\, 1] tel que :
FW) = (2) = 0ay(1) = @ay(A) = (1 = Ng; , (d)
On a donc ¢ < d et la fonction ¢’ étant croissante, on en déduit :
(1 =N(f(2) = f(2)) < A(f(y) = f(2))

Soit f(z) < Af(y) + (1 = A)f(x), C’est-a-dire :

FQy+ 1 =Nz) <Af(y) + (1 = A)f(2)
et f est bien convexe.
4. a) Si f présente au point zp un minimum relatif, alors le gradient de f en z( est nul. Comme f est convexe,
d’apres ce qui précede :

Vo e U, f(x) = f(zo) 2 (Vfay, @ —20) =0,
ce qui montre que ce minimum est en fait global.

b) Si z; et x2 sont deux points ot f admet un minimum (local, donc global), on a f(z1) = f(z2), De plus, f
étant convexe,

fQz1 4+ (1 = Nz2) < Af(21) + (1 = A) f(22) = f(21)

Comme, par définition d’un minimum, on a f(Ax; + (1 — AN)xa) = f(x1), on a en fait égalité et f présente aussi
en Az1 + (1 — A)z2 un minimum, ce qui donne le résultat demandé.
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