3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

Soit n un entier > 1. Une urne contient n boules blanches et une boule rose. On effectue une succession de
tirages d’une boule a chaque fois. Si on tire la boule rose, on la remet dans I'urne avant le tirage suivant ; si on
tire une boule blanche, on ne la remet pas dans 'urne. Soit X le nombre de tirages juste nécessaires pour qu’il
n’y ait plus aucune boule blanche dans 'urne.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, A, P).

1. Calculer P(X =n).

2. a) Pour tout entier n > 2, montrer que : In(n+ 1) —In2 < Z % < lnn.
k=2

n
En déduire un équivalent simple de > % quand n tend vers 'infini.

j=2

n .
b) Trouver de méme un équivalent simple de > ln—j quand n tend vers ’infini.
=2

n 7j—1
¢) En déduire un équivalent simple de ) (% > %) quand n tend vers I'infini.
j=2 J i=2

3. Calculer P(X = n+ 1), puis en donner un équivalent simple quand n tend vers I'infini.

4. Calculer P(X = n + 2), puis en donner un équivalent simple quand n tend vers l'infini.

Solution :

1. Soit By, (k > 1) Pévénement «la k™ boule tirée est blanche .

Alors [X =n] = B1NByN---N B,. Donc, par la formule des probabilités composées on a :
P(X = n) = P(Bl NByN---N Bn) = P(Bl)PBl(BQ)PBlﬂBZ(BB) R

n_.n—1 . 1_ _1

n+t1 n * 2 n+1

k+1 k+1
1 qseror * L1 dt dt 1 S T
2. a) Comme ¢ ; décroit sur R , on a : T < /k n et /k n < I En sommant la premiere inégalité

Bl

n
de k=1ak=n—1, on obtient > 1 < Inn; en sommant la seconde inégalité de k = 2 a k = n on obtient,
k=2

Inn+1)—In2< > % Comme Inn ~ In(n+1) —1In2 on a donc :
k=2
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~Inn

m\»—l

b) La fonction z — h;x décroit sur [e, +oo[ et donc sur [3,+oo[. On obtient donc de méme :

/ h;tdt ZHT\/ Wege = Lann)? - L(n3)?
4 3

k=4
D’oli en calculant aussi I'intégrale de gauche et comme In(n + 1) ~Ilnn :
n Inj 1 2
=% ~ >(Inn
3 B2~ fnn)
c¢) Par sommation d’inégalités du 2. a) (k=ietn=j—1),ona:

n

Simi-my<E (15 1) <L inG-n< L tn;

j=2J =2 =2 j=2
D’apres les questions 2. a et 2. b, comme Inn = 0(%(111 n)?), on a :
D %(lnj—ln?) - (X %mj) —m2(y %) ~ L(nn)?
=2 j=2 j=2
d’ou :
3 (1S 1) ~ Sy
=3 \J izt 2

3. L’événement [X = n+1] est réalisé lorsque la boule rose est tirée une seule fois lors des n+ 1 premiers tirages,
mais pas au (n + 1)-iéme rang (car sinon on réalise X = n), soit :

n

(X:n—|—1): U[Blﬂ--'ﬂBk-_lﬂEﬁBk+1m"'ﬂBn+1}
k=1

Les évenements de la réunion sont incompatibles, donc :
PX=n+1)= Y P(BiN--NBr1NByNBry1N---N Bpi1)
k=1
Par la formule des probabilités composées, pour tout k € {1,...,n},ona:
P(Bl ﬁ~-~ﬂBk,1ﬂBkﬂBk+1ﬂ--~ﬂBn+1)
= P(B1)Pg,(B2) ... Pp,n..nB (Bk) Py, g, 5 (Br+1)

n_ n-1n—-k+2 1 —k+ X_._Xl
n+1 n “n—k+3"n—k+2 n—k 2

Donc, par simplifications en cascade :

PIX =t )= 5 Goim—rs) ~n il E%

[\v]

Donc, d’apres la question 2. a) :
_ In(n+1) Inn

P(X =n+1)~ =73 ~ 5
4. I’événement [X =n+ 2] est réalisé lorsque la boule rose est tirée deux fois lors des n + 2 premiers tirages,
mais pas au (n + 2)°"° rang (car sinon on réalise X < n + 2). De méme qu’a la question 3, on a donc :
PX=n+2= Y PBN---NBN---NBN---NBpia)

1<k<I<n+1
1

1§k<zl:§n+1 (n+1)(n+2-Fk)(n+3-1)

1 1
s f—ZkQﬂLE( Z)

2<i<j<nt1 e e

Donc, puisque le premier terme est de limite finie, donc négligeable devant le second :

(Inn)?

P(X =n+2)~ 5o
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Exercice 3.2.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.A, P) admettant une variance et dont
Pespérance E(X) = A est un parametre réel inconnu.

_ n
Pour n entier > 1, soit (X1, Xa,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de X. On pose X,, = % > X
i=1
On note Sy 'ensemble des statistiques U, = ¢, (X1, Xa,...,X,), ol g, est une fonction de R™ dans R, qui sont

des estimateurs sans biais de A\ et qui admettent une variance notée V.

On admet la propriété P suivante : o o
«Pour tout U, de Sy, on a : cov(X,,U, — X,) =0.»

On dit qu’un élément Z,, de Sy est un estimateur optimal dans Sy si pour tout U,, de Sy, on a: V(Z,) < V(Uy,).
1. Montrer que X, est un estimateur optimal dans S,.

2. Soit Z,, un estimateur optimal dans Sy. Pour « réel et U,, de Sy, on pose :
Wh(a) =alU, + (1 —a)Z,
a) Montrer que pour tout « réel, W, («) est élément de S.
b) Calculer V(W («)). En déduire que Cov(Z,,U, — Z,) = 0.

¢) Montrer que Z,, = X,, presque slirement.

3. On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre A > 0, et on admet que la propriété (P) est vérifiée.

Pour tout n > 2, on pose : T}, = ﬁ (X — X,)?
i=1

a) Montrer que T), est un estimateur sans biais de A.

b) On admet sans démonstration I'existence de V(T,).

Montrer que Cov (T, X ,,) = %

Solution :

1. X,, s’écrit comme une fonction de X7, Xs,..., X, : c’est un estimateur. De plus, X,, admet une espérance

égale a \ et une variance, ce qui entraine que X, appartient a S).
Par la propriété (P), on a : cov(X,, U,) = V(Xy). B o
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, : [cov(X,,, Uy, )|* < V(X,)V (Uy), donc V(X,,) < V(U,), ce qui montre que
X, est optimal.
2. a) Question évidente, par linéarité de opérateur espérance et le fait que si U et V ont un moment d’orde
deux, alors (U, V) a une covariance.

b) Bien évidemment :
VW, () =2V (Uy,) + (1 —)*V(Z,) + 2a(l — a)cov(Up, Zy,)

=a?V(U, — Z,) —2a(V(Z,) — cov(Un, Zy)) + V(Z,)
Or Z,, étant optimal, il vient, pour tout « réel :
2V (U, — Z,) —2a(V(Z,) — cov(Un, Z,)) = 0
Ce trindme du second degré en « restant positif ou nul, son discriminant est négatif, soit :
(V(Z,) — Cov(Uy, Z,))* <0, donc V(Z,,) = Cov(U,, Zy,), ou
Cov(Z,,U, — Z,) =0.
¢) On écrit : Z, = X, + (Z, — X,,) ce qui entraine que
V(Z,)=V(Xp)+V(Zy— X)) +2Cov(X, Z — X3).

Comme Z,, et X, sont optimaux, il vient V(Z,, — X,)+2Cov(Xp, Z — X
Xn, Cov(Xy, Zn — Xpn) =0.

) = 0 et toujours par optimalité de
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Finalement, V(Z, — X,,) =0et Z, — X,, = C p.s., donc Z,, — X,, = 0 p.s.
3. a) En écrivant X; — X,, = (X; — A+ A — X,,), il vient :

(X —Xn)?2 =Y (Xi = A2 +n(X, — N2 —2n(X, —\)? =
i=1 i=1
En prenant les espérances :

ol

(X; = N2 — (X, — \)?

=1

E( é(Xz - Yn)Q) = 22:1 V(X,L) — TLV(YH) — (?’L _ 1))\

Par suite E(T},) = A et T}, est un estimateur sans biais de A.
b) Comme T, admet une variance, il appartient a Sy et par la propriété (P) et T, # X, il vient
Cov(X,, T, — X,) =0. Donc :

Cov(T,, X,) = %

Exercice 3.3.
On observe le passage de véhicules a un carrefour. Pour tout réel ¢ > 0, on note X; le nombre de véhicules qui

passent entre les dates 0 et ¢, avec la convention Xy = 0. On suppose que ’on définit ainsi une famille de variables
aléatoires (X;);cr, définies sur un méme espace probabilisé (£2,.A, P) possédant les propriétés suivantes :
e F(X;) existe pour tout ¢ > 0 et la fonction m(t) = E(X;) est continiment dérivable sur RT, sa dérivée étant
notée A(t).
o Le nombre de passages Y3, ;, se produisant entre les instants ¢y et tg 4+ h, avec tg > 0 et h > 0, est une variable
aléatoire dont la loi est définie par :
k. —a
e
VkeN,P(Y,,n=Fk) = QT

(on notera donc que « dépend de tg et de h)

to+h
ou a = / AMu)du = m(tg + h) — m(to)

to

1. Soit T} la variable aléatoire représentant la date de passage du premier véhicule observé. Calculer P(Ty > t).
En déduire une densité de 77 en utilisant les fonctions A et m.

2. a) On suppose que l'on connait la date to de passage du premier véhicule. Soit Ly la longueur de U'intervalle
de temps séparant les passages du premier et du deuxieme véhicule. Calculer une densité de Ly en fonction de
to, A et m.

b) On suppose dans cette question que pour t > 0, A(t) = at + b, a et b étant des constantes positives.
Déterminer une densité f; de Li dans ce cas.

3. On suppose désormais que pour tout ¢ > 0 : A(t) = Ao, constante positive. Pour k € N*, soit T, la date de
passage du k-ieme véhicule.
a) Calculer P(T} > t) a l'aide de la loi de Y. Démontrer qu'une densité fj, de T}, est :
Ao(/\ot)kilei)\ot
fult) = { T E—myr o pewt=0
0 sinon
b) Calculer I'espérance de Tj.

Solution :
1.Ona P(Ty >t) = P(X, = 0) = P(Yo,) = 0) = e=® = e~ (0),
Dot P(T} < t) =1—e ™" et on peut prendre : fr, (t) = A(t)e~™® (bien sir pour t > 0).
2.a) Ona: P(L; >t) = P(Y;,+ = 0) = e~ (mtott)=m(to)),
D'ott, P(L; <t) =1 — e~ (mtott)=m(to)) et
le (t) _ m/(to + t)ef(m(t0+t)fm(to)) _ )\(to 4 t)ef(m(to+t)fm(t0))
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b) Dans ce cas m(t) = % + bt, ce qui donne :

fi(t) = (a(to +t) +b) exp(—(aM +0(t +to) — a§ — btg))

2
fit) = { (a(t +to) +b) eXp(—(a% + (ato +b)t)) sit=0

0 sinon
k—1 _1(A Ol — Aot
3.a)Pourt > 0,ona, P(T, 2t)=P(Yo<k)= 7_2#
i=0 :
k—1 i—1 —>\0t k—1 [ —>\0t
On en déduit : f, (t) = —Xg > L +X0 3 ()‘07'
= (=1 i=0 v
Ao(Aot)k_le_AOt
ftk(t):{(kl)! sit>0
0 sinon
b) Enfin :
+oo +o0
E(Ty,) :/ tfe(t)dt = %/ (Not)Fe=rotdt
0 (k=1
“+o0o
_ 1 k,—u — j;
- )\o(k—l)!/o wreTtdu = 30
Exercice 3.4.
Soit n € N*. On considere n variables aléatoires mutuellement indépendantes X1, ..., X,,, qui suivent une loi
normale d’ espérance m et de variance o?
OnposeanlzX eth—Z(X X,)2.
0 =
n—1 sit=

1. Soit A = (ai j)1<ij<n € Myp(R) définie par : a; ; = { J . Soit B le vecteur colonne de M,, 1(R)

dont tous les coefficients sont égaux a 1.

-1 sii#j

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
b) Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu’une base des sous-espaces propres associés.

¢) Justifier 'existence d’une matrice P de GL,(R) dont la derniére colonne est proportionnelle & B et telle
que 'PAP = D, ol D est une matrice diagonale & déterminer (on ne demande pas la matrice P).

d) On note P = (pi j)1<i j<n-
n n
Montrer que pour tout i de [1,n — 1], 3 p;; = 0 et pour tout i de [1,n], 3 pf; = 1.
=1 =

2. On note M = %A et g application de M,, 1(R) dans R définie par : VX € M, 1(R),q(X) =*XMX.

T
n
On pose X = | etTn:%ij.
Tn =t
n . n—1 n
Montrer que ¢(X) = Y (z; — Tp,)?, puis ¢(X) = > (> pijzj)>
i=1 i=1 j=1

3. Pour tout ¢ de [1,n — 1], on pose ¥; = > p; ; X
j=1

a) Justifier que E(Y;) =0 et V(Y;) = o2,

b) On suppose que les Y; sont mutuellement indépendantes. Montrer que U, suit la loi F(2, %)

Solution :
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1. a) La matrice A est symétrique réelle : elle est diagonalisable dans une base orthonormée.

b) Si Pon note J la matrice dont tous les éléments valent 1, on a A = nl — J. Les valeurs propres de J
sont 0 de sous-espace propre associé de dimension n — 1 (Ker J), et n dont le sous-espace propre associé est de
dimension 1 engendré par le vecteur B (orthogonal & Ker J).

Les valeurs propres de A sont donc n de sous-espace propre associé Ker J de dimension n—1, et 0 de sous-espace
propre associé Vect(B).

c¢) La matrice D demandée est la matrice diagonale diag(n,...,n,0).

n

d) La matrice P étant orthogonale, la relation PP = I donne : > pzj = 1. Si 'on note Cq,...,C,_1 les
j=1

premieres colonnes de la matrice P, elles représentent les coordonnées des vecteurs du noyau de J, ce qui donne

n
la relation : > p; ; = 0.
j=1

2. L’écriture de 'application ¢ donne :
n n

o) =Fat- (L a) = S-L a2

Jj=1 i=1 j=1

NE

La relation ¢(X) = nil(n pi;r;)? est obtenue A partir de Décriture de ¢ dans la base orthonormée de
diagonalisation, c’est—éf—:dlirg:ql(X) =Y{PX)D(PX).

3. a) On a E(Y;) = 0 par linéarité de l'espérance et la relation zn: pi,; = 0.

Par indépendance des variables aléatoires (X;), il vient : =

V(Y) = 30, V(Y) = o
]:

Enfin, on sait (encore I'indépendance des X;) que les Y; suivent encore des lois normales. Elles suivent donc la
loi normale centrée de variance o2.

b) Gréce aux questions précédentes, on peut écrire :

n n—1 n n=l i
Un= L 26 -0t = L8 (L 0uX)" = E ()
oz = o° = j=1 =1

Donc, U, est la somme des carrés de n — 1 variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée

réduite. On sait alors que : U,, — I (2, n 5 1).

Exercice 3.5.

On considére une fonction F' définie sur [0, +oo[ & valeurs réelles, croissante, continue, telle que F(0) = 0 et
lim F(z)=1.

T—r+00
1. On définit la suite (pn)nen par, pour tout n € N, p, = F(n+ 1) — F(n).

Montrer que la série de terme général p,, est convergente et déterminer sa somme.

2. a) Soit = un réel fixé dans [0, 1[. Montrer que la série de terme général F(z + n) — F(n) est convergente.

+oo
b) On considere la fonction ¢ définie sur [0, 1] par : ¢(z) = > (F(x +n) — F(n)).
n=0
Montrer que ¢ est croissante.

c¢) Soient = et y deux réels fixés de [0, 1[. Montrer que pour tout € réel fixé strictement positif, il existe Ny
entier positif indépendant de z et y tel que, pour tout N > Ny :

+ZO:Z\F(:E—H”L)—F(y—kn)| <e

En déduire que ¢ est continue sur [0, 1.
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3. On consideére désormais que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X & valeurs dans RT
définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P). On considere les variables aléatoires notées d(X) et | X | définies
par, pour tout w € Q :
d(X)(w) = X(w) — [X(w)] et [X](w) = [X(w)]
ou |z| désigne la partie entiere du réel x.
a) Déterminer la loi de | X | & laide des (p,,) et la fonction de répartition de d(X).

b) On suppose que X suit une loi exponentielle de parametre A > 0. Expliciter la loi de | X | et la fonction
de répartition de d(X). Déterminer une densité de d(X), puis calculer les espérances de ces deux variables
aléatoires.

Solution :

N
1. Pour tout N € N*, on a Y p, = F(N + 1). D’apres les hypotheses, on en conclut que la série converge et
n=0
que sa somme vaut 1.
2. a) Pour tout n € N*; on a: 0 < F(x +n) — F(n) < p,. Cela montre que la série considérée est convergente
et que sa somme est inférieure a 1.
b) Pour tout n € N* et tout réels = et y tels que = > y, F(xr +n) — F(n) > F(y +n) — F(n) ce qui montre
que p(z) = ¢(y) et donc que la fonction ¢ est croissante.

¢) De maniére évidente, pour tout n € N*| |F(z +n) — F(y + n)| < p,. D’ot,
+oo —+oo

YNEN,N2=No, 3 |[Flz+n)—Fy+n)|< 3 pa
n=N n=N

Pour tout € > 0, la convergence de la deuxieme série implique qu’il existe Ny € N* tel que la somme considérée
soit inférieure a e, d’ou le résultat.
On écrit alors :

No “+o0

() =) < X [Fle+n)=Fly+n)|+ > |Flz+n)—F(y+n)

n=1 n=Nop+1
La seconde somme est inférieure a €, indépendamment de z et y, et par continuité d’une somme finie de fonctions
continues, il existe § > 0 tel que la premiére somme soit inférieure & ¢, pour |z —y| < §. Ceci montre la continuité
de ¢ sur 0,1].

3. a) Pour tout n € N, P(|X| =n) =p,, et :

0 siz <0
PAX)<zx) = {cp(x) sizel0,1]
1 sizx>1

b) Sous les hypothéses de cette question, pour tout n € N :
P(|X| =n) =e " — e An+D)

Donc :
+oo 400
(,O(J?) — Z [(1 _ e—)\(m+n)) _ (1 _ e—)m)] _ Z (e—)\n _ e—)\(m+n))
n=0 n=0
T too 1 -z
— Z ef)\n(]_ _ ef)\:c) — (1 _ ef)\:n) Z (efk)n — — € —
n=0 n=0 1—e
-z
Une densité de d(X) est donnée par f(x) = 75‘6 —, si x € [0,1], et O sinon.
—e
On a :
+oo +oo +o0
E(LXJ) = Z n(e_*” _ e_/\(n-‘rl)) — Z ne=\n — E (n +1-— 1)e—A(n+1))
n=0 n=0 n=0
+oo Y
— —X(n+1) _ e
nzz:oe 1—e

et
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1 e _1-(\+ De
A l—e? A1 —e™?)

Exercice 3.6.
Soit X une variable aléatoire réelle de densité g et de fonction de répartition G. On suppose que g est une
fonction paire définie sur R.

1. Exprimer, pour tout réel z, G(—z) en fonction de G(x).

1t <
2. On définit la fonction g par : g(t) = {2;22?) 21 i ; 8

Vérifier que g est une densité de probabilité. On note X une variable aléatoire de densité g.
3. Exprimer la fonction de répartition GNN de X en fonction de G.
Donner en particulier, pour 0 < a < b, G(b) — G(a) en fonction de G(b) et de G(a).

4. Pour tout m de [%, 1] et tout réel ¢, on pose :
fm(t) = 2(1 —=m)g(t) + (2m — 1)g(2).
a) Vérifier que f,, est une densité de probabilité et exprimer f,,(t) en fonction de m et de g(¢).

b) Soit Y;,, une variable aléatoire de densité f,,. Déterminer la fonction de répartition F,, de Y,,, en fonction
de m et de G.

¢) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ||Y;,|] (partie entiere de la valeur absolue de Y;,)
en fonction de G, puis de G.

5. On considére une suite (Xx)ren+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que Y,,.

n
On pose, pour tout entier naturel n non nul, Z, = (X1,...,Xy) et T, = > 1(x,>0), c'est-a-dire que T}, est le
i=1

nombre de variables du n-uplet Z, qui sont positives. On pose enfin S, = %Tn.

a) Donner la loi de T}, son espérance, sa variance.

b) Montrer que S,, est un estimateur convergent de m.

6. Soit ¢ une fonction de [0,n] dans R, telle que : Vm € [%, 1[, E(¢(T,)) = 0. Montrer que ¢ = 0.

Solution :

1. On a G(x) :/

— 00 — 00

T —x

g(t)dt et donc, G(—x) = / g(t)dt. Avec le changement de variable u = —t, on obtient

xT —+oo
G(—z) = / g(u)(—du) = / g(u)du. Conclusion :
+°° ’ G(-2)=1-G(a).

2. La fonction g est évidemment continue sauf éventuellement en un nombre fini de points et positive. De plus

/+Oo'§(t)dt = 2/0+Oog(t)dt =1

3.8iz <0, Gz) =0.
Siz >0, Gz) = / G()dt =2 / o)t = / g(t)dt = G(z) — G(—=)
o 0 —z
=2G(x) — 1.
On a donc, pour 0 < a < b, G(b) — G(a) = 2(G(b) — G(a)).
4. a) La fonction f,, est évidemment continue sauf éventuellement en un nombre fini de points et positive.

+o0 Foo +oo
Deplus [ fon(t)dt = 2(1 — m) / g(t)dt + (2m — 1) / G()dt, soit -

— 00 — 00
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+<>ofm(t)cht =21-m)+(2m—-1)=1

Sit<0,0na fp(t)=2(1- m)g(t)._
Sit>0,o0na fn,(t)=2(1-m)g(t)+2(02m —1)g(t) = 2mg(t).
b) Siz <0, F,(z) = / 2(1 —m)g(t)dt =2(1 — m)G(x).

— 00
xT

Siz>0,Fy(z) = /O 2(1 —m)g(t)dt + /”2mg(t)dt =1-m+2m(G(x) — %)
0

— 0o
¢) Soit ke N. On a :
PVl = k) = P(k < |Vi| <k +1)
= Pk <Y <k+1)+P(—k —1< Y < —k).
Soit P(||Ym|] = k) = F(k+1) = Fy (k) 4+ Fp(—k) — Fr(—k — 1). En remplacant F,, a I’aide de G, on trouve :

P(|Yn]| = k) =2(G(k+1) — G(k)) = G(k + 1) — G(k).

5. a) La variable aléatoire T}, suit une loi binomiale dont le parameétre est
p=PX;>20)= /+Oofm(t)dt =m.
On en déduit que E(T,,) = nm et V(T,,) = nm(1 —m). ’
b) On a donc E(S,) = m et V(S,) = M Ceci prouve, via l'inégalité de Bienaymé-Tchebychef, que
S, converge en probabilité vers m et est donc un estimateur convergent de m.

6. Ona: E(o(T,)) =0« kzi:osp(k) (Mym*(1 —m)"k =0
= 3 el () ()" =0
k=0

m

n
Considérons le polynéme P défini par P = Y ¢(k)(}) X*. Ce polynome s’annule pour tout les réels a, = TR
k=0

obtenus lorsque m parcourt 'intervalle [%, 1[. 1l posseéde donc une infinité de racines, c’est donc le poynéme nul.

Conclusion : Vk € [0,n], (k) = 0 et ¢ est la fonction nulle.

Exercice 3.7.

1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles a densité définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) et fy une
densité de Y. Pour tout z réel, justifier la convergence de 'intégrale
“+o0
P(X <z-y) fr(y)dy
— 00

On admet que, si X et Y sont indépendantes, alors :
“+o0
VzeER,P(X+Y <z)= P(X <z—vy) fr(y)dy
— 00
Soit a € RY. fixé et (Xy)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que, pour tout
k € N*, X} suit la loi exponentielle de paramétre ko.

S

n
Pour n entier de N*, on note S, = > X, ®,, la fonction de répartition de S,, et T, = ?”

k=1
2. Montrer que : (Vn € N*), (Vz € Ry), ®,(2) = (1 —e™2%)".
(On pourra employer (en le justifiant) le changement de variable u = e~**.)
3. a) Calculer l'espérance E(T,) de la variable aléatoire T),. A-t-elle une limite pour n tendant vers +oo ?
Déterminer un équivalent de E(T;,) lorsque n tend vers +oco.

b) Calculer la variance de T},. A-t-elle une limite pour n tendant vers +oo ?
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4.Etudier la convergence en loi de la suite (T}, )pen-

Solution :

1. Par comparaison : Vz € R,0 < P(X < z—y)fy(y) < fr(y) qui est une fonction d’intégrale convergente sur
R. La convergence en résulte.

2. La variable S; = X; suit la loi £(a) et par récurrence, pour z > 0 comme S, (Q2) = Rt :
+oo
P(Spt1<2)=P(S, +Xpt1 < 2) = / P(S, <z —z)(n+ L)ae”(mHazqy
0
0 six >z

. _ —ax : .
1— e_“(z_"))n siz<z posant u = e il vient :

Comme P(S, <z—x) = { (

z
P(Sus1 < 2) = (n+1) / (1 — e-aG-m)" go-(n+Dargy
0

3.a) Vuque E(E()N)) = %, on a par linéarité E(T,,) = 1 > % et on en déduit classiquement (par comparaison

3
Q

série-intégrale) :

BT &
(c0)

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

b) Comme V(5()\)) = %, on a par indépendance des X}, :

V(Tn) - # kg_:l V(Xk) - 0421n2 kg_:l #

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
4. La fonction de répartition F,, de T;, est nulle sur R~ et, pour z > 0,
Fo(z) = P(S, <nz)=®,(nz) = (1- e_“”“)n
Az>0 fixé, un développement limité donne :
F,(z) = exp [n In (1 — e_"“"x)] = exp [ —ne”on* 4 o(ne_m””)] —el=1

Donc la suite (T},)nen+ tend en loi vers la variable constante égale & 0.

Exercice 3.8.

Une boite contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire un jeton au hasard, on note son numéro et on le remet
dans la boite. Si le numéro de ce jeton est i, alors on tire au hasard et sans remise i jetons de la boite que 'on
distribue au hasard dans trois urnes Uy, Uz et Us (vides au départ). Pour tout & de [1, 3], on note X}, la variable
aléatoire désignant le nombre de jetons de I'urne Uy apres cette opération.

1. Soit X la variable aléatoire donnant le numéro du jeton que l'on a tiré au départ dans la boite. Quelle est la
loi de X ? Déterminer la loi conjointe du couple (X, X), ou k € [1,3].

2. Calculer pour tout k € [1, 3], Pespérance de Xj.

3.a) Trouver la loi du vecteur aléatoire (X7, X2, X).
b) En déduire la loi du vecteur aléatoire (X1, X, X3).

4. On définit pour tout k € [1, 3], la variable aléatoire Yy par : Y} = %
Calculer les espérances des variables aléatoires Yy et (Yk)z. Donner un équivalent de la variance de Yy, lorsque
n tend vers l'infini.
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Solution :

1. X suit la loi uniforme sur {1, ..., n}. La variable X est & valeur {0, ...,n}. Soit (¢,7) € {0,...,n}x{1,...,n}.
On commence par remarquer que P (X =4)N (X =75))=0sii> j.
Pour i < j,ona:

P((Xp =) N (X =) = Px=j (X = ) P(X = j) = %P(X:j)(Xk =1i)

La loi de X}, sachant X = j est la loi binomiale B(j,1/3). D’ou :

D’ou :

E(Xy) = (X) n+1

3.a) Soit (4,7,k) € {0,...,n}% x {1,...,n}.
On observe que P((X1 =) N(Xo=4)N(X =k))=0sii+j>k.
Sii+j<k,ona:

D’ou :

0 sii+j>k
{1..‘ RSB siivi<k
b) Soit (i, 4, k) € {0,...,n}3.
Sii+j+k>nonaP(Xi=iN(Xe=7j)N(X3=k))=0.
Lorsque ¢ + j + k < n, on voit que :

pijk = P(X1=14)N (X2 =7)N (X5 =k))
=P(X1i=9)N(Xe=j)N (X =i+j+k))

_ 10 +]+k)( )z+1+k

no gk 3

4. La variable Y}, est & valeur dans Q = {a/b; (a,b) € {0,...,n} x{1,...,n}}. On observe que Y1 + Yo + Y3 = 1.
Par ailleurs et par symétrie, on a :

E(Y1) = E(Y2) = E(Y3), dou E(Y;) =1/3.
Utilisons la formule de l'espérance totale par rapport au systéme complet d’événements (X = j) pour
j=1,...,n. Il vient :

BOE) = 3 Boxep (VE)P(X =) = 3 Bxep (X3)

Or nous avons remarqué que la loi de Xj sachant X = j est la loi binomiale B(j,1/3) d’espérance % et de

2j
variance d’ou :

9 I’
(Gig) =g, Xt

Jj=1

B =4 3 G+ () =1

W,
3 =

u |—
. \»—l
@h—l

Avec la formule de Huygens, on obtient :

V(Y) = E(Y?) - BE(Y)? = % é

Sl
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n
On démontre, par comparaison série-intégrale, que 'on a > % ~ Inn, et on obtient :
j=1
V( 2lnn

Exercice 3.9.

On considére une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), toutes de méme loi uniforme sur le segment [0, 1].

Pour n € N et w € 2, on réordonne par ordre croissant les réels
X1 (w), Xo(w), . R Xont1(w)
et on note M,,(w) le terme médian, c’est-a-dire le (n + 1) de ces termes dans l'ordre croissant.

1. Pour tout réel x de [0, 1], exprimer P(M,, < z) & I’aide d’une somme.
2. En considérant les variables aléatoires X} = 1 — X}, pour k € N* | montrer que l'espérance de la variable

1

aléatoire M, est égale a 5

1
3. Prouver I'égalité : E(M,,) = / P(M,, > z) dx.
0

1
4. Pour tous entiers naturels k et m tels que 0 < £ < m calculer 'intégrale : I, ., = / xk(l — x)m’k dr.
0

5. Retrouver ainsi, par un calcul, la valeur de I'espérance de M,,.

Solution :

1. Soit z élément de [0,1] fixé. On définit la variable aléatoire Z, par :
Vwe Zy(w) = card{i € [1,2n + 1] Xi(w) <z}

La variable Z, suit la loi binomiale de parametres (2n + 1,z). On a donc :

Vk € [0,2n+1], P(Z, = k) = (2” + 1)xk(1 _ g)entick

k
2n+1
Ainsi : P(M,, < x)=P(Z, 2n+1)= > . P(Z,=k)
k=n-+1
En résumé :
2n-+1

b, <y |, (A= e o
nXxT)= =n+
0 six <0

1 six>1

Sous cette forme, il apparait que la fonction de répartition de M,, est continue sur R, dérivable a dérivée continue
sur R\ {0,1}. M, est une variable & densité. Elle admet une espérance car son univers image est inclus dans
[0, 1].
2. Si lon range les valeurs X (w), ..., Xop+1(w) dans lordre croissant sous la forme :

Viw) < <Yu(w) <Y (w) < Vige(w) <+ < Yapqa(w)
on obtient : M, (w) = Y41 (w).
Ona:

1= Yopp1 (@) < < 1= Yo () < 1Y) < <1 - Yi(w)

On définit alors M), (w), terme médian de X{(w), ... , X3, ;(w). Il vient :
Vwe QM (w)=1-Y,11(w) =1—- M,(w)
d’ott 'on déduit que M,, + M) =1 et donc E(M,) + E(M]) = 1.
Par ailleurs, X}, et 1 — X}, ont la méme loi, donc il en va de méme de M,, et M],. Leurs espérances sont donc
égales et toutes deux égales & 1/2.
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3. Soit f,, une densité de M,,. Elle est nulle a 'extérieur de I'intervalle [0, 1]. Une primitive de f,, est la fonction
de répartition F,, de M, trouvée dans la premieére question. Mais on peut prendre pour primitive F),(x) — 1, i.e.
—P(M,, > z). Il vient, par intégration par parties :

1 1
E(M,) = / xfr(x)dr = [— xP(M,, > x)](l) +/ P(M,, > z)dx
0 0
et le résultat demandé se déduit du fait que P(M,, > 1) =0.

4. Supposons tout d’abord k < m. En intégrant par parties :

1 1
I, :/ 2P (1 —z)"Fdr = L_k/ x]”l(l—x)m*(’”l)dx: m_klk 1,
™ E+1 ), k+17kthm

D’ou :

_m—k m—(k+1) 1 )
Iym = Er1 X kio x---xﬁlkﬂm,k%m, donc :

_(m —k)k!
Ik,m - T-[m,m
relation valable lorsque k& = m.
1
Comme, en outre, I, ., = / a"dr = —L — on a, finalement :
’ 0 m+1
o1 (m=KWK (m)‘l
km = F 1 T mF1\k
5.0n a :
1 2n41
E(M,) = / l—PM,<z)dz=1- [ [ ¥ (*Ha*(1—=z)**+1F]dz
0 0 k=n-+1
2n+1 ol 2n+1 9 1\ /2041 1 1
donc: E(My) =1~ > (" lkzpsi=1- > (")) g, dou:
k=n-+1 k=n-+1 n+
(M ) 1 2n+1 1 1
E g — — =
" poip 222
Exercice 3.10.
Soit m un entier > 2 et x1,s,...,x, des nombres réels donnés non tous égaux. On pose : M =
max(x1, X, ..., T,) et m = min(zy, o, ..., Ty).

1. Soit Y une variable aléatoire a densité, définie sur un espace probabilisé (Q, A, P), qui suit la loi uniforme
sur le segment [m, M]. Pour tout ¢ € [1,n], on considére ’événement A; = [Y < x].
n
a) Déterminer 1’événement |J A;; en déduire sa probabilité.
i=1
b) Pour tout i € [1,n], calculer P(A;). Pour tout (4,5) € [1,n]? avec i # j, calculer P(A; N A;). Pour toute
partie I de [1,n], exprimer P( N Ai) a aide de mi}l x;.
ieI 1€
c¢) Montrer que :

n
- i—1 :
maX(JChl'Q,-.-,In) - Z<_1)Z Z mln(l'k“l'kz,...,l'ki)
i=1 1<k <--<ki<n
2. Dans cette question, les nombres x1, xs, ..., Z, sont supposés strictement positifs.

1
a) Montrer que lim (z +-- - +2))N = M.
N—+400

N

ES

b) En déduire l'existence et la valeur de lim (x]
N——+oco

4+ tay )

Solution :

n
1.a) On a |J A; = Q de probabilité 1.
i=1

(2
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b) De méme P(A;) = X}_m ;

P(A;NAj) =P(Y < min(z;,z;)) =

Plus généralement :

min(x;, z;) —m

M —m

minx; —m

P A, e
(iDI ) M —m

¢) D’apres la formule du crible on a :

PUA) = (D" Y P(( Ay

el i=1 1<k1<--<k;<n  j=1
Z i min(xg,,..., Tk ) —Mm
— Z(il)z 1 1) ) i
i=1 1<k, <-<hs <n M —m
n ) .
P(U A) = — ( > (=1t > min(z, , ..., ox,))

i€l i=1 1<k < <ki<n

— 1 (Y=Y mine
= Kise - ,l'ki)
M_m(izl 1<k <--<k;<n ! )

=M= m(Z:X 1)~ > min(xkl,...,xki))fﬁ

1<ki1<--<k;<n
(la derniere égalité étant obtenue par la formule du binéme), d’ou :
n
S (1)t > min(xg,,..., 2k ) —m=M —m
i=1 1<k1<---<k;i<n
et le résultat annoncé.

2) Ona: (@l + +al)F = exp [ (55)" + -+ (5)™)]

Or, pour tout 7 on a :

N—+oo ‘M 1 si T, = M
. . x n Ny e, , . .
Donc: NLHEOO N In (( ]\/}) +-- +(M) ) = 0 (car la quantité placée sous le logarithme a une limite appartenant
a N*), d’ou le résultat annoncé.
_1 1
b)Ona: (z; N+ +2;V)" N = T
[(i)N_i_..._A'_(i)N]N
D’apres la question 2.a), le dénominateur tend vers max (% ey a%) donc :
1 n
1 1
lim (2% 42, )TN = Ty ="
N— 400 maX(E""’E)
Exercice 3.11.
0o 1 0 0
0 0 1 0
Soit J la matrice de M,,(C) définie par J = | : . . i)
0 . o
1 0 0 0

1 sig—p=1
c’est-a-dire par : (J)pq =91 sip=n,g=1,0un=>2.
0 sinon
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1. Calculer J". En déduire les valeurs propres réelles ou complexes possibles de J.

2. Déterminer les valeurs propres de J, en exhibant pour chacune un vecteur propre (réel ou complexe) associé.
En déduire que la matrice J est diagonalisable sur C.

3. Dans cette question n désigne un entier naturel impair supérieur ou égal a 3. On note Ay, Ay,..., A1
les n points du plan, d’affixes respectives z, = e2*™/" pour k € [0,n —1].
e au temps t = 0, une puce se trouve en Ay.
e si & linstant ¢, elle se trouve en Ay, pour k € [1,n — 2], elle se trouvera a l'instant ¢ 4+ 1, soit en Ai_1 soit
en Ay41, ceci avec équiprobabilité.
e i a linstant ¢, elle se trouve en Ag, elle se trouvera a 'instant ¢ + 1, soit en A,,_1 soit en A, ceci avec
équiprobabilité.
e si a linstant ¢, elle se trouve en A,,_1, elle se trouvera a 'instant ¢ + 1, soit en A, _o soit en Ay, ceci avec
équiprobabilité.
Pour tout m de N, on note X, la variable aléatoire définie par :

Vk e [0,n—1],(X,, = k) = «la puce est en A & Uinstant m ».

P(X,, =0)
P(X,,=1)
On pose, pour tout m de N, U,,, = .
P(X,=n-1)

a) Déterminer U
b) Déterminer une matrice A de M,,(R) telle que pour tout m : Uy,41 = AUp,.
c¢) Exprimer A & l’aide de puissances de la matrice J.

d) En déduire les valeurs propres de la matrice A. Montrer que la matrice A est diagonalisable et que I'on
peut choisir la matrice de passage diagonalisante P orthogonale. Déterminer un vecteur propre associé a la
valeur propre de module maximal.

e) Déterminer la limite en loi de la suite de variables aléatoires (X, )men-

Solution :

1. L’endomorphisme j canoniquement associé & .J est 'endomorphisme de la permutation circulaire (eq, g, . .., €,) —
(én,€1,---,6n—1). Donc j* = Id et J" = I.

Les valeurs propres de J sont incluses dans l’ensemble des racines du polynome X™ — 1, soit {emk’r/ "k €
[0,n—1]}.

T
2. On résout le systeme d’équation JX = A\X, olt A = e¥*7/7 et X = - |. Cela donne :
Ty
To = )\’I’l ]_7
r3 = )\xg A

,s0it ¢ X = x4 A2
Ty = ATp—1
T = Ax’n /\nil
Ainsi, sur C, J admet n valeurs propres distinctes et est diagonalisable. Chaque sous-espace propre est de
dimension 1.

0
b) ¢) On a par la formule des probabilités totales (en supposant les événements (X,,, = k) de probabilités non
nulles) :
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n—1

P(Xmt1=17) = kZ Pix,=k)(Xmy1 = j)P(Xpn = k)
=0

Toutes les probabilités conditionnelles sont nulles sauf deux qui valent 1/2. On obtient ainsi

0 1 0 ... 1
10 1 ... 0
_1 - ’ ’ : _1 n—1 _1 -1
A=3 - - - _2(J+J )_2(J+J)
0o . .1
1 0 ... 1 0

Le résultat restant valable méme en présence d’événements quasi-impossibles.
d) Les valeurs propres de A sont %(e%’”/" + e_%k”/") = cos(2km/n), pour k € [0,n — 1], les vecteurs propres
associés étant ceux obtenus en 2.
La matrice A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Elle est semblable, avec une matrice de passage
orthogonale, a la matrice diagonale

diag(1, cos(2m/n), cos(4mw/n),. .., cos((2n — 2)7/n)).
La valeur propre 1 est dominante, les autres valeurs propres étant en valeur absolue strictement inférieures a 1
(ceci parce que n est impair, donc —1 n’est pas valeur propre de A).

1

Le vecteur propre unitaire associé a A =1 est X = 1

Vil

e) On a A = PD!P, la premicre colonne de P étant constituée du vecteur colonne X.
Pour tout m de N, A™ = PD™'P,
De plus, hrﬂ D™ = diag(1,0,...,0). Ainsi :

m——+00

lim U, = lm A™U,= Pdiag(1,0,...,0)PU,

m——+o00 m——+00
ya 0 ... 0\ (YVr oo UV 1/n
= IR I EiT
1/v/a 0 ... 0 L, 1/n

Ainsi, la suite (X,,) tend en loi vers la loi uniforme sur [0,n — 1]

Exercice 3.12.
Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Une urne contient n boules rouges et m boules bleues. Les boules
rouges sont numérotées de 1 & n. Les boules sont tirées (sans remise) au hasard et une & une de I'urne jusqu’a ce
qu’une boule bleue soit tirée. On note alors les numéros des boules rouges qui ont été tirées. Soit X le plus grand
de ces numéros et Y le plus petit. Si la premiere boule tirée est bleue, on pose X =Y = 0. On note également
T le nombre de boules rouges tirées. L’expérience est modélisée a 'aide d’un espace probabilisé (2, B, P).
1. Soient A, B, C trois événements. Montrer que :
P(ANBNC)=P(A)—P(ANB)—-P(ANC)+P(ANBNO).

2. Etude de 7.

a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par T'.

b) Calculer P(T'=0), P(T =1).

c) Soit k € [2,n]. Calculer P(T = k).
3. Soit R une partie de I’ensemble des boules rouges de cardinal r. Montrer que la probabilité ¢, qu’aucune

boule rouge de R n’ait été tirée au cours du jeu vaut mri .

4. Soient 7, j € [0,n]. On cherche & déterminer p; ; = P[(X =) N (Y = j)].

a) Calculer pg 0.
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m .
(n+m)(n+m—1)
¢) On suppose que ¢ > j > 0. On note ¢t = i — j. Montrer que

2m
m+m—t—1n+m—t)(n+m-—t+1)

b) On suppose que i = j # 0. Montrer que p; ; =

Dij =

Solution :

1. Par la formule d’inclusion-exclusion :

P(ANBNC)=P(A) —P(AN(BUC))=P(A) - P((ANB)U(ANCQC))
=P(A)—-P(ANB)-P(ANC)+P(ANBNO)

2. a) Clairement T'(Q2) = [0, n].

b) x Le nombre de boules rouges tirées vaut 0 si et seulement si la premiere boule tirée est bleue. Ainsi,
P(T=0)= -1

n+m’
* Le nombre de boules rouges tirées vaut 1 si et seulement si la premiere boule tirée est rouge et la deuxieme

est bleue. Ainsi,

PT=1) =1 m = TUIT .
( ) n+m n+tm—1"(nt+m)(n+m-—1)
¢) En reprenant ’argumentaire précédent et pour k > 1 :

_ 1y . n n—1 n—k+1 m
P(T_k)_n+mxn+mflX “nAm—k+1n+m—k
m.nl(n+m—k—1)!

(n—k)l(n+m)!

3. La probabilité qu’aucune boule de R n’ait été tirée au cours du jeu est égale a la probabilité que la premiere
boule tirée parmi la réunion des boules bleues et de R soit une boule bleue. Ainsi, par symétrie, cette probabilité

vaut ¢, = mri -

4. a) Lorsque i = j = 0, aucune boule rouge n’a été tirée. Ainsi, d’apreés la question précédente, pg o = P

b) Lorsque i = j > 0, les boules rouges ayant des numéros deux & deux distincts, seule la boule numérotée j
a été tirée. Ainsi, la premiere boule tirée est la boule rouge numéro j et la deuxiéme boule tirée est une boule

bleue. Ainsi,
m m

1
ntm ntm—1_ (n+m)(n+m-—1)

c¢) Lorsque i > j, les boules rouges numérotées i et j sont tirées et aucune boule rouge dont le numéro
appartient a [1,4 — 1] U [j 4+ 1, n] n’est tirée.
Ainsi, en utilisant la formule obtenue dans la premiere question (avec A = «ne tirer aucune boule rouge de
numéro appartenant a [1,4 — 1] U [j + 1,n]», B = «tirer la boule rouge numéro i», C' = «tirer la boule rouge
numéro j» et en appliquant trois fois le résultat de la question 3.

by =

Dij = Qnim—t—1 — 2qntm—t + Qnitm—t+1
m(n—l—m—t)Z+n—|—m—t—2((n+m—t)2— D4+ m+m—t)>—(n+m—t)
(n+m—-t—1n+m—-t)(n+m-—=t+1)

2m
C(ntm—t—1)n+m—t)(n+m—t+1)

Exercice 3.13.

Soit (€2, A, P), un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de cet exercice. Soit
(Yk)ks1, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre b > 0. Soit
N une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre s, ot1 0 < s < 1, indépendante des variables
aléatoires Y.

On pose Z = sup(Y1,Ys,...,Yn). On admet que Z est une variable aléatoire a densité.

1. a) Déterminer une densité de Z.
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b) Montrer que Z admet une espérance E(Z) et montrer que F(Z) = ﬁ
1 sit=0
; ; Sinie s + . _ —t
2. Soit g la fonction définie sur RT par : g(t) = lte . sit>0
—e
a) Montrer que g est continue et bornée sur R*.
b) Montrer que : Vt > 0,Yn € N, g(t) = g(t)e”+Dt 4 Z t.e~ B+
+oo
3. a) Justifier que pour tout k de N, / t.e~(+Dtdt est convergente et la calculer.
0

+oo 400
b) Montrer que / g(t)dt est convergente et égale a Z %
0 k=1

1
¢) A laide du changement de variable t = —In s, calculer l'intégrale / E(Z)ds.
0

Solution :

J
.a) Pour tout j > 1, Pin=j(Z <t) = Pinv=j ([ (Y: <)) et par indépendance des variables en jeu :
i=1

J .
Pivep(Z <) = [T POG <) = (1 — ety
i=1
La famille ([V = j])jen+ forme un systéme complet d’événements. Ainsi, pour tout ¢ > 0 :
P(Z <) = 3 Pivep(Z <OP(N = ) = S5 (1— e M)is(1 - )i
j=1

j=1
s(1 —e™ )
1—(1—e®)(1-s)

car 0 < (1 — e %)(1 — s) < 1. Ainsi, par dérivation, une densité de Z est donnée par :
sit<O0

0
t) = she bt .
fz(t) { (1—(1—e_bt)(1—8))2 sit>0

b) Soit A > 0. En intégrant par parties, il vient :
A A
A
| thaat = [Eet) - V]~ [ (Fale) - vy
0 0

A

A
/ tfz(8)dt = [t(Fz(t) — 1)]5 — [ﬁ In(1— (1 - s)(1 —ett))]2
0

En faisant tendre A vers 4o0, il vient :

P(Z<t)=

E(Z):_(llfi)b

-t & t, on a %g% g(t) =1 = g(0) et g est continue en 0, donc sur R*. De plus tligloog(t) =0

a) Comme 1 —e

entraine que la fonction g est bornée sur RT.
1— e(’n—‘rl)t

(k+1)t e—t % —

b) Il suffit de remarquer que pour tout ¢t > 0, Z e~ .
—e

3. a) Le changement de variable C! bijectif, u = (k + 1)t donne :

e (k+1) 1 oo 1
te~(F+Dtgs — 7/ ue %duy = ———
/0 (k+1)% /), (k+1)*

ce qui donne l'existence et le calcul de I'intégrale proposée.

b) On utilise la question 2. b)
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+o0 n +too too
/ g(t)ydt = > te*<’€+1>tdt+/ g(t)e~(n+Dtgy
0 k=0J0 0

“+o0
Or : [g(t)e= (DD < Me~ "+ donne )/ g(t)e_(”“)t)dt‘ < n]\—fl’
0

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. En résumé :

+o0 o 1
;o=

c¢) On utilise le changement de variable suggéré (—t = In s), qui est de classe C!, bijectif de ]0, 1 sur ]0, +o0].

Il vient :
1 1 “+o0
—Ins 1 te—t 1 X 1
E(Z)ds = ds = 3 dt = L 1
/0 (2) /0 b(1—s) b/o 1—et bkz::o(k—i—l)2

Exercice 3.14.

On considére une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes N, X1,...,X,,... définies
sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

On suppose que N est une variable aléatoire réelle a valeurs dans N* possédant un moment d’ordre 2 et que
les variables aléatoires (X;), ¢ € N*| suivent la méme loi que X, ot X est une variable aléatoire réelle & valeurs

dans N et possédant un moment d’ordre 2.
N
On note Y la variable aléatoire définie par Y = > X; c’est-a-dire :
i=1
N(w)
VweQY(w)= Y X;(w)
i=1

1. Déterminer 'espérance F(Y) en fonction de F(X) et de F(N).
2. En utilisant la formule de I'espérance totale, déterminer E(Y2) en fonction de E(X), V(X), E(N) et E(N?).
3. En déduire V(Y) en fonction de E(X), V(X), E(N) et V(N).

4. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n et on dispose d’une piece de monnaie qui donne le c6té pile
avec la probabilité p, ou 0 < p < 1. Un joueur tire un jeton dans 'urne et lance ensuite la piece de monnaie
autant de fois que le numéro indiqué par le jeton.

Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire comptabilisant le nombre de pile obtenu.

Solution :
1. La famille (Y = k)x>0 constitue un systéme complet d’événements. Soit n un élément fixé de N(2). On a :
+o00o
E(Nzn)(Y) = > kP(NZn)(Y =k)
k=0

a condition que cette série converge.

Or :
Py (Y =k) = P(N ;&‘\? 2% =k))
_P(N=n)n(X1+---+ X, =k))
P(N =n)

=PXi+-+Xn=k)
On en déduit la convergence de la série précédente, avec :
—+o00
k=0

puis :
E(Y)= Y En—n()P(N=n)= ¥ nE(X)P(N=n)
neN(Q) neN(Q)
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=FEX) > nP(N=n)
neN(Q)
Cette derniére série converge et sa somme vaut E(N). On a, finalement :

E(Y) = E(N)E(X)
2. De fagon analogue :
+oo
Eneny(Y?) = X kP((X1+ -+ X,)2 =k) = B(X1+ - + X,,)?)
k=0

donc :
Bnen)(Y?) = V(X1 + -+ + Xn) + [E(X1 + -+ + Xp)]? = nV(X) + (nE(X))?
du fait de 'indépendance des variables. Ainsi :

EY?) = Y Ewn=n)(Y?)P(N=n)

neN(Q)
= > naV(X)P(N=n)+ Y n?*(E(X))*P(N=n)
neN(Q) neN(Q)

et, finalement : E(Y?) = V(X)E(N) + (E(X))?E(N?).

3. Maintenant :

V(Y) = BE(Y?) = (E(Y))? = V(X)E(N) + (E(X))*E(N?) — (E(X))*(E(N))?

dou: V(Y)=V(X)E(N) + (E(X))?V(N).

4. La variable N suit la loi uniforme discrete sur [1, n]. Les variables X; suivent la loi de Bernoulli de parametre

p. La variable Y représente en fait le nombre de pile obtenu. On a :

2
E(X) =p, E(N) = "T“,V(X) =p(l—p) et V(N) = g5 1
On en déduit : B(Y) = 241

puis :

2_
V() =p—p) L 4 pd = pn L — 7)p 4 6]

Exercice 3.15.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) qui suit la loi de Poisson de parameétre
réel inconnu A > 0.
Pour n entier > 1, soit (X1, Xs,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de X. On pose :

n _ S
i=1 n
1. a) Rappeler la loi de S,,, ainsi que son espérance et sa variance.

b) Montrer que X,, est un estimateur sans biais et convergent de \.
2. Montrer que exp(—X,) est un estimateur asymptotiquement sans biais de exp(—\).

Dans la suite de [’exercice, s désigne un entier naturel.

3. a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant [S,, = s].

b) Soit T;, la variable aléatoire définie sur (2, .4, P) par T, = ( - %)Sn
Montrer que T,, est un estimateur sans biais de exp(—\).

c¢) Calculer la variance de T,,. Montrer que la suite (7, )nen+ converge en probabilité vers exp(—A\).
4. Soit (z1,x2,...,2,) un n-uplet de N™.
a) Calculer P([X7 =z1] N - N[X, =2, N [Sn = s]).

b) Montrer que la probabilité conditionnelle P, —q([X1 = 1] N --- N [X,, = x,]) est indépendante de la
valeur de A.
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Solution :
1. a) Par stabilité de la loi de Poisson, il vient S,, < P(n)) et E(S,) = n\, V(S,) = nA.
b) Comme X, est une fonction de (X1, X, ..., X,), c’est un estimateur. De plus E(X,,) = A, il est sans biais

et V(X,) = %, il est convergent.
2. a) Par le théoréme de transfert :
5'e S R (2)) LS R R k Qo
E(exp(—X,)) = > e F/ne A 200 — e77A 5 L (e~ A)k Soit :
k=0 k! i=o k!

E(exp(_yn)) _ e—n)\ eXp(e_l/"n/\) _ e—nk(l—e’l/")

Ainsi X, est un estimateur asymptotiquement sans biais de exp(—X), puisque lim n(1 —e~/") = —1 donne
n—oo
I — exp(=\).
m E(X,) =exp(—\)

3. a) Si k¢ [0,s], alors Pg,—g (X1 = k) = 0.
P([S, =s|N[X; =k])

Si k€ [0,s], alors Pg, (X1 =k) = . Donc,
=l P([S, = o))
P(X;=kN[Xa+---+ X, =s—k])

P, s (X1=k) =

o=l P([S, = s))
P(S, =s)
k n— s—k
- e—A)]\T!e—(n—l)A(( (81_)25I
o e—nA (n\)s

s!

Al == () 1

en remarquant que Xs + - -+ + X, suit la loi de Poisson de parametre (n — 1)\, et aprés simplifications.
Ainsi, la loi conditionnelle de X3 sachant [S,, = s] est la loi binomiale B(s,1/n).

b) Par le théoréme du transfert :

E(T,) =e*
ce qui montre que 7T, est un estimateur sans biais de exp(—A\).
c¢) De méme :
BT = £ (1- 12 (1A _ o ¥ L=y
— e mAenA(1-£)? _ o—2M+3

et donc
V(T,) = e 2X M — 1)
Par I'inégalité de Tchébichev, pour tout € > 0 :
-2
P(T, e 2 e) < Lol = e 2 em )
quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. La suite (T, ),en+ converge donc en probabilité vers la variable
certaine égale & exp(—A\).

4.a2) On a
([(X1=m]Nn[Xe=z2] NN [Xy = 2,] O[S, = 8]) =

([Xl = (Eﬂ n [XQ = x2] n---N [anl = xnfl] N [X’ﬂ =85 Z 1’1])

Par indépendance des X;, on en déduit :
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n
0 sis#£ >z
_ i=1
- )\5’ n
e —A — sis= > ay
1 Tyt i=1

b) Par définition des probabilités conditionnelles :
0 sis# Y w;
i=1

P[S7]([X1:l‘1}ﬂ"'m[Xn:xn]): 1\s . n
ﬁ) 51s=i;$i

Exercice 3.16.

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de ’exercice.

Soit IV une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.

1. a) Montrer que, pour toute fonction g définie sur N telle que les espérances existent, on a :
E[Ng(N)} = \FE [g(N + 1)]

b) Calculer E(ﬁ)

2. Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle qu’il existe un réel A vérifiant, pour toute fonction g telle

que les espérances existent,
E[Tg(T)] = AE[g(T +1)]

La variable aléatoire T suit-elle une loi de Poisson ?

3. Soit (Xi)ken une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi, & valeurs dans N.
On définit une variable aléatoire .S par :

N N(w) .
S = > X cest-a-dire Vw € Q: S(w) = kzl Xp(w) siN(w) =1
k=t 0 sinon

Montrer que, pour toute fonction g telle que les espérances existent, on a :
E[Sg(S)] = AE[X0 9(S + Xo)]

Solution :

Toutes les espérances sont supposées exister, donc les séries écrites sont toutes supposées absolument conver-
gentes et les calculs effectués sont légitimes.

1. a) On a donc :

E(Ng(N)) = ing(n)e‘A% =A Jrzzg(n)e_A (nx:ii)'

+oo n
=AY gn+ 1)6*)‘% = AE(g(N +1))
n=0 :

b) La fonction g(z) = 1/x n’est pas définie en 0, valeur prise par N : on ne peut donc pas appliquer le résultat
précédent !

Un calcul direct — et correct — donne :

+oo n —)\ Foo n+1 -
1 _ 1 —xA" _e A _e€ A

Soit

1 y_1—e?
E(yr1) ="

2. Soit p, = P(T = n) pour n € N. La relation donne :
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+oo +oo +oo
>, ng(n)pn = A 32 g(n+1)pn = A 3 g(n)pn—
n=0 n=0 n=1
Soit ng € N fixé et g : N — R définie par g(ng) =1 et g(n) = 0 pour n # ng. Alors, il ne reste dans les sommes
“+o0
que NoPn, = APny—1, d’ol, par récurrence, p, = poi‘l—T, puis > p, =1 donne py = e et :
: n=0
T — P(A).

n
3. On a, en notant S,, = > X :
k=1

E(S9(9)) = i E(n=n)(Sg(S))P(N =n) = i E(S,9(S,)) P(N =n)

_ *g E((él X1)9(S)) P(N =)
+oo oo (S A)\n
— 2_:1 (nE(Xn9(Sn)))P(N =n) = ;E(Xng(Sn))( 1)!
400 ef)\)\n
=A% B(Xuig(Sun) S

par symétrie et en décalant les indices. Ainsi :

B(Xo419(Sui1)) = :ikg(sn FR)P(Xngr = F)

- :;jkgwn + k)P(Xo = k) = B(Xog(Sn + Xo))
et :

E(Sg(S)) = X i E(Xog(Sn + Xo)) e?ﬁn

=X 5 Bavon (Xag(S + Xa)) PN = n)
E(Sg(9)) = AE(Xog(S + Xo))

Exercice 3.17.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, .4, P) suivant la loi normale centrée
réduite.

1. Déterminer, pour tout entier n de N, le moment E(X?").

2. a) Déterminer la loi de X?2.

b) Soit m un entier supérieur ou égal & 2, et (X1,...,X;,), un m-échantillon i.i.d de la loi de X.

Déterminer la loi de Y = Y X2

i=1
c¢) En déduire le moment E(Y™), pour n € N*.

3. Soit aq, ..., a, des réels. On admet que pour tout n > 1 :

2 2 2\n _ n! 241, 2ia iy,
(a1+a2+"'+am) - Z i1 0o J T B R )
i1,02,..im EN 1:220 . Uyt
t1tig+ - Fim=n

| 221 27,2 221

svn= v RG)E) G

i1,ig,imEN 2 1 2 m
i1ttt iy, =n

n! 211 219 211 . 2"F(m/2+n)
; Z 2"(“)(22)(2 )7 I'(m/2)
1,12,...9m EN m

i1 +ig+ - Fim=n

En déduire que :

4. Montrer que :
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Solution :

Nous noterons comme d’habitude ® la fonction de répartition de X et ¢ la densité obtenue par dérivation de ®
sur R, donc telle que :

—x2%/2

Ve eR, p(x) = e

5
3

1. Sous réserve de convergence, on a :

+o0 .
E(XZn) — 12 / :L,Zn eimz/zd;ﬂ
V2m.Jo

S, . . 2
La fonction & intégrer est continue et comme lim z2.x2ne=v"/2

= 0, la convergence résulte de la regle de
r——+00

Riemann.
fpit . 2ny _ 1 e 2n—1 —2°/24
Pour n > 1, on écrit : E(X*") = \/%/0 x XT e x.
On effectue alors l'intégration par parties ainsi préparée :
u(r) =271 = u/(z) = (2n — 1)a?"~2
{ v'(x) = e /2 = v(z) = —em’/2
Comme 4(0)v(0) = 0 et xEI_POO u(z)v(z) = 0, on peut réaliser cette intégration par parties directement avec les

bornes données et :

+oo
E(X?") = (2n — 1)x 12 / 2220~ /2y = (2n —1)E(X?"2)
V21 Jo

Comme E(XY) = 1, il vient, par le principe de récurrence :
E(X2) = (2n — 1)(2n—3)---1 =

Cette derniere formule étant valable aussi pour n = 0.

2. a) La variable aléatoire X 2 est & valeurs positives. Pour tout x > 0, on a :
P(X?2<2)=P(—Vr <X < V1) =0(/7) - ®(—/7) =20(/7) — 1
Par dérivation, une densité de X? est donc :

fxa(z) = { %Qp(ﬁ) B 21me_x/2 siz>0

0 sinon

Ce qui prouve que X? suit la loi I'(2,1/2).
b) Par stabilité de la loi Gamma, Y suit la loi I'(2,m/2), de densité :

m_q _Y .
2m/2xy2 e 2 siy=0

1
fy(x) = { I'(m/2)

0 sinon
¢) Donc, en utilisant encore le théoreme du transfert (la convergence est banale)
—+oo
— 1 ntB—1 —y/2
EY™") = —=——— 2 eV
(xY) Qm/zf(m/Q)/o y y

Le changement de variable y = 2z, donne alors :
+
n 1 nt+Tt—1 nt+—1 4
EY") = —5——— 2 2 e "2d

) 2m/2r(m/2)/0 ! v

n too m
= 27/ "2 e dy,

I'(m/2) Jo

2" (% +n)

I'(3)

B(Y"™) =

3. Par le résultat admis, on a donc en substituant les X aux ay :
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11,89,...0m EN 21:22- .. . Um-
i1 Aot Aim=n
et par la premiere question
E(Y") = > n! i)t (i)
ivyinimen  Galial il 20! 20m,|

iint o Fim=n

B )
72” . j 11 im
11,92,.--8m EN
i1ttt i =n

n! 5 (Qil)(QiQ) (2i1) _ 2"T(m/2+n)

2% s men N/ N2 tm ['(m/2)
i1+iz+ o Fign=n

et donc :

Exercice 3.18.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) & valeurs dans N.
a) Montrer que pour tout = de [—1,1], la série Y P(X = n)z™ converge. On note G x(x) sa somme.
b) Montrer que G x(z) = E(z™).

On admet que si une série Y, ap,x"
n>=0

tout n de N, a,, = P(X =n).

o0
est telle que pour tout x de [—1,1], on a : Gx(z) = > anx™, alors pour
n=0

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2,4, P) & valeurs dans N.

a) Dire pourquoi pour tout (x,%) de [—1,1]2, la série
i i P(X =nNnY =m)z"y™
converge. On note G (x y)(z,y) sa som;llg.o "
b) Montrer que G(x vy (z,y) = E(zXy").
On suppose désormais que pour tout (x,y) de [—1,1]2

py _ In(l—pry)
In(1—p)"1-(1-py

Gixy(z,y) =
ol p est un réel de 10, 1].

3. a) Déterminer Gx (x) pour tout x de [—1,1].

o0 7
b) En utilisant une formule de Taylor, montrer que pour tout = de [-1,1] : In(1 — px) = — % x™.
n=1
u—x
1—=2

(On pourra étudier les variations de la fonction ¢ : x — sur Vintervalle [0,u] ou [u, 0], lorsque |u| < 1)

¢) En déduire la loi marginale de X.

4. a) Montrer que les variables aléatoires X et Y — X vérifient, pour tout (z,y) de [-1,1]? :
Gixy-x)(,y) = Gx(z)Gy_x(y)-
b) Déterminer la loi de YV — X.

Solution :
1. a) Pour tout n de N, pour tout « de [—1,1] : |[P(X =n)||z"| < P(X =n) et > P(X =n) = 1. Par la regle
n=0

de majoration, la série proposéee est absolument convergente et la fonction G x est donc bien définie sur [-1,1].
b) Par définition de 'espérance et par application du théoréme de transfert :
Gx(z) = BE(zX).

2. Pour tout (n,m) de N2, pour tout (z,y) de [-1,1]%, on a :
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[P(X =nNnY =m)z"y"| < P(X=nNY =m)
Or: > Y P(X=nnY=m)=PQ)=1.

n=0 m=0
Par application du théoreme de Fubini, la fonction Gx,yy est donc bien définie sur [—1, 1%
b) Par définition de 'espérance et théoreme du transfert, on a :
Gixy)(z,y) = B(zXy").
In(1 — px)
In(1 —p)
b) La formule de Taylor avec reste intégral pour u — In(1 — u), avec —1 < u < 1, donne, pour tout n de N :

n k u _ n
In(1 —u)=-— “——i—/ Mdm
( ) kzz:l k 0 (1_x)n+l
U

la fonction ¢ : x — 1:£ est monotone telle que ¥(0) = w et 1(u) = 0. Ainsi, en distinguant les deux cas

3.a) Ona Gx(z) = E(x) = E(@*1Y) = G(x v)(z,1) =

u € ]-1,0] et u € [0,1], on a, [0, u] désignant le segment d’extrémités 0 et u, méme pour u négatif :

Ve [0,ul, 1 < ul
Par conséquent, pour u tel que —1 <u <1 :
u
‘/ x—Uanw ’/ ’x—u’n dx ‘ dm — 0
— 0 1—2| nosoo

En revenant a la formule de Taylor, on peut donc passer a la limite lorbque n tend vers l'infini, et :

Vue]-1,1[In(l —u) = Z %

En particulier :
[ee) n
Vz € [0,1],In(1 —pz)=— %m"
n=1

¢) Ainsi, pour z € [-1,1] :

1 = p"
G = ————In(1- — P _gn
x(@) In(1 —p) n(l = pe) = ngl nln(l - )a:
Ainsi : .
PX=0)=0Yn>1,PX=n)=——£L
nln(l — p)
a) On a :
Gixy-x)(@:y) = BEl@®y"™%) = E((%)ny) = G<x,y>(§,y)
_ DY Xln(l — px)
1—-(1=p)y" In(l-p)
Or on a vu que Gx(x) = ﬁ In(1 — px) et de la méme fagon :
n{l—p
Gy-x(y) =By %) =E1%y" %) =Gxy-x)(1,9)
Py In(l—p) _ _ py

B 1—(1—p)yxln(1—p) S 1-(1-py

Gixy-x)(,y) = Gx(z)Gy_x(y)-
b) Par le résultat admis, la loi de Y — X se déduit de la connaissance de Gy _x :
Comme [(1 — p)y| < 1, on peut écrire, grace a l'identité geométrique :

Gy ox() = T = X (L =p)" = 3 (1 =)y

i::lp( )n 1yn

Donc: P(Y =X =0)=0etVn>1,PY —-X=n)=p(l-—p"':
Y — X < G(p)

Donc



