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ALGEBRE

Exercice 2.1.
Soit A € M, (C) admettant n valeurs propres.
1. Montrer que la famille (I,,, 4, ..., A" 1) est libre.

2.0nnoteC = {M € M, (C)/AM = M A}. Montrer que C est un sous-espace
vectoriel de M,,(C) de dimension > n.

3. Montrer I'existence d’une matrice P de M,,(C) inversible et d’une matrice
A de M, (C) diagonale, telles que

A= PAP L

4. Soit M € C. Montrer que tout vecteur colonne propre de A est un vecteur
colonne propre de M. En déduire que la matrice P~ M P est diagonale.
En déduire que C est de dimension < n.

5. Montrer que (I,,, A, ..., A" 1) est une base de C.

6. Soit A = ((1) _21> € M3(C). On note R = {M € My(C)/M? = A}.
a) Montrer que R C Vect(l, A).
b) Montrer que R est de cardinal 4. Déterminer les 4 matrices vérifiant

M? = A.

Solution :

1. Supposons la famille (I, A,..., A1) lide : il existe alors des complexes
n—1 )

ag,ay,...,a,—1 non tous nuls tels que > a;A* = 0.
i=0
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n—1 )

Le polynome P(X) = > a; X" qui est de degré inférieur ou égal & n — 1 est
i=0

annulateur de A et n’est pas le polynéme nul.

Soit (X7i,...,X,) une base de vecteurs propres de A, X}, étant associé a la
valeur propre Ag.
Pour tout k € [1,n], on a A*X) = AL X}, et :

n—1 n—1 n—1
0=PA)Xr = a;A' X, = (Y a;\,) Xy et comme Xj, #0: Y a; Al =0.
=0 i=0 i=0

Le polynéme P admet n racines distinctes, il est donc identiquement nul, en
contradiction avec notre hypothese.

2. On montre facilement que C possede une structure de C- espace vectoriel.
Par la question précédente, il est au moins de dimension n, puisque A et
toutes ses puissances commutent avec A.

3. La matrice A est d’ordre n et admet n valeurs propres distinctes : elle est
diagonalisable.

4. Soit M telle que AM = M A et X un vecteur-colonne propre de A associé
a la valeur propre A. Alors, AMX = MAX = MAX = \MX.

Le vecteur M X appartient donc au sous-espace propre Fy(A) de A associé
a la valeur propre A. Or cet espace est de dimension 1. Donc, il existe un
complexe p tel que M X = pX, puisque (X) est une base de F(A).

Ainsi toute base de vecteurs propres de A est une base de vecteurs propres de
M, et ces deux matrices sont diagonalisables dans la méme base de vecteurs
propres :

si P~1AP est diagonale, alors P~'M P D’est aussi.

Donc C est inclus dans Pdiag, (C)P~1 et cet espace est de dimension
inférieure ou égale a n.

5. Ainsi C est de dimension n et la famille libre (I, A, ..., A"~1) est une base
de C.

6. La matrice triangulaire A admet deux valeurs propres réelles 1 et —1 : elle
est diagonalisable.

a)Si M € R,alors AM = M3 = MAet M € C. Par la question précédente,
M est donc de la forme ol + SA.

b) Comme A% = I, on a (al + B34)% = (a? + 5?)] +2a8A et cette matrice
vaut A lorsque o + 32 = 0 et 2af =1, on a donc 8 = +ia et 2ia® = 1, soit
o€ {%, %} et g € {%, —%} et les valeurs de M s’en déduisent.

Variante : Par réduction les calculs sont aussi simples :
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Soit P telle que A = Pdiag(l,—1)P~!, on a M = Pdiag(\,u)P~!. La
relation M? = A entraine que A\ = 1 et u?> = —1, soit (on est dans C)
A==+1et p=+i.

On peut prendre P = <(1) _11 ) ,dou P71 = <(1) i) et les quatre solutions

sont :

Ml=(1 66"
(o 2o %) Gn) = )

et les matrices M3 = —M;y et My = —Ms.

Exercice 2.2.

On considere un endomorphisme f d’un C-espace vectoriel £ de dimension
finie n (avec n > 2), tel que f? est diagonalisable.
Le but de cet exercice est de montrer que f est diagonalisable si et seulement

si Ker f = Ker f2.
1. On suppose que f est diagonalisable.
a) Montrer que, si Ker f = {0}, alors Ker f? = {0}.
b) On suppose maintenant que Ker f # {0}. Montrer que Ker f = Ker f2.

c¢) Conclure.

2. On suppose que Ker f = Ker f2.

a) Etablir que si p est une valeur propre de f alors u? est une valeur propre
de f2.

b) Soit A une valeur propre non nulle de f? | et pi,us ses deux racines

carrées complexes.
i) Montrer que :

Ker(f — py 1) C Ker(f? — M) et Ker(f — pol) C Ker(f2 — M)
ii) Montrer que : Ker(f? — \I) = Ker(f — puy 1) @ Ker(f — pol)

c¢) En distinguant les cas ou 0 est ou n’est pas valeur propre de f, montrer
que f est diagonalisable.

Solution :

1. a) Il n’est méme pas nécessaire que f soit diagonalisable : si Ker f = {0},
alors f est injectif, donc bijectif (endomorphisme d’un espace de dimension
finie) et f2 est aussi bijectif, donc injectif.
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b) Dans une base B adaptée, on a Mp(f) = diag(0,...,0,A1,..., Au—k),
ou les \; non nécessairement deux a deux distincts sont non nuls. Le nombre
k est donc la dimension de Ker(f) = Eq)(f).

On a Mp(f?) = diag(0,...,0,A3,...,22_,) et k est aussi la dimension de
Ker(f?). Ces deux sous-espaces ont de plus la méme base et ils sont donc
égaux (de toutes fagons on savait que Ker f C Ker(f?))

¢) On vient de montrer que si f est diagonalisable, alors dans tous les cas
Ker f = Ker f2.

2. a) Si p est une valeur propre de f, alors il existe un vecteur z de E non
nul tel que f(z) = px et f2(x) = pf(zr) = p?x. Comme z est non nul, ceci
prouve que u? est une valeur propre de f2.

b i) Si x appartient & Ker(f —u;I), avec i € {1,2},alors f2(x) = p?z = A\,
donc x € Ker(f — M) et Ker(f — pu;l) C Ker(f? — \I).

ii) On a : Ker(f —pu1 ) NKer(f — uoI) = {0}, car les deux valeurs py, o
sont distinctes. Ainsi la somme Ker(f — pu11) 4+ Ker(f — pol) est directe. De
plus le résultat i) montre que cette somme est incluse dans Ker(f? — \I).
Soit alors x € Ker(f? — \I).

Ona: f(f(x)+piz) = f2(2) + pif(x) = Az + p f(x) = pi(paz + f(z)), done
f(x) + pix € B, (f). A fortiori x; = m i,uz (f(x) + piz) € Ker(f — p 1)
Mais © = x1 — x2, donc x € Ker(f — u1I) + Ker(f — pox).

Ainsi Ker(f — Az) C Ker(f — pu11) + Ker(f — paoI), ce qui prouve 1'égalité et
le résultat :

Ker(f — \x) = Ker(f — pu1 1) @ Ker(f — pol)

c) @ Si 0 est valeur propre de f, alors Ker f n’est pas réduit au seul vecteur
nul, et c’est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 0, mais c’est
aussi, par hypothese, le sous-espace propre de f? associé a la valeur propre
0. Comme f? est diagonalisable, on a :

E = Ker(f*) @ Ker(f> — MI) @ - @ Ker(f? — M\, 1)
Comme Ker f? = Ker f, on obtient :
E =Ker(f) @ Ker(f> —M1) @ - @ Ker(f? — M\, 1)

D’apres la question précédente, on peut enfin écrire, en notant ju; 1 et ;2 les
racines carrées de \; :
E =Ker(f) @ Ker(f — p1,11) ® Ker(f — p120) & -+

- @ Ker(f — pp 1) @ Ker(f — pp 21)

Ceci prouve que FE est somme directe de sous-espaces propres de f (et
éventuellement de sous-espaces réduits a {0} que l'on peut éliminer) donc
que f est diagonalisable.
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e Si Kerf = {0}, alors Ker f2 = {0} et la démonstration précédente
s’applique.

Exercice 2.3.

On note E l'espace vectoriel réel des fonctions continues de R dans R,
F1 le sous-espace vectoriel de F constitué des fonctions 1-périodiques, T
I'application qui, & une fonction f de FE fait correspondre la fonction T'(f) = F
définie par :

x+1
Yz €R, F(z) = / F(t)dt.

1. a) Justifier que T" est un endomorphisme de E.

b) Justifier que, pour tout f € E, la fonction F = T(f) est de classe C!
sur R et expliciter sa dérivée.

c¢) T est-il surjectif 7

d) A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur f la fonction F = T(f)
est-elle constante 7

e) Expliciter la fonction T'(f) lorsque f est définie par : Vt € R, f(t) =
| sin(mt)].

On appelle vecteur propre de T associé a la valeur propre A € R toute fonction
f € E, autre que la fonction nulle, telle que T'(f) = A f.
Un réel \ est valeur propre de T s’il existe un vecteur propre associé a A.

1
2. a) Montrer que f € Ker(T) < [f € F; et / f(t)dt =0].
0
L’application T est-elle injective 7

b) Vérifier que, pour tout réel a, la fonction hy, : t — e** est vecteur propre
de T et préciser la valeur propre associée.

c) Justifier que I’ensemble S des valeurs propres de T contient R, .

Solution :

1. a) La linéarité de T résulte de la linéarité de lintégration sur tout
segment. De plus si ® désigne une primitive de la fonction continue f, on
aF(r)=®(x+1)—®(x) et F est continue sur R et méme de classe C!, avec

b) ..V eR, F'(z) = f(x+1) — f(z).
c¢) Non, car on vient de voir que Im(7T) C C*(R, R), donc la fonction « valeur
absolue» qui est continue, mais pas de classe C!, n’a pas d’antécédent.

d) F est constante si et seulement si F’ = 0, soit si et seulement si f € Ej.
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e) La fonction f : ¢+ |sin(nt)| appartient & Fq, donc F' est constante et :

F(z) = F(0) = /O sin(mt)dt = 2.

™

2. a) D’apres la question 1.d), F' = T'(f) = 0 si et seulement si F' constante et
1
F(0) = 0, soit si et seulement si f € F; et / f = 0 (fonction 1-périodique de
0

moyenne nulle). Ainsi 7" n’est pas injective car Ker(7") contient par exemple
la fonction ¢ +— cos(2t).
z+1 a a
b)*xa#0 = T(hg)(x) :/ ettt = S Lo = € =1p (z);

a
x

x+1

*T(ho)(.r):/ dt =1 = ho(x).

X
Donc hg est propre pour la valeur propre 1 et pour a # 0, h, est propre pour

a
la valeur propre %.

. . e —1 . _ . _
c) Soit ¢ : u = —Ona ili%cp(u) 1, UEI—}T—IOO o(u) +o0 et
li = 0.
W Pl =0
La continuité de ¢ sur R%} et R* suffit a montrer, grace au théoreme des

valeurs intermédiaires) que ¢(R*) contient R* \ {1}. Comme on a vu que 0
est valeur propre (2. a)) et 1 aussi (2. b)), on peut affirmer que :

Rt C S.

Exercice 2.4.

On note ( , ) et || || respectivement le produit scalaire et la norme de R3
euclidien usuel, et on appelle isométrie de R? une application f € L(R?)
telle que

Y (u,v) € (R?)?, (f(w), f(v)) = (u,v)
1. On définit une forme quadratique @ sur R? en posant, pour tout vecteur
x
u de coordonnées X = [ y | dans la base canonique C de R3? :
z
Q(u) = 3x% + 2y* + 322 — 2x2
a) Déterminer une matrice symétrique S € M3(R) telle que
VueR?, Qu)=tXSX

b) Déterminer une matrice orthogonale P € Mj3(R) et une matrice
diagonale D € M3(R) telles que ‘PSP = D.

On note & = {u € R3,Q(u) = 1} et on dit qu’une isométrie de R? conserve
€ si et seulement si elle vérifie f(€) C £.
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2. a) Montrer qu'un vecteur u € R? appartient & £ si et seulement si ses

ZU/

coordonnées X’ = | 3/ | dans une base orthonormée B que l'on précisera

Z/

vérifient :
4@ +2(y) +2(2')* =1 (1)
b) Montrer que (z',y/, 2’) € R3 vérifie (1) si et seulement s’il existe § € [0, 7]
et a € [0, 27| tels que
x = % cos(0),y’ = % sin(0) cos(a) , 2 = % sin(0) sin(a)
c¢) Pour u € &, exprimer ||u|| en fonction de § défini ci-dessus et en déduire
les vecteurs de £ de norme minimale.

On note uy un tel vecteur et P le plan orthogonal a uy.

3. Soit f une isométrie de R3.
a) Pour u € R?, comparer ||f(u)|| et [|ull.
b) Montrer que si f conserve £ alors :
flur) € {—up,u1} et f(PNE)CPNE

On admet la réciproque.

Donner un exemple, autre que id ou —id, d’isométrie conservant &£.

Solution :

3 0 -1
l.a)etb)Ona:S=| 0 2 0
-1 0 3
3-A 0 -1 0 0 —1+(3-))?
S—A = 0 2-X 0 ~ 0 2-=2AX 0
—1 0 3—A -1 0 3—A
A=2)(A—4) 0 0
~ 0 2—X 0 |.Ainsi Spec(A) = {2,4}
3—A 0 —1

E(9)(A) est le plan d’équation —x + z = 0, E(4)(A) est la droite engendrée
par la colonne *(1 0 —1) (droite orthogonale au plan précédent pour le
produit scalaire canonique)

En choisissant une base orthonormée du plan F(y) (A), on peut donc prendre :

1, L
NG) NG 4 0 0
P=| 0o 1 o0 D=0 2 0
1 1
L 0 L 0 0 2
V2

V2
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a) Soit B la base définie par la matrice P précédente.
Un vecteur u est tel que Mc(u) = X et Mg(u) = X', ou X et X’ sont liées
par la relation : X = PX’. On a alors :

Qu) = tEXSX =tX'"PSPX' =tX'DX’
Donc la base B convient.

2z’ = cos 0
b) (1) donne 36 € [0, 7], { \/Q(y/)z +2(2')2 = sind

y’:Tsm(G)co( @)
= L sin(o) sinfa)

et réciproquement en substituant dans (1).

puis Ja € [0, 27,

/

I

c) En base orthonormée,
ul] = /(@)% + (y)2 + ()2 = le cos? 0 + % sin? § = % _

minimal pour # =0 ou 6 = 7.
Donc u; est de coordonnées (:|:1/2,0, 0) dans B.

3.a) |[f(u)l] = /{f =V (u,u) = [|ul].

b) f(uy) € & est de méme norme que u; donc est minimale, d’ou
f(ul) =+ Uu.
D’autre part, f conserve 'orthogonalité et laisse Vect(u;) stable, donc laisse
P stable, et aussi PN E.

c) La symétrie (orthogonale) par rapport a P laisse tous les points de P
invariants, donc laisse P N & stable, et change u; en —uy, donc convient.
Toute symétrie (orthogonale) par rapport a une droite de P laisse le cercle
P N E stable et laisse u; invariant, donc convient également.

cos2 0

e L

Exercice 2.5.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et M, (R) I'espace vectoriel des matrices
carrées réelles d’ordre n. Soit A un élément de M,,(R) et B = 'AA, ou A
représente la transposée de la matrice A.

On suppose R™ muni de son produit scalaire canonique et de la norme
euclidienne associée notée ||.||. Selon I'usage, on confond tout vecteur de R”
avec la matrice colonne canoniquement associée.

1. a) Montrer que B est une matrice symétrique réelle, qui vérifie pour tout
X eR"IXBX > 0.

b) En déduire que les valeurs propres de B sont positives ou nulles.

On note A\; < Ay < --- < A, ses valeurs propres avec Ay > 0.
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2. On note N(A) = sup M Montrer que N(A) = /.
xern,xz0 || X]]
3. On suppose dans cette question que A est inversible et on note :
C(A) = N(A)N(A™

a) Déterminer N(A™!) en fonction des ;.

b) Exprimer C'(A) en fonction des (\;).

c) Soit A une matrice telle que C(A) = 1. Montrer qu’il existe un réel
i > 0 tel que pour tout X € R™, ||AX|| = ul| X]|-
4. On suppose que A et B sont deux matrices réelles symétriques dont les
valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que pour tout X de R™ non nul , “XAX > 0 et ‘XBX > 0.

b) Montrer que C(A + B) < max(C(A),C(B)).

Solution :

1. a) La matrice B est symétrique réelle et vérifie pour tout vecteur X € R™,
(X,BX) ='X'AAX = ||AX|]*> > 0.
b) En particulier, pour X vecteur propre de B associé a la valeur propre
A, il vient : M| X2 = MX, X) = |[AX|? et donc X > 0.
2. On a [|[AX||? = (AX, AX) = X' AAX =X BX.

AX|? _'XBX

D tout X # 0 : I =

onc pour tou #* x| .

Soit P orthogonale et D = diag(aq, ..., a,) diagonale telles que B = PD'P

et notons Y = tPX.

. , . . > iy;
XBX XPD'PX YDY _ i=1
tXX = tXPtPX = tYY = n < maX(ai) = >\p
> vi

x| _

Xz =

On obtient 1’égalité pour X vecteur propre de B associé a la valeur propre
0y = Ap.

Ainsi :

Les scalaires \; étant positifs, tout comme 2, il vient

N(A) = /A,

3. a) Si A est inversible, la matrice B 'est également, car Ker A = Ker B. Les

valeurs propres de B~! sont les inverses des valeurs propres de B associées
aux mémes vecteurs propres. Ainsi N(A™1) = /1/\1.
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Vn
NV

b) D’apres les questions précédentes : C'(A) =

c) Ecrire C(A) = 1 c’est écerire Ay = A,
Ainsi, toutes les valeurs propres de B sont égales, et la matrice B étant
diagonalisable, on peut écrire B = Q(A\])'Q = A\Q'Q = M, avec A\ > 0.
Donc : VX € R |AX|[]? = XBX = A XX = \||X||? et pour tout X € R",
1AX ]| = VAIX]]

4. De maniere évidente, A + B est une matrice symétrique.

a) Avec A = PD'P, avec P orthogonale et D = diag(as, ..., a,) diagonale,
on a comme déja vu : L XAX = XPD!'PX =tYDY = a;y?.

Le résultat s’en déduit car X #0 = Y ='PX # 0 et tous les a; sont
strictement positifs.
De plus, pour tout X € R” non nul , '’X(A + B)X ='XAX +‘XBX > 0.

b) Supposons a3 < -+ < «, (on peut le faire quitte a réordonner les
vecteurs propres définissant la matrice diagonalisante P) et notons (37 <
-+ < By, les coefficients diagonaux obtenus de méme pour la matrice B.
Comme ‘AA = A? et 'BB = B?, il vient N(A) = a,, et N(B) = 3,. Donc en
revenant a la définition de N, N(A + B) < a, + Bn. De plus C(A) = ?TY et

_ bBn
C(B) = 3
De maniere identique a la démonstration de la question 2, on a :
min  ||(A+ B)X|| > a1 + b1

XER™, X £0
oy + Bn
a1 + 51
an

Supposons par exemple que max(C(A),C(B)) = C(A) = o Cest-a-dire
1

ce qui entraine que C(A + B) <

g—” < %. Alors (()i”—ign < % car cette inégalité est équivalente a
1 1 1 1 1

ﬁnO‘l < anﬁl-
D’ou le résultat.

Exercice 2.6.

On considere un espace euclidien (E, (, )). On rappelle que pour tout a € F,
I’application S, définie sur F par :
Se : E—Rx— (x,a)
est une forme linéaire sur F.
1. Le but de cette question est de montrer que, réciproquement, pour toute

forme linéaire f définie sur F, il existe un unique vecteur a € FE tel que
f =S8, et ce par deux méthodes différentes.
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A cet effet, on considere I'application S définie sur E par S(a) = S,.
A) Premiére méthode
a) Montrer que S est une application linéaire.
b) Montrer que S est injective.

¢) En déduire que S est un isomorphisme de FE sur L(FE,R), et conclure.

B) Seconde méthode

On considere (1, ...,&e,) une base orthonormale de E et f une forme linéaire
sur F. Montrer qu’il existe une unique application S, telle que S, = f, et

n
que a est donné par a = Y f(e;)e;.
i=1

2. Pour tout entier naturel m non nul, montrer qu’il existe un unique
polynéme P de R,[X] tel que pour tout polynome @ de R,[X] on ait :

| Pewa = o)

1 1

3 2 1
- - — |1 1 1
3. Soit A la matrice A = 1 3 9
1 1 1
5 4 3

a 1

a) Montrer que ’équation A [ b | = | 0 | possede une unique solution.
c 0

b) En déduire que A est inversible.

4. On suppose qu'’il existe un polynoéme P de R[X] tel que pour tout polynéme

1
Q de R[X], on ait : / P(t)Q(t)dt = Q(0).
0
1
Justifier 'existence d’'un réel M tel que:Vn € N, |/ P(t)(1-t)" dt| < n%—l—l
0

En déduire que notre hypothese est absurde. Ce résultat est-il en contradic-
tion avec les résultats précédents ?

Solution :

1. A) a) Pour tous scalaires et tous vecteurs :
Saatrpo(2) = (aa+ Bb,z) = ala, ) + Blb,z) = (@S, + BS) ().
Donc Sqq+4py = aSq + BSh, ce qui est la linéarité de S.
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b) Si a est dans Ker S, alors S, = 0, c’est-a-dire que Vx € E, S,(z) = 0,
soit encore Vx € E, (a,z) = 0. Cela entraine que a est nul. En résumé
Ker S = {0g} et S est injective.

¢) On a dim E = dim L(E,R) et donc le fait que S soit injective implique
que celle-ci est bijective.

Ceci montre que pour tout f de L(E,R), il existe un unique a de E tel que

S.=f.

B) Soit (g1, ...,&,) une base orthonormale de E, f une forme linéaire définie

sur E. Montrons, par analyse synthese, qu’il existe un unique vecteur a tel

que f=5,.

— Supposons que a existe. On a alors : Vz € E, (a,x) = f(x).

En particulier, Vk € [1,n], (a,er) = f(ex). Comme la décomposition de a

n

dans la base orthonormale (g1,...,e,) est a = > _ (a,e)eg, on en déduit que

k=1

n
a= Y, f(er)ek, donc le vecteur a, s'il existe est défini de maniere unique.
k=1

— Soita = ) f(eg)er. On constate queVj € [1,n], Sa(e;) = (D fler)er, €5)-
k=1 k=1
Comme la famille (e1,...,¢&,) est orthonormale, on obtient S, (g;) = f(g;).

Les deux applications S, et f coincident sur une base, elles sont donc égales,
ce qu’il fallait.

1
2. (P,Q) — / P(t)Q(t)dt est un produit scalaire sur R, [X] et f: Q — Q(0)

0

est une forme linéaire définie sur R,,[X].

D’apres ce qui précede, il existe un unique polynome P tel que, pour tout )
1

de R, [X], (P,Q) = F(Q), c’est-a-dire, tel que / PO di = Q(0).

0
3. a) Si on se place dans Ry[X], il existe un unique polynéme P = a X?+bX +c
1
tel que, quel que soit le polynome Q de degré deux, on ait / Pt)Q(t)dt =
0
Q(0).

En appliquant cette égalité successivement avec Q = 1,Q = X,Q = X2, on

1/3 1/2 1 a
trouve qu’il existe un unique triplet (a, b, c) telque: | 1/4 1/3 1/2 b | =
1/5 1/4 1/3
1
0

0
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b) le systeme précédent est un systeme de Cramer, ce qui prouve que la
matrice A est inversible.

4. P est une fonction continue donc bornée sur [0,1] : il existe un réel M
strictement positif, tel que V¢ € [0, 1], |P(t)| < M. On en déduit :

‘/OlP(t)(l — )" dt‘ < /01|P(t)](1 —t)dt < M/Ol(l iyt = M%ﬂ

S’il existait un tel polynome P, la relation serait en particulier vraie pour les
polynémes @, = (1 — X)".

1 1
On aurait donc / P(t)Q,(t)dt = Q,(0), c’est-a-dire / P(t)(1 —t)"dt = 1.
0 0

Avec le calcul précédent, on obtiendrait donc : 1 < et ce, pour tout

M
n—+1
entier naturel n, ce qui est absurde.

Ce résultat n’est pas contradictoire avec ce qui précede, puisqu’ici I’espace

n’est pas de dimension finie.

Exercice 2.7.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient A et R deux matrices
carrées réelles d’ordre n. On dit que R est une racine carrée de A si R? = A.

cos siné )

1. a) Soit # un réel quelconque et R(6) la matrice : R(0) = (sin9 ~ cosf

Calculer le carré de cette matrice et en déduire que la matrice identité d’ordre
2 admet une infinité de racines carrées.

. ]- . /
b) Montrer que la matrice (8 0) n’a pas de racine carrée.

2. a) Donner le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de
t— 1+t

b) Soit N une matrice carrée d’ordre n telle que N* = 0. Déduire de la
question précédente une racine carrée de la matrice I + N.
3. Soit f et g deux endomorphismes de R™. On suppose que fog=go f et
que f admet n valeurs propres réelles distinctes.

a) Montrer que tout sous-espace propre de f est stable par g.

b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.

c) Justifier que f et g sont diagonalisables.

d) Soit A la matrice de f dans la base canonique de R™. Combien A admet-
elle de racines carrées ?
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Solution :

1. a) Un calcul simple donne : R%() = I5. Ainsi, I, admet une infinité de

racines carrées.
2

b) On peut se contenter d’écrire (CCL cbi = 0 et de faire les calculs : il
vient c=a =d =0 et b(a + d) = 1. L’impossibilité est claire.
t 2t 3
2. a) Ontrouve:\/1+t:1+§—€+1—6+0(t )
: » t 2, 132 3
b) La question précédente donne : (1 +¢) — (1 + 576 1_6) = o(t°)

et comme il s’agit de fonctions polynomes : (1+t)— (1+§_E+1_6)2 =t*Q(1),
avec @ € RJt].

c¢) Si N4 =0, alors, en remplagant formellement ¢ par N, il vient :

1y 1 1 A3y
[+N=(I+3N - N+ N3+ 0.Q(V)

ce qui donne une racine carrée de I + N, & savoir : [ + %N — %NZ + 1—16N3.

3. a) Soit A scalaire et = vecteur non nul tels que f(x) = Az. Alors :
flg(z)) = g(f(z)) = Ag(=)

ce qui montre que g(z) appartient au sous-espace propre de f associé a la
valeur propre A.

b) Le sous-espace propre E(y)(f) étant de dimension 1, il existe y (éventuellement
nul) tel que g(x) = px. Ainsi, x est vecteur propre de g.

c) On sait que £ = @ E\)(f). Soit (x1,...,7,) une base de vecteurs
i=1

propres de f. Par la question précédente, c’est également une base de vecteurs
propres de g ; d’ou f et g sont diagonalisables et méme «co »-diagonalisables.
d) Soit B € M,(R) telle que B> = A. Alors AB = B3> = BA. Par
la question précédente, il existe une matrice P inversible et deux matrices
diagonales D1, D telles que :
A=PDP!, B=PDyP!

B? = A est alors équivalent & D; = D3. Ainsi, les éléments diagonaux de Ds
sont les carrés de ceux de D;.

* Si les valeurs propres de f sont toutes strictement positives, il y a 2"
possibilités pour Dy, donc 2" racines carrées pour A.

* Si elles sont toutes positives et 'une nulle, il y a 27! racines carrées pour

A.
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* Sinon, on pert la «réalité » du probleme et A n’a aucune racine carrée !

Exercice 2.8.
Dans cet exercice on confond polynoéme et fonction polynome associée.

Soit u l'application qui & un polynome P de R[X] associe u(P) défini par :
“+0oo
Ve eR, u(P)(z) = ex/ e tP(t)dt

x

1. Montrer que u(P) est bien défini. Calculer u(X"), pour tout k € N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X].

2. Soit n € N fixé. On note R,,[X] I'ensemble des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.
a) Montrer que R,,[X] est stable par u.

b) Soit v 'endomorphisme de R,,[X] induit par u. Montrer que v réalise un
automorphisme de R, [X]. Quelle est la matrice A associée a4 v dans la base
canonique de R,,[X]?

L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. Déterminer A~!, I'inverse de A.
4. Si P est un polynome tel que pour tout z € R, P(z) > 0, montrer que,

“+o00
pour tout x réel : > P®)(x) > 0.
k=0

Solution :

1. Soit P un polynome de degré p.

L’application ¢ — e *P(t) est continue sur R ; de plus t_l)ifrnoo t2.e”tP(t) = 0,
ce qui entraine la convergence de l'intégrale définissant u(P)(x). La linéarité
de P découle de la linéarité de I'intégration.

Il est évident que u(1) = 1.

Soit n > 1. Une intégration par parties (d’abord sur un segment, suivie d’un
passage a la limite) donne : u(X") = X" + nu(X"1).

Ainsi, par récurrence : u(X") = X" +nX" ' +n(n—1)X""2+ .- +nl
Ceci montre que u(P) est une fonction polynomiale, quel que soit le polynome

P.
2. a) La stabilité de R,[X] a été démontrée dans la question précédente,
puisque pour tout n > 0, u(X") € R, [X].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de R, [X].
Toujours par la question 1. la famille (u(1), u(X),...,u(X™)) est une famille
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de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n; c’est donc une base de R,,[X],
ce qui montre que v est un automorphisme de R,,[X].

La matrice A est triangulaire supérieure de la forme A = (a; ;), avec :

Gl
a; ;= 9q ! 1S
0 sit>y

La diagonale de A n’est formée que de 1. La seule valeur propre de A est

donc 1.
Si A était diagonalisable, elle serait semblable a une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale 7.e. la matrice identité; elle serait
donc égale a l'identité, ce qu’elle n’est pas.
3. Comme, pour tout k tel que 0 < k < n, u(X*) = X* + ku(X* 1), on a :
v HXF) = XF - pXFL
ce qui entraine que pour tout P € R, [X] :
v I(P)=P - P
On en déduit la matrice A=, également triangulaire supérieure : les coef-

ficients diagonaux valent 1, la diagonale étant bordée d’une sur-diagonale
formée des nombres —1,—2,..., —n.

4. Posons Q(z) = > P¥)(z). On remarque qu’en fait cette somme est finie,
2

ce qui montre I'existence du polynéome (. On vérifie alors que Q — Q' = P,
donc que P = v71(Q) ou Q = v(P) = u(P), ce qui donne, par la définition
de u et la positivité de P, le résultat demandé.

Exercice 2.9.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit E un espace
euclidien de dimension n.

On note (u,v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E, et ||.|| la
norme euclidienne associée.

On dit qu'un endomorphisme f de E est orthogonal si sa matrice dans une
base orthonormale est une matrice orthogonale.

1. Montrer que f est orthogonal si et seulement si :
pour tout (z,y) € E?,(f(2), f(y)) = (2,y).

2. Soit f un endomorphisme de E.
a) Montrer que si f est orthogonal, alors pour tout = de E : || f(x)|| = ||=||-

b) Montrer réciproquement que, si pour tout vecteur x de FE, on a
||f(x)|| = ||x||, alors f est orthogonal.
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3. On note B = (eq,...,e,) une base orthonormale de F et on considere un
endomorphisme f orthogonal dont la matrice dans la base B est notée A.

On pose A = (a;)1<ij<n € S =D > ai;j.
i=1j=1
a) Exprimer a; ; en fonction de f et des vecteurs e; et e;.
b) Montrer qu’il existe un vecteur u de E tel que S = (u, f(u)).
c¢) En déduire que |S| < n.

n n
d) Montrer que n < Y > |a; ;| < ny/n.
i=1j=1

Solution :

1. Soit B une base orthonormale de E. Pour tout couple (z,y) de E2, on note
X et Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans la base B et on
a: (y, f(z)) =W.AX. Pour tout endomorphisme f dont la matrice dans la
base B est A, on a: (f(y), f(z)) = YV'A.AX.

e Si f est orthogonal, alors 'AA = I, d’ou (f(y), f(z)) =YX = (y,z).

e Réciproquement, si pour tout (x,y) € E?, on a (f(y), f(z)) = (y, z), alors
pour tous X,Y de R", YV (TAA)X =YV X.

En prenant pour X et Y les colonnes associées aux vecteurs de la base
canonique de R™, il vient, en notant «; ; 'élément générique de *AA :

a“_{l sii=7
1, — .
J 0 sinon

ce qui signifie que YAA = I, et donc que A est une matrice orthogonale.

2. a) Si f est un endomorphisme orthogonal de E, pour tout vecteur = de
E : {f(z), f(z)) = (z,2), donc ||f(x)||* = ||z||?. Par positivité de la norme,
L)l = [ll]-

b) Réciproquement, on suppose que I’endomorphisme f est tel que, pour
tout vecteur z de E, on a ||f(x)|| = ||z||. Or pour tous vecteurs z,y de E :
(o) =1 (llz+ 9112 = llo - ylP?)

Donc :

(F@), F@)) == (If @)+ F@)IP = [1f (@) = FW)l?)

1@+l = [If(@—)I?)
1 (Jlz + ylI? = ||z — y||*) = (z,y), ce qu’il fallait.

= = =
~—~~

3. a) La matrice A est canoniquement associée a f dans la base orthonormée

B=(e1,...,en).
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Le nombre (f(e;),e;) est donc la coordonnée sur e; du vecteur f(e;). Par
construction ce nombre n’est autre que a; ;.

b) Par la question précédente :
S= 5 ay= X S = (3 1), 3 e = (7

1 J

n n
ej)) 6i>
=1 =1

1<ij<n i=1j=1 j

7
n
= (f(u),u), avec u= > e;.
i=1
c¢) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que f soit un endomor-
phisme orthogonal :

S| = [ @), w)l < lull - [1f (@] = [[ul]* =n
d) Comme A est orthogonale, on a pour tout j € [1,n], 3~ a7; =1
i=1

Donc tous les coefficients a; ; sont compris entre —1 et 1 et :

Z|ai,j’ 22%2,]' :ZZ“?,J' => 1=n
1,7 J (2

%,J J

Enfin, par Cauchy-Schwarz dans R

Y i) = 3 1xa 4] < \/(Z 12)(3 |as,
(2¥] 1,7

)= [m? (0 a3;) =Vn?

Y] ]

Ce qui est le dernier résultat attendu.

Exercice 2.10.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et f un endomorphisme de E.
On dit que f est n-cyclique (n € N, n > 2) si et seulement si il existe des
vecteurs xg,x1,...,2T,_1 dans F tels que ces n vecteurs soient deux-a-deux
distincts, engendrent E et vérifient en outre :

Vie[0,n—2], f(x;) = ziy1 et f(zn—1) = zo
(zg,...,Tn—1) s’appelle alors un n-cycle pour f.

1. a) Donner un exemple d’endomorphisme qui n’est n-cyclique pour aucune
valeur de n.

b) Donner un exemple d’endomorphisme 2-cyclique et un exemple d’endo-
morphisme 3-cyclique.

A partir de maintenant on suppose que f est un endomorphisme n-cyclique.
2. Pour j € [0,n — 2] et m € [1,n — 1], calculer f™(x;). Que vaut f"?
3. Montrer que pour m € [1,n — 1], on a f # id.

4. Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Montrer
qu’aucun des vecteurs d’'un n-cycle pour f n’est vecteur propre de f.
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5. Montrer qu’il existe des bases B de E telles que la matrice de f relativement

a B est de la forme ((1) Z), le réel b étant indépendant de la base choisie.

Solution :

1. a) L’identité n’est pas cyclique et plus généralement toute homothétie n’est
pas cyclique ...

b) Si (e1,e2) est une base de E, 'endomorphisme défini par f(e;) = es et
f(ea) = ey est 2-cyclique.

L’endomorphisme défini par f(e;) = —%61 + @ez et f(eg) = —@el - %62
est 3-cyclique. (Il suffit de penser a la structure euclidienne de E pour laquelle
(e1,e2) est une base orthonormée et de considérer alors la rotation d’angle

27/3).

2. Avec la convention x,, = g, Tp41 = 21,...0n a: f(x;) = T4 et

Vi, f"(zj) = zj4n = xj, donc f* = Idg puisque ces deux endomorphismes
concident sur une famille génératrice de E.

3. Pour m € [1,n — 1], on a f™(x¢) = &, # xg, donc f # Idg.

4. X™ — 1 est annulateur de f et comme f est un endomorphisme réel, ses
seules valeurs propres possibles sont —1 et 1.

Si un vecteur z d’un n-cycle était propre, alors la famille (z, f(x), f%(z),...)
serait toujours de rang 1 et jamais génératrice de F.

5. Soit ey le premier vecteur d’un n-cycle. Comme e; n’est pas propre, la
famille (e1, f(e1)) est une base B de F et :

0 a
Pour conclure, il suffit de vérifier que deux matrices semblables ont méme
trace, ce qui résulte d’un calcul sans surprise.

Exercice 2.11.

Soit £ un C—espace vectoriel de dimension finie n > 0 et f un endomor-
phisme de E.

1. a) Soit P un polynome annulateur de f de la forme P = (X —\)@Q. Montrer
que si A n’est pas valeur propre de f, alors () est un polynéome annulateur de
f.

Montrer qu’il existe un polynome @ € C[X] annulateur de f tel que toute
racine de () est une valeur propre de f.

b) Soit A € C une valeur propre de f, montrer qu’il existe un hyperplan F
de E contenant Im(f — AI), ou I désigne I’endomorphisme identité.
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¢) Montrer que la restriction de f a F' est un endomorphisme de F.

d) Montrer par récurrence sur n, que tout endomorphisme de E admet une
base dans laquelle la matrice associée est triangulaire supérieure.

2. Soient o, - - -, oy, p complexes distincts. Justifier ’existence de polynomes
Q; tels que, pour 1 <7< p: S

o sit=7

(o) = et Q;(0) =0
@i(ay) {0 sinon @:(0)

3. La trace tr(M) d’une matrice carrée M est par definition la somme de ses
coefficients diagonaux. On admet que deux matrices semblables ont la méme
trace.
On suppose dans la suite que la matrice M de f dans une base B de E est
telle que pour tout k € N*, tr(M*) = 0.

a) Soit P € C[X] tel que P(0) = 0. On note Ay, ---, A, les valeurs propres
de f. Montrer qu’il existe p entiers non nuls m;,1 < i < p, indépendants de
P, tels que :

p
i=1

b) En prenant pour P des polynémes introduits dans la question 2, montrer
que M est nilpotente c’est-a-dire qu’il existe r € N tel que M" = 0.

Solution :

1. a) Si A n’est pas valeur propre de f, alors f — AId est inversible et comme
0=P(f)=(f — Ald)oQ(f), on en déduit que Q(f) = 0.

Soit alors P un polynome annulateur de f, que I'on écrit comme produit de
facteurs du premier degré : on fait disparaitre successivement les racines de
P qui ne sont pas valeurs propres de f. Il reste un polynome annulateur dont
toute racine est valeur propre de f.

b) Soit A € C tel que Q(A) = 0, A est une valeur propre de f donc :
dim(Ker(f — Ad)) > 1 et dim(Im(f — A\ d)) < n — 1.

On peut compléter une base de Im(f — AId) en une base de E et oublier le

dernier vecteur : les n — 1 premiers vecteurs engendrent un hyperplan F' de
E contenant Im(f — AId).

c¢) La linéarité est acquise, il suffit de montrer la stabilité de F par f. Or :
reF = f(x)= (f—Ad)(x)+ Az, donc f(x) € F.
—_——
elm(f-rId)cF  €F
d) Montrons la propriété par récurrence sur n > 1 :

e Pour n =1, il n’y a rien a démontrer !.
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e On suppose que tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimen-
sion n — 1 admet une base dans laquelle la matrice associée est triangulaire
supérieure.

Soit f € L(F) avec dim(E) = n et P un polynéme annulateur de f dont
toute racine est valeur propre de I’endomorphisme f.

Soit A une valeur propre de f (il en existe au moins une), F' un hyperplan de
E contenant Im(f — AId) et fr endomorphisme de F' induit par f (valide
d’apres c¢)). On peut appliquer 'hypothese de récurrence a fr qui est donc
trigonalisable supérieurement dans une base B de F'. On complete cette base
(alafin!) avec un vecteur quelconque non nul e,, € E\ F'; dans cette nouvelle
base, la matrice associée a f est bien triangulaire supérieure.

o X —a

2. On choisit : Q;(X) =X [ =——=k.

k=1,k#i ¥ T Ok
3. a) Soit f l'endomorphisme de C" associée a M. La matrice M est
trigonalisable : M = PTP~! pour une matrice P inversible convenable.
On sait que pour une matrice triangulaire, les valeurs propres sont les
éléments diagonaux. En notant m; le nombre de fois ou apparait \; dans
la diagonale, on a donc :

tr(M) = tx(T) = i miks

Pour tout k € N*, la diagonale de T*, est formée des nombres \¥ avec les
mémes ordres de répétition et donc : pour k > 1 : tr(M*) = tr(T*) =

p
k

> miAi

i=1

Par conséquent pour tout polynéome P sans terme constant, comme toutes

P
les traces sont supposées nulles : Y m;P(\;) = 0.
i=1
b) En prenant P = @ pour k décrivant [1, p], pour la famille (a;) = (\;),

on obtient pour tout k :

P

Z mZQk()\Z) =0 = MmN\ =0 = A\, =0

i=1
Toutes les valeurs propres de M sont nulles. M admet un polynéme annu-

lateur dont la seule racine est 0 : il existe r € N* tel que M" = 0 et M est
nilpotente.

Exercice 2.12.

On identifie tout vecteur = de R™ (avec n > 2 ) a la matrice colonne de ses
coordonnées dans la base canonique de R", et ‘z désigne la transposée de x.
On note enfin ( , ) le produit scalaire canonique de R".
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1. On suppose dans cette question n = 3 et on pose : C' =

e
DN DN =
W N =

a) Montrer que ‘zCz > 0 pour tout vecteur non nul z de R™.
b) Montrer que C' est inversible et déterminer sa matrice inverse.
c¢) Montrer que ‘zC~1z > 0 pour tout vecteur non nul z de R™.
2. On désigne désormais par C' une matrice symétrique réelle d’ordre n et

par @ la fonction de R™ dans R définie par Q(z) = ‘zCx. On suppose que
Q(z) > 0 pour tout vecteur non nul de R".

a) Montrer que C est inversible et que C~! est symétrique.
b) Montrer que si u et v sont deux vecteurs de R™, on a :
(tuC~1v)? < (CuC~1u)(fvC~1v)
3. Soit x et u deux vecteurs de R™ avec u # 0.

a) On suppose que Q(z) < Q(x + h) pour tout vecteur h orthogonal & wu.
Montrer qu’un tel vecteur h est orthogonal a Cz et que Cx est colinéaire a
u.

b) Réciproquement, montrer que si C'x est colinéaire a u et h orthogonal a
u, alors Q(r) < Q(z+h) puis que Q(z) = alu, z)?, ol a est un réel strictement
positif dépendant de u et C 1.

Solution :

1. a) Pour x #0:
tCx = 22 + 223 + 372 + 22170 + 22173 + 42273
= (z1 +1’2+$3)2+($2+$3)2+x§ >0
b) Soit = tel que Cz = 0; par la question précédente, on a ‘weCz = 0 et
x1 = x9 = x3 = 0. La matrice C' est donc inversible et on trouve par toute
méthode :
2 -1 0
cl=|-1 2 -1
0O -1 1
¢) De méme qu’en a), pour z non nul :
Oty = 222 + 223 + 23 — 22129 — 1273 = 23 + (11 — 22)% + (22 —23)% > 0

On peut aussi dire que si z est non nul, z est de la forme x = Cy avec y # 0
et

trC~le =tyCC~1Cy = tyCy > 0
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2. a) Si Cx = 0, alors Q(z) = 0, donc x = 0. Ceci montre que C est
inversible et on sait que l'inverse d’une matrice symétrique réelle est une
matrice symétrique réelle (car (IC)~! =4{C~1)).

b) On démontre comme en 1. ¢) que C~! est la matrice d'une forme
quadratique définie positive. On sait que (u,v) — uC~tv est alors un produit
scalaire et I'inégalité demandée n’est autre que I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.a) Si Q(x) < Q(x + h) pour tout vecteur h tel que (h,u) = 0, alors pour
tout A réel :

Q(x) < Q(z + Ah) = Q(z) + 2X\(h,Cz) + N?Q(h)
Donc, 2X(h,Cx) + A2Q(h) > 0, pour tout réel \ : ceci est possible si et
seulement si (h, Cz) = 0.

Supposons x # 0, on a obtenu : quel que soit le vecteur h appartenant a
I’hyperplan orthogonal a u, h appartient a ’hyperplan orthogonal a C'z. Par
égalité des dimensions de ces deux hyperplans, ils sont égaux et leurs vecteurs
orthogonaux u et C'z sont liés. Si z = 0 le résultat est banal.

b) Sous les hypotheses de cette question, on a : Q(z+h) = Q(x) + Q(h) >
Q(z).
Comme Cz et u sont liés, il existe a réel tel que Cx = au, donc z = aC~tu
et (u,z) = a{u,C~tu). Enfin :
Q) = {x,Ca) = afw,u) = g (u,2)?

<u7

Exercice 2.13.

On note R[X] I'espace des polynomes a coefficients réels et pour tout n > 1,
R,,—1[X] le sous espace vectoriel de R[X]| des polynémes de degré inférieur
ou égal a n — 1. Pour tous 7,j € N, on définit le symbole de Kronecker ¢; ;
par 0;; = 1 sii=j et d;; =0 sinon.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (ai,...,a,)
une famille de nombres réels distincts.

1. a) Soit ¢ € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,,_1[X]
tel que pour tout j € [1,n], Li(a;) = 0; ;.
b) Montrer que la famille (L;);c[1,,] est une base de R,,_1[X].
2. Soit 7 : R[X] — R[X] définie par : VP € R[X|,n(P) = >_ P(a;)L;.
i=1
a) Montrer que 7 est un projecteur de R[X].

b) Déterminer le noyau et 'image de 7.
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c) On note F = {Q [[ (X — a;),Q € R[X]}. Montrer que F & R,,_1[X] =
i=1

R[X].

d) Soit P € R,_1[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base
(Li)ieq,n]-
3. Soit & : R, _1[X] = R™, P (P(a:))ic[in]-

a) Montrer que € est un isomorphisme.

b) Soit f € F(R,R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[X]
tel que P(a;) = f(a;), pour tout ¢ € [1,n].
Ce polynome s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange associé a la
fonction f auz points (ay,...,a,).

4. Soient a,b € R, tels que a < b. Soient f € C"([a,b],R), a1,az,...,a, tels
que a < ay < -+ < a, < bet P le polynome d’interpolation de Lagrange
associé a f et aux points (ag,...,an,).

a) Soit x € [a,b] \ {a1,...,a,} et K réel. On définit la fonction ¢ par
¢ :fa,b) = Rt f(t)— P(t) — K [](t — a;).

=1
Montrer qu’il existe K tel que ¢(z) = 0.

b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe ( € [a,b] tel que
0" (¢) = 0.
c¢) Montrer que pour tout x € [a,b], on a :

n
H |z — a;]
=1

) = P < S sup 7]
Solution :
Lo (X —ay)

1. a) % Soit ¢ € [1,n]. Posons : L;(X) =[]
j=1,ji (a;i — a;)

Pour tout j € [1,n], on a bien L;(a;) = d; ; et L; est de degré n — 1.

* Soit R; € R,,_1[X] tel que pour tout j € [1,n], Ri(a;) = J; ;. On a alors,
pour tout j € [1,n], (R; — L;)(a;) = 0. Ainsi, R; — L; est un polynéme de
degré au plus n — 1 qui a n racines, donc R; = L;, ce qui donne 'unicité
voulue.

b) Soit (A;)ieqi,n] € R™ tel que Y A;L; = 0. Alors, en identifiant polynomes
i=1

et fonctions polynomiales, pour tout j € [1,n], > A\iL;(a;) =0, soit A\; = 0.
i=1
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Ainsi, la famille (Li)ie[[l,n]] est libre et de cardinal n : c’est donc une base de

R,—1[X].

2. a) Soit P € R[X]. Montrons que (7o m)(P) = P.

Comme 7(P) = ) P(a;)L;, pour tout j € [1,n], 7(P)(a;) = P(a;). De plus,
=1

(]

7(P) est un polynome de degré au plus n — 1, d’ou n(7(P)) = 7(P).
b) On obtient : Kerm = { [[ (X — a;)Q/Q € R[X]} et Im7 = R,,_1[X].
=1

(]

¢) On sait que pour un projecteur, image et noyau sont supplémentaires.

d) D’apres la question 2. a), les coordonnées de P dans la base (L;);c[1,n]
sont (P(as))ie[i,n]-

3. a) La linéarité de ¢ est aisée. Montrons que ¢ est injective.
Soit P € R,,_1[X] tel que pour tout i € [1,n], P(a;) = 0. Ainsi, P est de
degré au plus n — 1 et possede n racines, soit P = 0.
Comme dimR,,_1[X] = dimR"™ = n et que € est un morphisme injectif,  est
bijectif.

b) Soit f une fonction a valeurs réelles. Comme (f(a;))icp,ny € R™ et
que € est surjective, d’apres la question précédente, il existe un polynome
P € R, _1[X] et un seul tel que pour tout i € [1,n], P(a;) = f(a;).

f(z) — P(x)
(x —ay)...(x —ay)

b) La fonction ¢ possede au moins n+ 1 zéros, donc, comme f est de classe
C"™, en appliquant plusieurs fois le théoreme de Rolle, il existe & € ]a, b| tel
que o™ (€) = 0.

c) Ainsi, f(™(€) —n!xK = 0.

Comme f(™ est continue sur le segment [a,b], elle admet une borne
supérieure.
D’ou, pour x ¢ {ay,...,a,} :

4. a) Comme x n’est pas 'un des a;, on a : K =

n

H|a§—ai|

|f (@) = P(x)] < sup | f ]| .
[a,b] n.

Le résultat est encore vrai si x est I'un des a;, d’ou la conclusion.

Exercice 2.14.

Soient n > 2 et 7 > 1 deux entiers. On considere 'application F' définie sur
R,,—1[X], espace vectoriel des polyndémes réels de degré inférieur ou égal a

n—1par:VPeR, 1[X],F(P)=Q,on Q(X) = P(X) + 1= P'(x).
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1. a) Montrer que F' est un endomorphisme de R,,_1[X].

b) Pour tout k € [1,n], on pose Py(X) = X""* et Qi = F(Py).
Exprimer Q) a ’aide de Py et Pyy.

c¢) Déterminer la matrice M de F dans la base (Py, P, ..., P,).

2. a) L’endomorphisme F est-il diagonalisable ?
b) Déterminer le sous-espace propre de F' associé a la valeur propre 1.
c) Soit k € [1,n —1].

i) Montrer qu’il existe P € R, _1[X] \ {0} tel que F(P) = nT_kP.
Prouver qu’il existe r € [1,n — 1] et R € R,,_2[X] tels que ce polynéme P
s’écrive :

P(X)=(X—-1)"R(X), avec R(1) # 0.
ii) Déterminer la valeur de l’entier r et le degré du polynoéme R.

iii) Déterminer les sous-espaces propres de F.

3. On considere la suite de polynomes définie par :
Ul(X) =X""let VjeN, Uj_|_1 = F(Uj)

n—1 .
a) Montrer que Uy(X) = > (n k 1) (X — 1)k,
k=0
b) Pour tout j € N*, donner une écriture du polynéme U; comme
combinaison linéaire des polynomes V;, = (X — 1)*, avec k € [0,n — 1].

Solution :

1. a) La linéarité de F' est banale.

Soit P € R,,_1[X]. Alors, P’ est dans R,,_s[X] et (1—X )P’ dans R,,_; [ X]. Par
suite, P(X )—i—% P'(X) est dans R,,_1[X]. Ainsi, F' est un endomorphisme
de Ro_1[X].

b) Pour tout k € [1,n],
Qk:(X) — Pk(X) + %Pé()() — Xn—k: 4 %Xn—k—l
— EXn—k + n — k‘Xn—k:—l
n n

Ainsi, Qu(X) = EP(X) + 2=E P (X).

c¢) La famille (Py, Py, ..., P,) est, réécrite dans le désordre, la base canon-
ique de R,,_1[X] et la matrice M de F' dans cette base s’écrit :
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1 0 0 0 0
n
";1 % 0 0 0
M= ¢ n=2 3 0 0
n n
0 0 0 1 n
n n

2. a) Les valeurs propres de F se lisent sur la diagonale de M. Le spectre
de F' est donc {%, 1 <i < n}. On a ainsi trouvé n valeurs propres pour F.
L’endomorphisme F' est donc diagonalisable.

b) Comme F admet n valeurs propres, chaque sous-espace propre de F
est de dimension 1. Par lecture de la derniere colonne de M, on remarque
que F(P,) = P,, avec P,,(X) = 1. Ainsi, en notant E; le sous-espace propre
associé a 1, E; = Vect(P,) = Vect(1) = Ro[X].

c) Soit kK € [1,n — 1]. Soit P un vecteur propre de F associé a la

n

valeur propre . Alors, P est un polynéme non nul de R,,_;[X] tel que

F(P)=2=Kp_ Ainsi,
P(X)+ %P’(X) = nT_kP(X). On en déduit que %P(l) = 0, puis que
P(1) = 0. On note alors r € N* 'ordre de multiplicité de 1 en tant que racine
de P. On obtient alors I’écriture demandée.
En utilisant Pexpression de P trouvée précédemment, la relation F(P) =
nT_kP se réécrit :
(X = 1)"R(X) + 2L (r(X = 1)/ R(X) + (X — 1)"R/(X))

= k(X - 1) R(X)

n
- , by (X-1),,

En simplifiant par (X —1)", on trouve e (X) — R (X)=0.
En évaluant en 1, on obtient %R(l) = 0, d’ou r = k puisque R(1) # 0.
On reprend la relation trouvée précédemment en remplacant r par k, ce qui

donne %R’(X) =0, i.e R' =0. Le polynéme R est donc constant.
Nous venons de voir que si P est un vecteur propre associé a la valeur propre

n—=k
n

,alors P(X) = AM(X —1)*, ot A € R. Comme chaque sous-espace propre
est de dimension 1, il s’ensuit que, pour tout k € [1,n — 1], le sous-espace
propre de F' associé a la valeur propre nT—k: est Vect((X — 1)*), formule qui
reste vraie pour k£ = 0.

3 a) En utilisant la formule du binéme, on écrit :

Uy(X)=X"1=(X-1+1)" = :;: (Z) (X — 1)k,
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b) Pour tout j € N*|
n—1

Uy = Fi o) = F (S (P09 =S ()R - 1),

k=0 k=0
Or, la question 2 a montré que (X ) = (X — 1)* était vecteur propre

—k

Par récurrence, pour tout entier

("T—’f)ﬂ—lvk. On en déduit ’égalité

de F' associ¢ a la valeur propre

jEN*, FI71((X —1)*) = FI-1(1p)

demandée :

n

v =S (1) sk,

n

Exercice 2.15.

Dans cet exercice F = R3[X] est I'espace vectoriel des polynoémes de degré
inférieur ou égal a 3 et a coefficients réels.

1. Montrer que l'application (P,Q) — /1 P(t)Q(t)dt défini un produit
scalaire sur £ qu’on note (.,.). On note ||||_1; norme euclidienne associée.
2. Montrer qu’il existe une base orthonormale L, ..., L3 de E et une seule
telle que pour tout ¢ € [0,3] :

Vect(Lyg,...,L;) = Vect(1,...,X") et (L;, X*) > 0.

Calculer Lo, L; et Ly. On admet que L3 ! V414(X3 :gX)

Soit S = {P € E / |P|| = 1}. Dans la suite de l’exzercice P est un élément
de S.

3
3. On écrit P sous la forme P = > a;L;
i=0

3
a) Calculer > a?.
i=0

n
g
=

S

[}

b) En déduire que pour tout réel x : |P(x)|

4. Montrer que sup |P(x)| < 2v2.
z€[—1,1]

Solution :

1
1. On vérifie que Papplication (P, Q) — / P(t)Q(t) dt est une forme (car
1

cette intégrale existe et est un réel) bilinéaire (par distributivité du produit
sur ’addition et linéarité de l'intégration), symétrique (commutativité du
produit) et définie positive (par positivité de I'intégrale et car l'intégrale sur
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[—1,1] d’une fonction continue positive ne peut étre nulle que si la fonction
est identiquement nulle).

2. Il s’agit simplement du processus de Gram-Schmidt. Rappelons-en la k¢

étape théorique : si (Lo, ..., Lx_1) ont été définis, on pose :
_ k—1
Ly = XF - Y (XF L)L
i=0

ce qui permet d’avoir l'orthogonalité, puis on norme : Ly = . Ce qui

||Lk:H
donne une famille orthonormée avec (X* L;) > 0. L'unicité est également
claire.

Comme Ly, est de degré k (par récurrence), la famille (Lg, L1, Lo, L3) est bien
une base de R3[X].

1
* / A2 dt = 2)\? et ceci vaut 1 avec A > 0 lorsque Lo = \ =
-1

S

1 2
/ (ot + B)2dt =1 = 20 4 252 =1
—1

* 1 )

/ (at + B) dt = 0 <= B =0

—1

avec a > 0 il vient o = %,BzOetIq:@X

— 3V10(x2 _ 1

* On trouve de méme Lo
3
a) On a ||P||=1.Si P= > a;L;, alors :
i=0
3 3
i—0 i=0 ;

3
b) Comme P(z) = Y a;L;(z), 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R* muni
i=0
de sa structure euclidienne canonique permet d’écrire :

3 1/2 1/2 3 o\ 1/2
P < (3 ) (5 L)) = (3 L))

1=0
4. % sup ]Ldz%;[sulqi]wﬂz%g;[sup |L|_£( %):@

[_1’1]
Une étude rapide donne : | = | 0 1/V5 1

Ls| O N0 qiyavs) VIR
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=
N

Donc sup |Ls(x)| =

rz€[—1,1]
Enfin :
P < ¢ L. 21/2_1 3.5 11/2—\/§—2\/§
sup | (l’)‘ X Z sup ,(m) = (2 + 9 9 2) = = .
z€[-1,1] i=0 z€[—11]

Exercice 2.16.

1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € L(F) tel que
f o f =1d. Justifier que f est diagonalisable.

Dans la suite, n est un entier naturel tel que n > 2, £ = R, [X] est le R-

espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
anetB=(1,X,X?%...,X") désigne la base canonique de E.

Pour i € [1,n+ 1] et j € [1,n + 1], on note P;_; le polynome :
Pj_l(X) = (1 — X)j_l (1 + X)n_j+1
Soit a; ; le coefficient de X*~! dans I’écriture de P;_; selon B et

A= (CLZ"]‘) - Mn+1(R).

2. Dans cette question seulement, on suppose n = 2.
Expliciter A et déterminer ses valeurs propres et vecteurs propres. La matrice
A est-elle diagonalisable ?

3. n est a nouveau un entier fixé supérieur ou égal a 2.

a) Pour j € [1,n + 1] et z € R\ {—1}, calculer (1 + )" Pj_l(%;—i) de

deux fagons et en déduire que :
n+1 )
Z Q; 5 Pz—l(X) =2" Xj_l
i=1

b) Montrer que A% =271, .1, ou I, désigne la matrice identité de taille
n+ 1.

c) La matrice A est-elle diagonalisable ? Que dire de ses valeurs propres ?

Solution :

1.Ona:VeeB,z=21(+f(2)+ - f(z)).

2 2
Or: f(z+ f(z) = f(@)+ f2(x) = 2+ f(z), done J(z+ f(x)) € Kex(f — I,
tandis qu’un calcul semblable donne %(x — f(x)) € Ker(f +1). Dot :
Ker(f —I)+Ker(f+1)=FE
Comme [f(z) =z et f(x) = —2] = x =0, cette somme est directe. Donc

f est diagonalisable et les seules valeurs propres possibles sont —1 et 1.



Algebre 7

22.0na: X)) = (1+X)?2% PAX)=01-X)1+X) =1-X?et
Py(X) = (1-X)? d’ou:

11 1
A=[2 0 -2
1 -1 1
1-x 1 1 0 2—X A2-))
A-X=| 2 —x =2 S~ [0 2-a 2a-d
L —1
1 -1 1-x) Bplpeohis Ay 1 1
0 0 4—X2 4-=X2 0 0
~ 0 2—=Xx 22—4| ~ [2xa-4 2—x 0
L1<—L1—L2 C’1<_)C’3

1 -1 1—A

les valeurs propres de A sont donc 2 et —2, et :

1—A -1 1

o y z2)eEp(Ad)<—=z—-—y—2=0
4y — 82 =0 Yy =2z
t
(z y Z>€E(_2)<A)<:>{x—y+3220 {:U:y—3z:—z
Donc E3)(A) est un plan et E(_9)(A) une droite : A est diagonalisable.
n+1 ]
3.a)Ona Pj_1(z) = > a; ;2" 1, d’olt, pour z # —1 :

=1
n+1

n l—xy _ n 1 —qyi-l
(1+x) Pj—1(1+£>—(1+x) i;ai,j(1+£)
n+1 ) ) n+1
= ; {ai,j(l —z) 1+ x)"_z“] = ; aijPi—1()

Mais, on a aussi :
1—xy _ 1 —x\i-1 1 —x\n—J+l
(14 z)" J—1(1+a:) = (1+z)"(1 - 1+$) (1+ 1+$)
= (2z)/—ton—ith = on gi—1
D’otu le résultat demandé.

b) Pour tout j € [1,n+ 1], on a :

n+1 n+1 n+1 n+1

2 X9 = 37 faig 30 ana XETH = 30 [ 30 argai | XET
i=1 k=1 k=1 i=1
n+1 n s -
d’ou, par identification : ar,i;j = 2"0k,; = {2 > k=]
—1 0  sinon

(3

, soit :
A2 =2"1T,.,

¢) Ainsi (2”%)2 = I,,+1 et d’apres la question 1, 271% est diagonalisable,

donc A aussi, et :

Spec(A) C { —2n/2 2n/2}
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Exercice 2.17.

Soit £ un R—espace vectoriel de dimension finie n > 1.
1. Montrer que I'application T' définie sur M,,(R) par
st O'= (¢ij)igij<n, T(C) = fﬁlcm
est une forme linéaire telle que VC, D € M, (R), ZT(C’D) =T(DC).

Dans tout le reste du probleme, (A, B) désigne un couple de matrices de
M, (R) tel que :

AB — BA = A avec A non nulle (%)
2. Montrer que T'(A) = 0 et que A n’est pas inversible.
3. Montrer que : Vk € N, A*B — BAF = kAF.

4. En considérant les valeurs propres de 'endomorphisme ¢ de M., (R) défini
par :

¢: M+ MB— BM

montrer qu'il existe un entier p € [2,n] tel que AP = 0.

5. Pour n = 2, déterminer les couples (A, B) solutions du probleme (x).

Solution :

1. La trace est une forme linéaire et
n n

H(CD) =3 S cindii = 3 dyacon = tr(DC)

i=1k=1 k=1i=1

2. Si A inversible :
AB—BA=A =— ABA™'—-B=1 = tr(ABA ') —tx(B) =n
— tr(BA™1A) — tr(B) = n, soit 0 = n, ce qui est absurde.

3. Démontrons ceci par récurrence, la propriéré étant banale pour k£ = 0 et
dans ’énoncé pour k = 1.
Supposons la propriété acquise pour un rang k > 1, alors :
AR — BAM = A(A*B) — BAF! = A(BAF + kAF) — BAKH
= kAR + (AB — BA)A*
= kAR 4 AAF = (k4 1)AFHL
On conclut donc par le principe de récurrence.

4.  Si A n’est pas nilpotente, alors : Yk € N*, on a ¢(A*) = kAF £ 0,
ce qui prouve que k est valeur propre de . En dimension finie, on ne peut
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avoir qu'un nombre fini de valeurs propres. L’hypothese est absurde. De plus
comme A # 0, on a bien p > 2.

e Soit p le plus petit des entiers k tels que A*¥ = 0. Soit X une colonne telle
que AP71X # 0. La famille (X, AX, ..., AP71X) est alors libre.

En effet A\gX + A\ AX + -+ X,_1 4771 X = 0 donne en multipliant & gauche
par AP~ : N\gAP~1X = 0 et donc \g = 0, en multipliant alors & gauche par
AP~2 il vient \; = 0, et ainsi de suite.

Par conséquent cette famille est de cardinal inférieur ou égal a n, soit p < n.

5. Pour n = 2, la question précédente entraine A% = 0.
e Tous les couples (0, B) sont des solutions évidentes.

e Si A +# 0 :il existe une matrice P inversible telle que P~tAP soit de la

0 1 : : : AN
forme < = J (soit a 'endomorphisme canoniquement associé a A, on

0 0
choisit un vecteur x tel que a(x) # 0, et, conformément au raisonnement fait
en 4., on considere la base (a(z),x)).

AB — BA = A s’écrit donc PJP~'B — BPJP~! = PJP~1, soit
J(P~1BP)— (P71BP)J = J.

On pose alors P"'!BP = i); g ) et un calcul simple montre que la relation

précédente est vérifiée lorsque v =0 et § = a + 1. Les couples solutions sont
donc les couples :

(P<8 é)P*,P(%‘ ai1>P—1),a,ﬁeR,PeGL2(R)

Exercice 2.18.

Soit n € N*. Soit E un C-espace vectoriel de dimension n.

Soit k£ € N* et u un endomorphisme de E tel que v* = 0 et u*~1 #£ 0, o1 0
est 'endomorphisme nul.

On dit alors que u est un endomorphisme nilpotent d’indice k.

1. Montrer qu'il existe zg € E tel que u*~1(xq) # 0.
Prouver que (xq,u(zo),u?(zg),...,u*"1(xq)) est une famille libre de E. En
déduire que k < n.
2. On pose désormais F' = Vect(zq, u(xg), u?(z0), ..., u*"1(z0))
Montrer que F' est stable par wu.
3. a) Soit H un supplémentaire de Vect(u*~1(x¢)) dans E. Montrer qu’il
existe une forme linéaire ¢ : £ — C vérifiant :
Vh e H, ph)=0et pur"t(zg)) # 0.
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Montrer que la famille (¢, pou, pou?,...,pouF"1) est une famille libre de

L(E,C).
k—1 ,

4. On pose G = () Ker(pou®). Montrer que G est stable par u et déterminer
=0

FNAG. '

5. a) Soit p € N*. Soient H;, Hy ..., H, des hyperplans de E. Montrer que
dim(HyNHyN...NH,) >2n—p.

b) Montrer que F' et G sont supplémentaires.

Solution :

1. On sait que v*~! n’est pas ’endomorphisme nul. Il existe donc =g € E tel
k—1 _
que u*~1(zg) # 0. Soit (A;)o<i<k—1 € CF tel que Y. \ju'(zg) = 0.

i=0
Supposons que les \; ne sont pas tous nuls et appelons j le plus petit indice

i € [0,k — 1] tel que A; soit non nul. En appliquant u*=7=1 & D'égalité
précédente, on obtient A\;u*~!(zo) = 0, ce qui est impossible. Par suite, la
famille (zg,u(xg), u?(zg), ..., uF"(xg)) est une famille libre de E et donc :
k < dim(F) = n.

k=1
2.2 € F = z = Nt (xg), ou \; € C; comme u* = 0, il vient :
i=0
k=2
u(x) = Y, \Mu't(zg) € F. Ainsi, F est stable par u.
i=0
3. a) Soit (e1,...,e,—1) une base de H, la forme linéaire ¢ définie par
pler) =+ = p(en—1) = 0 et p(u*"*(z)) = 1

convient. (on définit une application linéaire en se donnant les images des

vecteurs d’'une base de 'espace de départ)
k—1 .
b) Soit ()\i)OSiSk—l € Ck telle que Z )\ZQO ou* =0.
i=0

F=1(xq), on obtient : Ao = 0.

— Comme u* =0,en x =u

— Puis, en appliquant I’égalité en = = u¥~2(zg), on trouve que \; = 0.
De proche en proche, on prouve ainsi que tous les \; sont nuls. La famille

(o, pou,pou?,...,pouF"1) est donc une famille libre de £(E, C).

4. % Soit z € G. Alors, pour tout i € [0,k — 1], ¢ o u’(z) = 0. Montrons que
u(x) € G, i.e. que @ ou'(u(x)) = 0, pour tout i € [0,k — 1].

D'une part, si 0 < i < k—2,alors 1 <i+1<k—1et pou™(z) =0du
fait que x € G.

D’autre part, si i = k — 1, alors p o u'*!(z) = p(u¥(x)) = 0 puisque u* = 0.
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Ainsi, G est stable par u.
k=1

* Soit © € FFNG. Alors, il existe des complexes \; tels que x = > A\u'(zo).
i=0

De plus, pour tout i € [0,k — 1], ¢ o u’(x) = 0.

k—1 _
En particulier, 0 = p o u*~1(z) = Y A\ ouF~1*¥(z). Or, uP = 0, pour tout
i=0
p = k, dou \g = 0. De proche en proche, on montre ainsi que tous les \;
sont nuls.

Par suite, F N G = {0}.

5. a) Si p = 1, la propriété est évidente. Supposons la propriété vraie a un
rang p.
Considérons alors (p + 1) hyperplans de £ : Hy, Ha, ..., Hpy;.
On pose F' = HiNHy...NH,. La propriété au rang p donne dim(F’) > n—p.
Enfin

dim(FNHptq) = dim F+dim Hypq —dim(F+Hpy1) = (n—p)+(n—1)—n

>n—(p+1), puisque F+ Hpy1 CE,

ce qui donne l'inégalité au rang p + 1 et on conclut par le principe de
récurrence.

b) Comme F' NG = {0}, il reste seulement & montrer que :
dim(F) = dim(F) 4+ dim(G),

autrement dit que dim(G) =n — k.
On a déja dim(F) > dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = k + dim(G). D’ot,
dim(G) < n — k.
D’autre part, par la question 5. a), G qui est l'intersection de k hyperplans
de E est de dimension au moins égale a n — k. D’ou, dim(G) = n — k. Par
conséquent, F' et G sont supplémentaires dans F.



