3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On cherche a évaluer le nombre N de lions d’Asie, espece en voie de
disparition, encore en vie dans la forét de Gir. Pour cela, on capture d’abord,
en une seule fois, m lions (avec m € N*) que 'on tatoue avant de les relacher
dans la nature, et on admet que pendant toute la durée de I’étude il n’y a ni
déces ni naissance, puis on utilise I'une des deux méthodes suivantes . ..

Premiére méthode

On capture successivement, au hasard (donc avec équiprobabilité) et avec
remise en liberté apres ’observation du sujet, n lions. Soit Y, le nombre de
lions tatoués parmi eux.

1

%Yn est un estimateur sans biais

1. Déterminer la loi de Y,,. En déduire que

et convergent de 1

N
2. Pourquoi ne peut-on pas prendre %/—m comme estimateur de N 7
n

_m(n+1)
3. On pose B,, = Y, 11

est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.

. Calculer I’espérance de B,, et montrer que B,,

Seconde méthode

On se donne n € N*. On capture également, un par un, des lions de Gir au
hasard et avec remise en liberté apres 1’observation du sujet.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de lions qu’il a été juste
nécessaire de capturer pour en obtenir n tatoués.

On pose D; = X1, et pour tout i de [2,n], D; = X; — X;_1. On admet que
les D; sont des variables indépendantes deux-a-deux.
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4. a) Pour tout i de [2,n], que représente concrétement D; ?

b) Déterminer, pour tout ¢ de [2,n], la loi de D;, son espérance et sa
variance. En déduire ’espérance et la variance de X,,.

¢) On pose A, = %Xn. Montrer que A, est un estimateur sans biais et
convergent de N et déterminer son risque quadratique.

5. a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approcher la loi de la variable

aléatoire X,, = % ?

b) On a tatoué m = 200 lions, puis capturé 450 lions, pour obtenir n = 50
lions marqués. On note o I'écart-type de Asy. On a pu prouver que o < 100.
Déterminer en fonction de o, un intervalle de confiance pour N au seuil de
confiance 0,9 (on rappelle que ®(1,64) ~ 0.95).

Solution :

m
1. La probabilité de succes a chaque capture vaut 2%, donc Y,, < B(n, —).

N
Comme E(%) =N est un estimateur sans biais de N
De plus :
Yoy_ 1 _ 1 .m_my_({_m 1
V(nm) = (nm)2V(Yn) = (nm>2 an(l N) = ( )x — 0.
L’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff permet d’affirmer que cet estimateur est
convergent.

2. Comme P(Y, = 0) # 0, %,—m aurait une probabilité non nulle de ne pas

étre défini : aussi ne peut-on pas le choisir comme estimateur.

3. Par le théoréme de transfert :
" m(n-+1)/n k n—k
BB = Y M (1 () - %)

= k+1 N m
:kzi:om(;elib(%)k@_%)n—k
:Nkzi:() <Zi})(%)kﬂ( _%)n—k
- N?—i (nzl><%)k( — %)H—H—k’

soit, en utilisant la formule du binome :

E(B,) = N(l —(1- m)nH) — N. Ainsi B,, est un estimateur asympto-

N n—oo
tiquement sans biais de V.
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4. a) Pour tout i € [2,n], D; représente le nombre de lions supplémentaires,
a partir du (i — 1)®™ lion tatoué obtenu, qu’il faut capturer pour obtenir un
™ lion tatoué (qui a pu étre déji recapturé), nous sommes donc dans le
schéma géométrique . .

b) Ainsi D;(Q) = N* et D; suit la loi géométrique de parametre 2%, Ainsi :

N-
E(D;) = N et V(D;) = M
m?
Or X,, = Y. D;. Donc, par indépendance :
i=1
B(X,) =Y ot v(x,) = YN —m)
m m
c)Ona E(A,) =Net V(4,) = w Ainsi A,, est un estimateur

sans biais de IV, convergent et de risque quadratique égal a V(A,,).

5. a) En utilisant le théoréme de la limite centrée :

X, — (nN/m) __mX, —nN < N(0,1)
vn m

N(N —m) nN(N —m)
Ainsi, pour n assez grand, on peut approcher la loi de )7(; par la loi normale
N NN —m

NS
b) Ici n = 50,m = 200, X,, = 450. On pose 0 = o(A,). On considére que :
%%N — N(0,1).
En utilisant cette approximation, pour tout ¢ > 0 :

P(|Ae =N <ty = a(t) - @(—1) = 28(t) - 1
Donc : P(|4=] < 1) > 0.9 = (1) > 0.95 =t > 1.64
Comme o < 100 (A, —toc < N < A,+to) C (A, —100t < N < A, +100¢).
Si l'on prend I = [A,, — 164, A,, + 164], alors :

P(N e 1) =P(|4—2| <1.64) > 09

Comme Aso = 1800, il vient I = [1636, 1964].

Exercice 3.2.

Une urne contient initialement n boules numérotées depuis 1 jusqu’a n, avec
n > 2. On vide 'urne en extrayant toutes les boules une a une, au hasard et
sans remise.

1. Pour ¢ compris entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si

la boule obtenue au ™ tirage porte le numéro i et 0 dans le cas contraire.
Quelle est la loi de X; 7
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2. En déduire I’espérance du nombre de fois ou il y a concidence entre le rang
du tirage et le numéro de la boule obtenue, lorsque 'on vide 'urne.

3. Pour k compris entre 1 et n, on dit que le résultat du k™ tirage est
un «record» si la boule obtenue a ce tirage porte un numéro strictement
supérieur a tous les numéros obtenus jusqu’alors. (par convention, le résultat

du premier tirage sera toujours considéré comme un record).

a) Combien existe-t-il de facons de vider l'urne et pour lesquelles il n’y a
qu’un seul record ? Pour lesquelles il y a n records ?

b) Montrer que pour p et ¢ entiers naturels, on a la relation suivante :

1 1
()« (" ) ()= (500
p p p p+1
(ou (;:L) est le nombre de parties & m éléments d’un ensemble & n éléments).

4. Soit k fixé entre 2 et n et j fixé entre k et n. Combien existe-t-il de fagons
dg vider I'urne, pour lesquelles la £ boule obtenue porte le numéro j et le
k"¢ tirage constitue un record ?

5. Combien existe-t-il de facons de vider 1'urne pour lesquelles le k™ tirage
est un record 7 En déduire la probabilité que le k"¢ tirage soit un record.
Pouvait-on avoir ce résultat directement ?

6. Pour k compris entre 1 et n, soit Yj la variable aléatoire qui prend la valeur
1 si le résultat du k™™ tirage est un record et 0 sinon. Déterminer la loi de
Y:.. Soit R le nombre aléatoire de records obtenus lorsque 1’on vide I'urne.
Déterminer ’espérance de R.

Solution :

1. Parmi tous les n! tirages possibles, il suffit de compter ceux pour lesquels
on a obtenu 7 au i tirage : il y en a (n—1)!. Donc, X; suit la loi de Bernoulli
de parametre 1/n.

2.0na: N = > X, (nombre de coincidences). Par linéarité de 1’espérance,
i=1
ona: E(N) :nx% = 1.

3. a) Le premier tirage étant considéré comme un record, s’il n’y a eu qu’un
Y
seul record, c’est que la boule numéro n est sortie au premier tirage. Ensuite,
peu importe ce qui se passe. Il y a donc (n — 1)! fagons de vider I'urne pour
lesquelles il n’y a qu’un record.
S’il y eu n records, cela signifie qu’a chaque tirage, on a obtenu un numéro

supérieur a celui obtenu au tirage précédent ; la seule possibilité est d’avoir
tiré les boules par ordre croissant, donc un seul tirage convient.
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b) La formule demandée :

+1 + +q+1
G+ )+ (00) =004
p p p p+1
s’obtient, par exemple, par récurrence en utilisant la formule de Pascal.

4. Si le k"™ tirage est un record avec le numéro j sorti, cela signifie qu'au
cours des (k— 1) tirages précédents, on n’a obtenu que des numéros inférieurs
ou égaux a j — 1.
e si j <k, c’est impossible;

-1
e sij>kilya (‘]1 B 1) fagons de choisir les boules sorties lors des (k — 1)
premiers tirages (elles doivent avoir toutes un numéro compris entre 1 et
j—1), (k—1)! facons de les ordonner, puis une facon de placer la boule j
en place k, et la fin est une permutation quelconque des boules restantes.
Finalement, il y a :

(ij 1)><(k— Dlxlx(n — k)!

facons convenables de vider I'urne

(on pourrait simplifier, mais ce n’est pas intéressant pour la question suiv-
ante).

5. Par la question précédente, le nombre de facons d’avoir un record au k"¢

tirage est égal a :
_ | — 1! — — | —1)!
(n — k)\(k 1)'];@ (k B 1) (n — k)\(k 1).(k)
et la probabilité demandée est donc :
(n—k)(k—1)! (n) 1
n! k)~
On peut retrouver ce résultat directement avec le raisonnement suivant :

dire que le feme tirage est un record, c’est dire que le plus grand des k premiers

résultats est le dernier, c’est donc dire qu’en ordonnant k£ nombres deux a

deux distincts le plus grand est le dernier. La probabilité est donc de %

6. La variable aléatoire Y} suit la loi de Bernoulli de parametre % La variable

aléatoire R est égale & > Yy et E(R)= > E(Yy)=n >, %
k=1 k=1 k=1

Exercice 3.3.

1. On considere la fonction g définie sur R par g(r) = ———.
w(e® +e %)
Montrer que g est une fonction densité de probabilité.
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Dans la suite, on note X wune wvariable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, A, P) admettant g pour densité (on dit que X suit la loi
d’Euler).

2. Déterminer la fonction de répartition F'x de X.

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son
espérance.

4. On pose Y = e,
a) Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et déterminer une
densité de Y.

b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

5. On considere une suite de variables aléatoires (Y, ),ecn+ définies sur le méme
espace probabilisé (£2, 4, P), indépendantes et suivant toutes la méme loi que
Y. Pour n € N*, on pose M,, = sup(Yy,Ys,...,Y,).

a) Déterminer la fonction de répartition de M,,.
n_
M,

n
en loi vers une variable aléatoire dont on donnera la loi.

b) Pour n > 1, on pose Z,, = . Montrer que la suite (Z,,)nen+ converge

Solution :

1. La fonction g est continue sur R et positive. De plus, en abrégeant :

+oo +oo x +oo
/ g(z)dx = 2/ so——dz = {% Arctan(e®) = %(% —0)=1.

— 00 oo €T+ 1 —oo

g est bien une densité de probabilité.

2. De la méme fagon, pour tout réel ¢ :
t
Fx(t) = [% Arc tan(ew)}

= %Arc tan(e’).
3. a) Soit n > 1, et hy, : © — x™g(x). La fonction h,, est continue sur R.
e au voisinage de +00, hy,(z) ~ %x"e_w = o(1/2?),
e au voisinage de —oo, |hy(z)] ~ %]w\”ew = o(1/2?).
(on aurait pu invoquer la parité de la fonction g)

Ainsi la convergence (absolue) de l'intégrale sur R de h,, est acquise et X
admet des moments de tous ordres.

b) La fonction h; est impaire d’intégrale sur R convergente, donc E(X) =0

4.2) On a Y(Q) = ]0,+o0[ et pour y > 0, (Y < y) = (eX <y) = (X <
Iny) € A, donc Y est une variable aléatoire et :
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Pour y > 0, P(Y <y) = P(X <ln(y)) = %Arc tan(y). Ainsi :

0 siy <0
Fy(y) = { %Arctan(y) siy >0

Fy est de classe C! par morceaux, donc Y est une variable aléatoire & densité
et une densité fy de Y s’obtient par exemple par dérivation sur R* et en

faisant un choix arbitraire en 0 : )
0 siy <0

Fy)=921_ siy>o0
7T]_—|—y

b) Il est clair que Y n’admet pas d’espérance, puisque yfy (y) ~ % au

+0o0
voisinage de +o00 et donc déja l'intégrale / yfy (y) dy diverge.

s

5.a) On a : (M, < z] = ([Y; < z], ce qui montre que M, est une

1
variable aléatoire, clairement & valeurs dans R™. De plus, pour z > 0, par

indépendance des (Y;), on a :

P(M, < z) = Z_E[lp(yi <1)= (% Arctan(m))n.

.
I

0 stz <0
Donc : Fiy, (x) = { "

(% Arctan(m)) siz>0
b) On a Z,,(2) = |0, +o0| et pour = > 0 :

P2y 2 ) = PO, < B) = (ZArctan(B)” = (25 - Arctan(£))

n

car pour t > 0, on a Arctant + Arctan% S %
e

Or: nln(1 — 2Arctan(ﬁ)) ~ —2nArctan(£) ~ 2z
™ N (nsoo) T N’ (n—oc) T

Donc Vz > 0, lim P(Z, < x)=1— e~ # et comme Z, est a valeurs dans
n—oo

R, ceci prouve que Z,, tend en loi vers la loi exponentielle de parametre 2
7

Exercice 3.4.

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n et k boules bleues non
numérotées. Les boules sont tirées avec remise jusqu’a ce qu’'une boule bleue
soit tirée. Au cours de ces tirages, on définit le nombre R de répétitions de
la maniere suivante :

au début, R = 0. Ensuite, on ajoute 1 a R des que 'on obtient une boule
numérotée qui avait été déja tirée précédemment.
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1. Déterminer les probabilités des événements suivants :

A; = «la premiere boule tirée est la boule numéro 1.

As = «la premiere boule tirée est une boule portant un numéro strictement
supérieur a 1.

A3 = «la premiere boule tirée est une boule bleue ».

2. On note Ay I'événement «la boule numéro 1 n’est jamais tirée lors du
jeu». En utilisant la formule des probabilités totales avec les événements

précédents, montrer que P(Ap) = kL%—l

3. On note X le nombre de fois ou 'on a tiré la boule 1 au cours du jeu. En
utilisant un raisonnement analogue a celui de la question précédente, montrer

que E(X) = %

4. On définit la variable aléatoire Y par :
Si X >1alorsY =X —1
Si X =0,alors Y =0
(Y est donc le nombre de répétitions de la boule numérotée 1.)

Montrer que E(Y) = > (m —1)P(X = m) puis que E(Y) = S —
m>1 k( +1)

Soit r un entier naturel. On recherche la valeur minimale de k (en fonction

den et r) de maniére a ce que le nombre moyen t de répétitions soit inférieur
ou €gal a r.

5. Montrer que t = nE(Y).

].

NO[—

6. En déduire que la valeur minimale recherchée est kg = | % + i —

Solution :

1. On a clairement : P(A;) = - _1I_ 7 et P(As) = Z’__'_ ]17 La probabilité que

le jeu s’arréte des la premiere étape vaut P(As) =

k
n+k’
2. Les événements A, Ay, A3z forment une partition de I’ensemble €2. De plus,

les événements Ay et A; sont incompatibles. Si la premiere boule tirée est
une boule bleue, le jeu s’arréte et A3 C Ag. Les tirages étant indépendants,

P4, (Ag) = P(Ay).

Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales :

P(Ag) = i P(A;)Pa,(Ag) = P(A;)x0 + P(A3)Pa,(Ag) + P(As)x1

_n—1 k
o n+kP(A0) n+k
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. n+k—n+1 _ _k k
Soit : iy P(Ap) = sy e

3. On utilise la, décomposition selon les événements A;, Ao, Az. Ainsi :
E(X) = E(X|A1)P(A1) + E(X[A2)P(A2) + E(X|A3)P(A3)
= (E[X]+1)xP(A1) + E(X)xP(A2) + 0,

E(X)+1 — y s
(—gk -I-n_'_]lCE(X),dou:E(X)(l— L

d’ou P(4p) =

soit : E(X) =

4. D’ apres la définition, ¥ = max{O X —1}. A1n31 :
E(Y) = ka( =k) = ka( =k) = k;kP( =k+1)

_ i(m — 1)P(X =m), soit :
E(Y) = f;j (m—1)P(X = m) = E(X) —
1

M8

P(X =m) = B(X) ~ P(4o)

=

ko1
ETE+1 RE+D

5. Pour i € [1,n], en notant Y; le nombre de répétitions de la boule numérotée
i, on a clairement, par symétrie, £(Y;) = E(Y). Ainsi :

— B( éy) = _:fle(m) — nE(Y).

6. Finalement, t < r <= nE(Y) < r < <r <= rk’®+rk—n <0.

W!i 1)

Soit, comme k est entier, k > { LLaEN 1_ lJ.
r 4 2

Exercice 3.5.

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé. Soient 0 > 0 et X, X;,...,X,, des
variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 6].

1. Montrer que In X admet une espérance et calculer son espérance m.

1
2. Pour tout n € N*, on pose Y,, = (Xlx e xXn) n
a) Montrer que la suite (InY},),cn+ converge en probabilité vers m.

b) En déduire que (Y},)nen+ converge en probabilité vers e™.

3. Soit M, = = nax X;. Calculer, pour tout z € R, P(M,, < x).

4. En déduire que (M,)nen+ converge en probabilité vers une variable
aléatoire constante C' que 'on déterminera en fonction de 6.
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5. a) Donner, pour tout réel z, la nature de la série Y P(M, < x).
neN

b) Montrer que pour tout w € €2, la suite (M,,(w))nen+ converge.
c¢) Soit € > 0. Montrer que P( lim M, <0 —¢)=0.
n——+oo

Solution :

1. La variable aléatoire X admet pour densité %1[079]. De plus, pour a > 0,

a
/ In x dx converge. Ainsi, d’apres le théoreme de transfert :
0

0
m = E(X) :/ Inzxkde =
0

7 [xlnx—x}iozlnﬁ—l.

Sl

a) D’apres la loi faible des grands nombres, la suite de variables aléatoires
n

2.
(% > In Y;)n converge en probabilité vers m. Soit :
i=1
Ve>0, lim P(|lnY,—m|>¢)=0
n—-4oo
b) Soient ¢, n > 0. Notons g = min{ln(1 + ee~™), —In(1 — ee™")}.
D’apres la question précédente, il existe ng € N tel que pour tout n > ng,
P(|InY,, —m| > g9) < n. Par suite :
P(|Y, —e™| <e)=P(In(l —ee™™) < In(Y,) —m < In(1 +ece™™))
> P(|lnY, —m|<ey)=>1—n
Soit, P(|Y, — ™| > ¢) <.
Ainsi, la suite (Y,), converge en probabilité vers e™.

3. D’apres la définition de M, la positivité et I'indépendance des (X;),

e Six <0, P(M, <x)=0.
e Six>0, P(M, <x)=1.
e Sixzel0,6],
P(M, <z)=P(ic[l,n], X; <x)= _ﬁlp(Xi <a)= (/Ow%dx)n

- (3)"
4. Soit C' la variable aléatoire définie par P(C' =6) = 1. Soit € > 0. On a :

P(|Mn_0|>5):P(|Mn_‘9|25):P(9_Mn>6)
=P(M, <0—¢) — 0.

n—oo

Ainsi, la suite (M,,), converge en probabilité vers la variable aléatoire
constante égale a 6.
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5. a) D’apres la question 3., la série de terme général P(M,, < x) converge si
et seulement si x < 6.

b) La suite (M, (w)) étant croissante et majorée par 6, elle converge.
c¢) En utilisant la question précédente :

P(lim M, <0—¢)=PNVneNM,<0—¢c)=P(({M, <0—c¢})

n—00 neN
< P(My, < 0 — ¢), pour tout entier naturel k.
Or, d’apres les questions précédentes, klim P(My <60 —¢)=0, soit :
— 00

P(lim M, <6—¢)=0.

n—oo

Exercice 3.6.

Soient Xq,...,X,,... des variables aléatoires, définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes qui suivent toutes la loi de Poisson de parametre
1. Pour tout n € N*, on note S,, = X7 +---+ X,,. Soit M un nombre réel tel
que M > 0.

1. Donner la loi de S,,, son espérance et sa variance. Justifier la convergence en
S, — n)
\/ﬁ neN*

loi de la suite ( vers une variable aléatoire N dont on précisera

la loi.

2. a) Pour tout n € N* et tout k € [1,n], montrer que :
k . 2
{ k
b) On note (3, la partie entiere de M+/n. Montrer qu’il existe n; € N tel
que :
n=n — n=pB,+1.
Dans toute la suite on se place dans le cas ot n > n;.

S, —n
Vn

0 sinon

3. Soit la variable aléatoire Y,, = h(

par :

), ou la fonction réelle h est définie

—n n+1 n—_Ln
E(Y,)=¢—=(—- - 1 .
(¥a) \/ﬁ( n! (n—ﬂn—l)!)
b) Puis que :
E(Yn) < e n 2 < E(Yn) + we_%_

n!
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4. En étudiant la série de terme général u,, = In(a,+1) — In(a,), montrer

. , e_nnn+l e .
la convergence de la suite de terme général a,, = =—=—= vers une limite

n!
K > 0.

5. En admettant que E(Y,,) converge vers E(h(N)) quand n tend vers 400,
montrer que :
M? M? 2
- - M
1=e 7 «rgl=¢ 2 tKe 7.

Vor Vaor

. 1
En déduire que : n! ~ V2rn"T2e ",

n—oo

Solution :

1. S,, suit la loi de Poisson de parametre n, d’espérance n et de variance n.
. s A .. . —n .
D’apres le théoreme central limite, la suite (S”—)n converge en loi vers N

Vn

qui suit la loi normale centrée réduite.

2. a) D’apres I'inégalité de convexité 1 —z < e~ ", on a : (tout est positif) :

k

. 1o b i k(k+1 2
i];[()(l—%)gil;loe n:exp(_;:o%):exp(_%)<6XP(_§_n).

b) Comme (3,, < M+/n, pour avoir n > 3, +1 il suffit que n—M+/n—1 > 0.
Cette inéquation du second degré en /n posséde un coefficient dominant
positif donc elle est vraie au voisinage de +oc.

On peut aussi dire que 3, = [M+/n] i~ M+/n =) o(n)

3. a) Par théoreme de transfert, sous réserve de convergence de la série, on
a:

vn vn

0 sinon

+00 -n
E(Y,) = kz::oh(k\;ﬁn)e k!nk’ or h(k_ﬁ) =

Et: 5= ¢ [-M,0] < k € [n— My/n,n] <= k € [n— B, n).
Jn

Donc la série converge (il n’y a qu’'un nombre fini de termes non nuls) et,
comme [n — f3,,n] C N* (d’apres la condition n > n;), on a :

En k—n e ™nf e " zn nktl nk
E Y’I"L = — = _

n n+1 nn—ﬂn

e\/ﬁ(nn! (=B, — 1)!>

b) La premiere inégalité est évidente d’apres ’égalité ci-dessus. Pour la
seconde on utilise 2. a) avec k = 3, :

{’f” si B=1 ¢ [~ 0]
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D’ou :

4. Le calcul donne :

un:(n—i—l—l—%)ln(n—i—l)—(n—l—l)—ln((n—i—l)) ((n—l—%)lnn n—1In(n!))

un:(n—|—1+ )In(n+1)—1—In(n+1)— (n—l— )lnn-(n—i— )1n(1+1) 1
l)(l 1 1 1 ( 1 ) ~ 1

1
r 1 . 1 Ay 1 1
2/\n 2n2+3n3+0(n3)) 1202 T2 3 1o

Ainsi, par la régle de Riemann ) u,, converge ; la suite In(a,,) converge donc
par télescopage ; ainsi (a,) a une limite K strictement positive (c’est une
exponentielle).

:(n—i—

5. On passe a la limite quand n tend vers U'infini dans ’encadrement 3. b) en
utilisant :

B _ M
° lim ——”——T,d’aprés M\/ﬁ—1<5n<M\/ﬁ

n——+o0o 2n
2

M2
Donc lim e 2n =e "2
n—-+oo
e lim E(Y,)= FE(h(N)) (admis) et par le théoreme de transfert :
n—-+4oo . 2 . _ﬁ _M_2
E(h(N)) = dr = e 2 g1l 2
w = [ ()\/—:c e

1—e" 2 1— e_ —2
— = < KL<—F——+Ke
V2T S V2T
L’encadrement obtenu est valable pour tout M > 0. En faisant tendre M

vers oo on a K = L, d’ou I’équivalence d’apres le résultat de la question

A V2T

Exercice 3.7.

Soit a et ¢ deux parametres réels avec ¢ > 0. Pour n entier supérieur
ou égal a 2, soit x1,...,x, des réels fixés non tous nuls. On considere n
variables aléatoires Y7i,...,Y,, mutuellement indépendantes telles que pour
tout ¢ € [1,n], Y; suit une loi normale avec E(Y;) = ax; et V(Y;) = c.

Pour tout i € [1,n], on note y; une réalisation de Y; et fy, la densité continue
sur R de Y;.

Soit F' la fonction définie sur R x R}, & valeurs réelles, telle que :

F(a.e) =1n (IT fr ().



98 ESCP-Europe 2012 - Oral

1. Montrer que F est de classe C? sur R x R}

2. Montrer que F' admet sur R x R} un unique point critique (@,¢) que I'on
déterminera.

3. a) Montrer que pour tout a € R, on a: > (y; —ax;)? = > (y; — az;)>.
i=1 i=1

b) En déduire que pour tout (a,c) € R x R}, on a: F(a,c) — F(a,c) < 0.
Conclure.

n

L Z $1Y; et Cn =
Sn =1 i

4. On pose : s, = > a2, A, = (Y; — A,x;)%
i=1

1

S|

n

a) Que représentent a et ¢ pour A4,, et C), ?
b) Calculer E(A,) et V(A,).

¢) On admet que la définition et les propriétés de la covariance de deux
variables aléatoires discretes s’appliquent aux variables aléatoires a densité.

Montrer que pour tout i € [1,n], on a : Cov(Y;, 4,,) = ff—z c.
n

En remarquant que pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire (Y; — A, x;) est
centrée, calculer E(C),).

Solution :

1.On a: fy,(y;) = L exp (- lc(yz — ax;)?), donc

Les fonctions polynomiales sont de classe C? sur R et les fonctions ¢ — 1/c
et ¢+ Inc sont de classe C? sur R}, donc F est de classe C? sur R x R},

OF _ 1y OF _ 1 v
2. %(aac) = Z; Lili — %Sn et %(G»C) = —% + ?i;(yi —ax;)®.
L’unique point critique (a,¢) est donné par : a = sl Y xiy; et ¢ =
- ~ n =1
n > (v — al’i)Q-
i=1
n n R n . n .
3.a) Y (yi —ax;)? = Y (yi —ax;)? = —2a Y. zy; +a%s, +2a > vy —a’s,
=1 i=1 i=1 =1
done > (y; —ax;)? — > (y; — ax;)? = sp(a —a)? > 0, car s, > 0.

1 1

.
Il

(2
n

Bilan : pour tout a € R, Y (y; — az)? = > (y; — ax;)?.
i=1 i=1
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b) Compte tenu de 'expression de ¢, on a : F(a,c) = —% (14 In(27¢)). La
question a) permet d’écrire :
. ~ 1 n ~ ~
F(a,c)—F(a,c) = 5(1+ln (9)) — =5 Z(yi—axi)Q < %(1—|—ln (%) — g) <0
(car u >0 = Inu < u—1).

Bilan : V (a,c) € R x R}, F(a,c) — F(a,¢) < 0. Le couple (a,¢) est le point
de R x R} en lequel F' admet un maximum global.

4. a) Les réels a et ¢ sont les réalisations des variables aléatoires A,, et C,,
respectivement.

b) E(A ):Slé zilaz) = 24 = a.

Sn
n
Par indépendance des Y;, on a : V(4,) = lz Soate= L&,
2

c) Vie[1,n],
Cov(Y;, 4,) = Cov (Y, L 5" 2;¥7) = L Cov(Vi, 2,%;) = Zie.

n ;=1 n n

D’autre part, E(C,) = % Z E((Yz — Anxi)2) = % Z V(Y; — Apxy).

i=1 =1
Or:
zic  2z.%c
V(Y — Apzy) = V(Y;) + 22V (A,) — 22, Cov(Y;, Ay) = ¢+ T T
a:fc
=c— .
Sn
Par suite :
1 ¢ ziey _n—1
E(C,) = - Z; ( 5 ) =
Exercice 3.8.
Soit €1,€3,...,€p,... une suite de variables de Bernoulli indépendantes telles

que :
pour tout n € N*, P(e,, = +1) = P(e,, = —1) = 1/2.

1. Calculer 'espérance E((al +eg+ -+ 5n)2) en fonction de n.

2. Soit a € ]0, 1] fixé.
a) Montrer I'inégalité P(le; +e2 4 -+ +&,| = an) < ZL )
a“n
b) Montrer que

n

P(|51 + o0+ -+ 5n| Z an) = 2% 620 (?)1{|2£—n|2an}

olt 1{j2¢—n|>an} = 1 si £ satisfait [2¢ —n| > an et 0 sinon.
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c) Montrer que lim Ln Z ( )1{|2g nlzan} = 0.

n—-+oo 2

3. Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson, de parametre 6 > 0,
indépendante de la suite (&,,),>1. Calculer, en fonction de 0, I'espérance :
N+1

E(( % =)?).

n=1

Solution :

1. On a E(er) =0 et V(ex) = 1. D’apres 'hypothese d’indépendance :
Vier+-4en)=V(e)+--+ Vi) =n

et, puisque les variables aléatoires sont centrées :
E(ler+-4e)?)=V(er+-+en)=n
2. a) D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
174 e
P(le1+---+ep| = an) < (1 +2 2+€") = % :
a“n a“n
b) Si parmi les variables aléatoires €1, ..., &, il y en a exactement ¢ qui
valent 1 (les autres valant —1), alorsona:ey+---+e, =0—(n—{) =20 —n.

Comme il y a (Z) facons de choisir les places des 1 et que les événements
du type {1 = +£1,...,¢, = £1} sont tous de probabilité 1/2", on en déduit
que :

n
Plei+--4+e,=20—n) = an(é)
Par suite :

P(|61+"'+5n| 2 ) Z (€1+---—|—6n=2€—n)1{|%_n|2(m}

= 1 Z( )1{|2e—n|2an}-

c¢) D’apres la question precedente, quand n tend vers l'infini, la limite de
cette expression vaut 0.

3. Suivant les valeurs de N, nous avons en vertu de I'indépendance de N et
de la suite (g,), la décomposition :

N+1 co k41 5 0 k+1
PCE ) = B (5 2 iwen) = 55 (5 2oy =

k k
Par ailleurs, comme E(( sn)z) = > V(e,) =k, on obtient :

3
I
_
3
Il
_

E((Y e)?) = S (n+1) %e_e =60+ 1.
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Exercice 3.9.
Soit n > 1 un entier naturel. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soient
X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (€2, A, P) telles que
X(Q)=[1l,n+1] et Y(Q2) =[1,n+1].
Pour tout (i,5) € [1,n + 1]?, on pose

a;;j = P((X =j)N (Y =1)) et b;j; = Px—j (Y =1).
1. Dans cette premiere partie, on suppose qu’il existe un réel A tel que :

V(i,j) € [L,n+1]% ai,; = A(i " 1) (j n 1).

a) Calculer la valeur de \.
b) Déterminer les lois marginales de X et de Y.
c) Montrer que les variables X et Y sont indépendantes.

d) Soit Z = X — 1. Reconnaitre dans la loi de Z une loi usuelle. En déduire
I’espérance et la variance de X.

2. On note B € M,,11(R) la matrice dont le coefficient de la i"™ ligne et j*™°
colonne est b; ;.

a) Calculer la dimension de I'image et celle du noyau de B.

b) Calculer BP, pour tout entier p € N*.

c¢) Déterminer I’ensemble des valeurs propres de B. La matrice B est-elle
diagonalisable ?

3. On suppose a présent que :
V(i,5) € [1,n+1]% a;; = {a silitj—n-2/=1
0 sinon
a) Déterminer .

b) Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y
sont-elles indépendantes 7

¢) On note B € M,,11(R) la matrice dont le coefficient de la i ligne et
-eme -

J " colonne est b; ;. Ecrire B dans le cas particulier n = 4.

Solution :

1. a) Pour que les (a; ;) définissent une loi conjointe, il faut que pour tout

n+1n+1 n+1 n+1
. n n
(i,7) € [Ln+1]* a;; > 0et 1 = 7,; ]21 T = A 221 (@ - 1) 321 (J - 1)'

En utilisant la formule ) (;) = 2", on trouve : 1 = A.2".2". Ainsi,
p=0
A =272,
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b) On a X(Q) = [1,n + 1] et pour tout j € [1,n + 1],
L __n+1 B n n+1 n om n
P =j)= S ay=2(;21) X (i 21) =2 (;20)

i=1
Par symétrie, Y suit la méme loi (X — 1 et Y — 1 suivent la loi B(n,1/2)).
c) Pour tout (i,7) € [1,n + 1] :
: : nf M _nf N : ,
P(X = j)P(Y = i) =2 (j—1)2 (1—1) —P(X=jNY =i).
Les variables X et Y sont donc indépendantes.
d) On l'a dit : Z < B(n,1/2). On en déduit :

E(X)=EBE(Z+1)=E(Z)+1=5+1etV(X)=V(Z+1)=V(Z) =

2. a) Comme X et Y sont indépendantes, pour tout (i, 5) € [1,n + 1]?,
. : (M
big = Poc—py (Y =i) = P(y = i) =27"(; ).
On en déduit ’écriture de la matrice B. On remarque en particulier que
toutes les colonnes de B sont identiques. Par suite, Im(B) est de dimension
1. Par le théoréeme du rang, Ker(B) est de dimension n.

b) On pose B? = [¢; ;]. Pour tout (i,j) € [1,n+ 1], on a :

n+1 n+1
o= En = E (1)) =)
Dot : B? = B. Par suite, pour tout p € N*, BP = B.

c¢) La question précédente montre que P(X) = X? — X est un polynome
annulateur de B. Les seules valeurs propres possibles pour B sont donc 0 et
1. Comme Ejy = Ker(B) est de dimension n > 0, 0 est bien valeur propre de
B. On remarque d’autre part que comme B? = B, on a BX = X, ou X est
le vecteur correspondant a la premiere colonne de B. Ainsi, 1 est également
valeur propre de B et Fy = Ker(B — I,,41) est de dimension au moins égale a
1. 11 s’ensuit que dim(Ep)+dim(E;) > n+1, donc dim(Ep)+dim(E;) = n+1.
Ainsi, la matrice B est diagonalisable.
On peut aussi dire que B ne vaut ni 0 ni I, donc représente un projecteur
non trivial.

INE

n+1ln+1
3. a) Pour tout (4,7) € [1,n+1]?, on doit avoira; ; > 0et 1= > > a;; =
i=1 j=1
Na, ot N désigne le nombre de couples (i,7) € [1,n + 1]? tel que |i +j —
n — 2| = 1. Facilement N = 2n, donc o = %
n+1
b)Vje[lLin+1], P(X =j)= 3 ai;.
i=1

Sij € [2,n], on adonc P(X = j) = ant3—j,; + Gnt1—j,; = ¢+ = %

D’autre part, P(X =1)=P(X =n+1) = %
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Onremarque que P(X =1)P(Y =1) = 4% alors que P(X = 1nY =1) = 0.
n

Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.

0 0 0 1/2 0
0o 0 1/2 0 1
c) La matrice B s’écrit: B=[0 1/2 0 1/2 0
1 0 1/2 0 O
0 1/2 0 0 0

Exercice 3.10.

Pour tout entier naturel n, on définit ’ensemble D,, des densités de probabilité

+o0o
f: R — RY nulles sur R~ et telles que / x" f(x)dz converge. On note
0
+0o0
alors m,,(f) la valeur de cette intégrale. On note enfin : D, = (| Dg
k=0

1. Soit n un entier naturel. Déterminer tous les couples de réels positifs («, )
tels que :
fret fo €D, = afi +Bf € D,

2. a) Soit f € D,.
Montrer que pour tout entier k tel que 0

f €Dy et 0 <my(f)

k<n,ona:

<
< 1+ my(f).

2 1 :
b) Soit la fonction ¢ : x € R {Wxx2+1 SLa > O. Montrer que

0 sizx <0

CGDQ\Dl.

Dans toute la suite, on note T : D1 — Dy, lapplication définie pour tout

f € Do por T(f)(z) = L f.

3. On note fg » la densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre
A > 0, nulle sur R™ et continue sur R% . Montrer que fe x € Dy et calculer

T(fen)

4. Soit « et 8 deux réels positifs tels que a+ 8 =1 et f,g € D;. Exprimer
T(af 4+ Bg) en fonction de T'(f) et de T'(g).

Soit fo € Doy. On définit pour tout entier n > 0 : f,11 = T(fn).

5. Dans le cas général, exprimer f, en fonction de fy et m,(f) puis calculer
et reconnaitre f, lorsque fy est la fonction fg ».

6. Soit X et Y deux variables aléatoires continues de densités respectives
f € Dy pour X et T(f) pour Y.
On note F' et G leurs fonctions de répartition respectives.
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Comparer F et GG. Dans quelle portion du plan est situé ’ensemble des points

{(F(1),G(1), t e R} ?

Solution :

+oo
1. Comme v > 0 et 8 > 0, la seule condition a réaliser est afi+Bfs=1.

0
Les couples solutions sont : (a,1 — ), € [0,1] et (D,,+,.) n'est pas un
espace vectoriel sur R.

2. a) Soit f € D,,. Comme pour # > 1,0on a k <n = 2Ff(z) < 2"f(),
I'existence du moment d’ordre n entraine celle du moment d’ordre k.

+oo
On a / f(z)dz = 1, donc il existe un intervalle non vide [a,b] C Ry sur
0

b 400
lequel f >0et 0 < / ¥ f(z)dx < / 2" f(z) dz, donc my > 0. Enfin :
0

Q

—+o00 1 “+oo
/ ¥ f(x)dx < / f(x)dx —|—/ xF f(z)dx
0 0, 0 Lo
< (x)dx + / " f(x)dx.
0 0
Donc 0 < mp <1+ m,,.

2

b) La fonction ¢ : z +— £x 1g, (z) est continue et positive et :

N xj +1
/ c(z)dr = 2/ Qd_x = [2 Arctan:c}_ﬁoo = 1.
— 00 ™ 0 o +1 Q0 0
400
En revanche zxc(x) ol %x% et l'intégrale / zc(x) dx diverge, donc
+oo —c0

¢ € Dy, mais ¢ ¢ D;y.

3.0na feD; = my >0:T(f) est bien défini et on vérifie aisément que
T(f) appartient bien a Dj.

Or fer:z— e~ AT 1g, est continue et positive sur R.

Soit k € N, 2% fe \(2) = 0(%) au voisinage de 400, d’ou 'existence de m,,.
T

Donc fe x € Do et comme my = % :T(fex) = )\Qxe_mlﬂh.
4. Soita>0et f>0telsquea+=1et f,g € Dy.On a:

_ am;(f) pmi(g)
Tl +89) = G + bmg) L Dt G () + gy L9

:Un

M (f)

5.O0na: f1 = #(f)fo' Soit n > 0, on suppose que f, = fo ; alors
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+0o0o +oo
ma(fn) :/0 zfn(z)dx :/o 2"t fo(z)dx = M+ 1(F) o

Mo (f) M (f)
_zmu(f) z" gt
fur = mn—l-l(f) * mn(f) Jo= mn—i—l(f) fo-

Pour la loi exponentielle de parametre A :

+o0 1 00 |
ma(f) = / " Ne A Mdx = —n/ ume Ydu = 1.
0 A" Jo
et fn(z) = % Ae™ M1 4 oop(@), qui est une densité de la loi y(A,n + 1)

6. Soit f € D1, )
F(z) = 1p+ (2) /0 F(t)dt et T(f) € Do, G(z) = 1g+ (o) /0 #(f) F(t)dt

— Sixz <my(f),ona:F(x)—G(z)= m;n:tf(t)dt20 car 0 <t <o <
mi. 0
— Sixz > my(f) >0,ona:
+00 +oo
P() = Gla)= (1= [ f@de) = (Gholmi— [ efoyin)
+oo X X
- / E=m1 rpydt > 0. Dot F > G.
x mi

On a ainsi : Vt € R,0 < G(t) < F(

t) < 1 : la courbe est située dans le
triangle de sommets O, A B, avec A: (1

,0) et B:(1,1).

Exercice 3.11.

Une grenouille se déplace par bonds mutuellement indépendants de longueur
fize 1 en restant dans un plan muni d’un repére orthonormé (O, ", j).

On note (X,,Y,,) ses coordonnées aprés n bonds et D,, = /X2 +Y?2 sa
distance a 'origine. Au départ de I’histoire elle est en O, donc : Xy = Yy = 0.

1. Dans cette question uniquement, la grenouille reste sur la droite (O,;)
(donc Vn > 0,Y,, = 0). Elle fait des bonds z; = X; — X;_1, (i > 1) successifs
vers la droite (i.e. tels que z; = 1) avec la probabilité constante p € [0, 1] ou
dans 'autre sens (i.e. x; = —1) avec la probabilité ¢ = 1 — p.

a) Calculer la probabilité qu’elle soit revenue a son point de départ apres
2n bonds.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire D,,.

c) Déterminer deux réels a et b tels que z; = ax; + b suive une loi de

n

Bernoulli pour tout ¢ > 1. On note Z,, = > z;. Exprimer X,, a l'aide de Z,
i=1

puis calculer les moments d’ordre 1 et 2 des variables aléatoires Z,, et X,,.
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2. La grenouille s’enhardit : elle effectue des bonds dans une dgection
quelconque. On note 6,, Pangle que fait le n®"¢ saut avec 'axe (O i"). On
suppose que pour tout n, 6, suit la uniforme sur [0, 27].

a) Exprimer X, et Y, en fonction des #;, 1 < i < n et calculer leurs
moments d’ordre 1 et 2.

E(X, 1Y? ;cos(6,)) = E(X2_,Y,_1sin(6,)) =0
E(Y,_1 cos?(0,)sin(6,)) = E(X,,_1 cos(f,)sin?(0,)) = 0
c¢) En déduire Cov(X,,Y,) et Cov(X2,Y,?). Les variables X,, et Y, sont-

elles indépendantes ?

b) Montrer que : {

Solution :

1. a) [Xa, = 0] signifie qu’il y a eu n sauts a droite et n a gauche. Donc par
application du schéma binomial :

P(inZO)Z(n)p q Z%p q

b) On a X,,(2) C [-n,n] , et [X,, = k] est réalisé si et seulement si le
nombre de sauts a droite (nsd) est égal au nombre de sauts a gauche (nsg)

+k, et comme nsg + nsd = n on en déduit : nsg = & 5 kot nsd = nT—I—k
Ces 2 quantités doivent étre des entiers d’ou :
n n+k n—=k . . .
P(X, =k) = { (n_—l—k)quT si k et n de méme parité
n— N = 2
0 sinon

Par conséquent D,,(2) C [0,n] et :
n\y n n .
o P(DnZO):P(Xn:O): (%)p2q2 S1 n palr
0 si n impair
e Pour 0 < k <n:P(D,=k) =PX, =k)+ P(X, = —k), soit par
symétrie des coefficients binomiaux :

n n—2|—k: ngk n;k n—2|—k: ot q R "

P(Dn:k;): (nTHﬂ>(p q +p q ) sl k et n de meme parité
0 sinon

¢) az; + b prend les valeurs b — a et b+ a, on peut donc prendre a = b = %

et z; = ax; + b suit alors la loi de Bernoulli de parametre p.

OnaX,=)> z;,=> (22 —1)=2Z, —n avec Z, — B(n,p). Ainsi :
i=1

=1

E(X,) =2E(Z,) —n=2np—n; V(X,) =4V (Z,) = 4npq
2.a)Ona X, =) cos(b;) et Y,, = > sin(f;). Par le théoreme de transfert :
i=1 i=1
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27
E(cos(0;)) = / % cos(0)df = 0 et de méme E(sin(6;)) = 0. D’ou :
0
Vne N E(X,)=EY, =0

De méme : ) )
V(cos(6;)) = E(cos?(6;)) = /0 o= cos?(0)df = ﬁ/o (14cos(20)) df = 5 ;
d’ot1, par indépendance V(X,,) = % De la méme fagon V(Y,,) = %

b) Les variables aléatoires X,,_1Y,2 | et X2 Y, _; sont des fonctions des
0; pour i € [1,n — 1], donc sont indépendantes de 6,,. Ainsi :

E(X, 1Y? ;cos(6,)) = E(X,_1Y,2 {)E(cos(6,)) =0
{ E(X2 Y, 1sin(6,)) =0

n—1
27
. : _ 1 - __ 1 2r
On a : E(cos?(6,)sin(0,)) = %/0 cos? Osin df = o [ cos? 9)}0 =0, et

de la méme facon : E(cos(#,,)sin?(6,)) = 0. Donc encore par indépendance :
E(Y,,_1 cos?(0,)sin(6,)) = 0 et E(X,,_; cos(f,)sin?(6,)) = 0.
c)On a:

Cov(X,,Y,) = > Cov(cos(b;),sin(f;)) = zj: Cov(cos(#;),sin(6;))

1<4,5<n =1
2m
Or Cov(cosb;,sinf;) = E(cosf,;sinf;) = %/ cosfsinfdf = 0 et donc
0
Cov(X,,Y,) =0.

On a: E(X2Y?) = E((Xn—1 + cos(0,))?(Yy—1 + sin(6,))?)
On développe, on utilise la linéarité de ’espérance, I'indépendance de 6,, avec
X,_1 et Y, 1, et les résultats précédents. Il reste :

B(X2Y2) = B(X2_,\Y2 ) + 5L 4 E(cos?(6,,) sin?(6,,))

2
=FE(X2 Y? )+ 1D 5 1, %, et en sommant :

Cov(X3, V) = E(XY?) — E(X7)E(Y;]) = —g #0

Si les variables X, et Y,, étaient indépendantes il en serait de méme de X,Zl et
de Y2, or celles-ci sont corrélées, donc X, et Y;, ne sont pas indépendantes.

Exercice 3.12.

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs x1, x2, ..., %,
avec les probabilités respectives p1,po, ..., Pn.
On définit la fonction ¢ x sur R* par :

ViR, px(t) = 1 In(E(eX))
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ou F désigne 'opérateur espérance.

1. Montrer que px est ainsi bien définie sur R* et prolongeable par continuité
en 0, en posant px(0) = E(X).
On note encore px la fonction ainsi prolongée.

2. Démontrer que px est dérivable en 0 et calculer ¢’y (0) & laide de la
variance de X.

1.,
2

b) Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, on a :

V> 0,0x(t) < B(X) + LE(X?)

4. a) Pour tout ¢ € [1,n], on note f; la fonction ¢ — e**i. Montrer que la
famille (f1,..., fn) est libre.

b) En déduire que deux variables discretes finies X et Y ont la méme loi
si et seulement si les fonctions ¢ x et ¢y sont égales.

3. a) Montrer que pour tout u < 0,ona:e* <1+u+

5. Montrer que si X et Y sont des variables discretes finies indépendantes,
alors PX+Yy — PX + Py -

6. Montrer que @x est impaire si et seulement si X est une variable
symétrique, c’est-a-dire telle que X et —X ont la méme loi.

Solution :

1. ¥ ne prend que des valeurs strictement positives (en nombre fini) donc
son espérance existe et est strictement positive, ce qui prouve que @x est
bien définie sur R*.

On a E(e!X) = 3" ef®ip;. Or : ! =1+ tx; + o(t), donc
i=1

E(eX) = > e®ip; =Y pi+ > taipi +o(t) =1+ > tap; + o(t)
1=1 i=1 i=1 i=1
Ainsi :

=

ox(t) =

In(1 + i tx;p; + o(t)) % i: TiPi

i=1 (t—>0)

(t—0) =1

2. On poursuit les développements asymptotiques :
E( ) Z etxzpz =1+ Z trip; + 5 Z t21}2p1 + 0(t2)

1= =1 1=

— 1+ B+ 28 o)
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2
et avec In(1 +u) =u — % + o(u?), il vient :

px(t) = %ln(l + E(X)t+ %X%t? + o(t?))
E(X?) - E(X)?

= FE(X)+ 5 t+o(t
Ainsi px est dérivable en 0, avec ¢’y (0) = %V(X).
3. a) la fonction u +— e* — 1 — u — 12 est de classe €= sur R™ et

fllu) =e*—1—u, f"(u) =e*—1 < 0. Avec f/(0) = 0, on en déduit
que f’ est positive sur R~ et comme f(0) =0, f est bien négative sur R™.
b) On peut donc écrire dans ce cas :
EX)=Yeip, < (14+t> x; + %tQ SaP)p =1+ tE(X) + %tQE(X2)
et donc :

px () < L1+ tB(X) + S2B(X?) < B(X) + L B(X?))

Car on sait que In(1 +u) < u.

4. a) L’application f — f’ est un endomorphisme de I'espace des fonctions
de classe C* sur R et I'application t — e'®¢ est propre pour la valeur propre
x;, d’ou la liberté demandée.
b) * Si X et Y ont méme loi, il est clair que px = py.
* Réciproquement supposons que X et Y soient discretes finies telles que
wx = @y. Quitte a ajouter des valeurs prises avec une probabilité nulle, on
peut supposer que X(Q) = Y(Q) = {z1,...,2,} et on pose p; = P(X =
mn mn

z;),q = P(Y = z;). On a alors Vt # 0, Y eip; = > e!®ig;, résultat bien
i=1 i=1

entendu valable pour ¢ = 0. La liberté précédente donne Vi,p, = ¢q; : X et Y

ont méme loi.

5. Si X et Y sont indépendantes, il en est de méme de e*X et e!¥ et :
E(et(X+Y)) — E(etXetY) — E(etX)E(etY)

D’ou, par passage au logarithme : ox1yv = ox + py.

6. px impaire <= px(t) = —px(—t), or le retour a la relation de définition

donne : —px(—t) = p_x(t)

Donc ¢x impaire <= ¢px = ¢_x <= X et —X ont méme loi (résultat 4.

b)).

Exercice 3.13.

On note VP(A,0) la loi de Pareto de parametres A > 0,6 > 0 et 0 , c’est-a-

dire la loi de densité f définie par : f(z) = %(%)/\H siz >0, et flx) =0

sinon.
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Un phénomene économique suit une loi VP(A,0), 6 étant connu et A\ un
parametre que l'on veut estimer. On dispose pour cela d’un échantillon
(Xq,...,X,) de variables aléatoires indépendantes suivant cette loi.

On pose T = Zln(%) et/)::%.
i=1

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi VP(A,6) et Y =1In (

N

a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X .

b) Déterminer, lorsqu’elles existent, I’espérance et la variance de X .

¢) Montrer que Y suit une loi I' dont on précisera les parametres.
2. Quelle est la loi de T'? En donner une densité.
3. Calculer 'espérance et la variance de .

4. Déduire de A un estimateur XI sans biais de A. L’estimateur 5\: est-il
convergent 7

V(A = A)

converge en loi vers la loi normale centrée réduite N(0,1), et on rappelle
que la fonction de répartition ® de la loi normale centrée réduite vérifie

®(1,96) ~ 0,975.

En utilisant la loi A/(0,1) comme approximation de la loi de Z,,, donner, en

5. On admet que la suite de variables aléatoires n — Z, =

fonction de n (supposé assez grand) et de la valeur observée A\g de A, un
intervalle de confiance & 95% de \.

Solution :

1. a) Pour z < 0, Fx(x) =0 et pour z > 0, Fx(z) =1— (%)’\

b) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si A > 1 et
dans ce cas : E(X) = A0

A—1
De méme, la variable aléatoire X admet une variance si et seulement si A > 2
\§*
t alors : V(X) = .
et alors : V(X) 021

c) La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans R* et :
Vo >0,Fy(z) = P(X <0.%) = Fx(0.e®) =1—e "
Donc Y suit la loi exponentielle de parametre A, c’est-a-dire la loi I' de
parametres % et 1.



Probabilités 111

2. La variable aléatoire T' est la somme de n variables aléatoires indépendantes

de méme loi F(%, 1), donc T suit la loi F(%,n). Une densité fr de T est
donnée par :

Az, n—1yn
Vi <0, fr(z) =0,¥t >0, fr(z) = £ (nx_ 1)1)\

3.x0na\= %, donc sous réserve d’existence :
~ Fo0 0 Az on—2yn—1
_ n _ _nA e "
E()\)—/_OO xfT(x)dx_n—l/O =) dx

On reconnait I'intégrale d’une densité d’une variable suivant la loi F(%, n—1),
ce qui prouve que l’espérance existe et vaut :

EQ\) = -4

T on—1

* En procédant de la méme facon on montre que X admet un moment d’ordre

242 ~ 242
n —q)f\n o) donc une variance valant : V(\) = (= {l);%n )

~ ~ ~ ~ 2
4.\ =1 — L vérifie EM) =Xet V() = h Cette variance est de

limite nulle lorsque n tend vers l'infini, donc Xl est un estimateur sans biais
et convergent de .

2 valant

5. En approchant la loi de Z par la loi normale centrée réduite, on obtient :

P(—1,96 < M <1,96) = 0,95

~

C’est-a-dire : P(LX <AL v/ A)=0,95

Vvn+1,96 S V/n—1,96
On obtient donc comme intervalle de confiance pour A, au niveau de confiance
0,95 :

VAT W Vi TR
[\/ﬁ+1,96 O n— 1,96 J

Exercice 3.14.
Soit a et A deux réels strictement positifs et f la fonction définie sur R par
flz) = { Aaz@~le=A " siz>0
0 sinon
1. Montrer que f est une fonction de densité.

On note X une variable aléatoire admettant f pour densité. On dit alors que

X suit la loi W(a, X))

2. Calculer la fonction de répartition F' de X, ainsi que la fonction r définie

+ —
sur R* par r(x) = = F(a)
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3. Dans cette question, on suppose que o > 1 et que X suit la loi W(a, A).
a) Montrer que la fonction r est strictement croissante sur RT et vérifie
r(0) =0
b) Montrer que la variable aléatoire Y = r(X) suit la loi W (a/, ') avec

% + é = 1. Exprimer )\ en fonction de A, a.

4. Réciproquement, on suppose que la fonction r vérifie les deux propriétés :

e la fonction est continue, strictement croissante sur R™ et vérifie 7(0) = 0,
e la variable aléatoire Y = r(X) suit la loi W(a/, '), avec o/ > 1.

Montrer que X suit la loi W(a, \), le lien entre (a, A) et (o, \') étant donné
dans la question précédente.

Solution :

1. La fonction f est continue sur R™* et sur R™. Elle est positive sur R et
+o0

+oo
oo‘f“)dtzzfg Aot~ le 2 dt = [ — e "] ® =1

2. Pour x <0, on a F(x) =0 et pour x > 0,
F(x) = / Aatele A" gt = [ — e—m:a]g =1 —e M
0
R 1 C)
Et donc, pour x > 0 : r(z) = = F2)

3. a) On suppose que a > 1, ce qui fait que la fonction f est continue sur R.
Par la question précédente, r(z) = daz®~! est strictement positive sur R™,
vérifie r(0) = 0 et 7/(2) = Aa(a — 1)z* "2 > 0 sur R

b) Posons Y = r(X). La fonction de répartition G de Y est nulle sur R~
et pourzx > 0:G(x) = PY <z)=PrX)<z)=PX<r )=
F(r~H(z))

puisque la fonction r est bijective strictement croissante sur RT.

= daz®1

On montre aisément que r~!(z) = (f—a)l/(a_l). Ainsi :
six <0

af/(a—1
G(r) = { 1—exp(— A((;U)/OEW—)U)) sinon
a

On a donc o = - Q@ 7 et N = ()\—>‘)a, On vérifie que 'on a bien :
Q
X

4. Notons R : = — r(t)dt. Cette fonction est de classe C! sur RT et
R'(z) = r(z). Ainsi :

+L -1
«

Q|
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r(z) = 1f—% — R(2) = — L (n(1-F(2)) et R(z) = In(1- F(2)) + K.

La condition initiale donne K =0 et :
Flz)=1-eF® (%)

Par stricte croissance de r, pour x > 0 :

11—V = P(r(X) < 2) = P(X <r7'(2)
et donc :

F(z) = P(X <a) =1 -V 0@ (i)
En utilisant les relations (%) et (xx), il vient :
R(z) = N(r(2))® = N(R'(x))*, soit R'(z)R(z)~ "/ = (%)”“'

(R'(
En intégrant, il vient, comme R(0
1

)
)

=0:
1 1
1_ %Rl—l/a — —)\/]_/Oc/x
1.1 _ ‘qui s .opl/afyy — 1
Comme St = 1, cela est équivalent & : R/ (x) = a()\/)l/a,x et
_ 1
R(.QZ) - (a)\ll/a/)ax

On termine en utilisant la relation (x) : F(z) = 1 — e @) =1 — exp(Az®).

Exercice 3.15.

Soit (A,), une suite d’événements d’un espace probabilisé (€2, A, P). On note
pn = P(Ay). On note B I'événement () ( U Ax).

n>1 k>n
On rappelle que cet événement est en fait :

B = {w € Q | w appartient & une infinité des A, }.
1. On suppose que la série > P(Ay) converge. Montrer que P(B) = 0.
2

2. On suppose que les événements (A,) sont indépendants et que la série
> P(A,) est divergente.
n

a) Montrer que I'événement B est égal & |J ( () Ax), ot M désigne
n>1 k>n

’événement contraire de 1’événement M.

b) Exprimer P( () Ag) en fonction des py.
k=n

c) Montrer que la série Y In(1 — px) est divergente.
k

d) En déduire que P(B) = 1.
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3. Soit a un réel strictement positif et (X,,) une suite de variables aléatoires

indépendantes telles que pour tout n, X, suit la loi de Bernoulli de parametre
1

n®’

a) Montrer que lim FE(X,)=0.

n—-+oo
b) On suppose que 0 < o < 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1,
I’ensemble {n | X,, = 1} contient une infinité d’éléments.

¢) On suppose que a > 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1,
I'ensemble {n | X,, = 1} est fini.

Solution :

m o0
1. Pour tout entier m,ona: (| U Ar= U Ak
n=1k>n k=m

La série > P(A,,) est convergente. Donc lim >  P(Ag) =0.

mr+Hmk:m
Or P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B) < P(A) + P(B), donne par une
récurrence simple P(A4,,UA;,,+1U...UA,) < P(An)+P(Ams1)+---+P(A,)
et par passage a la limite par o-additivité :

P(kg A) < k;i P(Ay)

ce qui montre que P(B) = lim P( (| U 4x) =0.

m—oo n=1k>n

2. a) Les regles de de Morgan donnent immédiatement ( () |J Ax) =

L n>1k>n
U N 4.

n>1k>n

b) Par indépendance des événements (A4,,) et donc de leurs complémentaires

P( O &) = I1 P(A) :;ﬁ (1 pi)

c¢) Deux cas :
e si (p,) ne tend pas vers 0, alors In(1 — p,) ne tend pas vers 0 et la série
> In(1 — p,) diverge grossierement.
e si lim p, =0, alors, —In(1—p,) ~ p,, et par hypothese de la question,

n—-+oo
la série ) p,, diverge. On conclut par le théoreme d’équivalence des séries a

termes positifs ou nuls.
Dans les deux cas, la série Y In(1 — p,,) diverge vers —oo.
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d) Comme In ( ] (1 —px)) = > In(1 — pg), par continuité de la fonction
k=n k=n
exponentielle, il vient : lir£ I[TM@—px) = JI (1A —pr) = 0. Ainsi,
M=r100 L—p, k=n
P( N 4x) =0.
k>n

Comme la suite ( N A_k)n est décroissante, pour tout m, on a :

k>n
U NAe= N 4
n=1k>n k>m
et donc, P( |J (N 4x) =0, ce qui entraine que P( (| |J A4x) = 1.
k=1k>n k=1k>n

3. a) De maniere évidente E(X,,) = P(Z, =1) = 1 qui tend vers 0 lorsque

nO{
n tend vers 400

Pour les deux questions suivantes, on pose : A, = [X,, = 1]. Les variables
aléatoires (X,,) étant indépendantes, les événements (A,,) le sont aussi.

b) La série > P(A,) diverge. Par la question 2, P(B) = 1, ce qui
signifie que les événements [X,, = 1] sont réalisés infiniment souvent avec
la probabilité 1.

c) La série Y  P(A,) converge. Par la question 1, P(B) = 0, ce qui
signifie que les événements [X,, = 1] sont réalisés infiniment souvent avec
une probabilité de 0, ou qu’ils ne sont réalisés qu’un nombre fini de fois avec
la probabilité 1.

Exercice 3.16.

1. On considere la fonction f définie sur R par ¢t — f(t) = lexp(—|t|).

2
Montrer que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X dont

on déterminera la fonction de répartition, I’espérance et I’écart-type.

2. Soient X et X5 deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que
X. Déterminer une densité g de Y = X7 + Xs. Quelles sont les valeurs de
I’espérance et de ’écart-type de Y 7

3. a) Donner une densité de la variable aléatoire X; — Xo.

b) On effectue indépendamment 1'une de l’autre, deux mesures de la masse

d’un méme objet. On suppose que 'erreur commise a chaque fois suit la loi
de X.

Soit a réel positif. Quelle est la probabilité que les deux mesures effectuées
ne different pas de plus de a ?



116 ESCP-Europe 2012 - Oral

c¢) Pour quelles valeurs de a I'inégalité de Bienaymé-Chebychev donne-t-elle
une information sur cette probabilité ?

Solution :

1) La fonction f est continue sur R, positive.
+oo

+oo
On a : f(t)dt = %/ e tdt =1, donc f est une densité.
00 0

* Si F' est la fonction de répartition de X, on a :

Siz <0, F(:z:):%/ etdt:%em
L | o

Si z > 0, par symétrie, F(z) =1— F(—z) =1— e "

* La convergence (absolue) de l'intégrale définissant 1’espérance est banale
et, par symétrie, ’espérance est nulle.

* Enfin la variance est égale au moment d’ordre 2 et :
—+ 00 —+ 00
V(X)= / %th—“' dt = / t2e~tdt =T(3) =2
—00 0

2) Une densité g de Y est donnée, par convolution, par :
+oo
o) = / Lo-lilg-le—t gt
—00

xT 0 +o00
Pour = < 0, 4g(z) = / e2t— d¢ _|_/ o dt _|_/ o2t g4
x 0

— o0

D’ou : g(x) = %(1 —x)e”

0 T 400
Tandis que pour x > 0 : 4g(x) = / e2t—T dt _|_/ e~ % _|_/ oT—2t g
—00 0 T

D'ou : g(z) = %(IE + 1)e ",

On peut donc écrire :
Vo eR, g(x) = 114 |af)e I
Par linéarité de l'espérance : E(Y) = 0 et, par indépendance :
VY)=V(X;)+V(X2) =4.
3) a) La variable — X5 a méme loi que X2, donc, toujours par indépendance,
X1 — X5 améme loi que Y = X7 + Xo.
b) Soit X; l'erreur aléatoire commise lors de la premiére mesure et Xs

celle commise lors de la seconde. On cherche la probabilité de 1’événement

| X1 — Xs| < a, clest-a-dire —a < X1 — X2 < a. On peut donc écrire :
a

p:P(—aéXl—nga):/ g(m)dw:%/ (2 + D)o da
0

—a
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Une intégration par parties donne la solution et :
p= %(2 — (0, + 2)e_a)

c) L’inégalité de Bienaymé-Chebychev donne une indication des que la
largeur de 'intervalle considéré est égale au moins a deux fois 1’écart-type de
Y, c’est-a-dire pour a > 2.

Exercice 3.17.

On note ¢ la densité continue sur R de la loi normale centrée réduite et ®
la fonction de répartition correspondante. On dira qu’une variable aléatoire
réelle positive X suit la loi LN(u,0),n € R,0 € R% si sa fonction de
répartition F'y est donnée par :

Fy(z) = {@(%((mow — ) >0

1. On suppose que X suit la loi LN (u,0), et on pose Y = In X. Déterminer
la fonction de répartition Fy de Y.

2. Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes, respectivement de
lois LN (p1,61), LN (us2,02). Déterminer la loi du produit X; X5.

3. Soit Z est une variable aléatoire de loi LN (u,8). Montrer que pour tout
¢, € RY, la variable aléatoire cZ* est de loi LN (1',6’), ot on précisera les
valeurs de u’ et 6.

4. Soit p € ]0,1[ et ¢ = 1 — p. On définit X;,..., X,, des variables aléatoires
indépendantes de méme loi définie par :
PX;=e)=p,P(X;=1)=q=1—0p.

n

a) Quelle est laloide S, = > (InX;)?

i=1
b) Montrer que lorsque n tend vers 400, la fonction de répartition de la

n 1
variable aléatoire T,, = e_p\/ﬁ( I XZ-) vn converge en tout point de R? vers
i=1

une limite que 'on déterminera.

Solution :
1.Ona:¥oeR P(Y <2)=PInX <z)=P(X <e*) = (4 — p).
Donc Y suit la loi N(u, 6).

2. Si on pose Y; = In X;, on a X; Xy = €112, Par stabilité et indépendance,
Y1 + Ys suit la loi N'(p1 + p2, /07 + 02). Par suite X7 X5 suit la loi LN (u1 +

K25 4/ 9% + 9%)
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3.0naln(cZ*) =Inc+alnZ =lnc+ aT.
Soit t € R, on a :

P(aT+Inc<t)=P(T < é(t—lnc)) ®T<1(t—lnc))
= (%(é(t —Inc) — p))

O s : 1
Donc c¢Z“ suit la loi LN(ua + Inc, @).

4. a) In X; suit la loi B(p). Par suite S, suit la loi B(n,p).
b) On a:

VteR:, P(T, <t) = P@>qu1xqv¢’<o

@(ﬁ(t—lnc—,ua)).

< Int
n n)

n — Sn_np
(p\/_+\/— n <Int) = P( Tn

S, —n . . . . ,
Or (”qup)n converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée

réduite, donc :

) Sp —np Int
lim P(T, <t)= lim P <
Jim P(Tn < t) = lim (S0t < Jme) =

Exercice 3.18.

nt
o(1nL)

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(X > n) > 0 pour
tout n € N.

On appelle tauz de panne de X la suite réelle (x,)nen des probabilités
conditionnelles définies par :

1

1. a) Vérifier que P(Y = n) = ] définit bien une loi de probabilité
sur N*.
(On pourra déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n € N*, on ait :

1 _a b
EES R TR

b) Déterminer le taux de panne de la variable aléatoire Y.

2. Dans le cas général, montrer que :
n—1
VneN PX>2n)=][1—-a)=1—z0)(l—21)...(1 —2p_1)
k=0
puis exprimer p,, = P(X = n) en fonction des xy.

3. Déterminer les lois de variables a valeurs dans N* ayant un taux de panne
constant pour n > 0.
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4. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de taux de panne (z,,)nen, et
(Uk)ken une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
sur [0, 1].
Soit Z définie par :
. 0 sinGN,Uk(w)>xk
Vw e Z(w) = {min {keN/Uy(w) <z} sinon

Montrer que Z est une variable aléatoire et déterminer sa loi.

Solution :

. 1 1 1 R |
1.a)Vn€N,pn——n(n+1)—n n+1>Oetkz::1pk—l n+1n—>—+>ool'

On a donc bien affaire a une loi de probabilité sur N*.

b) Le taux de panne (y,,) est donné par yo = 0 et comme pour tout n > 1 :

P(Y >n)= lim i(l—L): lim (L- 1 )-1
- p—too =k k+1 potoon  p+1 n

il vient : )

_ n(n+1) 1
Yn="1 = n+1

n

2.0na:1=Px>n(X =2n)=Px>n)(X =Zn+1)+ Px>n(X =n), ce
qui donne :

1 — dn — =
v P(X >n) P(X >n)
d’ou : )
o P(X = n)
1-— = =P(X >
- = 2 ==
puis :
n—1
pn=PX>2n)—PX>2n+1)=z, [[(1—xk)

k=0

3. Condition nécessaire : si X est a valeurs dans N*, de taux de panne
(Tn)nen+ constant égal a x, alors pg = o = 0 et par la question précédente,
pn=2(1l —2)" ! donc X — G(z).

Condition suffisante : Si X < G(p), on a pg = 0 et P(X > 0) = 1, d’ou
xo = 0 puis, pour tout n € N* :

P(X =n)=pq" ", P(X >n) = 3 pg* ' = =¢"1 >0
k=n
d’ou :
S PX=n) _
"TPX=>n) !
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“+oo

4. S0it A={weQ /VkeNUy(w) >z} = N (U > zx).
k=0

Par 1ndependance des Uk et z1 € [0, 1], on a:

P(kﬂO(Uk>ZEk;)) HP(Uk>£Ek) H(l—xk):P(XBTL—l—l) — 0

n——+oo

d’ou P(A) =0, par hmlte monotone, et donc Z est définie presque partout.

On a Z(2) C N et, par indépendance des Uy, de loi uniforme sur [0, 1] :

P(Z=n)= P((nﬂ Uk > 1)) N (Up < z)) = P(Up < xn);t[: P(Uy > xx)

n—1

= Tn H (1_3316) = DPn
k=0

Conclusion : Z suit la méme loi que X.

Exercice 3.19.

1. Montrer que pour tout x € R™, onal—x <e %,

2. On dispose d’'une urne vide au départ. Le premier jour, une personne met
une boule numérotée 1 dans l'urne, la tire, note son numéro et la remet
dans l'urne (!). Ensuite, a chaque nouvelle journée, elle ajoute une boule qui
porte le numéro du jour considéré, elle tire alors une boule au hasard, note
le numéro de cette boule et la remet dans 1'urne. Le processus se poursuit
indéfiniment . ..

a) Soient £ € N* et Ey, Es, . .., Ey une famille de ¢ événements indépendants.
Montrer que 1'on a

P( N F)<e =

1<i<t
ou F est ’événement contraire de ’événement FE.

b) On note Ay, P'événement «la boule numérotée 10 sort lors du k™™ tirage.
Que vaut la probabilité de Ay ?

c) Quelle est la probabilité que la boule 10 sorte au moins une fois & partir
du n®™° tirage, ou n est un entier positif fixé ?

d) Quelle est la probabilité que la boule numérotée 10 sorte une infinité de
fois ?

e) Calculer la probabilité que le 10 sorte une infinité de fois de suite.
3. On suppose cette fois que la personne remplit 'urne de sorte qu’il y ait

dans 'urne n? boules, numérotées de 1 & n?, le n®™ jour (elle met donc une
boule numérotée 1 le premier jour, trois boules numérotées 2, 3, 4 le deuxieme
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jour, cinq boules le troisieme, ... ). Comme a la question précédente, elle tire
alors une boule, note son numéro et la remet immédiatement dans 1’urne.

a) Soient ¢ € N* et Fy, Fs, ..., Ey une famille de ¢ événements . Montrer
¢
que'ona: P( |J E;) <Y P(E).
1<t i=1
b) Quelle est la probabilité que le nombre 10 sorte une infinité de fois ?

Solution :
1. Banal, par inégalité de convexité ou étude de la fonction associée.

2. a) Comme les événements considérés sont indépendants, en utilisant la

question 1, il vient :
£
= & ooy ‘ =2 P(EBy)
P( N E)=I11PE) =111~ PE)) <[[ePE) =¢ =
1 1 1

1<i<e
b) 1l est clair que :

P(Ay) =0si 1 <k<10et P(4) = + si k > 10.

k
400
c) Ceci correspond a la probabilité de I'événement |J Aj. Passons a
k=n
I’événement contraire, on obtient :
P Ap) = lim P Ap).
(kEL ) USSIES <n£2§l )
Or d’apres la question 2 a), on a :
l ¢
P( N A_k)gexp(—ZP(Ak)):exp(— Z 1/k) — 0
nshkst k=n k=sup(n,10) oo

. +o0
D’ou P( (| Ai) =0 et par suite, P( |J Ax) = 1.
k>n k=n

d) L’événement «le 10 sort une infinité de fois» s’écrit au moyen de
I'intersection décroissante des événements précédents. C’est donc :

+-00 too
P (G a0 = tim (U 4 =1

n>1 k=n n—+00

Le 10 sort donc presque stirement une infinité de fois.

400
e) Ici I’événement considéré correspond a la réunion croissante : | J ( N Ak>
n>1 “k=n
et on a :
400 400
P(U (N A)) = lim P(() A)< lim P(A,)=0.
n k=n

n>1 k= n—-+o00 n—-> 400
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La probabilité que le 10 sorte une infinité de fois de suite est donc nulle.

3. a) La formule de Poincaré P(A|JB) = P(A)+ P(B) — P(A() B) implique
P(AUB) < P(A) + P(B). On obtient ensuite l'inégalité souhaitée par
récurrence.

b) Dans ce cas, on a: P(Ax) =0si 1 <k <10et P(Ax) = # si k > 10.

Avec la majoration donnée en 3. a), on obtient en passant a la limite :

—+o0 400 1
k=n k=n k
d’ou :
PN 4 im P(U Ap) < lim S5 L =0

puisque le reste d’une série convergente tend vers 0.
Cette fois la probabilité que le 10 sorte une infinité de fois est nulle.

Exercice 3.20.

Soit (€2, B, P) un espace probabilisé. On note £ l'ensemble des variables
aléatoires X a densité définies sur cet espace, a valeurs dans [—1, 1] et centrées
(i.e. telles que l'espérance E(X) existe et vaut 0).

1. Soit X € &.
a) Montrer que, pour tout A € R, la variable aléatoire e
espérance.

AX admet une

b) Montrer que, pour tout a € R et tout A > 0, on a :
P(X >a) < e ME(eM)
c¢) L’ensemble £ est-il un espace vectoriel 7
2. Soit A > 0 et soit X € £.

a) Pour tout n € N, montrer que : (2n)! > 2™nl.
2

A
b) En déduire que : %(eA +e ) <eT.
c¢) Montrer que, pour tout = € [—1,1], on a : e’ < %(e’\ +e ’\) -+ %(eA —

e ).
d) Déduire des questions précédentes que :
)\2 )\2
E(eAX) <e2 et E(e’AX) <e?2.

2
a

3. Montrer que, pour tout a > 0 et tout X € £, ona: P(|X| >a) <2e 2.

4. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes qui appartiennent
a £. Montrer que :
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a®
2

Va>0,Vn € N*, (%!ZZ: | )<2e*

Solution :
1. a) Soit f une densité de X nulle en dehors de [—1, 1]. Par le théoreme de
transfert il suffit que I'intégrale / e f(x) dx converge, ce qui est banalement

R
le cas car la fonction a intégrer est nulle en dehors de [—1, 1].

b) L’inégalité est évidente pour A = 0 car alors e_A“E(eAX) =1.
Pour A > 0, d’apres l'inégalité de Markov appliquée a la variable positive
e*X ona:

AX
P(X > a) — P(e)\X > e)\a) < E(e)\a )
(&

c) Non : si X suit une loi uniforme sur [—1,1], alors X € £ mais 2X ¢ &,
car cette variable aléatoire prend ses valeurs entre —2 et 2 ....

!
2.a) Pourn > 1, @

par 2, donc (2n)! > 2"n! et le résultat est banal au rang 0.

= (n+1)(n+2)...(2n) et les n facteurs sont minorés

b) On a par simplifications des sommations de séries :
1 +oo )\271 +o0 )\271 )\72

L/ A - — —
5 (et +e7) = ,?_:0 2n)! S22 ¢

<L * 1e>‘ + 1—Txe_>‘, soit encore, en posant

c) Cette relation s’écrit : e*®

t:—m—zi—l € [0,1] :

AEIH=D-(-1] < geX 4 (1 — e,
inégalité qui est vraie d’apres la convexité de la fonction u — e** sur [—1,1].
[On peut aussi étudier la fonction ¢ : x + e — %(e’\ + e_/\) — %(e/\ — e_/\)
associée, dont la dérivée seconde est évidemment strictement positive sur
[—1,1]. Comme p(—1) = ¢(1) = 0, il n’est méme pas nécessaire d’étudier le
signe de ¢’ ...]

d) D’apres 2. b) et 2. ¢), on a :

1 1 2 2
E(e’\X):/ e“f(x)dxé/ (eAT—I—%(e)‘—e_)‘))f(x)dx:e/\T +0
—1

-1

N,

Comme — X € &£ on peut remplacer X par —X ce qui donne : E(e’/\X) <e

3. On peut écrire, pour tout A > 0 :
P(|X|Z2a)=P(X>2a)+ P(X<—a)=P(X >2a)+ P(—X > a)

e—AaE(eAX) + e—AaE(e—AX)
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ra
< 2e e 2

2

et en prenant A =a : P(|X| > a) < e T

n
4. De la méme fagon, on remarque que = > X; € £. Donc, pour tout A > 0,
i=1

S|

comme a la question précédente, on a :

P& 00> 0 = PG x> )

B

<e VP [E(exp(

3>

-
Il
—

Xi)) + E(exp(—

3>

/)
le)
3

s

y
@

Sl

el
g
s

E(e—nXi )] (par indépendance)

-
I
-
-
I
-

)

A2 n 22 S W S
<2 Vn J]e2n® =2 VneZn
i=1
: a )2 a’
Pour conclure il suffit donc de trouver A > 0 tel que —A\—= 4+ 5§— < — 5

N
: A )2 : Y
soit (a \/ﬁ> < 0. On doit prendre : A = a/n.
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