3
PROBABILITES

Exercice 3-1

Soit f une fonction définie, continue et strictement positive sur [0, +oo] telle

que :/04‘00 f(z)dx = 1.

On considere une variable aléatoire réelle X de densité ¢ définie par :
_ 0 pourz<0
o) = f(z) pourz >0
On suppose que X admet une espérance E(X). On note F la fonction de
répartition de X et on pose :

Vz € RY,Q(z) = ﬁ /0 LF (1)t

1. On étudie dans cette question le cas particulier on X suit la loi exponen-
tielle de parametre A > 0.

a) Déterminer F et Q.

b) Déterminer une application C' de [0,1] dans lui-méme telle que @ =
CoPF.

c) Dresser le tableau de variations de C. Déterminer un réel ¢y tel que
C'(to) = 1, puis un réel zg tel que F(zg) = to.
2. On revient maintenant au cas général.

a) Montrer que () est définie sur RT.
Déterminer une application C' de [0, 1] dans lui-méme telle que @ = C' o F.
Dresser le tableau de variations de C'. Déterminer un réel ¢q tel que C' (o) = 1,
puis un réel zq tel que F(zg) = to.
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1 —+o0
b) Montrer que : / C(z)dx = Q(z)f(z)dz.
0 0

Solution :

1. a) La fonction de répartition de la loi exponentielle est donnée par :
0 sizx <0
F(z) = { LTS
(z) l—e ™ siz>0

Son espérance est E(X) = %, et pour tout = > 0 :

Qz) = A/ MeMdt=1—e Nz +1)
0

qui est obtenu par une intégration par parties évidente.

b) Pour tout z positif, Q'(z) = A\2z.e™** et F'(z) = X\.e™*® sont toutes
deux positives. Ainsi @ et F' réalisent chacune une bijection de Rt sur [0, 1],
et C = Qo F~! est une bijection de [0,1] sur lui-méme.

1l suffit de poser C(1) = lim QoF~'(x) = 1, pour définir C comme bijection
r—1-

de [0, 1] sur lui-méme.
On a alors pour tout z € RT,Q(z) = C(F(z)).

c¢) Par composition, C' est une application strictement croissante sur [0, 1].
Un calcul immédiat donne :

Fl(g) = —%ln(l—m) — C@) =2+ (1—z)n(l—2)

On a alors C'(z) = —In(1 —z) et C'(z) =1 <=z =1 —e~!. Enfin :
1
F)=l-e'—=F!'(l-elH)=z=2= 3 = E(X)

2. a) Comme f est strictement positive, 'espérance E(X) est strictement
positive ce qui entra”’ne que Q est définie sur RT.
zf(x)
BE(X)
entraine que F' et @ sont deux bijections continues de R* sur [0, 1[. Comme

lim Q(z) = 1, il suffit de prendre C' = Q o F~! et C(1) = 1, pour prouver

T—+00

que C est une bijection de [0, 1].

Pour tout z € RY,F'(z) = f(z) > 0 et Q'(x) = > 0. Ceci

Comme F' est strictement positive sur RT, F~! est dérivable sur [0, 1] et par
composition, C' 'est également. De plus :



Probabilités 95

donc :

Enfin :
C'(t)=1<«= F}t) = B(X) &t = F(E(X))
et, par bijectivité de F' :
Fz)=t=F(E(X)) << z=E(X)

b) Il vient :
C )dz = lim Q( Yz))dz
a—1—
Posons u = F~ Alors x = F(u) et

/ ar s = | T o

Il reste a prendre la limite en a pour obtenir le résultat demandé.

Exercice 3-2

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires indépendantes, définies sur le
méme espace probabilisé et suivant la loi uniforme sur 4, = {—n,—n +
1,....,n—1,n}

1. Déterminer la loide S = X 4+ Y.
2. Déterminer la fonction de répartition F' de |S| (valeur absolue de S).

La suite de I’exercice consiste a donner une expression intégrale de F. Pour
cela, on notera Ny, le nombre de couples (z,y) € A2 tels que z +y = k.

3.a) Exprimer en fonction de Ny le coefficient de z* dans le développement
de :

11 1 N2

(z_"+z"—1 tood oLtz )

b) On pose z = e, t € [-m; 7.

- sin(p,t/2)
sint/2

k=—n

que 'on déterminera en fonction de n. Que trouve-t-on pour t =07

Pour t # 0, exprimer E 2* sous la forme , Ou p, est un entier

4. On admettra que :

b
) 1 ) .
V(a,b) € RZ, Ya € ]R*, / ezatdt = (ezab _ ezaa)
a 167

Montrer que :

2n

Vk € A, N = % /H ( > Npez’pt)e—iktdt
- p=—2n
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5. a) Pour k € {0,...,2n}, on appelle M}, le nombre de couples (x,y) € A2
tels que —k <z +y <k.
Etablir la formule :
/2 .2 :
M, = c/ sin”((2n 4+ 1)u) sin(2k + 1)udu
0

sin® u

ou ¢ est une constante a déterminer.

b) En déduire une expression de F'(k) sous forme intégrale.

Solution :

1. Comme X () = Y () = A,, il vient immédiatement que S(Q) = Azy.
Soit k € As,. On a :

i=n

(S=k= ) X=iy=k—i)

i=—n

Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, il vient :
P(S=k) :P( U (X:z',Y:k—i)) =Y P(X=i)P(Y =k—1i)
Mais ceci n’est valable que si :
—n<k—i<n — k—n<i<k+n
—n<i1<n —n<i<n

Ainsi :
e sik <0, ceciest équivalent & —n <i<k+net:

. ntk+1

1
PE=0 =Gty 2 1= sy

e sik >0, ceciestéquivalent ak —n<i<net:

n

1 2n—k+1
PS=k)= —— 1=
( ) (2n + 1) l;ﬂ (2n +1)2
Ce qui peut se résumer par, pour tout k € As, :
2n — k| +1
PS=k)=——
( ) (2n +1)2
2. On a |S|(2) ={0,1,...,2n} et :
1

P(lS|=0)=P(S=0)=

2n+1
et pour tout k> 1:
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Un simple calcul donne la fonction de répartition F' de |S| :

0 sik <0
1
sik=0
F(k) = 2n+1
A LRk G k< om

2n+1 (2n +1)2 - -
1 si k> 2n

11 1 N2

3. a) NotonsSn(z):(Z—n-an_l+---+;+1+z+---+z ) . Alors :

Sn(z) = E 2Pzl = E 2Pzl = E Ny 2
(p,q)€AZ —2n<p+q<2n —2n<k<2n

b) Effectuons le calcul proposé :
n

Sn(t) — Z ( zt — 7znt Z i n+k)t 7zntz th

k=—n k=—n
_ mint e(2n+1)it -1 _ e—inte—it/Q e(2n—&-1) -1
eit — 1 eit/2 (eit _ 1)
_ sin(2n + 1)t/2
sint/2

Cette expression se prolonge par continuité pour t = 0 en 2n + 1.
4. La encore, effectuons le calcul demandé.

= _“( Z Ne”t) ikt gy = / ( T Neil- o) at

j=—2n

™

— 1 ijt —ikt
_%(Nk—l-/ Z NjelJ )e Rt

T j=—2n,j#k

2n
1 g . )
=5 (Nk + E Nje”t)e_‘ktdt
j=—2njk T
= Ny

5. a) On sait que :
k k

2n
My= Y N;= Z ! / > Npei”t)e_ijtdt
j=—k 27r p=—2n
k

L / > ( Z Npei#t ) at

j=—k p=-2n

( Z Ne’pt) Z et dt

p=—2n ji=—k
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Or, d’apres la question 3.a) :

i Nt — (sin(2n+ 1)t/2)2
e L sin¢/2

Donc en utilisant la parité de la fonction a intégrer, puis le changement de
variables u = t/2, il vient :

M, = 1 /’T (sin(2n+ 1)t/2)2(sin(2k+ 1)t/2)dt

27 sint/2 sint/2
1 [T sin(2n 4+ 1)t/2\2 /sin(2k + 1)t/2
_E/O ( sint /2 ) ( sint/2 )dt
B g/ /2 sin®[(2n + 1)t]. sm[(2k+1)t]
o 0 sin®

b) Pour tout k € {0,...,2n} :

k
F(k)=P(S|<k)=P(-k<S<k)=) P(-j<X+Y <))

j=0
J k 1 J
ZZ( > PX“”:’“)) =2 G 2
Jj=0 r=—j Jj=0 r=—j
k J .
2 2 sin®[(2n + 1)t ]sm[(Qr + 1)¢]
dt
2n+1)2 Z Z 0 sin® ¢
j=0r=—j
B 2 /ﬁ/z K EJ: sin”[(2n + )] sin(2r +1)1]
Com(2n+1)2 ; . sin® ¢
J=0r=—j
2 /2 gin? [(2n + 1)t ko d
= [(2 1)t])dt
w(2n + 1)2 /0 sin® # (JX;TZJ sinf(2r + )

Exercice 3-3

Une urne contient b boules blanches, n boules noires, r boules rouges; b et n
sont des entiers naturels non nuls, r est un entier naturel.

Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne; si elle est noire, il
perd ; si elle est rouge, il la met de coté et effectue un autre tirage (avant le
second tirage, I'urne contient donc r — 1 boules rouges).

Dans ce cas, si la boule est blanche, il gagne ; si elle est noire, il perd ; si elle
est rouge, il la met de c6té et effectue un autre tirage, etc.

La partie s’acheve lorsque le joueur a gagné ou perdu.

1. On note B; (resp N;, R;) 'événement : «le joueur tire une boule blanche
(resp une boule noire, une boule rouge) au i-éme coup. »



Probabilités 99

On note G, I'événement : «le joueur gagne en commencant ses tirages dans
une urne contenant r boules rouges ».

a) Calculer les probabilités p(Go) et p(G1).

b) Trouver une relation entre p(G,) et p(Gr_1).

c) Calculer p(G,).

2. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
qu’une partie s’acheve, l’'urne contenant au départ r boules rouges.

a) Calculer les espérances E(Xy), E(X1), E(X>).

b) Trouver une relation entre p(X, = k) et p(X,—1 =k —1) (pour r > 1 et
k > 2), puis entre E(X,) et E(X,_1).

c¢) En déduire E(X,).

Solution :

1. a) * Pour déterminer la probabilité de I’événement Gy, on sait que ’on est
dans la situation ou il n’y a pas de boules rouges dans ’urne. Donc le joueur
gagne ou perd et :

b
n+b
* Il y a maintenant une boule rouge dans l'urne et ’événement GGy s’écrit
alors : G1 = B1 U (R1 n BQ). Soit :

P(G:1) = P(B1)+P(R1)P(Bz/Ry) =

P(Go) = P(By) =

b b b

nt bl (b iD(mth) ntb
b) On peut écrire G, = B; U (Ri NGp_1) et :

r b
P(G,) = P(B,) + P(R,)P(G, - " PG —0
(Gr) (B1) + P(B1)P(Gr/B1) n+b+r @ 1)+n+b+r
. b b
c¢) On sait que P(Gy) = P(Gy) = —— Supposons que P(G,—1) = ——
Alors : b b b
r
P r) — =
(Gr) n+b+rn+b+n+b+r n+b
2.a) On a Xo(Q2) = {1} et E(Xo) = 1.
De méme X;(2) = {1,2}, avec :
_ n+b 1
PX;=1)=P =—— P(X;=2)=P R —
X =1 =P(R) = mm 7 PG =2 = P(R) = T2
o +b+2
n
B(X;)=2"2"*
() =
Enfin X»(Q) = {1,2,3}, avec :
n+b — 2(n +b)
P(Xo=1)= "2 P(Xy=2)= PR NRa) =
Ke=1) =i T =2 =PENEK) (n+b+1)(n+b+2)
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P(X;=3)=1-P(X, =1)— P(X> =2)
et le calcul donne : b3
n
e
b) L’événement (X, = k) avec k > 2 implique le tirage d’une boule rouge
au premier coup. Donc :
P(X, =k) = P(Ri N (X, =k)) = P(R)P(X, = k/Ry)
= P(R)P(X,_y =k —1)
(lorsqu’on a retiré une boule rouge au premier tirage, les tirages suivants se
font & partir d’'une urne contenant (r — 1) boules rouges avec (k — 1) tirages a
effectuer pour réaliser ’événement (X, = k)). Donc, pour tout r > 1,k > 2 :
r
P(X,=k) = - b+rP(XT,1 =k—-1)
On remarque que X,.(Q) = {1,2,...,(r + 1)}. Pourr > 1:
r+1
E(X,)=P(X,=1)+ > kP(X,=k)
k=2

et
n+b L r
EX,)=—F k—P(X,_1=k—1
(Xr) n+b+r+§ n+b+r( ! )
n+b -
= -1 HP(X,_.1=k-1
b
= 0 T (B(X, )+ 1)

n+b+r n+b+r
c¢) Un raisonnement par récurrence montre que :

r n+b+r+1
EX,)=—FE(X,_ 1,dou F(X;) = ——
Xr) = o P ) + L dot B(X) = — -

Exercice 3-4

On suppose que ’on sait tirer des nombres aléatoires uniformément répartis
sur lintervalle [0, 1], c’est-a-dire que l'on a une variable aléatoire X de loi
uniforme sur [0, 1].

Donner une méthode de tirage de nombres aléatoires répartis suivant une
loi de probabilité (py,), donnée, c’est-a-dire montrer comment définir une
variable aléatoire Y & valeurs dans N telle que pour tout n € N, P(Y =n) =
pr (on pourra penser & définir la fonction de répartition de Y').

Solution :

Une méthode possible est la suivante :
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On effectue un tirage aléatoire d’un nombre compris entre 0 et 1 ;
si ce nombre est inférieur & p;, on prend Y = 0,
si ce nombre est dans l'intervalle [p1,p; + p2[, on prend Y =1,
si ce nombre appartient & [py + -+ pg,p1 + - - + Pe+1[, on prend ¥V =k,
enfin, si ce nombre vaut 1, on prend Y = 1525 (ou autre chose!)

On peut réécrire ceci en termes de fonction de répartition de Y. On
peut d’ailleurs attendre d’un candidat qu’il critique la notion de test
d’appartenance ...

Exercice 3-5

Dans cet exercice, on admettra les propriétés suivantes :

e soient Y u, et Y v, deux séries & termes positifs convergentes de sommes
n

respectives U et V. La série de terme général w,, = Y u;v,,—; (série produit)

i=0
est convergente et a pour somme W =UV.

e side plus, la série de terme général w,,t™ est convergente pour tout ¢ € [0, 1],
—+o0

alors la fonction ¢t — > wpt™ est deux fois dérivable sur cet intervalle, les
k=0

fonctions dérivées seconde et premiere étant obtenues en dérivant terme a

+oo
terme la somme Y w,t".

k=0
On effectue une suite de lancers indépendants d’une piece de monnaie
donnant pile (P) avec la probabilité « et face (F) avec la probabilité 8 = 1—a.
(a €]0,1]).
On s’intéresse a ’apparition de deux piles consécutifs. On note Sy I’événement
«deux piles consécutifs sont apparus au (k — 1)-iéme et au k-ieme tirage.»
Chaque pile ne peut servir qu’a une seule série de deux piles consécutifs.
Ainsi, dans la succession F P F P P P P, seuls sont réalisés les événements
S5 et S7 et non Sg.
On note G, ’événement « deux piles consécutifs sont apparus pour la premiere
fois au (k — 1)-iéme et au k-iéme tirage. »
1. On pose a, = P(Sk) (probabilité de I’événement Sy). Soit Py, 1’événement
«on obtient pile au k-ieme tirage.» En écrivant que Py—1 N P, C Sip—1 U Sk,
montrer que pour tout k > 2, o = ap + o ap_1.
En déduire la valeur de a; pour tout k > 2.
2. On pose by = P(Gy) (probabilité de I’événement Gy,).

k=1
Montrer que pour tout k > 2, a, = > a;bp—_; + bg.-
i=1

3. Montrer que la série de terme général ait* est convergente pour tout ¢ de
[0, 1] et calculer sa somme F(t).



102 ESCP-EAP 2000 - Oral

Montrer de méme que la série de terme général bytF est convergente et
exprimer sa somme H en fonction de F'. Expliciter H(t) pour ¢ € [0, 1]

4. Montrer que H admet une limite lorsque ¢ tend vers 1.
5. En admettant que H(1) = lim H(t), que H'(1) = lim H'(t) et que
t>1- t1-
H"(1) = lim H"(t), montrer que la suite (by)r>1 permet de définir la loi
t—1- -

d’une variable aléatoire X a valeurs dans N*.
Montrer que X admet une espérance et une variance et donner les valeurs de
ces moments

Solution :

1. Soit k > 2. Si P, et Py sont réalisés, alors soit Sj_1 soit S} est réalisé
(cela dépend de ce qui s’est passé avant). Donc Py—1 N Py C Sp—1 U Sk, et :
(Pk,1 N Pk) = (Pk,1 NP, N Skfl) U (Pkfl NP, N Sk)

et la réunion précédente est disjointe.

*OnaS, CP,_1NP, et P(Pk_l NP, N Sk) = P(Sk) = ag.

* Sg—1 C Px—1 et Py est indépendant de Si—; (car Sk—; ne dépend que de
ce qui s’est passé avant le k-ieme lancer).
Donc :
P(Pk_l NP, N Sk—l) = P(Pk N Sk—l) = P(Pk)P(Sk_l) = Q.ap—1
Finalement :

Vk> 2,&2 = P(Pk,1 N Pk) = ai +a.ap_1

2
La suite (ag) est donc arithmético-géométrique, de point fixe l(j-—a et de

premier terme nul. On obtient alors :

Vk>1,a, = 1+a(1+( kak—1)

2. Sy = PN P, =G5, donc as = be = a1by + by (car a; =0);
S3 = Fi N P,NP; = @3, donc az = by = a1by + asby + b3 (car a1 = by = 0);
et, de fagon générale, Sy est la réunion des événements incompatibles :
S1NSyN...N Sk 1 NSk et
..ﬁSiﬂ:S'iHﬁ...ﬂSk,lr‘lSk, pour i variant de 1 a £ —1

~~

a méme probabilit queGg_;
k=1
Dou: a; = E a;byp_; + byg.
i=1
3. x La série de terme général ait® est somme de deux séries géométriques
convergentes donc est elle-méme convergente et :

F(t) = °°( at)k = £, o’t?
1+a 1—t¢ 1+a 1+ at

_+_

1+ 1+
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Soit : Vit € [0,1[, F(t) = %

* by, est une probabilité, donc 0 < byt* < t* et, pour ¢ € [0, 1], la convergence
de la série géométrique de raison ¢t donne la convergence de la série proposée.

k=1 .
De plus : agt® = bpt®+ 3" (a;it?)(br_it*~%). donc par le résultat admis (produit
i=1
de Cauchy de ces deux séries), il vient :
Vtel0,1[,F(t) = H(t) + F(t)H(t)

F(t) _ a’t?

Soit : Vit € [0,1[, H(t) = 1+ F@t)  (1-8(1—at) + o’

4. lim H(t) = 1.
t—1—

5. Les résultats admis permettent de sommer les séries rencontrées et :

> by = 1, ce qui prouve que 'on est bien en présence d’une loi de
k=1
probabilité.
o l+a
EX) = k21 kb, =H'(1) = 2

E(X(X-1) = i k(k —1).by = H'"(1), ce qui donne :
k=1
V(X)=E(X(X -1)) + E(X) — [E(X)]? soit tous calculs effectués :

V(X) = (1—a)(1 —{;3a+a2)

a

Exercice 3-6

Soit f la fonction définie sur R par f(t) = exp(t — e!).

+o0o
1. a) Etudier la convergence de 'intégrale / ft)de.

—00
b) Montrer que f est la densité d’une variable aléatoire X.

2. Montrer que X admet des moments de tous ordres et que le moment d’ordre

+oo
k est donné par la formule my, = / (In(u))*e “du.
0

u n
3. a) Soit u un réel srictement positif. Calculer lim (1 — —) .
n—-+oo n

b) Soit 7 un entier naturel non nul. Pour tout k£ € N, on pose :

I, = /Onln(u) (1 - %)kdu
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u\k u w\ k-1
En écrivant (1 — —) sous la forme (1 — —) (1 — —) , vérifier la relation :
n n n

A A /On (uln(w)) (—%) (1 - %)H du

c) On pose J, = (k + 1)I;.. Trouver une relation de récurrence entre Jj, et
Jr—1. (On pourra faire une intégration par parties).

En déduire Ji pour tout entier k < n, puis I,.
n

1
d) On rappelle que la suite de terme général u, = — — In(n) est

k

k=1

convergente. On appelle v sa limite.
n

n
En admettant que my = lim In(u) (1 - E) , montrer que F(X) = —v
n

n—-+o0o 0

NB : La loi suivie par X est appelée loi de Gumbel.

Solution :
1. a) La fonction f est continue (et positive) sur R.
* Au voisinage de +oo : t2f(t) = exp(t —e! + 2Int) M 0, car le terme
—+400

prépondérant «sous » I’exponentielle est le terme —ef, qui a pour limite —oo.
+oo

Ainsi f(t) est négligeable devant t% et f(t) dt converge.
1

0
x Au voisinage de —oo, on a f(t) = exp(t). exp(—e’) ~ exp(t) et / el dt

—00
0
converge, ce qui donne la convergence de / f(¢)dt.
— 00

Par disjonction des problémes, on en conclut que f est intégrable sur R.

b) La fonction f est positive et F : x — — exp(—et) est une primitive de
£, doi :

+o0o
f@t)dt = EmF—lij: 0-(-1)=1
_ n
2. Sous réserve d’existence, my = / thf(t) dt.

La convergence de cette intégraleﬁ se traite exactement comme dans la
premiére question, puisque lim t2.t*f(t) = 0 et t*f(t) ~ tF.e?, qui est
t—+oo —o0)

d’intégrale convergente sur |—oo, 0].

Effectuons alors le changement de variable, de classe C! et strictement
monotone, défini par u = ef. On a alorst =Inu , e? dt = du et :

+o00
my = / (Inu)*.e~*du
0
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3. a) Pour n assez grand 1 — % > 0 et on peut écrire :
In[(1-%)"] =nln(1 -4 ~ n=%=-n
[(1-2)") =nha = %)~ 0
Par continuité de la fonction exponentielle, il vient alors :

. u’n__
L

b) En écrivant comme demandé, par linéarité de l'intégration :

n
1 u\ k-1
Ik—Ik_lz/ — = (ulnu)(1 -2 du

c) On procede alors & une intégration par parties, en dérivant u — ulnw :

Ik—lk—1:[ulnu(1—%)k]0—E lnu(l—— du——/ 1__
C’est-a-dire : ) - )
L=I -+ +—n |[q-w**N —p Ly __ n
bkt kk+k(k+1)[( n) ]0 LR T R+ 1)
Ce qui s’écrit :
e =Jht — 4
n n+1
OrJ():/ Inudu =nlnn—n, dou: .J, = nz +nlnn —n et enfin :
0 =y k
n+1

I, = - _+_ T E +Inn.
___n _ 1
d)Onal,= e AU (n+1)2+n+llnn
En admettant que m; = lim I,, il vient par négligeabilité de Inn devant
n—oo
n+1:

mp = -7

Exercice 3-7

1. Une urne contient des boules noires et des boules blanches dans les
proportions p et ¢ = 1 — p respectivement, avec p €]0, 1].

On effectue n tirages successifs d’une boule avec remise dans cette urne. Soit
(n1,n2) un couple d’entiers tels que n; + ns = n.

Quelle est la probabilité d’obtenir n; boules blanches (et donc ns boules
noires) 7

Soit F'(p) cette probabilité. Pour quelle(s) valeur(s) de p cette probabilité
est-elle maximale ? On pourra poser H(p) = In(F(p)).

2. On effectue dans cette question n tirages succesifs d’une boule avec remise
dans une urne contenant des boules indiscernables au toucher de k couleurs
différentes.
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Pour i € {1,---,k}, la proportion initiale de boules de couleur i dans l'urne
k

est p; ot p; €]0,1[. (avec Zpi =1).

i=1
Soit (n1,ns2,---,ny) un k-uplet d’entiers strictement positifs dont la somme
est égale a n.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir la répartition (ni,ns,---,ng) en n
tirages ? (c’est-a-dire ny boules de couleur 1, no de couleur 2, etc.)
On notera F'(p1,ps,---,pr) cette probabilité.

b) On cherche §’il existe des valeurs du k-uplet (p1,ps,-:-,pr) pour
lesquelles cette probabilité est maximale.
On pose H = In(F). Déterminer un point candidat & 'optimisation de H

k
sous la contrainte Z pi = 1.
i=1
c) Si au moins 'un des nombres py, ..., px est nul, on pose F(py,...,pr) =

0. Montrer que la fonction F ainsi prolongée sur [0, 1] N {E p; = 1} admet

un maximum et que ce maximum est obtenu en un point de 1 ouvert ]0, 1[*.

d) Conclure.

Solution :

1.0Ona: F(p)=CMg™mp™ et H(p) = K + nalnp+ ny In(1 — p).

La fonction H est dérivable sur ]0,1[, avec H'(p) = % - 1nT1p
Par conséquent H (donc F) est croissante sur |0, ﬁ[ et décroissante sur
]L [
ny +na’
On en déduit que la fonction F est maximale pour p = —22—.

niy + na
2. a) Il s’agit de la loi multinomiale et donc :

n! 71, N2 s
F(p17p2>"')pk) TL1'TL2' |p1 py” ... Dy

b) La contrainte étant donnée, on peut exprimer, par exemple, pr en
fonction des autres proportions et :

H(pla"'apk) = K(pl;---;pkfl)

=nylnp; +-- +nk 11npk,1+nk1n(1—p1—...—pk,1)+C
Pouri€ {1,...,k—1}, 2K = ny _ni g
dpi pz Cl-pi— D1 P Dk
; 0K — (7}
Par conséquent (P1s--»Pk—1) =0 <= p; = —Lpg.
8p ng
Comme Zp,—l il vient : ="y 4 pp =1et p = k doupz—ﬁ

i=1
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Ainsi la fonction K possede un unique point critique : le point (%, ces nkn’l ).
Le point candidat & optimisation de H est donc le point (™, ..., M, Dy,
n n ’n

¢) Le domaine [0, 1]* est un fermé borné de R¥, de méme que I’ensemble
des points de la contrainte. Donc F' (ou H), qui est continue, admet sur ce
domaine un minimum et un mazimum.
Si I'un des p; est nul, F' prend la valeur 0, donc le mazimum est atteint en
un point de ]0, 1[* et ce point est un point critique.

d) Le seul point candidat est donc la solution.

Exercice 3-8

Soit A un réel strictement positif. Soit (X;);en+ une suite de variables
aléatoires indépendantes. On suppose que pour tout i € N* la variable X;
suit la loi exponentielle de parametre ¢A.

n
On note S,, = Y X; et f, la densité de S, nulle sur R™* et continue sur R .
i=1

1. a) Déterminer fa.

b) Montrer que pour tout n € N* et tout > 0, f.(z) = nie (1 —
—Az\n—1
e™)

¢) Que vaut l'espérance E(S,) de S, ? Donner un équivalent de cette
espérance quand n tend vers 'infini.

d) Calculer la variance de S,, et montrer qu’elle admet une limite finie
quand n tend vers 'infini.

2. a) Déterminer la fonction de répartition F,, de S,.

S
b) On pose T, = —. Déterminer la fonction de répartition H,, de T},.
n

c) Etudier pour tout z réel la limite de la suite (Hy(z)),.
Quelle est la limite en loi de la suite (T},) 7

d) Déterminer lim E(T,) et lim V(Ty,).
n—o0 n—o0

Solution :
1. a) On obtient, par convolution :
Ve <0, fo(x) =0
Vo >0, fr(x) = / 2\Ze e 2A@ 1) gt = 2)\.e” AT (1 — e A7)
0

b) Démontrons, par récurrence, que f, a bien la forme annoncée.
* Le résultat est banal pour n = 1, et on vient de la vérifier pour n = 2.

* Supposons le résultat acquis pour un certain entier n > 1, et passons au
rang suivant.
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Comme S,4+1 = S, + X,11, on obtient, par produit de convolution (car les
variables S, et X, 11 sont indépendantes) :
xr

Vo2 0 frlo) = / nh.e M(1 — e )=l (p 4 1)\ e A=) gt ot -
0
Jrnt1(z) = n(n+ 1)/\2_e*>‘(n+1)w/ M o(nDM (] _ g~ Myn—1 gy
0
x
=n(n+ 1)/\2.e*>‘(n+1)w/ M (M — 1)1 gt
0
= 2 Atz [ L ot _ 1yn]”
=n(n+1)\%e [m (M —1) ]0

= (n+ DHAe 2D (AT _ 1) = (n 4+ 1)Ae (1 — e~ )"

Ce qui prouve le résultat au rang n + 1 et donne la conclusion, par le principe
de récurrence.

S

NSE

c) Par linéarité de l'espérance : E(S,) = > E(T;) = %
1 1

-
I

-

1 o n, il vient E(S,) ~ %lnn.

Comme il est connu que i

=1

d) Par indépendance des variables T; : V(S,) = >, V(T;) = > %, et
i=1 i=1 ?

on sait que la série de terme général lz est convergente, ce qui signifie que
i

la variance de S,, a une limite lorsque n tend vers l'infini (cette limite vaut
2
d’aileurs 7).
6)\2 )
2.a) On a F,(xz) =0, pour z < 0, et pour z > 0 :
z z
F, () :/ nhe M(1 —e M)yl = [(1 - e”‘t)”] ,d.e.
0 0
Vo >0,F(z) = (1-e )"
b) % est encore & valeurs dans R et, pour z > 0 :
H,(z) = P(S, < nz) = Fy(nz) = (1 —e ")
¢) Pour £ > 0, lim e™*"® =0, donc nln(1 — e~ %) ~ —pe= "% — (.
n—o00 n—00
Ceci prouve, par continuité de la fonction exponentielle, que lim H,(z) =1,
n—o0
tandis que pour z < 0, lim H,(z) = 0.
n— 00
Par conséquent, la fonction H, converge point par point, vers la fonction

de répartition de la variable certaine égale & 0. Ce qui veut dire que (73,)
converge en loi vers la variable certaine égale a 0.

d) B(T,) = LB(S,) ~ 110 oo

1 A n—o0

Ce sont bien 'espérance et la variance de la variable certaine égale a 0.
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Exercice 3-9

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considere ’ensemble E des suites
réelles vérifiant la relation de récurrence :

R : VkeN, kugtr —nup+ (n—k)up—1 =0
1.a) Vérifier que E est un espace vectoriel sur R.

b) On considére 'application ® de E dans R? qui & toute suite u € E
associe le couple (ug,u1). Montrer que ® est linéaire et injective.
c) Montrer que toute suite de E est constante & partir du rang n.

d) Vérifier que tout suite constante est élément de E.
i—1

e) On considere la suite (a,) définie par ap = 0 et Vi € N*, a; = Z C’ﬁ,l,
k=0

avec la convention C¥ = 0 pour k > n.
Montrer que (a,) est élément de E. En déduire la dimension de E et la forme
générale des suites de E.

2. Un point P se déplace sur un axe gradué de 0 jusqu’a n par unité de temps
et par sauts de longueur 1.

Ses déplacements sont déterminés par les regles suivantes :

e si a linstant k£ > 1, P se trouve en 0 ou en n, il y reste définitivement.

e si alinstant k, il se trouve en i pour i € {1,---,n — 1}, il se trouvera au

temps k+ 1 en ¢ + 1 avec la probabilité L ou bien en ¢ — 1 avec la probabilité
n

n—1

n
e le point se trouve en ¢t = 0 en 0 et il se trouve au temps t = 1 en 1.
On cherche & déterminer la probabilité que le point arrive en n.

On appelle G I’événement : « P arrive en n », et on note X}, la variable aléatoire
égale a l'abscisse du point au temps k.

Pour i € {0,---,n}, on pose p¥ = p(G | X} = i) (probabilité que le point
arrive en n sachant qu’au temps k il se trouve en ).

On admettra que ’événement «le point arrive en n & un instant quelconque »
est indépendant du moment ot il se trouve en i, c’est-a-dire que p¥ ne dépend
pas de k. On pose alors p¥ = p;.

Déterminer la probabilité qu’il arrive en n.
(On raisonnera a partir de la suite (p;) définie par ce qui précede et p, = 1
pour k > n).

Solution :
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1. a) On vérifie que E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des
suites réeles : il est non vide et stable par addition et multiplication par un
scalaire.

b) L’application ® est manifestement linéaire. Elle est injective car son
noyau est réduit au vecteur nul. En effet, si ug = u; = 0, une récurrence
immédiate montre que u,, = 0,Vn > 2.

c) Lorsque k = n, on a : nu,4+1 — nu, = 0. Ainsi up41 = Uy,

Supposons que Up4; = Upti—1, alors :
(TL + i)un+i+1 = NUpti + tUpti-1 = (TL + z)un_,_l = Uptitl = Upti

d) Si la suite (uy,) est constante égale & c¢, la relation R est vérifiée
(vérification immédiate).

e) Comme a; = 1,a2 = n, la relation R est vérifiée pour k = 1.

Pour k € [2,n] :
kapi1 — nay + (n — k)ap_1 = k(C*_, + C*~Hy —nC*=1 40
et
kag+1 —nag + (n — k)ag—1 = k:C,’i — k:Crli =0
Pour k > n, la relation R est vérifiée, puisque la suite (a,,) vérifie la relation
ap = a, = 2" 1.

L’application ® est injective. Donc dim(E) = dim Im(®) < 2. mais, on vient
d’exhiber deux éléments indépendants de E : la suite constante et la suite
(an). Donc dim(E) > 2 et par suite dim(E) = 2.

Tout élément de (a;) de E est de la forme :

i—1
ai=a+BY Chi (a,8)€R
k=0

2. On se place & l'instant k. Au temps k, le point peut soit avancer, soit
reculer d’une case, événements que l'on note Ay et Ry.
Pouri € {2,---,n— 1},

Px,=i(G) = Px,=i(G/Ar) Px,=i(Ak) + Px,=i(G/Ri) Px,=i(R)

d’ou ]
n—1
n Pi—1

(3
pi = Epi-i-l +

La suite (p;) vérifie la relation R pour i € {2,---,n —2}. De plus p; = %pg,
et pg = 0. La relation est donc vérifiée pour i = 1.

De méme p,+1 = p, = 1. La relation est donc vraie pour i = n.

La suite (p;) est élément de E.

1l existe « et 3 réels tels que Vi € N, p; = a + Ba;.

Mais pp = 0 donc a = 0 et p, = 1 impliquent que Ba,, = 1, avec a,, = 2" !,
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On obtient finalement :

Exercice 3-10

1. Vérifier que les polynémes 1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment
une base de Rz (X). Ecrire la décomposition des polynomes X2, X3 sur cette
base.

2. Soit T une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.
Pour ¢ € N*, on note m; le moment d’ordre ¢ de cette variable.
Déterminer m; pour ¢ =1, 2, 3.

3. Soient Ty, Ts,---,T, des variables aléatoires indépendantes de méme loi
que T'. On cherche a estimer le parameétre inconnu A.

n n
1
a) Quelle est la loi suivie par E Ty 7 Montrer que M, = — E Ty est un

k=1 Lt
estimateur sans biais de A.

b) Préciser E(T?), E(M?) et E(TyM,) pour k dans {1,...,n}.

1
On pose V,, = - ];[T, — M,)*.
Est-ce que V,, est un estimateur sans biais de \ ?

Proposer un estimateur W,, sans biais de A obtenu a 'aide de V/,.

4. On montrerait a ’aide des résultats des premiéres questions que la variance

n
—=A(1 4+ 2)).

Entre M,, et W,, quel est le meilleur estimateur, c’est-a-dire celui de variance
minimum ?

de W, est égale a

Solution :
1. Un calcul immeédiat donne :

X?2=XX-1+X, X’=XX-1)(X-2)+3X(X-1)+X

2. Par prépondérance classique, chacune des séries suivantes est convergente,
et :

400 2\
my = Z kﬁ = \ (résultat du cours)
k=0

+00 2k
me = Z k2ﬁ = A? + X\ (méme remarque)
k=0 )
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+oo 3/\k +oo )\k )\k )\k 5 )
ms =Y k 0= Zk(k—1)(k—2)H+3k(k—1)H+kH =N 43207 4\
k=0 k=0

n
3. a) D’apres la stabilité des sommes de lois de Poisson, ZTk suit une loi
de Poissor; de parametre nA. =

D’ou E( ZT’”) =nA et E(M,) = A. Ainsi M, est un estimateur sans biais
der

b) D’apres la question précédente :
1 1
E(T}) =M + Xet E(M?2) = —2(n2/\2 +n)) =A%+ =)
n n

E(T,M,,) = 1 Y BT+ %E(T,f)
1<i<n, ik
Les variables aléatoires T} sont indépendantes, ’espérance du produit est
égal au produit des espérances.

n—1

E(TyM,) = A+ %(V +A) =X+ %)\
et "

B(V,) = - YO[B(}) — 2B(TM,) + B = "=
Ainsi, V,, n’est pas 1{1?11 estimateur sans biaisn de A. On choisira comme
L > [T — M,

k=1

A

n

estimateur sans biais W,, = V, =
n—1 n—1

4. Un calcul donne :

V(M,) = BOMZ) — (B(M,)? = 2
et on a : V(M) e 1
V(W:):( " )1+2A<1

On préférera donc (au sens du minimum de la variance ) M,, a W,.

Exercice 3-11

On effectue une succession indéfinie de lancers indépendants avec une piece
donnant Pile avec la probabilité p € ]0,1[ et Face avec la probabilité
¢=(1-p)

On dit que la premiere série est de longueur Ly = n > 1 si les n premiers
lancers ont amené le méme c6té de la piece et le (n + 1)-iéme, autre.
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On définit de méme la longueur L, de la 2-ieme série.

1. Déterminer la loi de L; et son espérance. Pour quelle valeur de p, E(L;)
est-elle minimum ?

2. Donner la loi du couple (Ly, Lo).
3. Déterminer la loi de L, son espérance.

4. Ly et Ly sont-elles indépendantes ?

On admet ’existence de la covariance de L; et Lo. Son signe est-il prévisible ?

Solution :
1. % L1(Q) = N* et pour n > 1, on peut écrire, avec des notations évidentes :
(L1 = n) = (P1P2 ‘e .PnFn+1) U (F1F2 ‘e .FnPnJrl)
D’ou, par disjonction, puis indépendance des résultats des différents lancers :
Vn>1,P(Li =n)=p"q+q"p

* La convergence des séries rencontrées étant patente :

E(Ly) = io? n.P(Ly =n) = qp( io? np"t + io? ng" ')

n=1 n=1 n=1
T _ 1 1 _bLaq_ 1
Soit : E(L;) = + =L, 9__ 1
= qp((l—p)2 (l—q)2) ¢ p p(l-p)
* Or p — p(1 — p) est maximale pour p = % , le mazimum valant i

Donc l'espérance de L; est minimale pour p = %, le minimum valant 2.

2. Lo prend ses valeurs dans N* et [L; = n) N (L2 = k)] n’est autre que :
(Py...PyFost ... FnokPosis1) U (Fy ... FaProit .. PoyiFririt)
D’on :
V(n,k) € (N)?, P[Ly = n) N (Ly = k)] = p"*'g" + ¢"*1ph
3. x Par sommation, on obtient la loi marginale de L, :

[ee]
Vi €N P(Ly = k) = ¥ P[Ly =n) 0 (L2 = b)) = PP 2 + ¢ L
n=1
Vke N, P(Ly = k) = p2gb! + ¢2pF !
* Ainsi, les séries étant convergentes :
E(L)=p* > kd" '+ 3 kpt ! =p? L vl =2
k=1 k=1 p q
4. % Déja P[(L1 = 1)N(Ly = 1)] = pg(p+q) = pq, tandis que P(L; = 1) = 2pq
et P(Ly =1) =p? + ¢
Ainsi, (L; = 1) et (L, = 1) sont indépendants si et seulement si 2(p*+¢2) = 1,

soit, si et seulement si 4p®> —4p+ 1 = 0, ce qui donne p = %
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* Réciproquement, si p = %, ona: P[(Ly=n)N(Ly =k)] = ﬁ, tandis
que P(L; = n) = 2% et P(Ly = k) = #, ce qui prouve que L et Lo sont
indépendantes.

Finalement L et Ls sont indépendantes si et seulement si p = %

*Sip= 113 covariance est nulle, tandis que si p # %, une grande valeur de
L signifie que I'on a tres probablement commencé par le c6té le plus probable,
donc la deuxiéme sera probablement assez courte et réciproquement.

On peut donc prévoir que le coefficient de corrélation sera négatif, donc la
covariance négative. Le calcul confirmerait. . .

Exercice 3-12

Soit X une variable aléatoire admettant une densité strictement positive sur
Rt et nulle sur R* .

1. a) Montrer que sa fonction de répartition Fx définit une bijection de R
sur [0, 1.

On note F'y ! sa réciproque. Soit alors U une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur [0, 1[.

b) Montrer que Fx'(U) suit la méme loi que X.

1
c) Déterminer Fy ! quand X suit la loi exponentielle de paramétre A = 7
avec b > 0.

2. En Turbo-Pascal, la fonction random simule une variable suivant la
loi uniforme sur [0,1]. Par exemple, si T est une variable de type real,
linstruction T := random affecte & T un réel de [0,1] suivant la loi
uniforme sur cet intervalle.

On admettra que les appels successifs & random sont indépendants.

Définir en Pascal une fonction Gamma (b : real ; n : integer) simulant la
loi Gamma de parametres b et n (b € R}, n € N¥)

3. On considére l'instruction T := (Gamma(l , n) - n) / sqrt (n) o T
est une variable de type real.
Quelle est son effet lorsque n est «grand » ?

Solution :
1. a) La fonction = = Fx(x) est continue, strictement croissante de RT sur
[0, 1]. Elle définit une bijection entre ces deux ensembles.
b) On sait que Fx'(U)(Q) = R*. Pour tout z >0 :
P(Fy'(U) < z) = P(U < Fx(2)) = Fu(Fx (2)) = Fx(z)
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Ainsi Fx'(U) et X ont la méme fonction de répartition sur Rt et sur R. Elle
suivent donc la méme loi.

c¢) Si X suit une loi exponentielle £(1/b), alors, pour tout z > 0 :
Fx(z) =1— e */® et donc, pour tout u € [0,1] :

Fi'(u) = =bln(1 — u)

2. La loi Gamma I'(b,n) est la loi de la somme de n variables indépendantes
suivant une loi exponentielle £(1/b). D’apres la question précédente, on
pourra simuler une telle loi en additionnant n fois —bIn(1 — ) ; donc :

Function gamma ( b : real; n : integer)
var k : integer ;

s : real;

begin

s :=0;

For kX := 1 to n do s := s-b*ln(l-random) ;
Gamma := s

end ;

3. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
une loi exponentielle £(1/b). Le théoréme de la limite centrée nous assure

n
. Sp—n .
que si on note S, = E X}, alors converge vers la loi normale
n
k=1

Vn
N(0,1).
Ainsi Pinstruction T := (Gamma(l , n) - n) / sqrt (n) ot T est une variable
de type real affecte & T, pour n grand, un nombre réel suivant quasiment la
loi normale A'(0,1).

Exercice 3-13

Existe-t-il un réel a tel que 'on puisse définir une variable aléatoire X, a
valeurs dans N, par :

Vk €N, P(X =k) = (ak+1)e*?

Solution :

Si le probleme a une solution, alors P(X = 0) = 1. Ceci impose donc d’avoir
P(X =1)=0,dot a =—1 et alors P(X = 2) serait strictement négatif!
La réponse est donc NON.

Exercice 3-14
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Soient A, B, et C trois variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabilisé (2, .4, P), suivant une méme loi binomiale de parametres
n et p.

Soit M la variable aléatoire qui & tout w € € associe la matrice M (w) définie
par :

Alw) Bw) Cw)
Mw)=| A(w) B(w) C(w)
Alw) Bw) Cw)

1. Quelle est la probabilité que M soit inversible ?

2. Quelle est la probabilité que M soit nilpotente ? (une matrice X est dite
nilpotente s’il existe p > 0 tel que X? =0.)

3. Quelle est la probabilité que M soit la matrice d’un projecteur ?

4. Donner la loi, 'espérance et la variance du nombre de valeurs propres de
M. Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

5. Donner la loi, ’espérance et la variance de la plus grande des valeurs
propres.

6. On suppose p = 1/2.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins une des colonnes de M soit égale
a la somme des deux autres ?

b) Quelle est la probabilité que toutes les valeurs propres de M soient des
entiers pairs ?

Solution :

1. Les trois variables aléatoires A, B, C suivent la méme loi. Ainsi les trois
colonnes de la matrice M sont identiques et la matrice M n’est jamais
inversible. Donc :
P(M inversible) = 0
2. Notons a = A(w),b = B(w), ¢ = C(w). Un calcul immédiat donne :
M? =(a+b+c)M, et Vn>2, M" = (a+b+c)" ' M
Ainsi M est nilpotente si et seulement si a + b+ ¢ = 0 (ceci comprend les
cas ou M = 0). Mais, par indépendance, A + B + C suit une loi binomiale
B(3n,p); donc :
P(M nilpotente) = (1 — p)3"
3. M est la matrice d’un projecteur si et seulement si M? = M et par le
calcul précédent si et seulement si a + b+ ¢ =1 ou bien M = 0. Ces deux
événements étant incompatibles, il vient :
P(M est une projection) = C1, p(1 — p)3"~1 + (1 — p)3"
=1 =p) B -Lp+1]
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4. Si M n’est pas la matrice nulle, M est de rang 1. Donc :
ea+b+c=0=> M =0 et M admet une seule valeur propre 0.
e a+b+c#0,alors M est de rang 1. Son noyau est de dimension 2 ; ainsi 0
est valeur propre de M, le sous—espace propre associé étant de dimension 2,
et la valeur propre restante est a + b + ¢ (le sous—espace propre associé étant
limage de M). Ainsi, dans ce cas, M admet deux valeurs propres.
Si I’on appelle N la variable aléatoire égale au nombre de valeurs propres de
M, alors N(Q2) = {1,2} et :

P(N=1)=(1-p)*, P(N=2)=1-(1-p)
Un calcul immédait donne E(N) =2 — (1 — p)3™.
Enfin, la matrice M est toujours diagonalisable, car, soit M = 0, auquel cas
elle est diagonale, soit M # 0 et les deux sous-espaces propres de M sont
supplémentaires.

5. Si X est la variable aléatoire représentant la plus grande valeur propre de
M, alors X (w) = a+ b+ c et X suit une loi binomiale B(3n,p). Ainsi :
E(X) =3np,V(X) = 3np(1 —p).
6. a) Posons :
A=(a=b+c¢), B=(b=a+c¢), C=(c=a+b)
L’événement recherché est AUBUC. On a :
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C) —P(ANB)—-P(BNC)—-P(CNA)

+P(ANBNC(C)
Or:
P(ANBNC)=Pla+b+c=0)=(1-p)*
P(ANnB)=Pla=bNnec=0)=Pla=>b)P(c=0)
Mais :

P(a:b)zzn:P(a:kﬁb:k):ZP(a:k)P(b:k)
k=0

) B (1)

Enfin A = (@ = b+ ¢). Mais b + ¢ suit la loi binomiale B(2n,p) et a est
indépendante de b+ ¢. Donc :

p(A):iP(a:kﬂ(b%—czk)):iP(a:k)P(b%—c:k)
k=0 k=0
n 1\ 1y\2n
=2 ai(3) a3

()" Eeten ()"



118 ESCP-EAP 2000 - Oral

Soit finalement :
3n o, 1
P(AUBUC) :38—n_ 8—n+8—n
b) Soit D ’événement «toutes les valeurs propres de M sont paires». Cet
événement est égal & (a + b + ¢ pair). Donc :

P(D) =) Pla+b+c=2k)

k>0
— Z Cgkp%(l _p)3n—2k
n
k>0
1+ (1—2p)3n

2

Exercice 3-15

On considere 6 dés, cinq étant équilibrés. Le dernier est pipé de maniere a ce
)

que lorsqu’on lance ce dé, chacun des chiffres appara”t avec une probabilité

proportionnelle & ce chiffre.

1. Donner la loi, 'espérance et la variance de la variable aléatoire égale au
chiffre donné par le dé truqué lorsqu’on le lance.

2. On effectue n tirages successifs et indépendants d’un dé parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire égale au nombre de fois ol est
tiré le dé truqué ?

Combien de tirages doit-on effectuer pour que la probabilité d’avoir obtenu
le dé truqué parmi ceux tirés soit au moins 1/2 7

3. On effectue n tirages successifs sans remise d’un dé parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire égale au nombre de fois ol est
tiré le dé truqué ?

Combien de tirages doit-on effectuer pour que la probabilité d’avoir obtenu
le dé truqué parmi ceux tirés soit au moins 1/2 7

Solution :
1. On a X(02) = {1,2,3,4,5,6} et pour tout k € X(R), P(X = k) = Ak. En
sommant ces probabilités, on obtient A = 21 et :

13 20
EX)=—,V(X)=—.

(X) = 5,V(X) = 5

2. Soit IV la variable aléatoire représentant le nombre de fois ou ’on obtient

le dé truqué. N suit la loi binomiale B(n,1/6) et pour tout les entiers k tels

que 0< k<n:
-t
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3. Ici, nécessairement, n < 6. On est en situation d’équiprobabilité. Donc :
e sin <5 N(Q)={0,1}et:

A3 n n
PN=0)= G2 =1-% PIN=1=g
. sin=6N(Q) ={1}.
Enfin :
1 1
P(A):P(N:l):>(P(A)Z§)<:>%Z§<:>n23

Exercice 3-16

On consideére la fonction F' définie sur R par :

—T

11—
5.T
2
1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire &
densité qu’on nommera X, dont on donnera une densité et ’espérance si elle
existe.

sixz >0
F(z) =
siz <0

2. Pour n entier naturel non nul, on note Y, la variable aléatoire définie
comme la partie entiére de nX.
On rappelle que si z est un nombre réel, la partie entiere de x est le plus
grand entier relatif n tel que n <z <n+ 1.

a) Déterminer la loi de Y;,.

b) Déterminer son espérance si elle existe.

Solution :

1. La fonction F' est continue sur R* et lim F(z) =
z—0t

=F(0) = lim F(z).

z—0~

BDO[—

Donc F' est continue sur R.
De plus F' est dérivable sur R*, avec :

F'(z) = 11’17557z pour z > 0 et F'(z) zlnTSS”” pour z <0

Ainsi F' est positive et F est croissante sur R. Comme il est clair que
lim F =1 et lim F = 0, la fonction F' possede toutes les propriétés requises

400 —00

pour étre une fonction de répartition et une densité associée est, par exemple :

f(a:)zlnT‘r)S_mpouerOetf:m%SmpourxSO

+00
La densité f est paire et l'intégrale / zf(x)dz est convergente (néglige-
0

abilité classique), donc X posséde une espérance et E(X) = 0.
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2.2) Y, (Q) =Zet,pour tout k € Z, P(Y, =k) =Pk <nX <k+1), ie
P(Y, = k) = F(EEL) _ (k)
Soit, en revenant & la définition de F :

Si k€ N, P(Y, = k) = L5=1 (%1),%1

SikeZ *PY,=k) = %2_ L (/5

b) On sait que pour |z] < 1, on a : E kz* = W’ ainsi les séries
x
rencontrées convergent et :
= _ 51 1 1 1
k.P(Y,=k k = _
De la méme facon :
S kP(Ya=k) = +z°°—k.P<Yn=—l~c>= __5
k=—1 k=1 2( {L/g - 1)

Ainsi Y,, admet une espérance, et E(Y;,) =

Exercice 3-17

On considére une suite (X,)pen de variables aléatoires réelles & den-
sité, indépendantes, toutes de méme loi, définies sur un espace probabilisé
(Q, B, P). On note f une densité de ces variables aléatoires et F' leur fonction
de répartition.

1. a) Montrer qu’une densité g de la variable X; — Xy est donnée par :
“+oo

g:x f@)f(t —z)dt.

b) Calculer P(XO < Xl) et P(X1 < X())

Dans la suite de l’exercice, on admettra que si n € N*, alors pour toute
permutation o de [0,n], on a :

P(X(,(g) <XJ(1) <0 < Xa(n)) =PXo< X1 << Xp)
et Vr € R,
P(X(,(g) < Xy < < Xjm) <z)=PXo< X1 < <X, <)
2. Soit n € N*.

a) Calculer P(E,) ou E, est I’événement :
«1Il existe deux indices distincts ¢, j de [0, n] tels que X; = X;»

b) Montrer que P(Xp < X1 < --- < X)) = - _'1_ ol

c¢) Calculer P(Xy < X; < --- < X,, <) en fonction de F(z).
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3. Si w € Q, on note T(w) le plus petit indice n € N* pour lequel
Xp(w) > Xo(w) si un tel indice existe et T'(w) = 0 sinon.

Calculer P(T =n), pour n € N. La variable T' admet-elle une espérance ?
4. On pose pour tout w € 2,Y (w) = Xr(,)(w).
a) Calculer pour (n,z) e Nx R, P([T =n]N[Y <z]).

b) Comment en déduirait-on la fonction de répartition de Y 7

Solution :

1. a) Xo et —X; sont indépendantes, de densités respectives t — f(t) et
t — f(—t). Donc Xy — X1 admet pour densité :
+00
g:t— f@O)f(t —z)dt

— 00
On trouverait évidemment le méme résultat pour la variable X; — Xj.
b) P(Xp < X;) =P(Xo — X1 <0) =P(X; — X9 <0) = P(X; < Xp).
La variable aléatoire X; — Xy étant aussi une variable aléatoire a densité,
ona: P(X; =Xy)=0,et donc: 1= P(X; < Xg) +P(Xop < X;). Par
conséquent, :

P(X; < X)) =P(Xo< X)) = &

2
2. a) P(E,) = P(U (X; = X;)).
1<J k
Une récurrence élémentaire sur k montre que P( |J A4;) < > P(4;), donc:
1<i<k i=1
P(E,) < > P(X; = X;) =0 (car X; — X est une variable a densité). Soit :

i<j
P(E,) =0
b) L’univers Q est la réunion disjointe des (n + 1)! événements :
Xo(0) < Xg1) <+ < Xy, pour o décrivant S([0,n])
et de ’événement E,,. Or E, est quasi-impossible et, par symétrie, tous les
événements précédents ont la méme probabilité. Ainsi :

P(Xo< X1 <--<X,)= (nil),

¢) De méme notons B, = (Xy(0) < Xo(1) < -+ < Xp(n) < 7).

Tous les événements B,, o décrivant S([0,n]), ont la méme probabilité
(toujours par symétrie), sont deux & deux incompatibles et leur réunion
differe de I'événement B = (Xg < z)N...N (X, < z) d’'un événement
quasi-impossible.

Comme P(B) = [F(z)]"*!, il vient :
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P(Xo<X; <--<X,<m) = " i ol [F(z)]"+!

3. (T:n):(Xngo)ﬂ(ngXo)ﬁO(Xn,l SXg)r\l(Xn>X0)

Comme I’égalité de deux variables aléatoires X; et X;, avec i # j, est quasi-
impossible, on peut donc écrire :

P(T = n) = P(U [Xa(l) < XJ(2) <0 < Xa(n,l) < Xo < Xn])
La réunion étant étendue & toutes les permutations de [1,n — 1].
Comme il y a (n + 1)! fagcons de permuter les n + 1 variables en présence,
toutes équiprobables, on obtient :

P(T =n) = (”_Biz 1

On peut remarquer que P(T =n) = L_ 1 _ donc > P(T=n)=1
n n+1 =
et ’événement (T' = 0) est quasi-impossible.

Comme n.P(T =n) ~ %, la variable T' n’a pas d’espérance.

4. a) (T = 0) étant quasi-impossible, P[(T'=0)N (Y <z)] =0.
Pour n € N*, I’"événement (T = n) N (Y < z) a méme probabilité que
I’événement
U [Xa(l) < X(,(g) < - < Xa(n,l) < Xo < Xp < 2]
la réunion étant étendue & toutes les permutations de [1,n — 1].
F™ _ [F)]™!

Doiv: PT =n) N (Y <)) = (n = DI =Em = 507

O tn+1

b) On en déduirait P(Y < z) par la relation P(Y < z) = o
= nn+1)

avec t = F(z).
X un
Pour achever le calcul, il faudrait savoir que pour |t| < 1, on a Y, % =
n=1

1
nn+1)

—1In(1 —t) et séparer la série en deux en décomposant

Exercice 3-18

Si X est un ensemble, on note P(X) ’ensemble des parties de X et pour tout
entier naturel k, Pr(X) désigne ’ensemble des parties de X & k éléments.
Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul et E,, désigne ’ensemble
{1,2,...,n}.

1. Soient a et b deux entiers tels que 1 < a <net 1l <b<mn.On tire au
hasard une partie A dans P,(E,) et une partie B dans Py(E,). On note X
la variable aléatoire égale au nombre d’éléments de AN B et Y la variable
aléatoire égale au nombre d’éléments de A U B.
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a) Dans le cas particulier ou n = 7,a = 4,b = 2, déterminer la loi de X.
b) Dans le cas général, calculer ’espérance des variables X et Y.

c) Sous la contrainte a + b = n, quels sont les couples (a,b) pour lesquels
I’espérance de X est maximale ?

2. On tire au hasard une partie C' dans P(E,,), puis on tire au hasard une
partie D dans P(C). On note Z la variable aléatoire égale au cardinal de D.
Déterminer la loi de Z et son espérance.

Solution :

1. Dans cette question Q) = P,(E,) X Py(E,), de cardinal C2¢C?, et muni de
la probabilité uniforme.

a) *x (X = 0) est réalisé si les parties A et B sont disjointes. Pour réaliser
cet événement, on peut choisir A de C7 fagons, et une fois A choisie, B est
une partie & 2 éléments de E7 \ A, qui est de cardinal 3. 1l existe donc C3

42
facons de choisir B et : P(X =0) = CrCy _ 1

cic7 T
De méme pour réaliser (X = 2), il faut que B soit incluse dans A. La partie
A est toujours choisie de C4 facons et, une fois A choisie, on peut alors choisir

cic? o
B de C% fagons, ce qui donne : P(X = 2) = CELC% =£.
Comme X () = {0, 1,2}, il vient alors P(X = 1) = %.

b) * Pour i € [1,n], notons X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1
sii € AN B et la valeur q sigloln.
ctC” b
Ona:P(X;=1)=—nzln-l _ a4y
(Ki=1) cech n’
parties A et B, il reste & compléter la partie A en prenant a — 1 éléments
dans E, \ {i}, idem pour B).

n
La variable X; étant de Bernoulli, il vient E(X;) = a_l; et puisque X = > X;,
n i=1

(car une fois le nombre i mis dans les

on obtient :
E(X) =
n

* On a card(AUB) = card A+ card B—card(ANB), ie. Y =a+b—X, et :
E(Y)=a+b— 2
n

a(n — a)

.

Une étude rapide de la fonction = — x(n — x) montre que cette fonction est
croissante sur [0, %], décroissante sur [%,n] et sa représentation graphique

est symétrique par rapport a la verticale d’abscisse % .

c) Sous la contrainte a +b=n, ona: E(X) =
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Ainsi, si n est pair E(X) est maximale pour a = (et donc b = %) tandis

n
2
que si n est impair E(X) est maximale pour a = % 5 et b= 2 +1

2. Notons T la variable aléatoire égale au cardinal de C'. Les variables T et Z
prennent leurs valeurs dans [0, n] et, pour tout k € [0,n], on a en appliquant
la formule des probabilités totales :

P(Z=k) = EP(Z k/T =i).P(T = i) =

(en effet, on a cardD < card(C)
L’hypothese d’équiprobabilité s applique et donc :
C’” C’
P(Z =k) = Z

M:

P(Z = kT =i).P(T =)

i=k

k n—~k . k
Or: ChCi = CC" i et P(Z = k) = Sa .1+,CC;_,c = Go (14 Lyns
2 = 2 on 2
Ainsi = Yk € [0,n], P(Z = k) = Ck(1))* (3)" "
Par conséquent Z — B(n,1/4) et E(Z) = %

Exercice 3-19

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On dispose d’une urne contenant
m jetons blancs numérotés de 1 & m et n jetons noirs numérotés de 1 a n.

1. On tire successivement et sans remise les m+n jetons de 'urne. On appelle
X le rang d’apparition du premier jeton portant le numéro 1 et Y le rang
d’apparition du premier jeton blanc.

a) Déterminer la plus grande valeur notée « (respectivement () prise par
la variable aléatoire X (respectivement Y').

b) Calculer P([X = a]N[Y = g]).

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur m et n pour
que les variables aléatoires X et Y soient indépendantes (on distinguera les
cas m > 2 et m = 1, puis pour m = 1, on distinguera selon que n > 2 ou
n=1).
2. On effectue maintenant une succession de tirages avec remise dans cette
urne. On note encore X le rang d’apparition du premier jeton numéroté 1 et
Y celui du premier jeton blanc. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur m et n pour que X et Y soient indépendantes.

Solution :

1. a) L’urne contient m+n jetons, dont deux jetons portant le numéro 1, donc
a =m +n — 1. De méme, comme 'urne contient n jetons noirs, 3 =n + 1.
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b) x Si m > 2, pour réaliser (Y = ), on doit tirer d’abord tous les jetons
noirs, donc on réalise ipso facto (X < n).
Comme « = m +n — 1 > n, on ne peut donc pas réaliser simultanément
(Y =) et (X = «). Par suite :
m>2 = P([X=aN[Y=p4])=0
* En revanche, sim =1, [X =a]N[Y =] =[X =n]N[Y =n+1]
et cet événement se réalise si I’on tire d’abord tous les jetons noirs portant
un numéro > 2 (ce qui peut se faire de (n — 1)!) fagons), puis le jeton noir
portant le numéro 1 et enfin le jeton blanc.
Les (n + 1)! fagons de vider 'urne étant équiprobables, on a :
(n—111.1 1
(n+1)!  nn+1)
c)xSim > 2, (X =a) et (Y =) ne sont pas de probabilité nulle, tandis
que P([X =a]N[Y =p]) =0: X et Y ne sont pas indépendantes.
* Reste a étudier le cas m = 1.
(n—-1L2 2
(n+1!  nn+1)
jetons portant un numéro > 2 aux n — 1 premiers rangs du tirage, et on peut
achever de deux facons selon la couleur n®™® jeton).

P(X =n)n(Y =n+1)] =

Dans ce cas, on a : P(X =n) =

(on place les n — 1

On a de méme P(Y =n +1) = ( Tl)' = _1'_ 1 (on extrait d’abord les n
n ' n

jetons noirs).
Ainsi :

PX =mn(Y =nt D)= -odass PC=n).PY =0t 1) = o

Ces deux événements ne sont donc indépendants que si n(n+ 1) = n(n+1),
c’est-a-dire que si n = 1.

Finalement, le seul cas ou X et Y peuvent étre indépendantes est lecasn =1,
et m=1.

Dans ce cas X est la variable certaine égale a 1, qui est indépendante de toute
variable aléatoire.

Conclusion : X et Y sont indépendantes si et seulement si m =n = 1.

2. Dans le cas du tirage avec remise, X — g(m 3_ n) et Y — g(m’i n)

* (X =1)N (Y =1) est réalisé si l'on tire du premier coup le jeton blanc

4 — _ __1
portant le numéro 1, donc P[(X =1)Nn (Y =1)] = mn
1) = _ 2 _1\—_m
«P(X =1)= -2 et P(Y =1) =
Les événements (X = 1) et (Y = 1) ne sont donc indépendants que si
2m

man = 1, i.e. que si m = n. Ainsi X et Y ne peuvent étre indépendantes
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que si m = n.
Supposons donc m = n.
_ e 1yk=11 16 (m—1)F1

*Vk,lEN*,P(X_k)P(Y_K)_(1—E) E(ﬁ) =l

* Si k < £, Pévénement (X = k) N (Y = £) est réalisé lorsque les (k — 1)
premiers tirages ameénent un jeton noir portant un numéro supérieur ou égal
A4 2, le k®™ tirage ameéne le jeton noir 1, tous les tirages du rang k + 1 au
rang £ — 1 (s’il en existe) aménent un jeton noir de numéro quelconque et
enfin le £°™¢ tirage amene un jeton blanc.

e —1 —k+1 m — 1)k1
Donc : P[(X = k)N (v = 0)] = (B=1)* L (L) %:%

* De la méme facon :

P(X =k)n(Y =k)]= (=Lt L _ (m— et

2m 2m — mkom
et sik>{:
_ o (m=1\1lm =1 m—=1\k-11 _ (m Dl
PX =k (r =] = (B=l)tm=tm=lyien L m1)
Dans tous les cas on a P[(X = k)N (Y =) = P(X =k).P(Y =) et les

variables X et Y sont indépendantes.

Exercice 3-20

Soit (2,4, P) un espace probabilisé. On dit qu’une variable aléatoire X
définie sur Q suit une loi de Pascal de parametres n et p si X(Q) =
{n,n+1,...... } et si pour k > n,

PIX =k =0 [p"¢d" ", (0<p<l,g=1-—petneN).

Soient T1,T5,...,T,, n variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi géométrique de parametre p.
Pour tout k € {1,2,...,n} on pose Sy =T +To + - - - + T}.

1. Montrer que si S, _; suit la loi de Pascal de parametres n — 1 et p, S, suit
la loi de Pascal de parametres n et p. Conclure.

2. Déterminer P[T,, = 1] et pour tout s > n, P[T,, =1/S, =s], (n > 2).

—+o0
1
3. En déduire que pour tout n > 2 et tout ¢ € 0, 1], Z C?:;q“” =—,
p
s=n
+00 1
puis que pour tout n € N et tout ¢ € ]0, 1], Z Clg° "= At
—q

sS=n

4. On suppose p inconnu.

Sp—1

Montrer que P, = est un estimateur sans biais de p.
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5. En utilisant la question 3, calculer I’espérance de la variable
(n—1)°

(S, — 1)(S,, — 2)

En déduire que nlLII;O V(P,) =0, ou V(P,) désigne la variance de P,.

, (avec n > 3).

Solution :

1. Posons Hy, : Sy suit une loi de Pascal de parametres (k,p).
On sait que H; est vérifiée.

Supposons H,,_; vérifiée. Comme S,, = S,,_1 + T}, il vient :
Sp(Q) ={n,n+1,...}, et pour tout k > n :

[Se=k= U (Sa=dn[Tn=k-i])

1>n—1
k—i>1
k—1

k—1
P[Sy=k= > P[Su1=ilP[T,=k—il=p'¢"" Y Cr’

i=n—1 i=n—1

d’otl1, par indépendance :

— C]zt:llpnqk—n

Ainsi H,, est vérifiée.

2. 11 vient immédiatement P[T,, = 1] = p, et, pour tout n > 2 :

PI[S,, = 5] B P[S,, = s]
_ P[T, =1]P[S,, 1 =5 — 1]
B P[S, = 5]
0y n-1
Tl s-1

3. Utilisons la formule des probabilités totales :
P[T, =1]=Y_P[T, =1/S, = s]P[S, = 5]
s>n

Donc :

n—1_ _ _ 9 e
pzzs_lcg_llpnqs n:anC;L_Qqu n
s>n s>n
Ainsi :
+o0o

1
Z Cg_qu" —
- -1
s=n pn
La seconde formule se déduit de la premieére par un simple changement
d’indices.
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4. Toujours en utilisant la formule des probabilités totales :

PT,=1=Y P[T,=1/S,=s =Y Z:iP[Sn = 5]
s>n s>n

D’apres le théoreme de transfert, cette formule correspond a 'espérance de

la variable aléatoire P, = qui est donc un estimateur sans biais de p.

S, —1
5. Effectuons les calculs demandés :

(n—1)2 B (n—1)2 o
E((Sn —2)(S, — 1)) N Z: mcmp q

s>n

_n—ln (n_]-)(n_2) n—1_s—n
_n—2p chsqq

n—1
— pn Z C;L:33qs—n

s>n

n—2
s>n
n—1,
_n—2p

(=P e
(Sn - 2)(Sn — 1) Z (Sn — 1)2 lmphque que :

E((sn (—n2;(é‘l - 1)) 2 E(%)

Or

On en déduit que :
(n—1)° ) 2 P’ 1
—E(P)= <
(Sn —2)(Sp, — 1) (Px) n—2"n-—2
La suite d’estimateurs (P,) est donc convergente.

V(P,) < E(

Exercice 3-21

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire définie sur
2 & valeurs dans N. Pour & € N, on note p, = P(X = k) et Qr, = P(X > k).

oo
1. Montrer que la série ®(z) = Zpk.xk converge pour tout € [—1,1] et

k=0
00

que la série ¥(z) = Z Qp.z* converge pour tout z € ]—1,1[.
k=0

2. Que vaut Qr—1 — Qr ? Pour tout n € N, calculer (1 — z) ZQk z*. En
k=0

déduire que :

_1-2(x)

(Vrel-11) W)= ——
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A quelle condition peut-on prolonger par continuité la fonction ¥ en 17

3. On suppose que X admet une espérance et on admet que 1’on peut dériver
terme & terme la série de somme ®(z) pour tout z € [—1, 1], c’est-a-dire que
pour tout z € [—1,1] :

+o0
d'(r) = Z kpg.a*~!
k=1
Montrer qu’alors : E(X) = ®'(1) = ¥(1).

4. On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece donnant pile
(P) avec la probabilité p € ]0,1] et face (F') avec la probabilité ¢ =1 — p.
Soit T la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour
obtenir pour la premieére fois pile suivi immédiatement de face (T = k si
et seulement si on obtient pile au (k — 1)-iéme lancer, face au k-ieme lancer
et que ’on n’a jamais obtenu PF lors des lancers précédents).

On pose pr, = P(T = k). Calculer p; pour k < 4.
Montrer que l'on a :
Vk>2) pr=pd" ' +pm
Déterminer la fonction ® associée & la variable T et en déduire ’espérance
de T

Solution :

o0

1. La série ®(z) = Zpk.a:k converge pour tout x € [—1,1], car |ppz*| < p
k=0

qui est le terme général d’une série convergente.

De méme, comme 0 < Q. < 1, il vient |Qxz*| < |z|* qui est le terme général
d’une série convergente dés que |z| < 1.

2. Il est clair que Q1 — Qr = px et :

(1—2) Y Que® = Qua* = Qratt!
k=0 k=0 k=0

=Qo— Y (Qk — Qr1)o* — Q™!

k=1
n n
k 1 k 1
= Qo — Zpkﬂf —Quz"tt =1- Zpkl‘ - Qpa"t
k=1 k=0

Pour |z] < 1,0on a lim |Q,z""| < lim |2""!| = 0, et, en passant & la
n—-+o0o n—+oo

limite :
1= ®(x)

1-2)¥(z) =1—-P(z) = Ve €] - 1,1, ¥(z) T
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Ainsi, ¥ admet un prolongement par continuité en z = 1 si et seulement si
la fonction ® est dérivable & gauche en ce point (car ®(1) =1).

3. Si l'on suppose que E(X) existe et que 'on peut dériver terme & terme
une série de fonctions, il vient immédiatement :

+o00 400
d k !
B0 =St~ 1 (Lot |- w00
k=0 k=0
et d’apres la question précédente, si ® est dérivable en xz =1,
E(X)=9(1)

4. La variable aléatoire T prend ses valeurs dans N\{0, 1}. Il est évident que
p2 =Pgq.
L’événement (T = 3) correspond & l’expérience PPF U FPF et p3 = pq.
L’événement (T' = 4) correspond a l’expérience PPPF UFPPFUFFPF et
pa =pa(p* + pg + ¢*).
De maniere générale, notons X,, le résultat du n-ieme tirage. Pour avoir
(T =k), il faut : Xy_1 = P, X = F et Xp_o est quelconque. Mais :
e si Xy o = F, alors nécessairement X 3 = F' et par récurrence pour tout
J<k—-2 X;=F.
e si X;_o = P, on "oublie” ce tirage et on est ramené a la situation
précédente avec (n — 1) tirages.
Par disjonction des cas :

pe = P(F...FPF) 4+ P(P)pr_1 = p¢" ' + ppr_1

En posant p; = 0 et par convergence des séries manipulées, il vient :

+00 +0o0 +0o0
o) =Y pra* =) pg* b +pd proaat
k=2 k=2 k=2

+00
= pgz* Y (qz)" + prd(z)
k=2
soit : 5
pqr
b)) = ———
() 1 -z + pga?

On sait que si T admet un espérance, alors E(T) = @'(1). Un calcul
élémentaire donne :
2 1-— %) — 22 -1 1
' (z) = pgr(l — @ + pga”) png( per —1) E(T) = (1)
(1 -z + pga?) pq
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Exercice 3-22

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. On considére :

e une variable aléatoire N définie sur (2, .4, P) qui suit une loi de Poisson
de parametre A > 0.

e deux variables aléatoires A et B indépendantes, définies sur (2, A, P),
telles que pour tout n € N, les lois conditionnées A|(N = n) et B|(N = n)
sont des lois binomiales de parametres (n + 1, p).

Pour tout w € 2, on consideére le polynéme P, défini par :
P (X) = A(w) XN+ _ B(w)x N 41
1. Quelle est la loi du coefficient A 7

2. Quelle est la loi du degré de P, ? (on distinguera le cas ou P, est le
polyndme identiquement nul, pour lequel on pose alors que le degré est —oo,
et le cas ou P, est de degré 0).

Solution :

1. N prend ses valeurs dans N et lorsque N prend la valeur n, alors A peut
prendre les valeurs entieres de 0 a n + 1. Ainsi A prend ses valeurs dans N et
la formule des probabilités totales donne :

Vie NPA=i)= EP( =k).P(A=1i/N =k)
Or, P(N = k) = —Az, et :
Sik>i—1,P( —Z/N:k‘)—cl p’qk""llavecq:l—p
Sik<i—1, P(A :z/N—k)—O

o 00 )\)kJrlfi
Ainsi : P(A4 = i) = BV, PP CLY
insi - P(A =) = S5 ,Z;_l( UG
En écrivant : k +1 = (k+ 1 — i) + i, on peut séparer la série en deux séries
convergentes connues, d’ou :
. ) e
VieN,P(A=1i)=" 3 (Ag +1)
i!
2. a) P, est le polynéme nul si N(w) =0, A(w) =0 et B(w) = 1. Donc, en
notant D(w) le degré de P,
P(D=-00)=P(N=0).P(A=0)Nn(B=1)/N =0)
Soit, par indépendance :
P(D=-x)=e¢ *.pq
b) P, est un polynéme constant non nul si (N = 0,4 =0et B # 1) ou
biensi (N >0,A=0et B=0).0rsiA=0et B#1l,onaA=0et B=0.
Donc
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* P[(N=0)Nn(A=0)n(B#1)] = P(N =0).P[(A=0)n (B =0)/N =0

— oA g2

«P[(N>0)N(A=0)n(B=0)]= 3 P(N =k).P[(A=0)n (B =0)/N =
k=1

_ § e—>\/\_’c k41, k+1

-q q
k=1 k!
— g2 io: (qu)k _ qze»\(exf -1
= k!

Soit, en sommant, par incompatibilité des deux cas :
P(D=0)=e*¢*> + qu’)‘(e)‘q2 —1) = g?eP2P)

c)Pourk >0, P, est dedegré ksi (N =k—1et A#0)ousi(N =k, A=0
et B #0).
* P(IN=k-1)N(A#0)]=P(N=k—-1).P(A#0/N=k—-1),dou:

k—1
P(N=k-1)N(A#£0)]=ce *(,j_ i1 =)

* P(N=k)Nn(A=0)N(B#0)]=P(N =k).P[(A=0)N(B#0)/N =k)
Soit :

PN =F) N (A =0) 1 (B £ 0)] = e gt (1 — ¢+

Soit :
k
VE>1,P(D=k)= e”‘—;‘c' (1 — g + —’;’\(1 —q"))

Exercice 3-23

On considere une variable aléatoire a densité X définie sur un espace
probabilisé (2, A, P). Soit f une densité de X et F sa fonction de répartition.
On suppose qu’il existe un réel a tel que f soit identiquement nulle sur
Pintervalle | — oo, a] et continue sur [a,+o0o[. On suppose également que X
admet une espérance notée E(X).

—+o0
1. Montrer que, lorsque z tend vers 400, / f(t) dt est négligeable devant
1 xT

E.
2. En effectuant une intégration par parties, montrer que 'intégrale

/:OO (/;m f(t)dt> iz

converge, et vaut E(X) — a.

3. Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si on suppose seulement
f continue sur ]a, +oo[ ?



Probabilités 133

4. Soient deux réels b et 7 tels que b > 0 et 7 > 0.
+00 +oo t
Montrer que l'intégrale / ( / eFtT_ldt> dx converge et calculer sa
0 T

valeur.

5.a) Soit f la fonction définie sur R par :

f:a:,_>{oz.e_””2 siz >0
0 siz <0

Déterminer a pour que f représente la densité d’une variable aléatoire.

+o0 +o0 5
b) Montrer que l'intégrale / < / et dt> dx converge et calculer sa
0 T

valeur.

Solution :
1. La variable aléatoire X ayant une espérance, on sait que lintégrale

+oo
/ tf(t) dt est convergente. On peut alors écrire, pour = > a :
a

—+o0

+oo
o<of  f)d g/ LE() dt

Par définition de la convergence de l'intégrale définissant E(X), on a donc :
+0o0
lim = fit)ydt =0
T

T—+00
Ce qui est le résultat demandé.

2. En intégrant par parties (licite, car la continuité de f montre que z +—
+oo

f(t)dt est de classe C* et de dérivée z — —f(x)) :

[ ([0 w)a=s

+oo +oo
Comme / f)ydt =1 et / zf(z)de = E(X), le passage & la limite

a
lorsque A tend vers +oo donne :

/;OO (/:OO f(t)dt) dr = —a + E(X)

3. Le résultat subsiste. En effet, il suffit de procéder sur 'intervalle [b, +o0],
avec b > a (intervalle sur lequel f est continue) et de procéser alors par
passage a la limite lorsque b tend vers a, par continuité de l'intégrale par
rapport & sa borne inférieure.

400

[0 dt]A + /Aa:f(m) dz

] a a

4. Soit X une variable aléatoire suivant la loi I' de parametres (b, 7). En
appliquant ce qui précede, on a :
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Foo o0 _sb,r—1
e t
=————dt)de =FE(X)=5
(L s = pe =i
En conséquence :

+0o0 +0o0
/ ( / emt/bgT=1 dt) dz = brD(r)b™ = rD(r)b™+!
0 T

—+o0
5. a) On sait que / e~tdt = %\/7_1' (considérer une variable aléatoire &

0
densité suivant la loi normale d’espérance 0 et de variance 1/2).

On doit donc prendre o = 2

VT

b) Si X est une variable aléatoire ayant la densité précédente, X admet

une espérance et :
2 [T, e 1
E(X)= —/ te t dt = —=
NZIN Nz

En appliquant ce qui précede, il vient finalement :

/;oo (/;ooe_tzdt) de =1

Exercice 3-24

On considére deux variables aléatoires a densité X et Y, indépendantes,
définies sur le méme espace probabilisé; X suit une loi exponentielle de
parametre a, Y suit une loi exponentielle de parameétre b, ot a et b sont
deux nombres réels strictement positifs donnés.

On définit les variables aléatoires : T = min(X,Y),U = max(X,Y),Z =
U-T.
(N.B : dans chacune des questions, on prétera attention au cas ot a = b).

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire D définie par D = X — Y.
2. Exprimer Z en fonction de X et de Y, et déterminer une densité de Z.
3. Calculer I'espérance et la variance de Z.

4. Pour n entier positif, exprimer le moment d’ordre n de Z :
a) en fonction des moments d’ordre n de X et de Y,
b) en fonction de n,a,b.

Solution :

1. x Déja —Y est une variable aléatoire a valeurs dans R~ et sa fonction de
répartition F_y est définie par :
VyeR ,Fy(y)=P(-Y <y)=PY >-y)=1-Fy(-y)
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Une densité f_y de —Y est donc définie sur R~ par :
fv(y) = fr(—y) = be™
* Une densité de D = X — Y = X 4+ (—Y) s’obtient alors par convolution :

VdERJDM%=AﬁAd—ﬂﬁy@dt

La fonction & intégrer est non nulle lorsque ¢t < 0 et d —¢ > 0, ce qui conduit

a distinguer deux cas :
d

Sid <0, fp(d) = / a.e—d=1) p et qt = a(fb ebd

—00

0
: _ —a(d—t) p bt g4 — _ab  —ad
Sid>0, fD(d)—/ a.e et dt = T+5°

—00

* Pour a = b, on peut abréger en : Vd € R fp(d) = %e’““”

2. Z=U-T=|X-Y| =|D| prend ses valeurs dans R" et pour z € R",
on a:
P(Z <z)=P(—2<D<z)=Fp(z) — Fp(—z). D’ol par dérivation :
Vz €RY, fz(2) = fo(2) + fo(=2)
Ce qui donne :
VzeRY, f(z) = =0 (e=0% 4 o b%)

T a+b
Dans le cas particulier b = a, il vient : fz(z) = a.e”% et Z suit la loi
exponentielle £(a), d’ott E(Z) = % et V(Z) = %
a

3. % Sous réserve de convergence, on a : E(Z) = aa——zb z(e™% +e b)) dz.
R+

La convergence est banale et le calcul simple, a ’aide d’une intégration par

parties. Il vient alors :

EB(2) = ;955 + 5]
* De la méme facon, mais avec une intégration par parties de plus, on obtient :
E(Z2) — a_b/ ZQ(e—az + e—bz) dz = 2(&3 + b3)
a+b o (a + b)a®b’
Ce qui donne;

V(2)= B ~ B = b et Dla® +5) — (@ + )]

On vérifie que pour b = a, on retrouve les résultats attendus.

4. a) b) x Toujours sous réserve de convergence, on a :

E(Z") = ac-bfb R+z"(e_“ +e7%) dz.

La convergence est banale, par négligeabilité classique, et on peut écrire :

E(Z"™) = a‘i’b/ﬂwz".e_‘” dz + ac—i)b RJrzn.e_bz dz.
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Plutét que de procéder a des intégrations par parties successives, il vaut
mieux effectuer le changement de variable ¢t = az ou t = bz, ce qui donne :

B(zry= -9 [l pn+1)+ L Tn+1)].

a+b anJrl bn+1
o _aba!r 1 1
1.€, . E(Zn) = g_+_nb [an+1 + bn+1]

*Orsi X < £(a), on a BE(X™) = / z".a.e” " dr = %F(n +1) = "—71
R+ a a

On peut écrire également E(Z") = GL_H)E(X”) +3 i bE(Y”).

Exercice 3-25

Le plan est rapporté & un repere orthonormé (0,7, 7).

Lors d’une épreuve de tir & I’arc, un concurrent dispose de n fleches, n > 1
fixé ; son objectif est d’envoyer chacune de ses n fleches le plus prés possible
du point O.

Pour chaque fleche décochée f;,1 < i < n, on suppose que l’abscisse X;
et lordonnée Y; du point d’impact de f;, sont deux variables aléatoires
indépendantes, toutes deux de loi normale d’espérance nulle et d’écart-type
o (exprimé dans 'unité commune du repére), o étant un parametre réel
inconnu.

1. On note D; la distance aléatoire du point d’impact de la fleche f; a O.
Déterminer une densité de D; (on pourra reconna”tre les variables aléatoires
XY

et ).

2
2. Calculer I'espérance et la variance de D;; en déduire une fonction simple
D; de D; telle que E(D;) = o (E désignant 'opérateur espérance).

o o2

3. On suppose que les variables aléatoires (D;)i<i<n sont mutuellement
indépendantes. On s’intéresse a la distance aléatoire D de la meilleure fleche
décochée par I'archer — au sens de la plus proche de O — parmi les n.

a) Exprimer D en fonction des variables aléatoires D;, 1 < i < n.

b) Déterminer la loi de D (on précisera la fonction de répartition et une
densité).

c¢) Calculer I'espérance et la variance de D ; en déduire un estimateur sans
biais D' de o, fonction simple de D ; est-il convergent ? (justifier le bien-fondé
de ce dernier résultat).

d) Proposer un estimateur de ¢ de meilleure qualité que celui précédem-
ment rencontré.
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Solution :
1. Pour tout entier i tel que 1 <i <mn, on a D? = X2+ Y? d’ot :
D} _ X v
o2 T o2 T o2
Or, on sait que — suit une loi normale A/(0,1) de fonction de répartition ®
o
2
i

o2

et de densité ¢. Déterminons la loi de
Pour tout v > 0 :

P <) =r(-va< B
= ®(Vu) — ®(—Vu) = 28(Vu) - 1

X2
Si l'on note f une densité de —-, alors
(2

L0 suso
flu) = { —— e %2 ginon
V2T Vu

2 Y»2
Ainsi —- suit une loi I'(2,1/2). La variable — suit la méme loi et par
o o

2 2

D; D?
indépendance —- suit une loi I'(2,1) = £(1/2). Une densité de —- est alors
o g

définie par :
) 0 siu<0
9) =9 L2 gnon

Déterminons maintenant la loi de D;. Comme, pour ¢t > 0 :
D; D?
P(— < t) - P(—’ < t2)

o o2

D.
une densité de — est définie par :
(2

0 sit<0
h(t) = =
(*) {t67t2/2 sinon

et une densité de D; sera donnée par :
0 siu<0
fpi(u) = %67“2/(2"2) sinon
o
2. Un calcul donne :
. +oo
E(&) :/ e~/ dt = \/E
g 0 2

et E(DZ) =0

ol S
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De méme :

v(Z) =55 () =25

dod V(D;) = (2 - g)a?

.. ]2 . .. .
Ainsi 4/ —D; est un estimateur sans biais de o, mais au vu d’une seule

T
observation d; de D; on ne peut statuer sur la convergence de cet estimateur.

D D;
3. a) On a évidemment D = min (D;) et — = min (—l)
1<i<n g 1<i<n \ O

b) Pour tout ¢t >0 :
) fr(2 )
:lﬁlp(f—f > 1)

_ (€7t2/2)n _ efntz/Z
Si 'on note Fp la fonction de répartition de D et fp une densité, il vient :

0 siu<0
Fp(u) = { 1 — e~ (m)/(26®)  ginon

et :
0 siu <0
fp(u) = { %ef(mf)/(w% sinon
o
c)Ona:
o0 2
E(D):/ MUT (n/2)(u?/0%) gy,
0 o?
_ o / T g, VTO
. Vv Jo V2n
et :
+o0 2
E(D2):/ W (/2007 gy
0 O-
2 2 +oo 2 2
== te~tdt = = (car T'(2) =1)
n Jo n
soit, : )
o ™
v(iD)=Z (2 - —)
(D) =— 5
2
Posons D' = \/—nD. C’est un estimateur sans biais de o, mais non
e

A—7

™

convergent puisque V(D') = o
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On pouvait s’en douter, puisque le meilleur tir ne donne pas d’information
sur la dispersion moyenne des tirs qui est mesurée par o.

d) I conviendrait de choisir un estimateur tenant compte de ’ensemble des
n

tirs. Par exemple D = Z D;,. Mais alors les calculs seront plus lourds.
k=1

Exercice 3-26

L’engouement du public pour un jeu de foire, permettant de gagner des lots
divers et variés, est tel qu’il est nécessaire d’en présélectionner les candidats.
On organise donc une suite d’épreuves de sélection, chaque épreuve réunissant
n candidats, n > 1 étant fixé, toutes basées sur le méme principe.

A chaque épreuve :

e un nombre réel mysteére a est déterminé au hasard par la fonction
Random d’'un calculateur électronique (a est donc la réalisation d’une
variable aléatoire de densité uniforme sur l'intervalle[0, 1], et a est susceptible
de changer d’une épreuve a l'autre, mais est une constante pour une épreuve
donnée).

e chacun des n candidats est alors invité a proposer son évaluation de a, en
inscrivant, en secret et indépendamment des autres, sa réponse sur papier.

e sera alors sélectionné pour le jeu celui des n candidats dont la réponse
sera la plus proche de a (par valeur supérieure ou inférieure).

On fait les hypotheses suivantes :

e la réponse du candidat 7, pour 1 < i < n, est une variable aléatoire, notée
X, & densité, de loi uniforme sur [0, 1].

e les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

On admet que chaque épreuve de sélection ne fournit qu’un seul gagnant.
On s’intéresse a la variable aléatoire Z,, mesurant Ierreur aléatoire d’évaluation
de a par le gagnant d’une épreuve de sélection.

1. Exprimer Z, en fonction des variables aléatoires X;, (1 < i < n) et de a.
Préciser Z,(Q).

2. Le calculateur fournit la valeur a = 1.

a) Déterminer la fonction de répartition de Z; ; en déduire une densité de
AR

b) Calculer 'espérance et la variance de Z;.

3. On revient au cas général ou a est une valeur quelconque de l’intervalle
[0,1] .

a) Déterminer la fonction de répartition de Z, (on distinguera deux cas en
comparant a & 1/2).

b) En déduire une densité de Z,.
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4. En plus d’étre ’heureux élu, le candidat sélectionné gagne, en cadeau de
bienvenue, la somme 1—Z,, exprimée en milliers d’Euros. Calculer I’espérance
de gain, a l’issue de cette phase de sélection, du vainqueur d’une épreuve.

Solution :

1. La variable aléatoire Z, est définie par :
Z, = min |X; —al|, et Z,() = [0,max(a,1 — a)]

1<i<n
2. a) La variable aléatoire Z; est définie par : Z; = 1r<r1j£1 (1 — X;) soit :
Zy=1- max (X;). Ainsi Z;(Q) = [0,1] et, pour tout z € [0,1] :
<) = . =1 . _
P(Z, < 2) P(lrg%xn(Xl) >1—-2)=1 P(1I£zagxn(Xl) <1l-2)

Par indépendance des variables (X;) :
P(Zi<z)=1-(Fx,(1-2)"=1-(1-2)"
Ainsi la fonction de répartition de Z; est définie par;

0 siz<0
le(z):{l—(l—z)" si0<z<1
1 siz>1
et une densité de Z; est donnée par :

{0 sizg]
fZl (Z) - {n(l _ Z)nfl size [0’ 1]
b) On a alors :
1 1 )
R
n 2n

n+2 n+1

1 1
E(Z?) = n/ 21 —t)y" dt = n/ (1—w)?u" 'du =
et 0 0
n

i e )

3. Pour tout z € Z,() :
P(Zy<z)=1-P(min |X; —a|>2)=1—-(1-P(|X; —a| <2))"
1<i<n
Posons U; = | X; —al. On a U;(2) = Z,(2) et :
PU<u)=P((a—u<X;<a+u)N(0<X; <1))
= P(max(0,a — u) < X; < min(1,a + u))
<l-a:

DN | =

o sia<
0 siu<0
2 si0<u<a
a+u sia<u<l-—a
1 sil—a<u

Fy, (u) =
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d’ou :
0 siz<0
_Ji-(-22" sio<z<a
Fz,(2) = 1-(1—a—2)" sia<z<l-a
1 sil—a<z
et
0 siz<0
_ )21 =2)"""  si0<z<a
fz.(2) = n(l—a—2z)""! sia<z<1l-a
, 0 sil—a<z
osil—aﬁﬁfa
0 siu<0
2u si0<u<l-a
Fy,(u) = u+l—a sil—a<u<a
1 sia<u
d’ou :
0 siz<0
1-(1-22)" si0<2<1l-a
Fz,(z) = 1—(a—2)" sil—-a<z<a
1 sia<z
et
0 siz <0
_ ) 2n(1-22)""1 si0<z<1l-a
fz,(2) = n(a_z)n—l sil—a<z<a
0 sia <z

4. Le gain espéré est 1 — E(Z,). Aussi :
1
e sil—a< 3 <a:

1—a a 1
B B 1+ (2a — 1)"*
E(Z,) = 2n21—22"1d2’+/ nz(la—z2)" dg=—"-" "7

—a

e sia<-<1-—aq,onpose b=1—a et on est ramené au cas précédent

pour le calcul, soit :

E(Z,) = (14 (1 =2a)")

Donc pour tout a € [0,1] :

2n + 2

E(Z,) = 1+ |2a —1|™*)

1
2(n+1) (
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Exercice 3-27

Pour p entier naturel non nul, on considere p+ 1 urnes notées Uy, Uy, ..., U,.
Dans chaque urne il y a p boules indiscernables au toucher; pour tout
i € [0, p], 'urne numéro i, contient i boules blanches, les autres boules étant
noires.

On choisit une urne au hasard et dans 'urne choisie, on effectue n tirages
avec remise d’une boule (n € N*). On note N, la variable aléatoire égale au
nombre de boules blanches ainsi obtenues.

1. Exprimer la loi de N,
2. Déterminer I’espérance E(N,) de Np.

3. L’entier n étant fixé, montrer que, pour tout entier k de [0,n] :
1
lim P(N, =k) = C’,’j/ ¢ (1 — )" * dx,
p—00 0

en déduire la valeur de cette limite.

Solution :

1. On sait que Np(Q2) = [0, n] et que si 'on note U; I’événement « on effectue
les tirages dans 'urne i», la famille (U;)o<i<p forme un systeme complet
d’événements.

En appliquant la formule des probabilités totales, il vient, pour tout k €

[0,n] :

car on sait que (N, | U;) suit la loi binomiale B(n,i/p).

2. Le calcul de I’espérance de N, donne :

B = Yk ek (D) (1= £y
! _k:0 p+1i:0 ! p

p
1 o nk:CkZ 1 i\n—k
) -0
p .
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12 i\ k i\ n—k
Or - ZCﬁ(Z) (1 — 1) est une somme de Riemann associée a la
pe p p
=0

k

fonction x — CE2*(1 — z)"* sur lintervalle [0, 1]. D’ot :

1
lim P(N, =k) = c{g/ (1 —2)" *dz
p—00 0
Une intégration par parties immédiate donne :
' k k k
Iy = (1 —o)" "de = —— I[}—
k /0 ( ) n—k+1"

et une récurrence toute aussi immédiate donne :

I - kl(n — k:)!IO _ Eln—Ek)! 1

1

n! n! n+1
Finalement 1
lim P(N, =k) =
Jim P(Np =k) = 1

Exercice 3-28

Un rat de laboratoire est soumis & l’expérience suivante : il est enfermé dans
une cage comportant quatre portes derriere chacune desquelles se trouve un
beau morceau de gruyere. Trois des quatre portes sont munies d’un dispositif
envoyant & ’animal une décharge électrique s’il essaie de les franchir. La
quatrieme laisse le passage libre.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’essais effectués par le rat
jusqu’a ce qu’il trouve la bonne porte.

Déterminer la loi de X et son espérance dans chacun des cas suivants :

1) Le rat n’a aucune mémoire : il recommence ses tentatives sans tenir compte
des échecs passés.

2) Le rat a une mémoire immédiate : il ne tient compte que de I’échec qui
précede immédiatement sa nouvelle tentative.

3) Le rat a une bonne mémoire : il élimine les portes ou il a échoué.

Solution :

1. Si le rat n’a aucune mémoire, les essais sont indépendants les uns des autres
et la probabilité de succes a chaque essai vaut p = i

Donc X < G(1) et B(X) = ]lg —4,V(X)=L =12
p

2. % La probabilité de réussir au premier essai vaut i et ensuite (s’il existe

une suite) la probabilité de réussir & un essai quelconque vaut % tandis que
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la probabilité d’échouer vaut % (puisqu’il élimine la porte qu’il a testée juste
avant).
Donc X (2) = N* et :
P(X =1)=1;
)y — 3. (2\k21 _ 1 (2\k-2 —

* La convergence de la série écrite étant banale, X admet une espérance
qui est donnée par :

& kE—2
E(X):i+ikz2k(%) =14

o0l
NgE

k—1 k—1
KB =L+ 5 k)

AN

k=2

- 1 1
Doi: B(X) =~} + 7335 =
3

3. On aici X(Q2) = [1,4] et en notant E; 'événement «le i®™° essai est un
échec» :

=g

P(X =1) =1, P(X =2)= P(E1).P(E;/E)) = %% =1
P(X = 3) = P(E\).P(E>/E\)P(Bs/Er N By) = 3.2.3 = 1, donc, par

Exercice 3-29

Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisagés (type tab) sont
des permutations de [1,n].
On considere la fonction T' définie en Turbo-Pascal par :
Function T'(a : tab) : integer;
var i : integer ;
begin
i=1;
while (afi] <>i)and (i <n+l)doi:=i4+1;T :=1
end ;
1. Expliquer ce qu’est la fonction T'.

On considere cette fonction comme une variable aléatoire sur I'univers S,, des
permutations de [1,n] muni de I’équiprobabilité.

T _ |
2. Soit r € [1,n]. Montrer que P(T < r) = 3 (~1f=ck =R
k=1 '

En déduire la valeur de P(T' =n + 1).

3. a) Exprimer E(T) en fonction de n et des nombres P(T < r), avec
2<r<n.
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, n
b) Etablir, pour k < n, la relation : 3 C¥F = C*f.
r==k

cdui : _ ~ (=)
c) En déduire que : E(T) = (n+ 1) k;g sk

d) Donner un équivalent simple de E(T'), lorsque n tend vers l'infini.

Solution :

1. La fonction T associe & toute permutation de [1,n] son premier point fixe,
§’il en existe un, et (n + 1) sinon.

2. Notons pour tout i € [1,n], F; = {a € S,, | a(i) = i}. Alors, par la formule
du crible, pour tout r € [1,n] :

P(T<r)= P(a € UF)

:Xr:(_l)kfl( Z Plac F,N...NF ))
k=1

1<i1 << i <1

Or:
card(F;, Nn...NF;,) (n—k)!
P F,n...nF;,) = ! =
(@€ Fyn...OF,) card(Sy) !
et comme il y a C* facons de choisir le k-uplet (iy,is,...,i) il vient :
_ - k1 k(0 — K)!
P(T<r)=Y (-1) Cr—
k=1
Enfin :
— — _ - ht k(R —K)L — (=1)*
PT=n+1)=1-pT<n)=1-) (-1) Co—r _ZT
k=1 k=0
3. a) On sait que P(T'=1) = P(T <1) = — et que
P(I'=n+1)=1-P(T <n). Donc :
1 n
E(T) = -+ (PT<i)—PT<i—1)+(n+1)(1—-P(T <n)
i=2
Par télescopage, il vient :
1 n n
E(T):(n+1)+ﬁ—2P(T§1)—ZP(T§i) =(n+1) =) P(T <i)
i=2 i=1

n
b) On démontre par récurrence que : >, Ck = C,’;ﬁ (en fait c’est dans le
r=k

cours...)
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c¢) Ainsi :
ET)=(n+1)- zn:P(T <r)y=(Mn+1) - Xn:zr:(_l)k—lcf (n ;!k)!
r=1 r=1 k=1
R St il ger
k=1 r=k
=(n+1) - zn:(—l)kfli(n ;,k)!C’SI}
k=1 :
sl zn:l(_l)k (/Z++11)! =+ l)kzn% (1(9_43)113!

(="
(k+1)!

d) Comme lim
n—-+o0o

1
é,n(l— —).
e

Exercice 3-30

=1—e !, il résulte que E(T) est équivalent

1M 1
=) Il

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace

probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi exponentielle de parametre
1.

n
On pose, pourn > 1,Y, = > X}, .
k=1

1. Rappeler 'expression d’une densité f,, de Y, ainsi que l'espérance et la
variance de Y,,.

2. On note Y’ la variable aléatoire centrée réduite associée a Y,.
a) Déterminer une densité ¢,, de Y, .

b) Montrer que : Vz € R, lim ¢,(z) = L o-
n—o0

V2r
(On admettra la formule de Stirling : n!  ~ n"e "v/2mn).

(n—o00)

“’ﬁ\:

. . Y S e
c) Montrer que.Va:E]R,nlgglo /700cpn(t) dt—/mme dt.

Solution :
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1. On sait que la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi
exponentielle £(1) suit une loi I'(1,7n). Une densité est :

e—mmn—l )
fa@) =4 monyr 720
0 sinon
et I'espérance et la variance valent n.
. Yn —n . . 2
2. a) V¥ est définie par YV,* = . Ainsi, pour tout x réel :

LD
P(Yy <) = P(Ya <n+ayi)
ce qui permet de définir une densité de Y, :

efnfz\/ﬁ(n_kx\/ﬁ)nfl )
pu(r) =4 V1 (n—1)! sia > =/

0 sinon

b) Pour tout z > —/n :

on(z) = 7\/7_22_71?;1 e*z\/ﬁ(l + %)nfl

—MNn,,Nn
on(z) = \/ﬁ'(;i!nexp( —zyn+(n—-1)In (1 + %))
Soit z fixé. Lorsque n tend vers I'infini, on peut considérer que z > —/n et
donc que :
—MNn,,n
nEIJIrloo gpn(x) = ngr}goo \/ﬁ'(;i!nexp( — x\/ﬁ + (n — ].) In (]. + %))
Or:

_m\/ﬁ—l-(n—l)ln(l-i—%) :—w\/ﬁ+("—1)[—_m_+°(l)}

ou

=—-—+0(1)

D’apres la formule de Stirling :

Vn.e " 1

~

n! Vor

et donc, pour tout x réel :
. 1

c) D’apres le théoreme de la limite centrée, (Y,*) converge en loi vers une
variable suivant la loi normale A/(0,1), ce qui se traduit par :

_z?
2

e

xr T 1 2
VzeR, lim gan(t)dt:/ 5t
n— 00

e
—o0 —co V2T
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Exercice 3-31

Soit n un entier naturel, supérieur ou égal & 2. Si (z1,x2,...,T,) est un
n-uplet de réels, on appelle réarrangement de (z1,xs,...,z,) le n-uplet
(70,73, 7n) tel que :

*x21 <23 < ST

* il existe une permutation o de {1,2,...,n} telle que pour tout i,z; =
:L’J(i) .
On notera (T1,73,...,%Tn) = R(z1,T2,...,Tp)-
Soit n variables aléatoires X1, Xs,..., X, définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P) a valeurs réelles, indépendantes et de méme loi.
On s’intéresse aux n_variables aléatoires rangées
(X1,Xs,...,X,) =R(X1,Xs,..., X,)
définies pour tout w € 2, par :
(X1 (W), Xa(w), .- ., Xn(w)) = R(X: (W), X5 (w), - .-, Xp(w))

1. Soit r € {1,2,...,n} et = € R fixés.

a) Exprimer I’événement ()/(\r < z) en fonction des événements (X; < x)
ou de leurs complémentaires, ¢ décrivant [1,n].

b) En déduire 'expression de la fonction de répartition F). de )/(: en fonction
de la fonction de répartition F' des variables aléatoires Xj.

2. On suppose que F' admet une dérivée continue f. Montrer qu'une densité
de X, est donnée par :

frle) =nChzt (F() ™ (1= F(2)" ™ ()

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires X; est la loi
uniforme sur [0, 1]. Dans le cas o n = 2p + 1, calculer une densité de la
variable aléatoire médiane X, et son espérance.

Solution :

1. a) (X, < x) est réalisé si au moins r des n variables X, ..., X,, prennent
des valeurs inférieures ou égales & . Ce que ’on peut écrire :

(X, <) :kg By,
ou : -
By, :LJ[(AXZ1 S:L’)ﬂ(XZ2 S:L’)ﬂ(X,k Sl‘)ﬂ(Xik_H >£L’)...ﬂ(Xin >1‘)]

La réunion étant étendue & tous les k-uplets i; < iz < -+ < i, de [1,n], les
indices i1 < -+ < i, désignant les autres éléments de [1,n].

b) En clair By est réalisé si k des n variables X; prennent une valeur
inférieure ou égale a x, les autres prenant une valeur supérieure a z.
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Par indépendance, on a donc P(By) = CF[F(z)]k.[1 — F(z)]"~F.

Puis, par incompatibilité :
o n
P(X,<z)= )Y Ck

n
k=r

[F(@)]*.[1 - F(a)]"*

2. La dérivée de g : t — > CEtF(1 — )% est :
k=r

g(t) = 3 CEE=1(1—t)n=k = 52 Ok (n— k)th(1 — p)n=h=1
k=r k=r

(avec I’abus d’écriture habituel, pour le terme d’indice n de la seconde somme,

consistant & écrire que la dérivée de t — t9 est t — 0.t71)
Or (n—k)Ck =nC"F ' =nC* | et k.C* = n.C*~1, ce qui permet d’écrire :

gl(t) =n Z [Cﬁ:%tk_l(l _ t)n—k _ C,]i,ltk(l _ t)n—k—l]
k=r

Par simplifications en cascade, il reste : ¢'(t) = nC_1¢" "1 (1 — )",
Comme P(X, < z) = g(F(z)), il vient, par composition :
— o . B
fr(@) = L (P(X, <)) =nCyZL (F(@) ™ (1= F(2))".f(x)
3. On aici :

0 sixz<0 L .
F(m)z{w siogmgletf(x):{ siz € [0,1]
1 siz>1 0 sinon

* Ainsi, une densité de X/p:1 est :
fo+r1 1z — { (2p + l)Cgpwp(l —x)P siz €0, 1]_
' 0 sinon

—

1

On en déduit que E(X,11) = (2p+ 1)C§p/ zPTH(1 — z)P da.
0

Par intégration par parties, on obtient classiquement :

1
a(l Bt — Bt
Va,ﬂeN,/Ot (-0 =
pou: - @p)! (p+ P! _ 1
E(Xpi1) = (2p+ 1)p!—p!"(2p7+2')!' =35

Exercice 3-32

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité, indépendantes, de densités
respectives f et g nulles hors de l'intervalle [0, 1].

1. a) Déterminer une densité de 1 — Y.

b) Déterminer une densité de In X.
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c) Montrer qu’une densité de Z = X (1 —Y") est nulle hors de [0,1] et est
définie sur 'intervalle 0, 1[ par :

am—)/ l—t)dt

(on pourra commencer par déterminer une densité de In Z = In X +In(1-Y")).

2. Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2, .4, P), indépendantes, de méme loi a valeurs dans [0, 1].

n+1 n
A tout w € Q, on associe 'intervalle [H Xi(w), ] Xi(w)| de longueur

i=1

Ly (w).
Montrer que pour tout n > 2, L,, = X1.Y,, ou Y,, est une variable aléatoire
de méme loi que L, _; et indépendante de Xj.

3. On suppose que les variables (X,) suivent la loi uniforme sur [0,1].
Déterminer la loi de L; ainsi que ’espérance de L,,.

Solution :
l.a) PA-Y <t) =P >1-t) =1—P(Y <1-t). Donc, par dérivation,
une densité fi_y de 1 —Y est :
fi—y(®) = fy(1 —t) =g(1 —¢) (pour 0 < t < 1, et 0 sinon)
b) De méme : P(In X <t) = P(X <e!) = Fx(e?), et :
finx(t) =et.fx(et) =et.f(e!) (pour t < 0, et 0 sinon)
Ainsi, on a également, :
fina—v)(t) =e".fy(1 —e") = e'.g(1 —e") (pour t < 0, et 0 sinon)
c) Par conséquent, une densité de InZ = In X + In(1 — Y") est définie par

convolution (les variables In X et In(1 — Y") sont indépendantes), par :
+0oo

finz(z) = Jinx(x —1t) fini—v)(t) dt

— 00

Siz >0,o0n a finz(z) =0 (Z ne prend que des valeurs négatives) ;

Six<00nad0nc-f1nz()—/0””tf(””t)eg( el)dt, i.e. :

finz(z —e/fee_t (1 —et) dt—e/f% l—u)“
(grce au changement de variable u = ef)
Enfin, pour z €10,1[, P(Z < z) = P(InZ < Inz) = Fi, z(Inz) donne :

finz(@) = Lfinz(na) = [ 7(E)g1 - )



Probabilités 151

2. Lp(w) = (1 = Xnp1(w)) H Xi(w) = X1(w).Y,(w), avec :

Vo(w) = (1= Xpp(w)) HX( )

* Y, n’est fonction que de Xo,..., Xy41, donc est indépendante de X;.
* Par simple décalage, Y}, suit la méme loi que L,,_1.

3. x Laloi de Ly = X;(1 — X5) est donnée directement par la question 1. (les
fonctions f et g valant 1 sur [0,1]) :

Yz €l0,1], fr,(z) = /Cf —Inz

* Par indépendance, on a :
E(Ly ) = E(X1Y,) = E(X1)E(Y,) = E(X1)E(Ln-1)

Comme E(X;) = 2, on obtient donc E(L,) = %E(L ~1).
Or E(Ly) = E(X1(1 — X»)) = E(X1)E(1 — X,) = %, d’olt par récurrence :
n+1
E(L,) = ()

Exercice 3-33

Soit T une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et a un
nombre réel strictement positif. On pose X = |T| + a, ou |T'| est la valeur
absolue de T'.

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X, en fonction de celle ® de T'.
2. En déduire une densité f, de X.

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres. Donner les valeurs de
I’espérance et de la variance de X.

Solution :

1.0Ona X(Q) =la,+oo[etVz >a:
Flz)=PX<z)=P(T'|<z—a)=2%(x—a)—1

ou ® désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi

normale centrée réduite.

2. Par dérivation, une densité f, de X est donc la fonction définie par :
£ 0 5 ) siz<a
alZ) = e~ (#=0)/2 &g >aq
V2T
3. La fonction f, est négligeable devant toute puissance de z, ce qui sig-
nifie que lirf r?2.2"f.(r) = 0 et montre, par référence classique, que
T—r+00
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+oo
/ 2" fo(x) dx converge. La variable X admet des moments de tous or-
a

dres.
< B(Y—a) = B(T) = 2= [ et g = L, doi
_ 2
* E((X —a)?) = E(T?) =V(T) =1 (car T < N(0,1)). Dot :
V(X)=V(X —a) = B((X —a)?) = [B(X - a)]? = T=2

Exercice 3-34

Soit n € N tel que n > 2. On considere des variables aléatoires indépendantes
X4,...,X, qui suivent toutes une loi exponentielle de parametre A et de
fonction de répartition F'. On pose :

U, =min{Xy,..., X} et V, = max{Xy,..., X}
1. Déterminer la fonction de répartition F), (resp. Gy,) de la variable U,, (resp.
Vi)-
2. Soient a un nombre réel et b un réel strictement positif. On définit les
variables Y,, et Z,, en posant :

Yo=a+bFU,) et Z,=a+bn(l-F,))

a) Déterminer la fonction de répartition H, (resp. L) de Y, (resp. Z,).
Que constatez-vous ?

b) Pour z fixé, déterminer la limite de H,,(z) lorsque n tend vers ’infini.
3. Reprendre les questions précédentes en supposant que les variables

aléatoires indépendantes Xi,..., X, suivent toutes une loi uniforme sur
Pintervalle [0, 1] de fonction de répartition F'. Que remarquez-vous ?

Solution :

1. x Par indépendance des variables aléatoires Xy,...,X,, on a :
Folz)=P(U,<2z)=1-PU,>z)=1-P(X; >z)...P(X, > 1)
=1-(1-F(z)"

Donc : F(z) =0,siz <0et Fy(z) =1—e™\ siz > 0.
Par conséquent, U,, < £(nA).
%« Gu(z) = P(Vy <) = P(X; <1)... P(X, <) = (F(z))"
Donc : G, (z) =0,si 2 <0 et G, (2) = (1 —e )" siz > 0.
2. a) % La variable aléatoire Y, est a valeurs dans [a,a + bn], et pour
x €la,a + bn[, il vient :
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H,(z) = P(a+bnF(U,) <z) = P[F(U,) < L1

bn
= P[1 —exp(—AU,) < mb;La] = P[U, < —%ln (bn _bi +a)]

* La variable Z,, est aussi & valeurs dans [a,a + bn], et pour z € |a,a + bn],

il vient :

La(2) = Pla+bn(1 = F(Vy)) <a] = P(L— F(V;) < 2=
= P(exp(=AV,) < mb;La) PV, >— /\ln( —a))

=1-(1 —exp(ln(%))” =1-(1- %) —1— (bn —bﬁ+a)n

)

On constate que Y, et Z, suivent la méme loi.
b) * Soit & > a, on peut écrire, pour n assez grand (de facon & avoir
z<a+bn):

ln[(l—%)n] :nln(l—%) njgo_w—a_

D’ou :

siz > a,nlgréoHn(a:) =1—exp (& 5 @)
et bien entendu, si z < a, alors la limite est nulle.
3. On a maintenant :
0 siz <0 0 siz<0
*Fn(m):{l—(l—x)” si0<z <1 et Gulz) = {x” si0<z <1
1 sixz>1 1 siz>1
Des calculs semblables & ceux que ’on vient de faire montrent que les variables

Y, et Z, suivent encore la méme loi que dans le cas précédent.
En fait, la loi des variables Y,, et Z,, est indépendante de F'.

Exercice 3-35

1. On considére une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1].
a) Rappeler les valeurs de l’espérance et de la variance de X.

1
b) On définit la variable aléatoire X; par X; = %

Déterminer la fonction de répartition de X;. En déduire une densité de Xj.

c) Soit n un entier naturel. Calculer ’espérance de X™.
+0o0
/quad d) Montrer que E(X;) = Z(—l)”E(X”).
n=0
+oo (_1)k+1wk+1
(on admettra que In(1 4+ z) = Z ————— powr tout |z| < 1).
k=1
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2. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres (n, p).
a) Rappeler ’espérance et la variance de Y.
b) Calculer lespérance m,(p) de la variable aléatoire Y; définie par

V= —
Tty

¢) Soit A un réel strictement positif. Calculer la limite de la suite (my,(p))
lorsque n tend vers l'infini avec np tendant vers A.
3. On considére deux variables aléatoires Z; et Z, suivant la méme loi
binomiale de parametres (n, p).

a) Donner la loi de Z; + Z».

b) Soient i € [0,n] et k € [0,2n]. Calculer la probabilité conditionnelle
P(Zy =i | Zi + Zs = k).

Solution :

1. a) On sait que E(X) =1/2et V(X) =1/12.
b) Soit x réel. Alors

Fy,(z) = P(X; <7) = P( LI a:)

1+ X
0 siz<1/2
11—z 11—z 1 .
=4 P(X > )=1—Fx =2-—=- sil/2<z<1
T T T
1 sixz>1

Une densité de X est alors donnée par :

{ 0 siz¢[1/2,1]
1

— sinon
72

fX1 (:L‘) =
Ainsi :

1
dt
B(X)) :/ & —m2
12 t
c) Par le théoreme de transfert, on trouve :

1
BE(X") = /0 tndt =

et, en admettant la décomposition en série de In(1 + z), pour |z| < 1,

n+1

E(X)) = +f(_nnE(xn) =In2

2. a) On sait que E(Y) =np et V(Y) = np(1 — p).
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b) Toujours par le théoreme de transfert :

N
mn(p)ZE(Yl):Zk—HCflpkq k
k=0

et " . N L
Crlipkqn—k — Zcrliqn—k_/ tkdt
per k=0 P Jo
1 /p e ek
P Jo (,;) )
1 /1’ 1— gt
== | (t+q)dt=—"—
D Jo ( ) p(n+1)
c)Ona:
1— (1 _ p)n 1— enln(lfp)
mn(p) = = 1
p(n+1) np(1+ )
Or : np
nln(l —p) =nln(l — 7) ~ =\ (quand n — 400)
1— —A
Donc lim m,(p) = )\e

3. a) On sait par le cours que Z; + Z» suit la loi binomiale de parametres
(2n,p).
b) Enfin :

P(Zi=i1NZy =k —1
P(Z =i |2+ 2y = k)= DAL= 1N 2 = k=)

P(Z1+Z2 :k')
_ P(Zy =i)P(Zy =k —1)
- P(Zy+ Zy = k)

_ Crilpiqnficrszipkfiqnfk+i
Cécnpqunfk

_ ok
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