3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

Un immeuble de p étages est équipé d’un ascenseur ; n personnes montent
dans l'ascenseur au rez de chaussée et descendent chacune & un étage au
hasard et de facon indépendante.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’arréts de ’ascenseur.

1. Déterminer la loi et ’espérance de X dans les cas suivants :
a) dans le casp=2et n > 2;

b) dans le cas n =2 et p > 2.

2. On revient au cas général.
Pour 1 <7 < petl<j<n, onnoteY;; la variable aléatoire prenant la
-eme -eme

valeur 1 si le 7" passager descend au i“" étage et la valeur 0 sinon.

Pour 1 < i < p, on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si
I’ascenseur s’arréte au i°° étage et la valeur 0 sinon.

a) Déterminer les lois des variables Y; ; et X, .
b) Calculer E(X) et V(X).
c) Calculer la probabilité P(X = 1).

d) On note S° le nombre de surjections d’un ensemble de cardinal a sur un
ensemble de cardinal b. Donner la loi de X en fonction des nombres S2.

min(n,p)

e) En déduire : > Cl;jSﬁ =p"—(p-—1)".
k=1
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Solution :

l.a) Danslecasoup =2etn > 2,ona X(Q) = {1,2}. L’événement (X = 1)
correspond au fait que les n personnes descendent au méme étage, et il n’y a
que deux étages. Donc :
1\n 1 1
P(X =1) =2(3) =g PX=2)=1-PX=1)=1-
Un calcul immédiat donne :

BE(X)=2- (3" v)=@)" -3

b) Dans le casop > 2 et n =2, ona X(Q) = {1,2}. L’événement (X = 1)
correspond au fait que les 2 personnes descendent au méme étage, et il y a p
étages. Donc

PX=1=p3) =1 Px=2=-1-Px=1)=2-1
Un calcul immédiat donne :

2p—1 —1
E(X)ZpT7 V(X):p 2

2. a) La variable aléatoire Y; ; suit la loi de Bernoulli B(Zl)), et a 1 fixé, les
variables Y; ; (j € [1,n]) sont indépendantes. Ainsi :
n —1\n
P(X;=0) = P( _ﬂl(Y%,j =0)) = (pT)
J:

Aussi, X; suit la loi de Bernoulli B(l - (pp%l)n)
P
b) On sait que X = 3 X;. Donc
i=1

B = p(1= (B5)")

e

E(X) =

k2
et

M=

V(X) = V(XZ) +2 E COV(Xi,Xk)

1 1<i<k<p

<.
Il

La variable X; X}, suit une loi de Bernoulli. Calculons son parametre :

P(X;X;,=0)=P(X;=0+P(X;,=0)— P(X;=0NnX, =0)
avec .

P(Xi =0N Xy =0)=P( () (Yi; =0)N (Vi =0)) = (1’%2)”

j=1
Donc : 1 9
P(X: Xy =0)=2(2=2)" - (E=%)
p p

Ainsi :

E(Xle) :P(Xle = 1) :172(1);1)“7 (p;Q)n
et
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— 1\n — 2\n — 1\n2
Cov(X;, Xi) =1—2(E — (B - (b=t
V(X Xi) = 1 2(ES L) - (E22) 1 - (2517
On termine le calcul et il vient :
v = 2= = o )y (p - D —2)
p
¢) Un raisonnement identique & celui de la premieére question donne :
-1
PX=1)=p(})"=(3)""
d) On sait que X (2) = [1, min(n,p)]. Pour obtenir ’événement (X = k),
on doit choisir k étages parmi les p possibles, puis 'une des S¥ surjections
des n personnes sur ces k étages. Ainsi :

P\ ok
pn
e) Comme
min(n,p) k(P Srli . n
pon =" DR - sty
1k:1 p
et comme k(Z) = (z: 1), il vient finalement :
)

o (O

Exercice 3.2.

Soient IV et X deux variables aléatoires discretes définies sur le méme univers
Q, telles que N(2) C N, et que pour k € N(Q), la loi conditionnelle de X
sachant (N = k) est la loi uniforme sur {0, 1, ..., k}.

On note, pour k € N, p, = P(N = k).

1. a) Déterminer la loi du couple (X, N) en fonction de la loi de N.

b) Donner, sous la forme d’une somme faisant intervenir les py, la proba-
bilité P(X = 1), pour i € N.
¢) Montrer que (N — X)(Q) C N et que N — X suit la méme loi que X.

2. On suppose dans cette question qu’il existe n > 2 vérifiant Vk > n+1,p, =
0 et VE < n,pr > 0.

a) Justifier l'existence des espérances et variances de N et de X et de la
covariance de N et X.

b) Trouver une relation entre E(N) et E(X), puis entre V(N) et
Cov(N, X).

¢) Calculer Cov(N,N — 2X). Les variables N et N — 2X sont-elles
indépendantes 7

1

3. On suppose dans cette question que pg =p; =0et Vk = 2, px = m
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a) Déterminer explicitement la loi du couple (X, N) et la loi de X.
b) Les variables X et N admettent-elles une espérance ?

¢) Montrer que les espérances E(ﬁ) et E(ﬁ) existent et les
calculer.
Solution :

1. a) Pour i € [1,k], on a :
P(X=iNN=k)=P(X =i/N=k)P(N = k) = L&

k+1
Sinon, P(X =iNN =k) =0.
b) Immédiatement, pour tout ¢ € N :
P(X=i)=Y P(X=iNN=k)=Y kp+k1

k=0 k=i
¢) Comme P(X — N < 0) =0, on peut dire que (N — X)(€2) C N. Enfin,
pour tout 7 € N :

P(N—X:z'):ZP(N:;mX:k—i)zzkpklzp(xzz')
k=1 k=i +

Ainsi, X et N — X suivent la méme loi.
2. a) Les variables aléatoires N et X prennent un nombre fini de valeurs, ce
qui assure 'existence de leurs moments.

b) De plus

E(N - X) = E(X) = E(N)=2E(X)
V(N-X)=V(X) = V(N)=2Cov(N, X)

¢) On a Cov(N,N —2X) =V (N)—2Cov(N,X) =0.
et

P(N=1)=p1>0, P(N-2X=2)>P(X=0NN=2)=5>0
Comme (N =1)N (N —2X = 2) est impossible, il vient :

0=P(N=1NN-2X =2) # P(N = 1)P(N — 2X = 2).
Les variables aléatoires NV et N — 2X ne sont pas indépendantes.
3.a)Pouri e [0,k] et k>2,ona:
1/2

. 1 1
P(X=iNnN=k)= = _ 31
(X =1 ) k- Dk(hel) F-1 &7

. 1 1 1 1
P(X=iNnN=k)= = 4 _
(X =i )= GOk D 2 (G—F kD)
Sinon, P(X =iNN = k) = 0.
On a, par télescopage :

PX=0)=P(X=1)=% —L __1

1/2
k+1

, Ol mieux :
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et pour tout ¢ > 2 :
N 1 1
P X = = =
X =0 =2 Gkt~ 2i-1)

b) La série harmonique étant divergente, les variables aléatoires N et X
n’ont pas d’espérance.
. 1r
(n—1nn+1)
admettent une espérance, et :

c¢) Comme ~ %, les variables aléatoires
n

1 1,1, < 1 1
Eizf = _— = =
(D) =18t i g 2

1 = 1 1

E(—)=Y —— =+ — 2,

(N+1) S —1)66+1) 4

Exercice 3.3.

On considere une urne contenant des boules jaunes, noires et bleues en
proportions p, g et r respectivement. On effectue dans cette urne des tirages
successifs d'une boule avec remise jusqu’a obtention pour la deuxiéme fois
d’une boule bleue. On note X le nombre de tirages effectués et Y le nombre
de boules jaunes obtenues lors de cette série de tirages.

1. Montrer que la probabilité de n’obtenir qu’au plus une boule bleue au cours
d’une infinité de tirages est nulle. Qu’en déduit-on ?
Préciser la loi de X.

2. Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel a vérifiant |a| < 1,
- k+”) k 1
o’ = ————m7.
kz::() ( n (1—-a)"*!
N (k: +n+ 1) )

(On pourra étre amené & calculer A}iinoo(l —a) kZ::O na1

3. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y’), en déduire la loi de Y.

4. Ecrire un programme Pascal permettant de simuler cette expérience et
donnant X et Y.

(On pourra utiliser la fonction random qui renvoie une valeur réelle au hasard
entre 0 et 1.)

Solution :

1. Notons Ay ’événement «ne pas obtenir de boule bleue », pour tout k > 1,
Ay, 'événement, «obtenir une premiere boule bleue au k-iéme tirage», et A
I’événement «obtenir au plus une boule bleue ».

On peut écrire A = |J Ay, cette réunion étant disjointe. On a donc :
keN



92 ESCP-EAP 2004 - Oral

P(4) = 55 P(A)

Pour tout k > 1, soit By I’événement «ne pas obtenir de boule bleue avant

oo
le k-iéme tirage». La suite (By) est décroissante et Ag = (| By. Ainsi :
k=1

P(A)) = P( () By) = lim P(By) = lim (24 V¥ _gq
(o) (,Ql k) koo (Br) kiToo(erqur) 0

Le raisonnement pour tout Ay ( avec k > 1) est identique. Ainsi, pour tout
k>0,P(A;) =0et P(A) =0.

On en déduit que X est une variable aléatoire, avec X (2) = [2, +-o00[, et pour
tout k > 2 :

P(X =k)=(k—1)r*(p+q)*?
2. Effectuons une démonstration par récurrence sur n.
o0
e pour n=20,0na Eak:%.
k=0 —a
e supposons le résultat vérifié pour un certain rang n. Alors :

S:(l—a)gjo(kJr"H)ak: i <k+n+1)ak_ f’: (k+n+1)ak+1

n+1 =5 n+1 =6 n+1
Norrk+n+1 E+n\\ » , (F+N+1\ yig
_1+,§1(( n+1 )_(n+1>)a+( N+1 )a

N k+n E+N+1
1+ ( )ak+< )aN“
kgl n N +1

Nork+n\ ., (E+N+1\ yo
N
Or liIJ1r1 > (k : n)a’“ = W par 'hypothese de récurrence et
N0 k=0 -
k+N+1) v (N+DF vy : ktN+1Y ny1 _
N (e
Donc :
. Nok+n+1 k 1
ngrfoo(l—a)kgo( na1 )a :mdonne
at = —————
kz::()( n+1 (1—a)™*?

Ce qui est bien le résultat attendu au rang n + 1.
.esil>k—1,onaP(X=kNY =/()=0.
e si{<k—2omaPX=knY=20=(k-1)r*?)pl¢F 2"

Le coefficient (k — 1) correspond a l’emplacement de la premiere boule
bleue, 72 est la probabilité d’obtenir 2 boules bleues & des rangs donnés,



Probabilités 93

k—2 . . .
( ; ) pfq* =27t est la probabilité que les places restantes soit occupées par
des boules jaunes et noires en nombres adéquats.
Comme Y () =N, il vient, pour tout £ € N

PY =)= Y. P(X=knNY =)= 3. (k’—l)r2<k22)plqk—2—e

kEN k=¢+2
&S k—1
— TQpZ {4+ 1) qk—Q—Z
2 0r0ia)
S (k+l+1 r2p’
=r2pt(l+1 q* = 1+6)——P
( )kz::o< t+1 ) ( )(1—Q)é+2

4. Une proposition de programme

Program bleu
Var x,y : integer;
p,9,a : real;
Begin
readln(p,q) ;
randomize ;
x :=0; y :=0;
repeat
a := random
If a>= 1-q then y := y+1;
X = x+1;
until a <= p;
writeln(x,y) ;
readln
end.

Exercice 3.4.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et
suivant une loi géométrique de parametre p, avec 0 < p < 1.
Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite de terme
général u,, ou :
P(X >n)
Uy = ——+
P(X =n)

2. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, .4, P)
suivant une loi de Poisson de parametre k, avec k > 0. Etudier la convergence
et déterminer
la limite éventuelle de la suite de terme général u,, ou :
P(Y >n)
Uy = ———~
PY =n)

s~ 1
3. a) On pose w, = Y, =5.
j=nJ
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C

Déterminer un équivalent de w, de la forme -, ot C et a sont deux
n

constantes que ’on calculera.

b) Déterminer une variable aléatoire Z & valeurs dans N* telle que la suite
P(Z > n)

de terme général u,, = —————= diverge vers 'infini.
g "= P(Z=n) g
4. Soit x un élément de R U {—o0, +oo}. Discuter 'existence d’une variable
aléatoire T telle que la suite de terme général u,, = % admette comme
=n

limite .

Solution :
o0 n

1. On sait que : P(X > n) = p > ¢* = f)i = ¢" (on peut aussi se
k=n —q

contenter de dire que, dans le modele du temps d’attente d’un premier succes,
(X > n) est réalisé si et seulement si on commence par n échecs).

Donc :
P(X>n)zg
P(X=n) P
2. On sait que
00 n+1 2
P(Y >n)= o kB KT k(g k +---
( ) p=2n:+1 p! (n+1)! ( n+2  (n+2)(n+3) )
knJrl k k . knJrl & 1
< e 7)) = e
mrnC (EGEE)) = m (1_7%2)
pour n tel que n > k — 2, d’ott :
k n-+2
O<U"<n+lxn+2—knjo>oo

3. a) En utilisant une comparaison série—intégrale, on peut écrire par
décroissance de la fonction t — = :

+o0 oo +o0
dt 1 dt
at -~ 1 < at
/n tQ\kgnkz\/n p 1

soit :

Ainsi w, ~ 1
n

b) Soit Z une variable aléatoire, a valeurs dans N*, telle que pour tout
n>1
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o0
la constante ¢ étant déterminée par le fait que > % = 1 (on peut savoir
n=1T"N
que ¢ = %)
T
On a alors : u, ~ l/nQ =0 __, 1.
c/n € n—oo

4. Si z < 0, c’est impossible, puisque 1’on travaille avec des probabilités.
Sixz > 0, c’est possible comme le montrent les questions précédentes, puisque,
lorsque p décrit ]0, 1], alors ¢/p décrit |0, +o0].

Exercice 3.5.
1. On définit la fonction f sur R par :
Fa) = { Te-lu) sizel-22)

0 sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

b) Determiner E(X) et V(X).
2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1,1] et Z une

variable aléatoire a densité, indépendante de Y, telle que X =Y + Z. On
note Fy la fonction de répartition de Z.

a) Montrer que : Vo € R, Fz(x + 1) — Fz(z — 1) = 2f(z).
b) Déterminer F et en déduire la loi de Z.
3. Soient U et V' deux variables & densité indépendantes de Y telles que les

variables Y + U et Y + V suivent la méme loi de densité g. On note Fy et
Fy les fonctions de répartition de U et V et on pose ® = Fy — Fy, .

a) Montrer que ® est une fonction continue sur R, 2-périodique, et étudier
ses limites en +o00 et —oo.

b) Conclure.

Solution :

1. a) On vérifie de fagon immédiate que la fonction f est continue sur R,
2
positive et que /f(t) dt = / f(t)dt =1 (aire d’un triangle .. .).
R -2

b) L’espérance E(X) est nulle, car la variable X est bornée et la fonction

f est paire. Un calcul simple donne E(X?) = V(X) = %

2. a) On sait, par le cours, que :
“+ o0

x+1
f@) = [ ne-nnma=5[ g

— 00
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= L(Fz(x+1) = Fy(a - 1))
(car -1 <z —t<l<=zx—-1<t<z+1).
b) La relation précédente permet de dire que pour tout z réel :
Fz(z) =Fz(x —2) 4+ 2fz(x — 1)
et 2<r—1<2«<= —-1<z<3.

o sixz < -1, fz(x—1) =0, donc Fz(x) = Fz(x — 2). Par récurrence, pour
tout n € N, Fz(z) = Fz(x — 2n). Donc

Fz(x) = ngr-‘,r-loo Fz(x —2n) =0

N

o si-1<a <1, Fylz—2)=0et flx—1) =12+ (@-1) =21
e six>1, Fz(1) < Fz(x) < 1. Donc Fz(z) =1

On voit donc que Z suit la loi uniforme sur [—1,1].

3. a) On a de méme, pour tout x réel
Fy(a+1) - Fy(a - 1) = 2g(x)
{Fv(m +1)— Fy(z—1) =2g(x)
Donc, pour tout réel x
P(x+1)—P(x—1)=0
ce qui signifie que ® est 2 périodique. Il est évident que ® est continue,
puisque Fyr, Fy le sont. Enfin
xEm@@(m) = lim (Fy(z) - Fy(z)

Tr——00

0
0

lim ®(z) = lim (Fy(z)— Fy(x)

r—+00 r—+00
b) La fonction ® étant 2-périodique, on obtient, pour tout réel x, par
récurrence, que ®(z) = &(x — 2n). Donc

O(x) = lirJrrl O(zx—2n)=0

La fonction ® est identiquement nulle, donc Fi; = Fy . Les variables aléatoire
U et V suivent la méme loi.

Exercice 3.6.

Soit T une variable aléatoire positive définie sur un espace probabilisé
(Q, B, P), de fonction de répartition F' et de densité f continue.
1. Montrer que pour tout u > 0 :

t+u
1 -1 1
Lpt<T<ttu/T>t)= 1_F(t)xu/t F(s)ds
En déduire que :

iig%%P(t<T<t+u/T>t):%

On note désormais hp(t) cette limite.
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2. On suppose dans cette question que T suit la loi exponentielle E(A).

a) Calculer hp(t).

b) On suppose que la fonction hp est constante (pour tout ¢, h(t) = C).
Montrer que T suit une loi exponentielle.

3. On suppose dans cette question que 74,75 sont deux variables aléatoires
indépendantes, avec pour ¢ = 1,2, T; suivant la loi £(\;).
On pose T' = sup(T1,T3).

a) Déterminer la loi de T'.

b) Déterminer hp en fonction de hq, et hr,.

c) Etudier les variations de hr dans le cas oll A\; = \a.

Solution :

1. On peut écrire :

Le<r<irursn=LllsTetzun@>1)
1 Pt<T<t+u)
W T P(T >
t+u
S
1T rm i) @
Or: L[ Lt
L s gy =1 / (F(s) = (1)) ds

La fonction f est continue en ¢ :
Ve > 0,36 >0tel que |s—t| <d = |[f(s) — f(¥)| <e.
Choisissons u tel que |u| < d. Alors t < s <t4+u = 0<s—t<det

’1/ft+u(f(s) ~ f(t))ds| < <

u
2. a) Si X suit la loi exponentielle £(\), il vient immédiatement :

_ e
hr(t) = 5 g = A

b) Réciproquement, supposons que hp(t) = % =C>0.

Comme % (1= F(t)) = —f(t), il vient pour un certain A € R :
—In(1—F(t)) = Ct+ A, soit 1 — F(t) = e e ¢
Pour ¢ = 0, on obtient e~ = 1, donc

f(t)=C.e
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ce qui signifie que X suit la loi exponentielle £(C).
3. Posons T' = max(Ty,T»). Alors :
a) P(T <t)=P((T1 <t)N(Tx £ t)) = P(Th < t)P(Tz < t) = F1(t) Fa(t).
Donc
F(t)=P(T <t) = (1 —e M) (1 —e )
b) Un calcul élémentaire donne :

)\16_/\1t + )\28_)\2t — ()\1 + )\2)6_(>\1+)\2)t
hr(t) = P N P (e By

C)Si)\lz)@:)\,

t

Y
hr(t) = 2/\1i

2 _ efkt
Cette fonction est dérivable et :
/ _ /\e_M

La fonction A est donc croissante avec le temps t.

Exercice 3.7.

Soit X une variable aléatoire réelle a densité définie sur un espace probabilisé
(Q, B, P) de fonction de répartition F. On dit que X est symétrique si pour
tout intervalle I C R, on a :

P(Xe—-I)=P(X €l
on—I={-a/xzel}.

1. Montrer qu’'une variable aléatoire X est symétrique si et seulement si pour
tout x réel, F(x) =1— F(—x).

Dans toute la suite X désigne une variable aléatoire symétrique.

2. Soit € une variable aléatoire réelle, indépendante de X définie par :
Ple=1)=p, Ple=-1)=q=1—p, avecO<p<1
a) Montrer que X et Y = ¢X suivent la méme loi.
b) On suppose que X admet un moment d’ordre 2. Calculer E(XY), puis
o(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y). Quand a-t-on o(X,Y) =07

3. Pour tout ensemble A, on définit la variable aléatoire 14 par :

_J1 sizeA
1A(m)_{0 siz ¢ A

On définit une variable aléatoire Z par :
Z = 1w ) x>0} — Lw / x(w)<0}
a) Déterminer la loi de Z.
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b) Déterminer les lois des variables aléatoires X2 et eX?, puis calculer
(X, Z|X)).

Solution :
1. Si X est une variable aléatoire symétrique, prenons I =]z, +oo], ou
[z, +00[. On a alors —I =]—o0, —x[ ou |—o0, —z] et :
F)=P(Xel)=P(X >z)=1-P(X <)
F(-I)=P(X e —-I)=P(X < —x)

Donc :

F(I)=F(-I)<= P(X<z)=1-P(X < —z),ou F(zx)=1—- F(—x)
Réciproquement, supposons que pour tout € R, F(z) =1 — F(—x).
o si ] =]z, +o0f, alors P(X > x) = P(X < —z) ou F(I) = F(-I).
esi ] =Ja,b], alors F'(I) = P(X € [a,b]) = F(b) — F(a) et
F(-I)=P(X € [-b,—a]) = F(—a) — F(-)).
Mais F(b)—F(a) = 1= F(—=b)—14 F(—a) = F(—a)— F(=b), d’ou le résultat.
2. a) Pour tout a réel :
PeX<a)=P(X<a)n(e=1)+ P(X

=pF(a) + ¢F(a) = F(a) = P(X

Donc X et €X ont méme loi.

b) Calculons la loi de X?2. Evidemment, si a < 0, P(X? < a) = 0 et si
a>0:

P(X? <a) = P(~ya < X < v/a) = F(y/a) - F(—y/a) = ~1+2P(/a)
Calculons la loi de e X2,

PEeX?<a)=P(X?<a)N(e=1))+P(X? > —a)N (e =-1))

Donc
o sia<0, P(eX?<a)=2q¢1—-F(v—a))
e sia>0, P(eX?<a)=p2F(Va)—1)+q

L’espérance de eX? est
0

+o00
MﬂbaLj%m@mw% LR

—a)N(e=-1))
a)

/%

+oo +oo
- _ 2 2
= Qq/o u f(u)du+2p/0 u? f(u) du

+oo

+oo
=2(p— q)/o w? f(u)du= (p - q)/ w? f(u) du

_ (p— E(X?) _
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Ainsi, comme f est paire, E(eX) =0et o(X,Y) = (p— q)E(X?) =0 si et
seulement si p=¢q = 1/2.
3. a) Comme P(X =0) =0, il vient

P(Z=1)=P(X >0)=P(-X <0) = P(Z = 1)

Donc :
P(Z=1)=P(Z=-1)=3
b) On a
ZIX| = |X[1(x>0) — [ X]1(x<0) = X1 (x50) + X 1(x<0) = X
Donc

E(Z|X|) = E(X) =0t (X, Z|X]|) =0

Exercice 3.8.

On cherche a estimer le nombre d’étudiants en France connaissant la signi-
fication du sigle URSSAF. Pour cela, on interroge des étudiants. A chacun,
on propose trois définitions différentes A, B et C, la réponse correcte étant
la réponse A.

Soit 6 la probabilité pour qu’'un étudiant connaisse la réponse correcte.
Tout étudiant connaissant la réponse correcte la donne, sinon il choisit au
hasard une des trois réponses proposées.

1. a) Calculer les probabilités P4, P et Po qu'un étudiant interrogé donne
respectivement les réponses A, B ou C. Exprimer 6 en fonction de Pj.

b) Quelle est la probabilité qu'une personne ayant choisi la réponse A
connaisse réellement la signification du sigle URSSAF ?

2. a) On veut faire une estimation du parametre 6. Pour cela, on constitue
dans la population n groupes de 30 personnes qui seront interrogées par un
enquéteur.

Pour 1 < i < n, on note X; la variable égale au nombre de réponses A

obtenues dans le groupe 7.
X4+ Xy

On suppose les X; mutuellement indépendantes et on pose Z,, = 30m

Déterminer la loi de Z,,.
Déterminer, & partir de Z,, un estimateur sans biais T), de . Cet estimateur
est-il convergent ?

b) On pose T, = % - %

3
Montrer que pour tout € > 0, P(|T,, — 0] > ¢) < 5
160ne

On dit que T}, converge en probabilité vers 6.

3. Soit (z1,x2,. .., Z,) une réalisation de I’échantillon (X7, X, ..., X,,). Dans
cette question, on cherche a estimer P4 = p, puisqu’alors, on pourra en
déduire une estimation de 6.
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Pour tout p dans [0, 1] on définit la vraisemblance au point p par la fonction
n
L telle que : L(zy,...,2,,p) = [ P(Xg = ax).
k

=1
On suppose (z1, 2, ..., z,) fixé dans [1,30]™.

Etudier les variations de la fonction partielle f : p — In(L(x1, ..., 2., p)).
n
Montrer que cette fonction passe par un maximum pour p = ﬁ > x;.
i=1

Xl_'——n—i_X" est D’estimateur du

On dit alors que l'estimateur Z, = 30

maximum de vraisemblance pour p.

Solution :

1. a) Notons F D’événement «1’étudiant connait la réponse exacte», et
R4, Rp, Re les événements «’étudiant répond A» (resp. B, C).

Ainsi
pa=P(Ra) = P(Ra/E)P(E) + P(Ra/E)P(E) =0 + $(1—0) = 120
Eonc 0= %,
t:
pp = P(Rg) = P(Rg/E)P(E) + P(Rg/E)P(E) = %(1 —0) =pc
b) On a :

P(Ra/E)P(E) _ 36
P(R,) 1420
2. a) Les (X;) forment un échantillon indépendant et identiquement distribué.

Ainsi Z,, étant une fonction des (X;), est un estimateur. On a E(Z,) =
E(X;). Or X; suit la loi binomiale B(30,p4). Donc

B(Zy) =pa =152

Aussi Z,, n’est pas un estimateur sans biais de 8, mais T;, =

P(E/Ra) =

3Z,—1
2

1-— .
E(T,) =0,V(T,) = %v(zn) _ 30PA(400npA) < 16%n’ et lim_ V(T,) =0

donc t, est un estimateur sans biais convergent de 6.
(on a utilisé la relation bien connue : p € [0,1] = p(1 —p) < i)

, vérifie :

b) Soit e > 0. L’inégalité de Cebicev donne :
V(L) 3
P(T, —0] 2 ¢) < <
(T =€) g 160ns?

3.0n a "0
— T _ 30—z
L(z1,...,2n,p) k£[1<xk)p (1-p)
et
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fip—In( ﬁ (22)) +k§i:lacklnp+§:l(30—xk)ln(l - D)

k=1
Ainsi
Py =1y xk——iglgf23(30——xk)=:444l4—7( 3 xk——30np)
D= Pz p(1—p) \ iz
> Tk
Et f passe par un maximum en p = =%
30n

Exercice 3.9.

Une urne contient N jetons numérotés 1,2,...%k (3 < k < N), pour tout
i € [1,k], on note n; le nombre de jetons portant le numéro i et p; = %

Soit n € N*; on effectue dans cette urne n tirages successifs d’un jeton avec
remise.

1. Pour tout ¢ € [1,k], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de
jetons tirés portant le numéro i.
Déterminer la loi de N;, son espérance et sa variance.

2. a) Pour (i,j) € [1,k]? tels que i # j, déterminer la loi de N; + N;, son
espérance et sa variance.

b) Calculer Cov(NN;, N;) et vérifier que le coefficient de corrélation de
(N;, Nj) est bien entre —1 et 1. Dans quel cas vaut-il —1 7 Que pensez-vous
de ce résultat ?

3. a) On pose Z, la variable prenant pour valeurs le nombre de numéros qui
ne sont pas sortis. Calculer, sans passer par sa loi, 'espérance FE(Z,) de Z,
et calculer lim E(Z,).
n—-—+o00
b) Comparer P(Z, > 1) et E(Z,) et montrer que lim P(Z, =0)=1.

n—-+o0o

Solution :

1. Pour tout 7 € [1, k], la variable aléatoire N; suit la loi binomiale B(n, p;).
Ainsi E(N;) = np; et V(N;) = np;(1 — p;).
2. a) On a (N; + N;)(©2) = [0,n] et, pour tout k € [0,n] :
k
P(N; + N; = k) =

x

) ;i:o (Z)Pf(z - i>p§_l(1 —pi—p;)" "

P(NZ:xﬁNJ:k—x)
0

k

::(Z>(1‘*Pi‘*Pﬁ"‘k > (Z)pfpﬁ‘x
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n n— v

= (k:>(1 —pi — )" (pi +pj)*
Aussi N; + N; suit—elle la loi B(n, p; + p;). Donc E(N; + N;) = n(p; +p;) et
V(Ni + Nj) = n(pi +p;)(1 — pi — pj).

b) Par la formule de la variance d’une somme, il vient :
COV(Ni,Nj) = —npipj, p(N“NJ) = — pipj
\/pi(l —pi)p;i(1—p;)

Demander si p(N;, N;) € [—1,1] est équivalent & demander si p?(N;, N;) < 1
ou si p%p? < pipj(1 — pi)(1 — p;). En développant, ceci est équivalent &
pi +p; <1, ce qui est vrai.

Enfin, p(N;, N;) = —1 si et seulement si p;p; = pip;(1 — p;)(1 — p;) si et
seulement si p; +p; = 1.

L’urne n’est donc composée que de deux jetons (k = 2), et N; + N; = n.
Dans ce cas, IV; et N; sont liés par une relation affine.

3. a) Soit X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le jeton numéro i

k
n’est pas sorti, et prenant la valeur 0 sinon. Bien évidemment Z,, = >~ X, et
i=1

E(Z,) = ; B(X)).

La variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli de parametre (1 — p;)™. Donc
k
E(Zn) = 2. (1—p)"
i=1
et, comme p; > 0 pour tout ¢

k
lim E(Z,)=> lim (1-p)"=0

n—-+00 iZin—+too
b) On a
n—1 n—1
E(Zy))=>iP(Z,=14)2 >, P(Z,=1)=P(Z, > 1)
=1 i=1

D’apres la question précédente
lim P(Z,>1)< lim E(Z,) =0

n—-+oo n—-+o0o

et
lim P(Z,=0)=1.

n—-+oo

Exercice 3.10.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, B, P)
suivant une loi de Poisson P(\).

1. Déterminer pour tout u réel, 'espérance de la variable aléatoire e*X.

2. Pour tout ensemble A, on note 14 la variable aléatoire définie par
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1 sizeA
1A($)7{0 siz¢ A

Soit w un réel positif et = € ]0, 1].
a) Montrer que :
X =UHDN > 1 cqiX (@)= (14a)0}
b) En déduire que :
P(X > (1 + l‘)/\) < e—[u(1+z)+1—eu]A

3. Etudier sur R la fonction :
Yz iur—u(l+x)+1—e*
Montrer que ¢, est majorée sur RT et que :
sup v (u) =14+ 2)In(l +z) —x = h(x)

u€R
En déduire que :

P(X > (1+m))\) < e @
4. a) Montrer que pour tout u < 0 :
P(X < (1 —2))\) < e~ lwd-2)+l—e"]A
b) Montrer que :
sup u(l—z)+1—e* = h(—2x)
u€R™
puis que :
P(X < (1 —xz)\) e M(=2)
5. En déduire que :
P(|X — E(X)| > Az) < 2max(e M(@) ¢=Ah(=2))

Solution :

1. On peut écrire :

B(evX) = io: ouk e M\ io: e“k)\k e )
k=0 k! k=0
2. a) Notons A ={w € Q| X(w) > (1+z)A}.
o siwd A onaeX@AH2) >0 =1,(w).
e siwec A onaX(w)—Al+2z)=0,u>0;donc eX@-A0+2)) > 1 —

1A(w).
b) Par positivité de I’espérance
E(14) = P(A) = P(X = (1 + 2)\) < E(e(X(@)=A0+2))
_ E(e—u(l—i-m))\euX) — e u(l+2)A A" —1) _ (—u(l+z)+1—e))
3. La fonction ¢, est de classe C> sur RT. Sa dérivée ¢/, est égale a
op(u) = (1+z) —e"
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La fonction ¢, est croissante sur [0,In(1 + x)], puis décroissante sur [In(1 +
x),+oo[. Elle atteint son mazimum, qui est positif (car z €]0,1[) en uy =
In(1 + x), ce mazimum valant :

h(z)=(1+2)n(l+a)—a
On a montré que P(X > A(1+12)) < e~ =) pour tout u > 0. Donc :
P(X > AM1+z)) < e—*ma"u(%(u)) — ¢~ M(2)

)

4. a) Notons B={w € Q| X(w) < (1 —x)A}.
e Siw¢ B, onactX@=21=-2) > = 15(w).
eSiwe B,onaX(w)—A1—-2)<0,u<0;donc eX@=A1=2) > ] —
1B(w).

b) Par positivité de I'espérance :
E(1p) = P(B) = P(X < (1-2))\) < E(e"X@)=A0=2))) = p(e-u(1=2)AeuX)

< e—u(l—m))\ek(e“—l) _ e—(u(l—m)+1—e“))\

Etudions la fonction ¢, : (1 —2) +1 — % ; elle est de classe C* sur R™. Sa
dérivée ¢! est égale a ¢ (u) = (1 —x) —e™.
La fonction ¢, est croissante sur |—oo,In(l — z)], puis décroissante sur
[In(1 — ),0]. Elle atteint son mazimum, qui est positif (car x €]0,1]) en
u; = In(1 — x), ce mazimum valant

h(—z)=(1—2z)In(1 —z)+=x
On a montré que P(X > A(1 —z)) < e *#=(") pour tout u < 0. Donc :
P(X <M1 +2)) < e~ Amaxy(pz(u)) — g=Ah(—2)

5. Comme E(X) = A, on a

X — E(X)| > A = (X > A1 +2)) U (X < A1 —2))
Donc
P(|X — E(X)| > Az) < 2max(e M) ¢=Ah(=2))

Exercice 3.11.

Soit n € N et g, la fonction définie sur R par :

gn(x) =0siz <0 et g,(x) =2"e Ssiz>0.

1. a) Déterminer, pour tout n, la constante k, de faon que la fonction
fn = kngn soit une densité d’une variable aléatoire X,,.

b) Reconnaitre la loi de X,,. En déduire son espérance et sa variance.
E(Xy)
V(Xn)

c¢) Déterminer le mode M,, de X,,, c’est-a-dire la valeur pour laquelle f,
atteint son maximum (si cette valeur existe).

Vérifier que le rapport est indépendant de n.



106 ESCP-EAP 2004 - Oral

fu(M,)
fn+1 (Mn+1)

2. a) Un observateur boursier analyse, pendant un laps de temps z fixé, les
valeurs qui subissent une baisse importante. L’unité de temps utilisée dans
cet exercice est la minute.

Il a remarqué que, dans un marché stabilisé, qui n’est pas soumis a de trop
importantes perturbations, le temps d’attente entre deux baisses de plus de
5% sur des valeurs est une variable aléatoire Y qui suit une loi exponentielle
de parametre 1/2. Ces différents temps d’attente sont indépendants entre
eux.

Etudier la limite lorsque n tend vers l'infini du rapport

Soit S, le temps écoulé entre le début de I'observation et le moment ol une
eme

n"¢ valeur subit une baisse de plus de 5%.
Quelle est la loi de S, 7

b) Soit T' le nombre de valeurs ayant baissé de plus de 5% pendant la durée
x.
Comparer les événements [T > n| et [S,, < z].
En déduire la loi de T, son espérance et sa variance.

3. Dans le logiciel utilisé par cet observateur, une baisse de plus de 5% d’au
moins 25 valeurs durant le laps de temps = déclenche des ordres de vente
immédiats.

Quelle est la probabilité qu'un tel cas se présente durant la période
d’observation x = 1207

(On donne ®(7) = 0,9999, ou  est la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite.)

Solution :

1. a) La fonction g, est continue sur R (sauf lorsque n = 0, en z = 0). La
constante k,, doit étre positive et vérifier

+oo
kn/ e /2 dr =1
0

Le changement de variable affine u = 2/2 donne :
+oo +oo
I, = / e %2 dy = 2”+1/ u.e % du = 2"t1n)
0 0

Donc 1
hin = —ont
b) Une densité f,, de la variable aléatoire X,, est donc définie par :
1 T\" —z/2 :
— (%) e siz>0
folz) = { 2'(n + 1) (2)

0 sinon
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Ainsi X, suit la loi I‘(n +1 1)7 et :

2
. B(X,) 1
B(X,) =2(n+1),V(X,) =4(n+1), d ey
(Xn) =2(n+1),V(Xy) (n)OHV(Xn)Q
¢) Le mazimum de la fonction f,, sur R est égal au mazimum de la fonction
gn sur R. La dérivée g, s’annule en M,, = 2n et :

fn(Mn) = 2n+11n!2"nne_n,fn(Mn+1) = WWQH-&-I(” + 1)n+1e—n—1’
d’ott :
0) fn-‘rl(MnJ,-l) n —+ 1
r:
( n )n _ (1 + l)*n — e—nIn(l+3E) — —140(1)
onc :

. fn(My)
hm —_—— = ].
n—+o0 fr 1 (Mpy1)

2. a) Soit Y; le temps d’attente entre la i-eme et la (i + 1)-éme baisse, Yj
représentant le temps d’attente de la premiere baisse. La variable aléatoire
Y; suit une loi £(1/2). On a alors
n—1
Sp= > Yi—=T(n2)
i=0

b) L’événement (T' > n) signifie qu'en = minutes, il y a eu au moins n
valeurs en baisse.
L’événement (S, < z) signifie que la n-éme baisse s’est produite avant que
le laps de temps x ne se soit écoulé.
Ainsi (T > n) = (S, < x), avec Sy = Yp.
PT=n)=P(T>2n)—P(T>2n+1)=P(S, <z)— P(Sp+1 <x)

— IL ft/2dt_/x t" —t/2 gy
/0 2"(n— 1)1 ° o 2 ¢

nl 2
~ () Lo

Ainsi T suit la loi de Poisson P(z/2) et E(T) =V (T) = %

3. La variable aléatoire .S,, est une somme de variables aléatoires indépendantes
Sp — E(Sy)

O'Sn

et de méme loi. Donc
N(0,1).
On a E(S,) =50,V (S,) = 100 et

P(T > 25) = P(Sa5 < 120) = P(M <7) = ®(7) =0.9999

10
L’ordre de vente se déclenchera quasiment stirement.

converge en loi vers une loi normale

Exercice 3.12.
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On observe un n-échantillon (X, ..., X, ) d’une loi de Poisson P(\).
A. Estimation de .

On pose X = 1 > X
" =1

Montrer que X est un estimateur sans biais de \.
Calculer sa variance. Cet estimateur est—il convergent ?

B. Estimation de e .

Soit £ un réel.
1. On pose Y = e~ X,
Y est-il un estimateur sans biais de e~‘* ? Est-il asymptotiquement sans
biais ?
2. Soit Z un estimateur sans biais de e, fonction de nX, c’est—a—dire de
la forme
Z =g(nX)
a) Calculer I'espérance E(Z).
b) Montrer que E(Z) = e~ si et seulement si

z=(1-H™

Solution :

A. Immédiatement :

BX) =1y Bx)=avE) =Ly vix) =2 o
=1 i=1

_n N n—oo

Donc X est un estimateur sans biais et convergent de .

B. Soit S = > X;. La variable aléatoire S suit la loi de Poisson P(n\).
i=1

1.O0n a:
X =Ls Xtk o (An)P o 2 (Ane”m)P
B(e ) = BeH) = 3 o e » ()" k!) —e Akgo( a )

_£
_ en)\(e n—1) 7£ e—tA

_L
Lorsque n tend vers Dinfini, on a : e™€ 71 — g=+o(l) __, o=\ ot Y
n—oo
A

est un estimateur asymptotiquement sans biais de e},

2. Notons Z = g(nX) = g(5). On a :

a) E(Z) = 3 (lc)e*”’\%L')k.
k=0 :

b) Donc E(Z) = e~ si et seulement si :
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00 . A k . 00 7 k)\k
Z g(kz)e A( :') = (=01 — Z (n k;!)
k=0 k=0

Cela entraine que pour tout k£ > 0 :
_(n—L\k _ 1 L\F
glk) = (F=)" =(1-7)
La justification de ce dernier résultat est 'unicité du développement limité
de x — e”. En effet, pour tout m >0 :

3 glhnte O = 3 grniem A L o(ym)
k=0

k! P k!
et : kyk kyk
Z(nfgl))‘ :E(nfg'))‘ +o(A™)
k=0 k! k=0 k!
Donc : NS
Exercice 3.13.
Une urne contient n boules distinctes By, ..., B,, avec n > 2. Soit r un entier

tel que 1 <7 < n.

On effectue dans cette urne des tirages répétés d’une boule avec remise.

On note Y, la variable aléatoire représentant le nombre de tirages nécessaires
pour obtenir au moins une fois les boules By, ..., B,.

1. Déterminer la loi de Y7, son espérance et sa variance.

2. Déterminer les valeurs prises par Y.
Calculer la probabilité P(Y,. = r), puis la probabilité P(Y, = r + 1).
Mettre en place le raisonnement permettant de déterminer la loi de Y.
3. Pour tout i € {1,...,r}, on note W; la variable aléatoire représentant
le nombre de tirages nécessaires pour que pour la premiere fois, ¢ boules
distinctes parmi les boules By, ..., B, soient sorties (ainsi W, = Y;..)
Enfin, on pose X1 = Wj et pour i > 2, X; = W; — W;_4.
a) Déterminer la loi de X; ainsi que son espérance.

b) En déduire l'espérance E(Y;) de Y,.. Déterminer un équivalent de E(Y.).

Solution :

1. Y7 représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la boule Bj.
Donc Y7(2) = N*, et Y7 suit la loi géométrique g(%) Ainsi :

EY1)=n, V(V1)=n%*-n
2. a) Immédiatement Y,.() = {r,r +1,...}.
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b) L’événement (Y, = r) correspond & lobtention des boules By, ..., B,
en exactement r tirages. Cela signifie que 'on a tiré chacune de ces boules
une seule fois au cours de ces r tirages.

Les tirages s’effectuant avec remise, les résultat successifs sont indépendants.
Ainsi :
1
PY,=r)= T’!F

(il y a r! ordres possibles et a chaque fois chacune des boules est tirée avec
la probabilité %)

¢) L’événement (Y, = r+1) correspond & I'obtention des boules By, ..., B,
en exactement (r + 1) tirages. Cela signifie que le (7 + 1) éme tirage a donné
pour la premiere fois une des boules By, ..., B,, les autres boules ayant été
tirées au moins une fois lors des r premiers tirages.

C’est—a—dire que si le tirage (r + 1) est occupé par la boule B; (1 <1 <),
lors des r premiers tirages, on a obtenu

o(A) : soit une seule fois chaque boule By, ..., B;_1, Bit1, ..., B, et une boule
parmi les boules B,41,..., By,

¢(B) : soit chaque boule By,...,B;_1, Bit1,..., By, 'une d’entre elles ayant
été tirée deux fois et les autres une fois.

On a r choix de la boule B;. Cette boule étant fixée

P(A) = (T—l)!xu

n” n

P(B) = (g)%m— 1)

(on fixe les places de la boule tirée deux fois et on a (r — 1) choix pour cette
boule.)

Finalement, A et B étant incompatibles :

| —r—
P =r+1) = F(P(4)+ P(B)) = < 22=g =

d) L’événement (Y;. = r+k) correspond a 'obtention des boules By, ..., B,
en exactement (r + k) tirages. Cela signifie que le (r + k) éme tirage a donné
pour la premiére fois une des boules By, ..., B,, les autres boules ayant été
tirée au moins une fois lors des r + k — 1 premiers tirages.

C’est—a—dire que si le tirage (r+k) est occupé par la boule B; (1 < i < r), lors

des 7+ k — 1 premiers tirages, on a obtenu chacune des autres boules m; fois,
r—1

avec m; > let m= Y m; <r, et on a tiré parmi les boules B,y1,..., By,
j=1

(r —m) fois.

Ainsi : P(Y, =r + k) vaut :
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r ¥ ( i )71 ( 2 ) 1. 1 (nfk)r—m
n Vimj =1 T+ k -1 nml r+ k -1- mi nm2 nn_7n7‘71 n
ijgr

3. a) On a X; = W; qui représente le nombre de tirages nécessaires pour
obtenir une boule parmi By, ..., B,.

La variable aléatoire X7 suit la loi géométrique g(%) et E(X1) = %

La variable aléatoire X; représente le temps d’attente pour obtenir un i-eme
succes (tirage d’une nouvelle boule sachant que (¢ — 1) boules distinctes de

By, ..., B, on déja été obtenues.)

. S —i+1
X; suit la loi géométrique g(%) et B(X;) = Jﬁ
b)OnaY,=> X, et
i=1
E(Y,) =Y, B(X)=nY 4 ~nlnr
i=1 k=1

Exercice 3.14.

1. a) Compléter les lignes de programme suivantes pour en faire un pro-
gramme complet :

randomize ;
N :=random(m)+1 ;X :=0;
For i :=1 to N Do X :=X+random(2) ;
Writeln(N,’ ’,X) ;
(on rappelle que lorsque a est un integer, random(a) renvoie une valeur

integer au hasard comprise entre 0 et a — 1, et que la procédure randomize
permet d’initialiser la fonction random.)

b) On suppose que la premiere valeur affichée est 4. Quelles sont les valeurs
possibles pour la seconde valeur affichée 7

2. On suppose que le programme précédent simule une expérience aléatoire.
Quelle est alors la loi suivie par la variable aléatoire simulée par N, son
espérance, sa variance ?

3. Préciser X () et calculer, pour tout couple (i,k), P(X = i/N = k). En
déduire la loi de X.

4. Déterminer 'espérance de X.

Solution :

1. a) Il suffit de compléter les déclarations du programme, soit
Program Exo ;
Var m,i,N,X : integer;
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Begin

Readln(m) ;

End.

b) Si N = 4, comme Random(2)=0 ou 1, X prend ses valeurs dans [0, 4].

2. Par la définition de la fonction Random, N suit la loi uniforme sur [1,m].
Donc

2
BE(N) =2t vy = mo =1

3. On sait que X (Q) = [0,m], et que pour tout k € [1,m]
Xk = Bk, 3)
soit : .
1
P(X =i/N =k) = { (i)zk sti€[0.k]
0 sii € [k+1,m]
Par la formule des probabilités totales, en utilisant le systéme complet
d’événements (N = k)1<k<m, il vient, pour tout ¢ € [0, m] :

P(X =i)= élp(x =i/N=kP(N =k =1 i (’?)L

4.0n a:

m k m m
1 1 k—1 1 1 ok—1_ 1
S A ( ) B o 1S
m k§1 2k ;:1 i—1 m 1;::1 2k 2m ;:21
Soit :
B(x)=mn31

Exercice 3.15.

On considere une variable aléatoire X telle que :
X(Q)=NetVkeN,P(X =k)=pq"

ol p est un réel fixé de ]0,1[ et ¢ =1 — p.

1. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer E(X) et

V(X).

_ 1
2.OnposeY—X+1.

a) Déterminer la loi de Y.

n+1 tk t n+1
b) Montrer que pour t € [0,1[ et n € N: > ?-Hn(l—t) :/ T de.
k=1 0
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+oo Lk
¢) En déduire que pour ¢ € [0,1[, > % = —In(1—1).
k=1

d) Montrer que Y admet une espérance et calculer E(Y).

3. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N telle que, pour tout k de
N, la loi conditionnelle de Z conditionnée par la réalisation de 1’événement
(X = k) est uniforme sur [0; k].

a) Déterminer la loi de Z (on laissera les résultats sous forme de sommes).

b) Montrer que Z admet une espérance.

Solution :

1. Au vu de la définition de la loi de X, il est évident que X + 1 suit la loi
géométrique G(p). Donc :

__1 - _ 1 .
a) Comme Y = X1 il vient Y/(Q) = {k+1/k€N} et :
1 N_ .k
PY = gg) =ma
b) On sait que pour tout = € [0, 1[ pour tout n € N* :
n+1
Z 2t = 1 - 1 —x
En intégrant cette égalité sur l'intervalle [0,¢], (¢ < 1), on obtient 1’égalité
demandée :
n+1l g t n+1
t x
——i—ln(l—t):/ dz
=k o 1—w
¢) Or

! t ! 2
‘ / i d:c‘ < / 1 dr =
- o 1—t n+2)(1—1t)
Il reste a faire tendre n vers 'infini : la derniere expression tend vers 0 car

0<t< 1.

d) Par la question précédente :
~Bain(1—g) = 2 52 4 = 3% 2 B(Y)

3. On sait que Z(2) = N. De plus

a) Pour tout k € N :
e pour tout z € [0,k], P(Z =2/X =k) = %
e pour tout z ¢ [0,k], P(Z=2/X =k)=0.

b) Par la formule des probabilités totales, pour tout z € N :
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o k
P(Z =2)= Pq
@=9=5

b) Montrons que E(Z) existe. Pour cela, il faut montrer la convergence de
la série

0 k
Sn( X Pq ) =3 ty. Or, pour tout N >n :
n k=n n

k+1
N k N N—-n+1
1—g¢g
> A< et =pgt
k:nk+1\k:z 1_q
Donc : .
o0

_ Y4 bg _  n

0 < uy, nkgnk+1\n1 7 ng

ce dernier majorant étant le terme général d’une série convergente, la con-
clusion en résulte.

Exercice 3.16.

Soit a € RY..

La roue d’une loterie est représentée par un disque de rayon 1, dont le centre
O est pris pour origine d’un repére orthonormé. Cette roue est lancée dans
le sens trigonométrique, angle (exprimé en radians) dont elle tourne avant
de s’arréter est une variable aléatoire, notée U. On suppose que U suit la loi
exponentielle de parametre a.

La roue porte une marque M, qui, au départ, est située au point de
coordonnées (1,0) et qui, aprés larrét de la roue, se trouve au point de
coordonnées aléatoires X = cosU, Y =sinU.

—+oo +oo
1. Soient 1 :/ e cosudu, J :/ e~ " sinu du.
0 0

a) Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.

b) A laide d’intégrations par parties, que l'on justifiera, établir deux
relations liant I et J. En déduire les valeurs de I et J.

¢) Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y.
2. Un joueur gagne a cette loterie si, a 'arrét de la roue, 'ordonnée de M
?.
a) Calculer la probabilité, notée p(a), que le joueur gagne.

vérifie la relation : Y >

b) Déterminer lin%) p(a).
a—

Solution :

1. a) Montrons que les intégrales I et J sont absolument convergentes. On
effet, on peut écrire :

|cosu.e™ | < e, |sinu.e” | L e %
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“+o00
et / e du existe.
0

b) En utilisant A > 0 et des intégrations par parties sur [0, A], intervalle
ou les fonctions sinus, cosinus et exponentielle sont de classe C*°, il vient :

A
I(A) = / cosu.e” " du = sin A.e™* 4 a(1 — cos A.e™ %) — a?I(A)
0

A
J(A) = / sinu.e” ™ du = —asin A.e” + 1 — cos A.e™? — a2 J(A)
0

En prenant la limite lorsque A tend vers I'infini, les fonctions sin et cos étant
bornées sur R, il vient :

I=a-d?l, J=1-aJ
Donc

__a
1+a*
¢) Par le théoréme du transfert :

+oo 9
E(X) = E(cosU) :/ cosu.ae” % duy = al = 1_7_ .
a a

+oo
E(Y)=E(sinU) = / sinu.ae”* du =aJ = . —l(—laz

2. a) Le joueur gagne si et seulement si sinU > 1/2 soit si et seulement si
U € [r/6,5m/6] (mod 27). Donc :

0o 00 57 /6+42km
pla) = > P(%+2k7r<U< ‘%TJrler) => / a.e” " dt

k=0 k=0J7/64+2kn
S —an/6 —ab7m /6

— (=m/6—=2km)a _ o(—57/6—2km)a) _ € —e
kgo (e € ) 1— 67271'0,

—2am/3
_ efaﬂ'/ﬁ l1—e _;ﬂ_a
1—e
b) Lorsque a — 0, comme e~ ** = 1 —ax + o(x) au voisinage de 0, il vient :

; —1
lim p(a) = 3

Exercice 3.17.

Soit a € RY..

On consideére deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y qui
suivent toutes deux la loi uniforme sur l'intervalle |0, a].

On s’intéresse a la variable aléatoire Z définie par :

Z = % ou A=inf(X,Y) et B=sup(X,Y).

1. Montrer que InZ = —|[In X —InY|.
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2. Déterminer les fonctions de répartition et une densité des variables
aléatoires U =InX et V =—1InY.

3. Déterminer une densité de la variable aléatoire W =U + V.

4. Déterminer la fonction de répartition et une densité de la variable aléatoire
T=InZ.

5. En déduire la loi de Z.

Solution :

1. Comme X > 0,Y > 0, on peut écrire :
InZ =Inmin(X,Y) —Inmax(X,Y) =min(ln X, InY) — max(ln X, InY)
=—|lnX —InY]

2.0naU(2) =]—oo,Ina] et :

e .
P(U<u)P(X<e“){a si u € |—o0,Inal
1 sinon

et
T
0 siu>lna
De méme, V() = [~ Ina, +oo| et
P(V<v)=1—Fyle)=4{1- eT siv € [—Ina,+oo|
0 sinon
et

fo(v) = { ea siv € [—1Ina,+o0]
0 siv< —Ina

3. Les variables aléatoires U et V étant indépendantes, par convolution :

fov(w) = / furlw — £) fu (t) dt

Or, au vu des définitions des densités, on doit demander, pour calculer cette
intégrale : w —t <lnaett > —Ina.

Donc :
esiw=0
+oo +oo
Jfw(w) = / 1 e“’_tx%e_t dt = % ew/ e 2t dt = %e_“’
w—Ina a w—1Ina
esiw<0
+oo
fw(w) = % ev2tgr = 1ew
—lna@ 2

Finalement, pour tout w € R, fyw(w) = 5
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4. On a T(Q2) =R~ et pour tout ¢t < 0,
P(T <t)=P(—|W|<t)=1—P(|W| < —t). Donc :

—t
HT<ﬂ:1—/ %gmwwzé
t

et
t .

F _Je sit<O0
7(t) {1 sit>0

donc, on peut prendre :
el sit<0

t =

fr(t) {0 sit>0

5. Comme Z = el on a Z(2) =[0,1] et
z si0<z<1
P(Z<z)=P(T<lnz)=40 siz<0

1 sinon
Ainsi Z suit la loi uniforme #([0, 1]).

Exercice 3.18.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement
la loi uniforme sur ]0, 1[ et la loi exponentielle de parameétre 1.

Onpose X1 =1-X, V1 =—-InX Yo = -In(1-X), Z = X+Y, Z; = X1+Y1,
Z2 :X+Y27 Z3 :X+Y1 et Z4:X1+Yv2.
1. a) Déterminer les lois des variables X, Y7 et Y5.

b) Déterminer une densité fz de Z.

c¢) Expliquer pourquoi les variables Z; et Z suivent la méme loi. Que
peut-on dire de Z3 et Z, 7
2. On définit les fonctions ¢ et @3 sur |0,1[ par : p1(z) =1 — 2 —Inz et
v3(z) =z —Inz.

a) Montrer que ¢ réalise une bijection de ]0,1[ sur ]0,+oo[ et que 3
réalise une bijection de ]0, 1[ sur |1, +oo[.

b) Déterminer les fonctions de répartition Fiz, et Fz, de Z; et Z3 et donner
leur expression en utilisant ¢ et 3. Les variables Z; et Z3 suivent-elles la
meéme loi ?

c¢) Calculer et comparer Fyz, (% +1n2) et Fy, (% +In2).

3. On considére une variable aléatoire T de densité fr et de fonction de
répartition Frp, indépendante de X telle que X + T suive la méme loi que Z.

a) Montrer que : Vt € R Fr(t) — Fr(t — 1) = fz(t).
b) Déterminer Fr, puis une densité fr.

¢) Comparer les lois de T et Y.
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Solution :

1. a) Il est immédiat que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur |0, 1].
Pour tout y > 0 :

PYi<y)=P(XzeV)=1—cV
Donc Y; suit la loi exponentielle £(1).
Comme Y3 = —In X3, Y5 suit aussi la loi exponentielle £(1).

b) On sait que Z(2) =10, +o0[ et pour t > 0 :

/fx Vfy(t—x) d;l?—/fyt—z

e Pour 0 <t <1, fz(t) = /Itda:—l—e ,
0

1
e pour t > 1, fz(t) = / e’ tdr=(e—1)e!
0

¢) On sait que X suit la loi uniforme sur ]0,1[ et Z; =1 - X —In X. De
méme U = 1 — X suit la loi uniforme sur ]0,1[ et Z; =1 —U —InU. Donc
71 et Z5 suivent la méme loi.
Comme Z3 = X —In X, Z, = U—InU, les variables Z3 et Z4 suivent la méme
loi.

2. a) Une étude rapide des variations des fonctions ¢; et w3 montre qu’elles
sont décroissantes sur |0, 1], la premiere de +o0o vers 0 et la seconde de 400
vers 1.

b) On a Z1(2) = ¢1(]0,1]) =]0, +o0[. Pour tout z > 0 :

Fz,(2) = P(p1(X) <2) = P(X 2 97 '(2)) = L = 97 ' (2)
Donc
1—¢7 (2) siz>0
Fa(z) = o ) :iziO

De méme, Z3(92) = ¢3(]0,1]) =]1, +o0[. Pour tout z > 1 :
Fz,(2) = P(p3(X) <2) = P(X 2 ¢37(2)) = 1 = 03 ()
Donc

1— 3t iz>1
Fa= {150 gz

Ainsi Z; et Z3 ne suivent pas la méme loi.

¢) Il vient :

#1(3) =g +In2=gs(}) = Fz(3+m2) =5 =Fz(5+n2)

a) On a :



Probabilités 119

fz(t) = /fo(t — ac)fT(:r) dx = fT(.’E) dx = FT(t) — FT(t — 1)

t—1
b) Pour tout ¢ réel, Fr(t) = Fr(t — 1) + fz(t). Donc :
e pour t < 0, Fr(t) = Fr(t — 1). Par une récurrence immédiate, pour tout
neN, Fr(t) = Fr(t—n), et Fr(t) = nEIJIrloo Fr(t—mn)=0.
e pour t €]0,1], Fr(t) = Fr(t — 1) + fz(t) = 1 — e~*. Supposons que pour
teln—1,n],Fr(t)=1—e"t. Alors, pour t €|n,n+1] :
Frit)=1—e D petle—1)=1—e"!

c¢) Ainsi T suit la loi exponentielle £(1) et suit la méme loi que Y.

Exercice 3.19.

1. Soient X une variable aléatoire finie ou discrete qui posséde une espérance

et Y une variable aléatoire & valeurs dans {1,...,p}. On suppose que
P (Y =1i) > 0 pour tout i € {1,...,p}.
a) Soit i € {1,...,p}. Montrer que la loi conditionnelle de X, conditionnée

par I’événement (Y = i) admet une espérance qu’on notera E(X/Y = i).

P
b) Prouver la formule suivante : E(X) = > E(X/Y =i)P (Y =)
i=1

n(n+1)(2n+1)
5 :

n
2. Soit m un entier non nul. Montrer que 'on a : Y. k? =
k=1

3. Un technicien assure la maintenance de n machines-outils de méme type
qui sont alignées. Deux machines consécutives sont distantes d’une longueur
{. De temps en temps les machines outils s’arrétent avec la méme probabilité
et indépendamment les unes des autres et nécessitent un réglage. Apres le
réglage d’une machine-outil le technicien reste devant celle-ci, jusqu'a ce
qu’une autre machine-outil s’arréte (si c’est la méme machine qui retombe
en panne, il reste & sa place). La variable aléatoire X est la distance que
parcourt le technicien entre deux réglages. On note Y la variable aléatoire
qui prend pour valeur le numéro de la machine devant laquelle se trouve le
technicien.

a) Calculer I'espérance de X.

b) Déterminer la variance de X.

Solution :

1. a) Notons {z, k € K} I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire
X.Ona:

B N P(X =2,NY =1)
P Y =0 = BTy =)
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1 ) = EX)
S P =0 & T = =)
Ainsi E(X/Y = i) existe.

b) La famille (Y = ¢) formant un systéme complet d’événements, il vient :

E(X)= 3 axP(X =ap) = 3 an 32 P(X = a)Y = i)P(Y = i)

keK keK i=1
p
=3 (¥ apP(X =2,)Y =1))P(Y =)
i=1 keK
p

E(X|Y =i)P(Y = i)

?

Il
-

2. Cette formule (treés classique) se montre par récurrence.

3. a) Calculons E(X |Y =1)

n

E(X)Y =i) = kgijlak—ﬂP(X =lk—i|/Y =i) = ﬁ(;z_jll(z‘—k)Jr];(k—z‘))

R = i =) (n—d(n—i+ 1)
_n(aglj—i_g;oj)_”( 7 2 )
En utilisant les résultats des questions 1.b et 2, il vient :

E(X) = é%x%(l(zgl) + (n_i)(ﬂé_i‘f‘ 1)) _ f(n;m— 1)

b) Calculons F(X?) par la méme méthode :
E(X?) =Y E(X2|Y =i)P(Y =)
=1

1=

B(X?) = 1S (50 (k= i22P(X = 1k — il /Y = i)

i=1 k=1

2 nn 20,2
— L3 3 k- ip = H =

n" i=1k=1 6

et
_ (n* +n? - 2)
18n2

Exercice 3.20.

On consideére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires de Bernoulli définies
sur l'espace probabilisé (Q, 7, P), mutuellement indépendantes et toutes de
parametre p €0, 1[. On note ¢ =1 — p.

1. Montrer que, pour tout k& € N*, ’ensemble

Ze = (N X0 =0]) U (N [X0=1])
n>k n>k
est un événement.
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Montrer que, pour tout k& € N*, I’'événement Zj est négligeable et interpréter
ce résultat.

2. On considere la fonction L : © — N associant a toute éventualité
appartenant a Z; la valeur 0 et a tout autre élément w de € I'unique entier
n > 1 tel que w appartienne & [X,, = X,—1 = --- = X1| N[ X141 # X4].
Montrer que L est une variable aléatoire sur (2, 7).

Quelle est la loi de L 7 Montrer que L admet un moment d’ordre 2. En déduire
que L admet une espérance et une variance (que l’on ne calculera pas).

3. On définit de méme la fonction M : 0 — N associant a w € Q I'unique
entier m > 1 (s'il existe) tel que, si L a pris la valeur n, w appartienne a
[XnJrl = Xn+2 == n+m] N [XnerJrl 75 Xn+m]7 et prenant la valeur 0
si cet entier m n’existe pas.

On admet que M est une variable aléatoire sur (Q,T) et que P([M = 0]) = 0.

Quelle est la loi de M ? Montrer que M admet un moment d’ordre 2 et trouver
son espérance et sa variance.

DO

4. Montrer que les lois de L et de M coincident si et seulement si p =

5. Déterminer I’espérance de L et montrer que E(L) > E(M) = 2.

Solution :

1. Pour tout n € N*, [X,, = 0] € T et [X,, = 0] € T parce que X,, est une
variable aléatoire sur (Q,7).
T étant stable par union et intersection dénombrable, pour tout k& € N*, 7
appartient a 7.
Soit k € N*. Pour tout m € [k, +oo],
Zrc( N Xe=0)u( N X,=1])
k<n<m k<n<m
et donc, par incompatibilité puis indépendance :
P(Z)<P( N Xu=0)+P( N [X.=1])
k<n<m k<n<m
m m
< ] P([Xyn =0]) + [I P([Xn =1]), c’est-a-dire :
n=~k n=k
P(Zk) < (1 _p)m—k-i-l _;'_pm—k’-i-l.
En passant cette inégalité a la limite quand m tend vers +oo, ce qui se
peut puisque |p| < 1 et |1 — p| < 1, on obtient que P(Z;) < 0 et donc que
P(Z;) =0.
Interprétation : quel que soit k € N*, il existe presque stirement ng € [k, +oo]
tel que lévénement [X,, = 0] soit réalisé et il existe presque sirement
ny € [k, +oo[ tel que I'événement [X,,, = 1] soit réalisé.
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2. Comme la fonction L est a valeurs dans N, il suffit de montrer que, pour
totneN, [L=n]eT.

e[L=0]=Z;etdonc [L=0]€T.

e Pour tout n € N*,

L=n)= (Ko = 10 N Xe=0)U(Kosr = 0]0 1 [X = 1])

1<k<n 1<k<n

donc [L=n]eT.

La fonction L est donc une variable aléatoire (discrete) sur (2, 7).

D’apres ce qui précede, P([L = 0]) = P(Z1) = 0 et, par incompatibilité puis
indépendance, pour tout n € N* :

P([L=n]) = P([Xns=1Nn () [Xk=0])+P([Xp:a =00 () [Xp=1])
1<k<n 1<k<n

=p(l—p)" + (1 —p)p"
D’apres le cours, comme p €]0,1[, les séries > n?p™ et > n?(1 — p)»

neN neN
convergent et donc la série & termes positifs > n?P([L = n]) converge
neN
(absolument).

En conséquence, I admet un moment d’ordre 2, donc un moment d’ordre 1
— c’est-a-dire une espérance — ainsi qu’une variance.

3. Pour tout (n,m) € N*2,
m

[L=n]N[M=m]= (kél[Xk =0N ’Ql[Xan = 1N [Xpgm41 = 0])

O Xk =110 () e =010 Krnemsr = 1)

et donc, par incompatibilité pui_s indépendance,
P(L =) 1M = m)) = (1= )" + 1= )

Il s’ensuit que, pour tout m € N*,

P(M =m])= 5 P(L=n]0[M =m))
n_l_l_Oo oo
= Syt (=

— (1 —p 2p7n—1 +p2(1 _ p)m—l.
Exactement comme pour L, M admet un moment d’ordre 2, donc une
espérance et une variance, et E(M) = 2, E(M?) = % + ﬁ — 2 et
2 2
V(M)= %2+ -—=— —6.
(M) p l-p
4. Les lois de L et de M coincident si et seulement si, pour tout n € N*
p(1—=p)" + (1 =pp" = (1 —p)*p" ' +p*(1—p)"!
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relation qui équivaut a p(2p — 1)(1 — p)"~! = (1 — p)(2p — 1)p"~ ! et donc &
(I—p)"2=p"2
En particularisant pour n = 3, on obtient que p = % Réciproque immédiate.

+oo +oo +oo
5. E(L)= Y n(p(l-p)"+ 1 -pp")=p > n(l-p)" + (1 -p) 3 np"
n=1 n=1 n=1
1=p p 1 1
- T -1 _9,
P T—p »p 1-p
La fonction dérivable sur ]0,1[ ¢ : p — ]l)—i— T lp vérifie, pour tout p € 10, 1],

o(1—p) =@(p) et ¢'(p) = ﬁ - Z% < 0, si et seulement si p €]0,1/2][.

Elle admet donc sur ]0,1[ un minimum global (strict) au point 1/2, ce qui
implique que
E(L) = ¢(p) =22 ¢(1/2) =2 =2 = E(M).

Exercice 3.21.

Une personne possede a jetons numérotés de 1 a a et joue a les lancer ensemble
indéfiniment. On se propose de calculer le nombre moyen de jetons ayant
amené au moins une fois «pile» au cours des k premiers lancers, k étant un
entier naturel non nul.

Pour i € [1,a] et k € N*, on note UF la variable aléatoire prenant la valeur
1 si le jeton numéro i améne un «pile» au k™ lancer et la valeur 0 sinon.
On suppose que les variables aléatoires (UF)1<i<a, 1<k sont indépendantes et
toutes de loi de Bernoulli de parametre 1/2.

Pour £ € N*, on note Y le nombre de jetons ayant amené «pile» pour la
premitre fois lors du £ lancer et X} le nombre de jetons ayant amené au
moins une fois «pile» au cours des k premiers lancers; on note également
Aj lensemble des éléments ¢ de [1,a] tels que les variables aléatoires
Uil7 UZ?7 R Ul-k*1 ont toutes pris la valeur 0, avec la convention 4; = [1,a].

k

1. Justifier que, pour tout k € N*, X = Y Y et Y, = > Uk
j=1 i€ Ay,

2. Montrer que, pour tout k € N*, card Ay = a — X;_1, en notant X la

variable aléatoire nulle.

Montrer que, pour tout entier k > 2 :

E(Yi) =Y (P([cardAk =4]) i P([Ys = i]/[card A, = j])).
§=0 i=0
En déduire que, pour tout k € N*, E(X}) = %(a + E(Xk-1)).
Exprimer, pour tout k € N, E(X}) en fonction de & et de a.

3. Pour k € N* et i € [1,a], on note Zf la variable aléatoire prenant la valeur
1 si le jeton numeéro ¢ a amené au moins une fois pile au cours des k premiers
lancers, la valeur 0 sinon.
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a
Montrer que, pour tout k € N*, X = " Zik.
i=1

Montrer que, pour tout £ € N*, les variables aléatoires Zf, Z§, e fo sont
indépendantes.
Trouver, pour tout i € [1,a] et tout k € N*, la loi de ZF.

4. En déduire, pour tout k € N*, la loi de la variable aléatoire Xj. En déduire
que, pour tout k& € N*, X} suit la loi binomiale de parametre (a,1 — 27F).
Retrouver, pour tout k € N*, I’espérance de X}, et calculer sa variance.

Solution :

1. 11 est clair que, pour tout k € N, Xyr1 = X + Yit1 (en notant Xy la

variable aléatoire nulle).
k k
Il s’ensuit que, pour tout k € N*, >V, = > (X; — X;_1) = X — Xo = Xj.

Jj=1 Jj=1

Soit k£ € N*. La valeur prise par Y; est le nombre de pieces ayant amené
un ‘pile’ au k° lancer parmi celles qui n’en n’avaient encore jamais amené,
c’est-a-dire parmi celles dont le numéro appartient & Ay.
En conséquence, Y3, = > UF.

1€EAL
2. Soit k € N* : Card Ay est le nombre de pieces n’ayant jamais amené un
‘pile’ au cours des k — 1 premiers lancers et X;_1 est le nombre de pieces
ayant amené au moins un ‘pile’ au cours des k—1 premiers lancers. Le nombre
des pieces étant a, Card A, + Xp_1 = a.

Soit un entier k > 2. Il est clair que P([Y} € [0,a]) = 1 et donc que Y, admet

une espérance et que :
a

E(Yy) = > iP([Yy = i])

1=0
= 3 (3 P = il[Card Ay = ) P((Card Ay = )
= é(P([Card Ay = j]) ; iP([Yy = i)|[Card Ay = j]))

Note : si k = 1, les événements [Card A, = j] sont négligeables sauf si j = a.
Mais comme Y7 suit la loi binomiale de parametres (a,1/2), E(Y1) = %
Soit k € N*. Si k = 1, comme X1 = Vi, E(Xy) = B(Y1) = 4 = L (a+E(X,)).
Si k > 2, alors, pour tout j € [0, a], la loi de Y} conditionnée par I’événement
[Card A, = j] est binomiale de parametres (j,1/2). Il s’ensuit que
> iP([Yi = il [Card Ay = j]) = 1
i=0
et donc que :
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a

;0 J(P([Card Ay = j]) = $B(Card Ay) = 1 B(a — Xy 1)

(a — E(Xk-1)).

E(Yy) =

DOI— DO

En conséquence, E(Xy) = E(Yy) + B(Xj1) = 3(a+ B(Xk1)).

La suite de terme général E(X},) étant arithmético-géométrique de point fixe

a et de raison 1/2, il vient que, pour tout k € N, E(X;) = (1 — 2%)(1.

3. Soit k € N*. Comme la valeur prise par X} est en fait le nombre des

a
variables ZF prenant la valeur 1 (les autres s’annulant), X = > ZF.
i=1

= max U.
1<5<k

Les variables aléatoires (Uz‘k)lgiga,k>1 étant indépendantes, les variables
aléatoires ZF, Z§ ... | ZF sont donc indépendantes.

Soient k € N* et i € [1,a].

(ZF = 00 = N [U/ = 0] et donc, les variables (U/)1<jci étant
1<k

Soit k € N*. Pour tout i € [1,a], ZF

3

k .
indépendantes, P([ZF = 0]) = [[ P([U} =0]) = 2%
j=1

La variable ZF suit donc la loi de Bernoulli de paramétre 1 — 2%

4. Soit k € N*. La variable aléatoire X}, somme de a variables de Bernoulli
indépendantes et de méme loi, suit la loi binomiale de parametres (a,1—27%).

D’apres le cours, E(Xy) = (1 - 2%)@ et V(Xi) = 2%( - 2%)(1

Exercice 3.22.

Une urne A contient des boules numérotées de 1 & m et une urne B contient
des boules numérotées de 1 a n. On tire au hasard une boule dans chaque
urne. On désigne par X (resp. Y) la variable aléatoire indiquant le numéro
de la boule tirée dans I'urne A (resp. B). On pose

_X
ny.

1. Quelles sont les lois suivies par X et Y 7

2. Exprimer, & l'aide d’une somme, 'espérance F(Z) de la variable aléatoire
Z.

3. On note N I’ensemble des entiers naturels. Si p est un nombre réel, on note
|p| la partie entiere de p.
Soit I € {1,...,n}, montrer que

P(ZeN/Y:l):%{%J
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Déterminer, a l’aide d’une somme, P(Z € N).
4. Soit N € N, montrer que
N
m(N+1)< > L <14m(v),
p=1P

En déduire un encadrement de P(Z € N).
5. a) L’entier m étant fixé, trouver un équivalent de E(Z) lorsque n tend vers
I'infini.

b) Soit p € N* un entier fixé. On suppose dans cette question que n = pm ;
donner un équivalent de P(Z € N) lorsque m tend vers I'infini.

¢) Soit ¢ € N* un entier fixé. On suppose dans cette question que m = gn ;
donner un équivalent de P(Z € N) lorsque n tend vers 'infini.

Solution :

1. I est clair que X (resp. Y') suit la loi uniforme sur [1,m] (resp. [1,n]).
2.0na: E(Z) = z Ep(x=kny =0
es

Comme les Varlabl X

B(z)=3

t Y sont mdependantes il vient :

E11_ _m+1x-1
Emn_mnzkz - 2n z;é

HM: o &Mﬁ

3. La partie entiere de 1% 7 est exactement le nombre de multiples de ¢ qui
sont inférieurs ou égaux a m, on a donc bien :

P(ZeN)y =) =1|m]

L
Avec la formule des probabilités totales, on obtient donc :
1 mAn m
P(ZeN) = ZP(ZeN/Y_é) — gjl UJ

ol m A n désigne le plus petlt des deux entiers m et n.

4. Par comparaison série-intégrale :

P41
1 </ dfx:ln(]o—l—l)—lnp<l
» p

p+1 x
D’ou :
1 (N 1) szj 1
——= < +1)< Y -
pzl p + 1 n( p=1 p
et 'encadrement demandé en découle.
Il vient alors :
11 1N my 1YL mAn
n €<P<Z€N) mn ;LZJ ngﬂ mn
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D’ou :
In(m A n) <P(ZeN) < In(mAn)+1 L mAn
n n mn
5. a) Avec I'inégalité de la question 4. on alnn < In(n+1) < > % <1l+4lnn
=1

d’ou :

(m+1)Inn T m4+1E1_(m+)lnn | m1
2n SE(2)="5, Z;?< 2n T

On en déduit donc que

(m+1)Inn
E(Z) i
b) On a : In(m A n) < P(Z € N) < In(mAn)+1 + MAR ot comme
n n mn

n = pm, avec p € N*, on en déduit que :

Inm <P(ZeN)< 1+lnm+i
pm pm pm

Il en résulte que :
P(ZeN) ~ m

(m—oc) P
¢) Sim = gn, avec g € N*, on obtient :
n < pzen) < 1thn L
n n qn
on voit donc que :
P(ZeN) ~ ln

(n—oo) T

Exercice 3.23.

Un immeuble équipé d’un ascenseur comporte m étages, n personnes montent
dans ’ascenseur au rez-de-chaussée et descendent aléatoirement & I'un des m
étages.

On appelle X la variable aléatoire indiquant le nombre d’arréts de I’ascenseur.

1. Calculer E(X) sans passer par la loi de X. On pourra utiliser les variables

-eme

aléatoires de Bernoulli, X; ; valant 1 si le jéme passager descend au i”"° étage

-eme

et X; valant 1 si 'ascenseur s’arréte au 7" étage.

2. On note S,, i le nombre de surjections d’'un ensemble & n éléments dans
une ensemble a k éléments.
Montrer que pour n >k > 2, S,k = k(Sn—1k + Sn—1,k-1)-

En déduire que Syp41, = %(n + 1)l

3. Déterminer la loi de X.

4. On suppose que n = m + 1, calculer P(X = m).
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Solution :

1. Les descentes se faisant au hasard, X; ; — B(%)
Ona P(X; =0) = P((V\_,(Xi; =0) = (1-1)".

. 11— Ly
Donc X; — B(1-1(1 m) ). -
Par suite E(X;) =1—(1— %)" Et comme X = Y X :

E(X)=m(1-(1- 1))

2. Une surjection d’un ensemble a n éléments dans un ensemble a k éléments
peut étre obtenue de deux faons :

* Le n®™¢ élément de I'ensemble de départ a une image déja atteinte : il y a
k choix possibles, donc on obtient £S,_1 ) surjections de ce type.

* Le n®™° ¢lément de Densemble de départ a une image non atteinte : il y a
k choix possibles pour cette image et en prenant pour ensemble d’arrivée les
(k—1) éléments restants, la restriction au départ aux (n—1) premiers éléments
est une surjection d’un ensemble de (n—1) éléments dans un ensemble & (k—1)

éléments.

Le processus donnant une surjection d’un ensemble & n éléments dans un
ensemble & k éléments, on en déduit qu’il y a kS,—1 x—1 possibilités de ce
type.
D’ou la formule :

nz2k=22 = Spp= k(Sn—l,k + Sn_lj;g_l).
On a S,, = nl, So1 =1 et la formule de récurrence Sy41, = n(Spn +
Sn, n—1). D’ou :

Snt1n = Y knl= %(n +1)!
k=1

3. Un parcours de 'ascenseur est une application d’un ensemble a n éléments
(les n passagers) vers un ensemble & m éléments (les m étages). Il y en a
donc m™ distinctes qui sont équiprobables. S’il y a k arréts a des étages
prédéterminés, c’est qu’on a une surjection (en supposant que les passagers
descendent tous) sur ces étages, donc Sy, i situations possibles, comme il y a

(7;;) choix de k étages parmi m, il y a (?)Snk possibités en tout, donc :

m Sn
P(X =k)= w, 1 < k < min (n,m).
m’ﬂ
P(X = m) = mm+ Dt

2mm+l

Exercice 3.24.

On considere :
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C={(zy eR?/z[<Lyl<1}et T={(z,y) €C/0<y<a}

1. Pour tout point M = (z,y) € 7, déterminer les coordonnées du point situé
sur les cotés du carré C dont la distance & M est minimum.

2. Déterminer ’ensemble P des points de 7 dont la distance a l'origine est
inférieure a la distance a la frontiere de C. Tracer ’ensemble de ces points.

3. Calculer Daire de P.

4. On lance une fleche sur une cible carrée représentée par C. On suppose que
la probabilité d’atteindre une région donnée de la cible est proportionnelle a
Iaire de cette région. Déterminer la probabilité que le point d’impact de la
fleche soit plus proche du centre que du bord de la cible.

Solution :

1. Le point le plus proche de M sur le c6té est du carré est le point de
coordonnées (1,y). Il se trouve & une distance de (1 — z) de M.

De méme le point le plus proche de M sur le coté ouest du carré est le point
de coordonnées (—1,y). Il se trouve & une distance de (1 + z) de M (avec
x> 0.

Le point le plus proche de M sur le c6té nord du carré est le point de
coordonnées (z,1) qui se trouve & une distance de (1 —y) de M (avec y < z).
Le point le plus proche de M sur le coté sud du carré est le point de
coordonnées (x, —1) qui se trouve & une distance de (1 4 y) de M.

La distance la plus courte est (1—z), c’est donc le point de coordonnées (1,y)
qui est le plus proche de M.

2. Soit M (x,y) € T, sa distance au contour de C vaut (1 — x) et sa distance
a lorigine y/x2 + y2.

Ainsi, M € P si et seulement si 22 + y? < (1 — )2, c’est-a dire, suivant les
hypotheses, 0 < y < /1 — 2x. 'ensemble C est délimité par une portion de
la courbe représentative de la fonction f : x — /1 — 2z, un segment de la
premiere bissectrice et le segment [0, %] de I’axe des abscisses. La courbe Cy
et la premiére bissectrice se rencontrent au point de coordonnées (xg, zg) ou
.13(2) =1- 2.’130.

On trouve zg = v/2 — 1.

3. La région P est la réunion du triangle plein de sommets, 1’origine, le point

de coordonnées (g, xo) et le point de coordonnées (zg,0), et de la région R
située au dessous de Cy entre les abscisses ¢ et %
2

Le triangle a pour aire : % = %

La région R a une aire égale a :
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3 1

2 = 3
/ VI —2zdr = —§<1_2x)% 2 :%:%,
Zo

Zo

2v2 | 5vV2 -7 _ 4v2-5
2 3 6

4. Avec les symétries que présente le probleme, 'ensemble des points de C les
plus proches du centre de la cible que de son contour a une aire égale a 8 fois
celle de P. L’aire de C valant 4, la probabilité que le point d’impact soit plus
proche du centre que du contour de C vaut deux fois ’aire de P c’est a dire :
% ~ 0.219.

Au total, I’aire de P vaut 3=

Exercice 3.25.

Soit 7 € N*. On dispose de (r + 1) urnes notées Uy, Uy, ..., U,, contenant
chacune r boules. Pour tout j,j € {0,...,r}, 'urne U; contient j boules
rouges, les autres étant bleues.

Un joueur, les yeux bandés, choisit une urne au hasard et effectue dans
cette urne n tirages d’une boule, avec remise de la boule tirée a la fin de
chaque tirage (les boules sont supposées étre indiscernables au toucher, les
tirages sont donc mutuellement indépendants). Il gagne 1 euro par boule
rouge obtenue.

On note G, le gain total obtenu a l'issue des n tirages.

1. Déterminer, sous forme de somme, la loi de probabilité de la variable
aléatoire GG, et sa fonction de répartition F.

2. Calculer I'espérance de G,..

1
3. Soit I, = / 281 — 2)"Fdx, pour k € {0,..., n}. Calculer Iy et en

0
utilisant une relation entre Ij et Ix11, calculer les autres intégrales.

4. En déduire hIJP P(G, =k).

5. La suite (G,),en+ converge-t-elle en loi ?

Solution :

1. G,(Q) ={0,..., n}. Soit j € {0,..., n}, les événements, notés aussi U;,
«le tirage se fait dans I'urne U; » forment un systéme complet d’événements,
d’ou :

P(G, = k) = ¥ P(Gr = kU P(U)).

Or P(Uy) = 1 et PG = 4Ty = (1) (1) (1 - )" ",
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k=0 7=0 k=0

D’ott :

_ 1 s ,i_n

E(GY) 7‘+1j§)nr 2"
3.1 = 7#1 et Vke{0,..., n—1}, I = EH17 Don
1
Iy, —
(D) (n+1)
1y ] n—

L PGy =8) = 7 3 £i() o fule) = (3)a =y

r—1
On écrit P(G, =k) = - i T X%j:O fk(l) (car fr(1) =0)
On reconnait une somme de Riemann. D’ou lim P(G, =k) = (Z)Ik.

r—+00

. . _ _ 1
Par suite, Vk € {O,...,n}TEIJPOOP(GT =k)= T

[z] v
x € [0,n]
Dot lim Fy(z) =4 "} 1

r—+oo siz <0
1 siz>1
La suite G, converge en loi vers la loi uniforme sur {0,...,n}.

Exercice 3.26.

Dans cet exercice, f désigne une densité de probabilité. On suppose que
f est nulle sur |—o0,0[, continue sur [0,4o00[ et que lintégrale impropre

+oo
/ xf(x) dx est convergente.
0

1. Un client se présente & un automate pour y effectuer un retrait d’argent.
On suppose que U'instant d’arrivée X de ce client a partir d’un instant initial
0 est une variable aléatoire de loi uniforme sur lintervalle ]0,¢], (ou t est
un réel strictement positif fixé), que ce client peut utiliser le distributeur
immédiatement, et qu’il se sert de cet automate pendant une durée aléatoire
Y, indépendante de X et qui admet pour densité f.

On note p; la probabilité que ce client soit encore en train d’utiliser ’appareil
a l'instant .
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a) On note F la fonction de répartition de la variable aléatoire Y et g une
densité de la variable aléatoire X + Y. Donner une expression de g(z) pour
z compris entre 0 et ¢ en fonction de F'(z) et de t.

¢
b) En déduire que P(X +Y <t) = F(t) — %/ z2f(z)dz.
0

¢) Montrer que tP(Y > t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oc.

d) En déduire que txp; admet une limite finie quand ¢ tend vers +oo (limite
que lon interprétera & laide de la variable aléatoire Y').

2. Un hall contient un grand nombre d’automates. On se fixe un instant initial
0 et pour tout réel ¢t > 0, on note :

* Cy la variable aléatoire égale au nombre de personnes se présentant a I'un
des automates entre les instants 0 et ¢ ;

* D, la variable aléatoire égale au nombre de personnes encore en train
d’utiliser un automate a l'instant t.

On suppose que pour tout réel ¢ > 0,

* C} suit une loi de Poisson de parametre At (avec A > 0 réel fixé) ;

* conditionnellement & (Cy = n) la loi de D; est binomiale de parametres n
et p¢, ceci pour tout n € N, p, ayant la méme valeur que dans la question
précédente.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire D;.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (D,,)nen+ converge en loi
quand n tend vers 400 et préciser la loi limite ainsi que son espérance.

Solution :

t min(t,z)
1.a)g(z):/%f(z—u)duzl,z}o/ %f(z—u)dudoncsingst,
0 0

Q(Z)Z/OZ%f(Z—u)duv - /Oz%f(v)dv: Fz)

=z

b) P(X+Y<t):/og(z)dz:%/o F(2)dz.

donc en intégrant par parties, ce qui est licite car f est continue sur R™ donc
F est C! sur RY,

P(X—FYSt):%{[ZF(Z)]B—/Ozf(z)dz}:F(t)—%/O 2f(2)dz

+oo +oo
c) 0 <tPY >1t) = t/ f(z)dz < / zf(z)dz et ce majorant est
t t

fini et tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo par convergence de l'intégrale

/O i de.
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t
d) tps = tP(X +Y > t) donc d’apres b), tpy = tP(Y > t) —|—/ zf(z)dz
0

+oo
donc tend vers / zf(z)dz = E[Y] quand t tend vers +oo.
0

2. a) D, suit la loi de Poisson de parametre Atp; car, pour tout entier naturel
k-
+oo
n=0
T ek —xt (A"
= nZO (k)pf(l —p)" e Juuk n')
_ 7)\tpt A=p)" "\ n
=t 3 A=Ble v
_ _ _ At
—e At%(/\t)keAt(l p) )\tpf( kp'f>
k k
b) Pour tout k € N, P(D,, = k) = e~ A"Pn % tend vers e ElY] %

quand n tend vers +oo d’apres 1. d).

Donc (D,,) converge en loi vers une loi de Poisson de parameétre AE[Y] qui a
pour espérance AE[Y].

Exercice 3.27.

Dans cet exercice, on considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires
indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (£2, B, P). On suppose
que ces variables aléatoires sont toutes a valeurs dans [0,1] et de méme loi
uniforme sur cet intervalle.

Sin e N*etweQ, on pose
Y, (w) = max(X; (w), Xa(w), ..., X, (w))

1. Montrer que Y,, est une variable aléatoire, déterminer sa loi, son espérance
et sa variance.

a) Etudier la convergence en loi de la suite (Yn)neN*.
b) Pour ¢ > 0, déterminer hm P(lY,—1>c¢

3. a) Montrer que pour tout w de Q, la suite (Y, (w))nen+ est convergente.
On note Y (w) = 1irJrr1 Yo (w).
n—-+oo

b) Soit £ > 0. On note pour n € N*,

Bpe=(Ya—-1<e)={weQ/|V,(w) -1 <}

= U Bn,s

neN*

et
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Calculer P(B.) puis P( () B1) .
ken+ k

¢) En déduire qu’il existe ' € B de probabilité égale a 1 tel que :
Yw e QY (w) = 1.

Solution :
n

1. Pour tout réel ¢, (Y, < t) = () (Xg < t) € B, puisque pour chaque k,
k=1

(X < t) appartient & B. Donc Y;, est une variable aléatoire réelle.

De plus :

0 sit<O
P(Yngt):{t" si0<t<1
1 sit>1
n—1 :
Donc Y,, admet une densité f,, définie par : f,(t) = {nt sl 0st<l
0 sinon
+o0o 1
* E(Yy,) :/m tfn(t) dt:/O nt™ dt = nL—H
A 2\ _ n 9 N _ n
* De méme E(Y,?) = . d'on V(Y,) = CESC )]

2. Pour tout ¢ réel, P(Y, < t) — {O ST < 1, on en déduit que (Y,)

. S P U1 sinon
converge en loi vers la variable certaine égale a 1.

D’autre part, Ve > 0, P(|Y, — 1| >¢) = P(Y, <1—¢) — 0, donc (V)
converge également en probabilité vers la variable certainen ggogle al.
3. a) Pour tout w € Q, la suite (Y, (w)) est croissante, majorée par 1, donc
convergente.

b) La suite (B, ) est croissante et P(B,.) — 1, d’apres la question
précédente, donc P(B;) = 1. o

De méme P( (| Byy) = lim P( () Bys) =1
kEN= P20 1 Ckp

c) Posons Q' = () By, alors d’aprés b) , on a P(2) = 1.
EEN*

De plus si w € £ et € > 0, considérons un k € N* tel que % <e.

On a w € By et donc il existe ng € N* tel que w € B, /5. On a alors
|V, (w) — 1] < % < g, donc Vn > ng, |Yn(w) — 1| < g, ce qui prouve que
Y, (w) e 1, ie. Y(w) =1

Exercice 3.28.

1. Tracer le graphe de la fonction définie pour z > 0 par h(z) = zln(x) et
montrer qu’elle peut se prolonger par continuité en x = 0.
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2. Démontrer la relation
Y(z,y) € (R})?, h(z) > h(y) + (1 +In(y))(z — y)

et en donner une interprétation géométrique.

3. Une variable aléatoire X admettant une densité continue f satisfait la
condition (x) si f vérifie les deux propriétés :
E(X?) =1,
“+o0
H(fx)= —/ (ho f)(t)dt existe.
Montrer que si Z < N(0;1), Z satisfait la condition (x) et calculer H(fz)
que 'on notera Hy.

4. Montrer que si X satisfait la condition (%), H(fx) < Hp.

5. Soient a,b deux réels vérifiant a < b et Yy suivant une loi uniforme sur
[a,b]. Trouver une variable Y de la forme Y = AY; (avec A > 0) vérifiant la
condition (x) et calculer H(fy ). Peut-on trouver a et b tel que H(fy) > Hp?

Solution :

1. La fonction h est bien connue; son graphe admet une tangente verticale
en 07, un minimum global en x = % et est convexe. On a h'(z) =1+ 1Inz.

2. C’est une maniere d’écrire la convexité de h.

3. Soit fo la densité (continue) d’une variable suivant une loi normale centrée
réduite. On a :

—ho fo(t) = ﬁ e /2(1n(27) + )

d’ou l'on tire immeédiatement :

Hy = J(In(2m)E(1) + B(X?)) = $(In(27) + 1).

1
2
4. La fonction g = —h vérifie g(z) < g(y) + ¢'(y)(x — y) pour tous x,y > 0;
en posant z = f(t), y = fo(t), il vient :

g(F(0) < g(fo®) + (1 = & — Lm@m)(F() — folt))

Cette relation intégrée devient :
H(f) < Ho+ (1 - 3 n(2m)(B(1) — E(1)) - 5(E(X?) - B(2%)) = Ho

2 2
donc l'entropie est maximale pour la loi normale centrée réduite parmi les
variables ayant un moment d’ordre 2 vérifiant E(X?) = 1 et telles que

fx In fx est intégrable.

2 2
5. B(Y§) = w donc Y = V3Yy

\/ﬁ est la variable cherchée.
+ab+a
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o 1 _ In(Ab—a)) _
Une densité de AYj est O —a) sur Ja,b[, donc H(fy) = ) =
b

23 In 3 si 'on suppose a = 0 (ce qui n’est pas restrictif) et cette quantité

peut excéder Hy.

Exercice 3.29.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose
pn = P(X =n).

On appelle fonction génératrice de X la fonction de la variable réelle ¢ définie
par :

G0 50) - £

1. a) Montrer que Gx (t) est défini pour tout ¢ € [0, 1].

b) Soit » € N*. On admet que si la série dérivée terme & terme r fois
(c’est—a—dire la série Y n(n—1)---(n —r 4+ 1)p,t"~") converge en un point
t € 10, 1], alors on a :

+oo
>on(n—1)-(n—r+Lp,t" " = (Gx)"(t)

n=r
N T s . s ’
ol Gg() désigne la dérivée d’ordre r de Gx.
Montrer que X admet une espérance si et seulement si la série dérivée terme
a terme une fois converge en t = 1.

2. a) Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une
loi géométrique de parametre p € |0, 1. Retrouver son espérance a 'aide de
la question précédente.

+oo
b) En déduire pour r € N et z € [0, 1] la valeur de > (lﬁ)xk”.
k=r
3. On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans N. Exprimer Gx 1y en fonction de Gx et Gy.
4. On considere une succession de lancers indépendants d’une pieéce pouvant
amener Pile avec la probabilité p € ]0, 1] et Face avec la probabilité ¢ = 1 —p.

On pose Ty = 0 et pour tout r € N*, on appelle T,. la variable aléatoire
représentant le nombre de lancers nécessaires pour amener r fois Pile. On
pose enfin Z,. =T, — T,_4.

a) Déterminer la loi de Z,.

b) En déduire la fonction génératrice de 7.
+oo

¢) On admet que : |(Vt € [0,1]) > axt* =0| = [(Vk € N) ai, = 0]
k=0

Déterminer la loi de T;.. Calculer son espérance de deux fagons différentes.
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Solution :

1. a) Pour ¢t € [0,1],0 < put"™ < pn, et py, est le terme général d'une série
convergente (de somme 1). Par comparaison, la série de terme général p,t™
converge pour tout ¢ de [0, 1].

b) La variable X admet une espérance si et seulement si la série de terme
général np, converge, soit si et seulement si la série dérivée terme a terme
S np,t™ ! converge pour t = 1 et on a alors :

o0

E(X) = > npn = Gx(1)

n=1

2.a)SiX%g(p),ona,pourO<t<é:

Gx(t)= 3 pg"'tF =pt 3 (qt) = P

k=1 k=1 1—qt

Alors : Gy () = —L— et B(X) =Gy (1) = —2 5 =L
ors : G (t) (1 qt)? et E(X) x(1) 1-q° »

b) En dérivant terme a terme r fois la série de somme Gx (¢), on trouve :
T
> %[pq’f‘lt’“] =pg" "t Y k(k—1)...(k—r+1)(gt)""
k>r k>r
cette série étant convergente pour ¢ € [0,1], car ¢ €]0, 1] et

0<k(k—1)...(k—r+1)(g)" ~ k™ (gt) " = o(L)

k2
par croissances comparées.
Alors, par récurrence :
() ripg”! IR B gof
Gy (t) = T =pq " Y k(k—1)...(k—r+1)(qt)"", soit :

(1—qt) k=r
ripg"t <k> k—r
=r! § t
(1 - qt)r—H P k=r r (q )

Soit, en posant z = ¢t € [0,1] :

i (ﬁ)wkir = (1— 1x)r+1

k=r
3. Pour t € [0, 1], on a par indépendance de t~ et ¢¥ :
Gxiy(t) = EXTY) = E(tXtY) = EX)E(#Y)
Soit
Gxty = GxGy

4. a) La variable aléatoire T, représente le temps d’attente du r*™° pile, tandis
que la différence Z, = T, — T,_, représente le nombre de lancers effectués
entre le (1 — 1)™° pile (exclu) et le 7™ (inclus). Z, suit donc la méme loi
que le temps d’attente du premier pile, soit :



138 ESCP-EAP 2004 - Oral

Zy — G(p)

-
b) Comme T, = > Zj, somme de variables indépendantes, on a par
k=1
récurrence a partir de la question 3, pour tout ¢ € [0,1] :

T = k: -Tr = k T -
:(pt) k§71 (T—l)(qt)k +1 :k:;il (T—l)p qk +1gk+1
Soit, en changeant d’indice :
S -1
Gr,(0 =3 (R y)prae

n=r
¢) Comme Gr.(t) = > P(T, = n)t", par 'unicité admise :
n=0

n—1 ron—r >
P(TT:n):{<T1>pq pour n =27
0 sinon

* Comme Z, — G(p), on a E(Z,) = ]% et B(T,) = ¥ B(Zy) = 7.
k=1

* D’autre part :
a7 _ pt 7 !
B(1) = 65,0 = [(125)"]

:T(lgq)P 1 _pq)z =

— pt_\r=1__p
B [(Tl - qt) (1—qt)*le=1

1
£.
p

Exercice 3.30.

1. Soit (un)n>0 une suite & valeurs dans l'intervalle [0, 1[. Pour tout n € N,

on pose :
n

gn = IT (1 —up) = (1 —uo)(1 —ur)--- (1 —un)

k=0
On dira que le produit [J(1 — ug) est convergent si la suite (g,) admet une
—+oo
limite ¢ > 0. On notera alors £ = ] (1 — ug).
k=0

a) Etudier la convergence et calculer éventuellement la limite des produits

suivants :
n

1 " 1
= 1— = 1—-—1
o= f 0 k= 0~ )
b) On revient maintenant au cas général. Montrer que si le produit
n

gn = [[ (1 —ux) converge, alors lim wy = 0.
k=0 k—+oo

¢) En déduire que le produit (g,) converge si et seulement si la série > uy
converge.
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2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout n € N,
on ait P(X > n) > 0.
On appelle taux de panne associé, la suite réelle (x,,) définie pour tout n € N
par :
z,=PX =n|X >=n)

a) Exprimer P(X > n) en fonction des xj, et en déduire p, = P(X = n).

b) Déterminer les lois des variables aléatoires & valeurs dans N* ayant un
taux de panne constant sur N*.

¢) Montrer qu’une suite (x)r>0 est un taux de panne si et seulement si
0 < xp < 1, pour tout k € N et la série > xy, diverge.

Solution :
S NGNS SRR - O S R ;

l.a) xp, = kl;lo (1 k;+2) = kl;lo i Rl Ml 0 (le produit est donc
divergent).

1 1 7k D(k+3) . n+3 1 ,
* p = 11— ) = = — = (le produit

! kl;lo( (k+2)2) =0 (k+2)° 2(n+2) n—oo 2 e
est donc convergent).
qn

b) On peut écrire ici : 1 — u,, = — 1, donc lim wu, = 0.

dn—1 n—oo n—oo
n
¢)Onalng, = > In(l — ug).
k=0

x Siq, — L > 0, alors la série de terme général In(1 —u,,) converge vers In L,
comme u, tend vers 0, on a In(1 — u,) ~ —u, et par la régle d’équivalence
(u, est de signe fixe), la série de terme général u,, est convergente.

* Réciproquement, si la série de terme général u,, est convergente ; alors u,
tend vers 0, et par 'équivalent précédent, la série de terme général In(1 — u,,)
converge vers £ € R, puis (g,) converge vers L = e > 0.

o0 o0

I1 (1 —ug) converge <= > uy converge

k=0 k=0

2. a) Comme :
1=PX=2n/X>2n)=PX2>2n+1/X>2n)+PX=n/X>n)

il vient :

1 P(X>2n+1)N(X>n)] _ PX>n+1)
on = P(X >n) T~ T P(X >n)
d’otlt :
e _PX2=n) _
k];[o(l—xk) = PX > 0) = P(X =n)

puis :
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n—1
k=0
b) x Si z, = x, alors pg = xo = 0, puis pour n € N* :

pn=P(X =n)=uz, :]i[:(l —a) =a(l —2)" tet X — G(x)

*Si X — G(z), on a P(X =0) =0, dott g = 0, puis pour n € N* :
P(X =n)
P(X =n)
Ainsi le taux de panne est constant si et seulement si X suit une loi
géométrique.

P(X=n)=pq" ", P(X 2n)=q¢" " z, = =p

¢) * Un taux de panne vérifie :

n—1
T, =PX=n/X>2n)>20et [[(1—x)=PX >n)>0impose z # 1,
k=0
donc 0 < o < 1.

D’autre part, comme les événements (X > n) forment une suite décroissante

n—1
pour linclusion d’intersection vide,ona: [[ (1—2x) =P(X 2n) — Oet
k=0 nmee

le produit infini diverge, d’ont Y xj, aussi.
* Réciproquement, étant donnée une telle suite (z,,),cn, on montre que la

suite (pn)nen définie par :
n—1

Pn = Tn H (1 - xk) = Tnqdn—-1 = qdn—-1 — qn
k=0
(en posant ¢q_1 = 1) définit une probabilité sur N.
En effet, on a bien 0 < p, < 1 pour tout n. De plus la divergence de > xy,
entraine que le produit (g, ) n’est pas convergent, or la suite (g,,) est positive
n

décroissante, done (gy,) est de limite nulle et > pp=1—¢q, — 1.
k:() n—oo



