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Avant-propos

« .| prefer concrete things and | don't like to learn more about abstract stuff than | absolutely
have to. .. ». Marc Kac (1914 — 1984), in Enigmas of Chance : An Autobiography (1985).

Ce recueil de modeles stochastiques puise sa source dans les cours de Master de ma-
thématiques et de préparation a ’agrégation de mathématiques, que nous avons dispensés,
pendant plusieurs années, aux étudiants des universités de Toulouse, Rennes, Marne-la-Vallée,
Paris-Dauphine, et Tours. Le parti pris est de polariser la rédaction par les modeles plutot
que par les outils, et de consacrer chaque séance ou chapitre a un modele. Bien que parfois
reliés, les chapitres sont essentiellement autonomes. Ils ne contiennent pas de rappels de cours
sur les outils fondamentaux comme les théoremes limites, les martingales, et les chaines de
Markov, pour lesquels d’excellentes références sont disponibles. Chaque chapitre commence
par une liste de mots-clés et se termine par quelques notes et commentaires. La liste des
themes abordés n’a rien de canonique ni d’exhaustif, mais constitue un panorama varié, que
nous espérons enrichissant.

La qualité de ce recueil, aussi bien sur le fond que sur la forme, doit beaucoup a nos
tous premiers lecteurs, petits et grands. Grand merci, donc, aux étudiants des universités
de Toulouse, Rennes, Marne-la-Vallée, Paris-Dauphine, et Tours, ainsi qu’a Amine Asselah,
Jean-Baptiste Bardet, Marie-Line Chabanol, Bertrand Cloez, Yan Doumerc, Pierre Tarres,
Marie-Noémie Thai, Frédérique Watbled, et Pierre-André Zitt, mettre & jour

cette listel.

Bonne lecture!

Djalil Chafai et Florent Malrieu
Vincennes et Tours, automne 2014
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CHAPITRE ].

Pile, face, coupons

Mots-clés. Combinatoire ; loi discrete ; loi des grands nombres ; théoréme limite central ;
distance en variation totale; loi des petits nombres; loi de Gumbel.

Le jeu de pile ou face et le probleme du collectionneur de coupons constituent deux
éléments probabilistes importants qu’il est bon de connaitre et savoir reconnaitre.

1.1 Jeu de pile ou face

Ce jeu consiste en des lancers successifs d’une piece de monnaie qui donnent a chaque fois
soit pile (succes, codé 1) soit face (échec, codé 0). On modélise cela par une suite (Xy,)n>1 de
variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli :

P(X,=1)=1-P(X,=0)=pe0,1].

Le nombre de succes dans les n premiers lancers S, = X; + - - + X, suit la loi binomiale
Bin(n,p) de taille n et de parameétre p, donnée pour tout k = 0,1,...,n par

P(S, = k) = (Z)pk(l —p)" = k!(nni k>!p"”(1 -p)" "

On a
E(S,) =np et V(S,) =np(l—p).

Si p > 0, alors le nombre de lancers pour obtenir un succes 7' = inf{n > 1: X,, = 1} suit la
loi géométrique Geo(p) sur N* de parametre p donnée pour tout k € IN* par

P(T =k) = (1-p)"'p.

OnaT =oc0sip=0et P(T <oo)=1sinon. On a

1 1—p

Le nombre d’échecs avant le premier succes 7" = inf{n > 0: X,,11 = 1} =T — 1 suit la loi
géométrique Geon(p) sur IN et de parametre p donnée pour tout k € IN par

P(T'=k)=P(T—1=k)=(1-p)*p

et on a




1. PILE, FACE, COUPONS

Pour tout r € IN*, le nombre de lancers T, nécessaires pour obtenir r succes est défini
par récurrence par Ty = T et T,4; = inf{n > T, : X,, = 1}. Les variables aléatoires
Ty, T, — T1,T5 — Ts, ... sont i.i.d. de loi géométrique Geo(p). La variable aléatoire 7T, suit la
loi de Pascal ou loi binomiale-négative Geo(p)*”. On a pour tout k > r,

P(T, =k)= > <1—m“”p~«1—m“*p=u—wf#ﬂ<f:3

et
I-p
5

E(T,) = rB(T) = - et V(T}) =rV(T) =r

p p

Le processus de Bernoulli (S,)n>0 a des trajectoires constantes par morceaux, avec des

sauts d’amplitude +1, et les temps de saut sont donnés par (7}),>1 (temps inter-sauts

ii.d. géométriques). Il constitue le processus de comptage de tops espacés par des durées

indépendantes de méme loi géométrique (analogue discret du processus de Poisson). Comme

Sp est une somme de variables indépendantes, (Sy,),>0 est une chaine de Markov sur IN de
noyau P(z,y) = ply—z41 + (1 — p)1y—s, et (Sp — np)n>0 est une martingale.

La loi forte des grands nombres (LGN) et le théoréme limite central (TLC) s’écrivent ici

&E)p et W (Sn—p> ﬂ>/\/'(O,1).

Cela donne un intervalle de confiance asymptotique pour p appelé intervalle de Wald, assez
mauvais en pratique. Il est également possible de confectionner des intervalles de confiance pour
p non asymptotiques, comme celui de Clopper-Pearson par exemple, basé sur la correspondance

Beta-binomiale : si Uy, ..., U, sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et si Uy < -+ < Uy, est
leur réordonnement croissant alors Uy, suit la loi Beta(k,n — &k + 1) sur [0,1] de densité
te[0,1] = (fys* 11— 5)"Fds) (1 — )"k et

P(Sy, =2 k) =P(Liy,<py + -+ Ly, <py = k) = P(Uny < p).

Remarque 1.1 (Motifs répétés et lois du zéro-un). Lorsque 0 < p < 1, le lemme de
Borel-Cantelli (cas indépendant) entraine que toute suite finie de 0 et de 1 apparait presque
stirement une infinité de fois dans la suite X1, Xo,.... L’indépendance est capitale.

Remarque 1.2 (Lien avec la loi uniforme sur [0, 1]). Une variable aléatoire U =3 o7 1 b,27"
suit la loi uniforme sur [0,1] si et seulement si les bits (bn),~, de son écriture en base 2 sont
des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de paramétre 1/2.

Remarque 1.3 (Algorithme de von Neumann). Soit (X,),, une suite de variables aléatoires
de Bernoulli indépendantes et de parameétre 0 < p < 1 inconnu. On fabrique la suite (Yn)n21
de variables aléatoires indépendantes et de méme loi sur {0,1,2} comme suit

X1 X9 X3Xy---
—— ——
i Yo

en posant Y, =0 si (Xop—1,Xon) = (0,1), Y, =1 si (Xopn—1, Xon) = (1,0), et Y,, = 2 sinon.
La suite (Zy),~, obtenue a partir de (Yy),~, en effacant les 2 est constituée de variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes de paramétre 1/2. La production de chaque terme de la
suite (Zn),~, nécessite un nombre aléatoire géométrique de termes de la suite (Xp),, ;-

2



1.2. Approximation de la loi binomiale par la loi normale

1.2 Approximation de la loi binomiale par la loi normale

Soit (Xn),>; des v.a.r. ii.d. de moyenne m et variance 0 < 0% < 00. On pose S, =

X1+ -+ X,,. Le théoréme limite central indique que pour tout ¢t € R,

_ t 22
lim IP(Snnm t> :/ L677 dx.
n-so0 Vno —o V27

Le théoréeme de Berry-Esseen fournit une borne quantitative : pour tous t € R, n > 1,
T
<

S, —nm | z2
P(2" "0 <t) - | —e T dx| <
< NG > [w on | Vnod

ott 73 = E(| X1 — E(X1)[). Lorsque X1, Xo, ... sont des variables de Bernoulli de paramétre
p €]0,1[, on trouve m = p, 02 = p(1 —p) et 73 = p(1 — p)(1 — 2p(1 — p)) ce qui donne

S B 1—2p(1 —
oup [P (5. < VTt mp) - [ Lo aaf < 220

1R —oo V2T p(T—p)v/n

Cette approximation de la loi binomiale par la loi normale est d’autant meilleure que (1 —
2p(1—p))/+/np(1 — p) est petit. A n fixé, cette borne est minimale pour p = 1/2 mais explose
quand p se rapproche de 0 ou de 1. Pour ces régimes extrémes, il est plus approprié d’utiliser
une approximation par la loi de Poisson, abordée dans la section qui suit.

N

3

sup
teR

Lois binomiales
T T T T T

Bin(42,0.1)
— Bin(42,0.5)
-- Bin(42,0.9)

015 F R

=n)

o1f

P(X

0.05 |-

0 10 20 30 40

FIGURE 1.1 — Lois binomiales de méme taille, pour trois valeurs du parameétre, illustrant la
pertinence de I'approximation par une loi normale et par une loi de Poisson selon les cas.

Lorsque X1, Xs,... sont des variables de Bernoulli de parametre p € ]0, 1, le TLC suggere
d’approcher la loi binomiale Bin(n,p) de S, par la loi normale A (nm,no?) lorsque n est
grand. Le théoréme de De Moivre et Laplace précise que pour tous —oo < a < b < 400,

lim v sup ]P(Sn:k:)—lexp< W)‘:o

OO keln(a,b) 2np(1 — p) 2np(1 —p

ou I,(a,b) = {O <k<n: % € [a, b]}, qui redonne le TLC par intégration :

S, — 1 (b w2
lim P| —22—"2_ ¢ [q,5] :/e_2dm.
oo np(l —p) V21 Ja
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1.3 Distance en variation totale

Dans toute cette section, E est un ensemble au plus dénombrable muni de la topologie et
de la tribu discretes P(E). L’ensemble des lois sur F est un espace métrique complet pour la
distance en variation totale

dvr (p,v) = sup [1(A) — v(A)].

Notons que dyr (i, v) = ||t — v|lyp ot |9y = supacg [7(A)| pour toute mesure signée n
de masse finie sur E. On a 0 < dyr (g, v) < 1 et dyr (g, v) = 1 si p et v ont des supports
disjoints.

Théoréme 1.4 (Expressions alternatives). Si u et v sont des lois sur E alors?

[ran= [sar) =53 lute) - vl

zelk
De plus, le supremum dans la définition de dyr (-,-) est atteint pour l’ensemble

A, ={z € E:pulx) > v(z)}

dyr(p,v) =

1
2 rEo[1

tandis que dans l’expression variationnelle fonctionnelle de dyr (-, -) il est atteint pour
=14 —14.

Démonstration. La seconde égalité provient de I'inégalité

‘/fdﬂ [tav] < S 1#@lnta) - v@)] < sup )] T lute) - vio)

zeFE zeFE
qui est saturée pour f = 14, — 1 4c. Pour la premiere égalité, on écrit

) = o) = 5| [aau~ [ faa
ot f =14 — 14, ce qui donne
[ran- [rav
qui est saturée pour A = A, car
u(A0) ~ (AN = 3 () —v@) + Y nla) ()]

TEA, TEAS

[1(A) = v(A)] <

= 3 S lile) ~ vl)

zelE

1
2 fpsi)

O]

Théoréme 1.5 (Convergence en loi). Si (X,,) est une suite de v.a. sur E et si ju, désigne la
loi de Xy, alors pour toute loi u sur E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. limy o0 [ fdpn = [ f dp pour toute fonction bornée f : E — R ;
2. limy, o0 pin () = p(z) pour tout x € E;

3. limy, oo dyr (Mna M) =0.
Lorsqu’elles ont lieu on dit que (X,) converge en loi vers u quand n — oo.

1. En particulier on a 2|y = [[llo (5 g)-



1.3. Distance en variation totale

Comme FE est muni de la topologie discrete, toutes les fonctions £ — R sont continues.

Démonstration. Pour déduire 1. de 8. il suffit d’utiliser 'expression variationnelle fonctionnelle
de dyr (-, ). Pour déduire 2. de 1. on peut prendre f = 1{;). Pour déduire 3. de 2. on observe
que pour tout A C F,

D (@) = u@)] =Y (@) = p@)| + Y pal@) = pl@)].
zckE €A rEeA°

Grace a 2., si A est fini, alors pour tout & > 0, il existe un entier N = N(A,¢’) tel que le
premier terme du membre de droite est majoré par € pour tout n > N. Par ailleurs, on peut
contrdler le second terme du membre de droite de la maniére suivante :

Y (@) = p@)] < Y7 @) + Y ple).

rEAC rEA° TEAC
Puisqu’on a

> (@) =D p@) =D (@) + D plx),

TEA® TEA €A TEAC

on obtient

D lial@) = p(@)] <Y lpal@) — p(@)| +2 Y pla).

TEAC €A TEAC
Puisque p € P, pour tout €” > 0, on peut choisir A fini tel que u(A¢) < &”. Ainsi, on obtient
limy, o0 D pep () — p(x)| = 0, qui n’est rien d’autre que 3. d’apres le théoreme 1.4. [

Remarque 1.6 (Dispersion a I'co). Si (i) sont des lois et p(x) = limy,_yo0 pin(z) alors p
n’est pas forcément une loi, sauf si E est fini. En effet, lorsque E est infini, il peut se produire
un phénomene de dispersion de la masse a linfini. Contre exemple : E = N et u, affecte la
masse 1/n aux singletons {1},...,{n}, ce qui donne p identiquement nulle.

Théoréme 1.7 (Autre expression et cas extrémal). Si p et v sont des lois sur E alors
dvr (i v) = 1= (ul@) Av(a)).
zeFE
En particulier, dyr (1, v) = 1 si et seulement si v et v ont des support disjoints.

Démonstration. Il suffit d’écrire

1

> (@) Av(e) = 5 > (@) +v(z) = |u(z) —v(@)) = 1 —dvr (V).
el zeE

Théoréme 1.8 (Couplage). Si u et v sont des lois sur E alors

— inf P(X£Y
dyr(p,v) (nf (X #Y)

ot Uinfimum porte sur les couples de v.a. sur E X E de lois marginales i et v. De plus, il
existe un couple de ce type pour lequel l’égalité est atteinte (i.e. linfimum est un minimum).

Démonstration. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur E' x E de lois marginales
et v. Comme P(X =z,Y = z) < pu(z) Av(x) pour tout € E on a

1—dyr (pv) =Y (wa) Av(e) 2> P(X =2Y =2) =P(X =Y).
el zeE



1. PILE, FACE, COUPONS

11 suffit donc de construire un couple (X,Y') pour lequel ’égalité est atteinte. Posons
p=1—dyr (,U,,V) S [0, 1].

Cas ot p = 0. On a alors dyr (i, v) = 1 et p et v ont des supports disjoints. Cela donne

P(X=Y)=> cpu@)v(z)=0.On prend (X,Y) avec X ~ p et Y ~ v indépendantes.

Cas ot p = 1. On a alors dyr (i, v) = 0 et donc = v. On prend (X, X) ou X ~ pu.
Cas ot 0 < p < 1. Soit (U, V,W) un triplet de variables aléatoires de lois respectives

P (uAv), (1=p)Hu—(urv), (1-p)'v—(nAv)).
Notons que p = > . p(u(x) Av(z)). Soit B une variable aléatoire de loi de Bernoulli Ber(p)
indépendante de (U, V, W). Définissons (X,Y) = (U,U)si B=1et (X,Y)=(V,W)si B=0.
On a alors X ~ p et Y ~ v, et puisque les lois de V et W ont des supports disjoints, on a
P(V=W)=0,etdonc P(X =Y)=P(B=1)=p. O

1.4 Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Si S, suit la loi binomiale Bin(n, p) alors pour tout k € IN, on a,

_ —np(np)k_ n n—k+1 " o (np)k'
P(Sh = k) — e P _<n(1_p)...n(1_p)(1_p) . )k'

Ceci montre que si p dépend de n avec lim,,_,oo np = X alors la loi de S,, tend vers Poi(\). La
distance en variation permet de quantifier cette convergence en loi : I'inégalité de poissonisation
de Le Cam du théoréme 1.9 ci-dessous donne (utile si np? est petit)

(np)*

o0
Z P(S,=k)—e ™ o < 2np?.
k=0 '
Théoréme 1.9 (Inégalité de poissonisation de Le Cam). Soient X1,...,X,, des v.a. indépen-

dantes de lois de Bernoulli Ber(p1),...,Ber(p,). Soit py la loi de Sy, = X1+ -+ X, et soit
Vp = Poi(p1 + -+ -+ pn) la loi de Poisson de méme moyenne que Sy,. Alors on a

dyr (fin, vn) < pr+ -+ 2.

Démonstration. On commence par établir par récurrence sur n que si aq,...,a, et B1,..., 0y
sont des lois de probabilité sur IN alors on a I'inégalité sous-additive

dyr (o %+ %, B1 %+ -+ % By) < dyr (a1, 61) + - + dvr (an, Bn).

Ensuite on établit que dyr (Ber(p), Poi(p)) < p?. Rappel : Poi(a) * Poi(b) = Poi(a +b). O

Notons que p% + p% < (p1+ -+ - + pn) maxi<k<n pk- Cela permet de retrouver la loi
des petits nombres : si (X, 1), pc,, €St un tableau triangulaire de v.a.r. indépendantes de lois
de Bernoulli avec X, j, ~ Ber(py, 1) pour tous n > k > 1, et si

lim pp1+---+pppn=A et lim max p,; =0,

alors X, 1 + - -+ + X, ,, converge en loi vers Poi(\) quand n — oo.
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1.5 Probleme du collectionneur de coupons

Le probleme du collectionneur de coupons est a ranger dans la méme boite a outils que
le jeu de pile ou face ou le jeu de dé, auquel il est intimement relié. Un grand nombre de
situations concretes cachent un collectionneur de coupons ou une de ses variantes. Nous nous
limitons ici & la variante la plus simple.

Il faut jouer un nombre de fois (aléatoire) géométrique a pile ou face pour voir apparaitre
les deux cotés de la piece. Si on remplace la piece de monnaie par un dé a r > 2 faces, combien
de fois faut-il lancer le dé pour voir apparaitre les r faces différentes 7 On modélise cela, pour
un entier fixé r > 2, en considérant la variable aléatoire

T=min{n>1:{X;,...., X} ={1,...,r}} =min{n > 1 : card{ Xy, ..., X,} =}

o (X;,)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {1,...,r}. La variable
aléatoire T' est le temps de complétion de la collection. Le nom collectionneur de coupons
provient des coupons a collectionner présents dans certains paquets de céréales.

Théoréme 1.10 (Expression combinatoire de la loi). On a T' > r et pour tout n > r,

P(T = n) = T!{"_l}

rn|r—1

ou la notation en accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espeéce 2.

Démonstration. On a Xp ¢ {Xi,...,Xr_1} car le coupon qui termine la collection n’a
forcément jamais été vu auparavant. Si on fixe n > r, '"événement {T' = n} correspond a
choisir le type du dernier coupon puis a répartir les n — 1 coupons restants sur les r — 1 types
restants. Le résultat désiré en découle car la loi des types est uniforme. O

Le théoréeme 1.10 n’est malgré tout pas tres parlant. Le résultat intuitif suivant va beaucoup
nous aider a étudier T, et montre en particulier que P(T' < o00) = 1.

Lemme 1.11 (Décomposition). On a T = Gy + --- + G, ou Gy, ...,G, sont des variables
aléatoires indépendantes avec G; ~ Geo(m;) ou m; := (r — i+ 1)/r. En particulier, on a

2
77‘2 + 0r 500 (TQ)a

E(T) = T(lOg(T) + ’7) + 0r 00 (T) et V(T) = 6

ot vy = limy 00 (31 1/i — log(n)) & 0.577 est la constante d’Euler.
Démonstration. On pose G1 = 1 et pour tout 1 < i < r,
Gi=min{n >1: Xqg, ,+n € {X1,..., Xq, ,}}.

On a card({Xy,...,Xg,}) = @ pour tout 1 < i < n. Les variables aléatoires G1,G1 +
Go,...,G1+ -+ G, sont les temps d’apparition des r premiers succes dans un jeu de pile ou
face spécial dans lequel la probabilité de gagner change apres chaque succes : cette probabilité
vaut successivement m = 1, = (r —1)/r,m3 = (r—2)/r,...,m = 1/r. Il est de plus en plus
difficile d’obtenir un coupon d’un nouveau type au fil de la collection.

La linéarité de ’espérance donne

:Z]E( Z ZT_Z+1 Z; r(log(r) + v + 0r—00(1)).
i=1

—_

2. Nombre de maniéres de partitionner un ensemble & n — 1 éléments en r — 1 sous-ensembles non vides.
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D’autre part, I'indépendance des variables aléatoires Gy, ..., G, (exercice!) donne
1—m Sr—i
~ VG = S e S st ) o),
=1 ? =1
O
Théoréme 1.12 (Queue de distribution). Pour tout n > 1,
: T E\"
P(T =) (—1)k! 1—=) .
1> m =30 () (1- 1)
k=1
Démonstration. On a
{T>n} Enlu UEn,r ou Emi::{Xl;éi,...,Xn#i}.
Si d1,...,17, sont des éléments distincts de {1,...,7} alors, en notant R = {1,...,r} \
{i1,..., ik},
r—k\" E\"
P(E,;,N---NE,;)=P(X,€R)---P(X, €R) = " = 1—; .
Le résultat désiré découle alors du principe d’inclusion-exclusion. O

Il est délicat de déduire le comportement de la queue de T' en fonction de n et r a partir
du théoreme 1.12 en raison de l'alternance des signes.

Théoréme 1.13 (Déviation). Pour tout entier m > 0,

T—rl
P(T > rm + rlog(r)) = P(?;mg(r) > m> <e ™

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on peut écrire

P(T > n) = P(Ul_1Epy) < Z]P wi) ot Eni={X1#4,...,X, #1i}.

Comme P(E,;) = (1 —1/r)" < e™™7, le choix n = rm + rlog(r) meéne au résultat. O

Pour a = 0.05 et r fixé, on peut choisir m assez grand pour que e~ < «, par exemple
—log(a), ce qui donne 'intervalle de prédiction [r,rlog(r) + rm| de niveau a pour T

Théoréme 1.14 (Comportement asymptotique).

T P
— — L.
rlog(r) r—oo

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 fixé, 'inégalité de Markov et le lemme 1.11 donnent

B E(T —rlog(r))*) _ V(T) + (E(T) — rlog(r))* _ 1
P( rlog(r) 1‘ > t) s t2r2 log(r)? N t2r2 log(r)? N <log(7")2>

On dit qu’il s’agit d’une preuve par la « méthode de second moment ». Dans le méme esprit,
une méthode de quatrieme moment est utilisée pour le théoréeme 18.3 page 178. O
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La borne établie dans la preuve du théoreme précédent n’est pas sommable en r et
ne permet donc pas de démontrer une convergence presque siire en utilisant le lemme de
Borel-Cantelli®. D’autre part, la borne établie permet d’obtenir un intervalle de prédiction :
pour a = 0.05, r fixé, et t bien choisi, on a P(|T —rlog(r)|/r >t) = O(1/t?) = 1 — «a.
L’intervalle de prédiction est de largeur 2rt, et se dégrade quand ¢ croit (o diminue).

Le théoreme suivant affirme que les fluctuations asymptotiques dans la convergence
précédente suivent une loi de Gumbel de fonction de répartition t € R — e . Par le lemme
de Slutsky et le comportement des deux premiers moments, (7' — E(7T))/+/V(T) converge
quand r — oo vers une loi de Gumbel translatée de . Cela suggere que la loi de Gumbel est
de moyenne -y, ce qui est tout a fait vrai, bien que son mode soit a zéro.

Théoréme 1.15 (Fluctuations asymptotiques). On a

T—rl T oi
T —rioglr) _ log(r) —1) 2% Gumbel.
r rlog(r) r—00

Queue du collectionneur de coupons r=20

- — Monte—Carlo N=2000 7
B Gumbel

0.8 -

0.6 -

P(T>n)

0.4

0.2 -

FIGURE 1.2 — Approximations de la queue de T par celle de rlog(r) 4+ rG ou G suit la loi de
Gumbel en vertu du théoreme 1.15, ainsi que par une méthode de Monte-Carlo avec N tirages
en utilisant la représentation de T en somme de v.a. géométriques indépendantes.

Démonstration. 11 suffit d’établir que pour tout ¢t € R on a

lim P(T > rlog(r) +tr) = S(t) :==1— e’

r—00

3. Et il faut définir un espace probabilisé unique pour tout r pour envisager une convergence presque siire !
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Fixons donc t € R et supposons que r est assez grand pour que rlog(r) + tr > r. Introduisons
Ventier ny, = [rlog(r) + tr| (entier supérieur ou égal). Le théoréme 1.12 donne

P(T > rlog(r) + tr) = g(—l)k_l (;) (1 - I:)W.

Comme (2) <rF/klet 1 —u < e pour tout u > 0, on a

r 1 B ﬁ nt,r i} e—tk
k r rooo k!

Enfin, par convergence dominée, on obtient

. T w1 [T k n,r 0 b1 —tk
lim 3 (~1) <k) (1 — T) => (-1 — =5@®).
k=1 k=1
Ceci acheve la preuve du théoreme. Alternativement, il est possible d’établir le théoréme en
utilisant ’approximation exponentielle des lois géométriques. Posons Hj, := %GT_kH. Pour
tout k > 1 fixé, la suite (Hy),, converge en loi vers la loi exponentielle de parametre k. On
dispose de plus de la version quantitative suivante sur les fonctions caractéristiques : pour
tout t € R et tout k > 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour r assez grand,

) . C
E it Hy ) it Ey <7
[B(e" 1) — B(e"P)] < —

ou Ej, est une v.a.r. de loi exponentielle de parametre k. En utilisant 1’inégalité
\al---a,«—bl--~br\ < \al—b1]+---+\ar—br\
valable pour tous ai,...,ar,b1,...,b, € {z € C: |z| < 1}, il vient, en prenant Ei,..., Ey

indépendantes de lois exponentielles de parametres respectifs 1,...,k,

E(eit%) _ E(eit(ElJ'_m—"_E’")) < Clog(r) ]

r
Comme dans le théoréme 10.4, on observe que Ej + - -+ + E, a méme loi que max(F1,..., F})
ou Fi,..., F, sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1, puis on utilise le fait
que (max(Fy,..., F.) —log(r)),, converge en loi vers la loi de Gumbel. O

Le théoreme 1.15 fournit un intervalle de prédiction pour T : pour tous réels b > a,

—a

lim P(T € [rlog(r) —ra,rlog(r) + rb]) = e~ —e™°
T—00

La loi de Gumbel est tres concentrée, et sa fonction de répartition fait apparaitre une
montée abrupte de 0 & 1. Cela donne un phénomeéne de seuil pour 7. La quantité P(T > n)
passe abruptement de ~ 1 & ~ 0 autour de n = rlog(r) si r > 1:

Théoréme 1.16 (Convergence abrupte autour de n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,
P(T > rlog(r) +rc) < e “.
Si (Cr),r>1 dans Ry vérifie lim,_,o ¢, = 0o et rlog(r) — re, > 0 pour tout r > 1, alors
TanOlo P(T > rlog(r) —re,) = 1.

Démonstration. Avec n = r(log(r) + ¢) on obtient

P(T>n) <Y P(Ep)=r(l—1/r)" <re ™" =e™"
i=1
D’autre part, (1" — rlog(r))/r converge en loi (Gumbel) quand r — oo, donc
T—rl
P(T > rlog(r) —re,) = IP<TOg(T) > —cr> =1

r
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1.6 Notes et commentaires

Notre étude du jeu de pile ou face fait I'impasse sur un certain nombre de propriétés
remarquables, comme la loi de 'arc—sinus et les principes d’invariance, abordées dans le
livre de William Feller [Fel68, Fel71]. Ce livre contient également une preuve du théoréme de
Berry-Esseen, qui fait appel a ’analyse de Fourier (la meilleure constante n’est pas connue).
Un joli probléeme de la plus longue sous-suite commune a deux jeux de pile ou face est étudié
dans le livre d’optimisation combinatoire randomisée de Michael Steele [Ste97|. L’article
[Ste94] sur 'approximation par la loi de Poisson est bien éclairant. On trouvera également
dans le livre [BHJ92] une version renforcée de 'inégalité de Le Cam, qui donne

Bt

dyt (Ber(py) * - - - * Ber(py,), Poi(py + -+ - + < (1 — e Prtten) )
v ( (p1) (Pn) (p1 pn)) < ( )p1 + 4y

A titre de comparaison, une version inhomogéne du théoréme de Berry-Esseen (tirée du livre
de William Feller) affirme que si (X,,),>1 sont des variables aléatoires indépendantes alors en
notant S, = X1 + - + X, 07 = E(| X}, — E(Xg)|?), 78 = E(| Xy — E(X)[?), on a

sup

Sn — B(Sn) 1o e P )
Pl =2 2y —5 4t < L n
zeR

V(Sn) _\/72777 —oo6 h (O’%-}-ﬂ-O’?L)g

D’autre part, on peut voir dyr (-, -) comme une distance de couplage de Wasserstein. En effet,
comme P(X #Y) = E(d(X,Y)) pour la distance atomique d(x,y) = dz-,, on a, en notant
II(i, v) 'ensemble des lois sur E x E de lois marginales p et v,

derlur) = min [ ey dn(ey).
m€ll(p,v) JExE

Le probléme du collectionneur de coupons est notamment abordé dans les livres [Fel68,
Fel71, MR95], et dans les articles [Hol01, DP13]. Donald Newman et Lawrence Shepp on
montré dans [NS60] que si on impose que chaque type soit observé m fois, alors le temps
de complétion de la collection vaut en moyenne 7 log(r) + (m — 1)rlog(log(r)) + O(r). On
trouvera d’autres variantes dans le livre [BPPC99] par exemple. Le théoréme 1.15 révélant
une fluctuation asymptotique de loi de Gumbel a été obtenu par Paul Erdés et Alfréd Rényi.
Une analyse du cas non uniforme associé a une probabilité discrete (p1,...,p,) est menée
dans un article de Lars Holst [HolO1]. Lorsque r n’est pas connu, on dispose de I’estimateur
T = card{X1,...,X,}. Si eq,...,e, est la base canonique de R" alors le vecteur aléatoire
Cn = (Cpi,...,Cpp) :=ex, + -+ ex, de IN" suit la loi multinomiale de taille n et de
parameétre (p1,...,pr), etonar, =y ., Lic, >0y =7 — Yoy Lyc, ,—0y- En particulier,

T

EFn) =r—» P(Cpi=0)=r—> (1—p)™
i=1

i=1

Comme les r types sont ordonnés, on dispose aussi de l'estimateur max{Xy,..., X}, qui
estime le bord droit du support. Il s’agit de ’analogue discret de la loi uniforme sur [0, 6].

Le collectionneur de coupons est un cas particulier du probleme du recouvrement abordé
dans les livres [AF01, LPW09, Dem05] : si (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires, pas
nécessairement indépendantes ou de méme loi, et prenant leurs valeurs dans un méme ensemble
fini F, alors le temps de recouvrement® de E est T :=inf{n > 1:{Xy,...,X,,} = E}.

4. En anglais : covering time.
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CHAPITRE 2

Marches aléatoires

Mots-clés. Marche aléatoire ; chaine de Markov ; martingale ; temps de sortie; ruine du
joueur ; loi multinomiale ; probléme de Dirichlet ; fonctions harmoniques ; champ libre gaussien ;
groupe symétrique ; collectionneur de coupons.

2.1 Marche aléatoire simple sur la droite

Trajectoires de la marche simple

60

Position Xn

60 I I I I
0 200 400 600 800 1000
Temps n

FI1GURE 2.1 — Trajectoires issues de 0 de la marche aléatoire simple sur Z.

Il s’agit de la suite (X},),,~, définie par la relation récursive (ou auto-régressive)
Xn+1 :Xn+€n+1 :XO+€1+”'+€71+1

pour tout n > 0, ou (en)n>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Rademacher, indépendante
de Xo. On pose p = P(e, = 1) = 1 - P(e, = —1) €]0,1]. La suite (X,),»( est une chaine
de Markov d’espace d’états IN et de noyau de transition P(z, ) = pd+1 + (1 — p)dy—1 (la
matrice P est tridiagonale). Une variable aléatoire B suit la loi de Bernoulli (1 — p)dg + pd1 si
et seulement si 2B — 1 suit la loi de Rademacher (1 — p)d_1 + pdy. Ainsi, pour tout n > 0,

X,—Xo+n

5 ~ Bin(n, p).
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2. MARCHES ALEATOIRES

Théoréme 2.1 (Récurrence). La marche aléatoire simple sur Z est récurrente nulle sip = 1/2
(m.a.s. symétrique) et transitoire si p # 1/2 (m.a.s. asymétrique).

Démonstration. On rappelle que x est récurrent si et seulement si ), P"(z,z) = co. La
chaine est de période 2 et donc P?"*!(z,x) = 0 pour tout n > 0. Comme la chaine est
irréductible, tous les états ont méme nature, et on peut donc se ramener a 1’état 0. La formule
binomiale donne P?"(0,0) = P(Xs, = 0| Xo = 0) = (2:)]9”(1 — p)". La formule de Stirling
n! ~ v/2mn(n/e)” donne, en notant p = 4p(1 — p),

V2

p
™

P2"(0,0) ~

A présent, sip =1 /2 alors p =1 et la chaine est récurrente tandis que si p # 1/2 alors p < 1
et la chaine est transitoire. Lorsque p = 1/2 la mesure de comptage est symétrique donc
invariante, et comme elle n’est pas finie, la chaine est récurrente nulle.

On peut alternativement traiter le cas p # 1/2 avec un peu plus d’intuition probabiliste.
En effet, la loi forte des grands nombres affirme que p.s. X;, = Xo+n(2p—140,-00(1)), donc
X, — +oops.sip>1/2et X, » —o0 p.s. si p < 1/2, ce qui interdit toute récurrence. [

Le théoréme suivant permet d’étudier le probleme de la ruine d’un joueur qui gagne 1
Euro avec probabilité p et perd 1 Euro avec probabilité 1 — p. La fortune initiale est x et le
joueur quitte le jeu lorsqu’il posséde a < x Euros (ruine) ou b > x Euros (gain). On adopte la
notation conditionnelle traditionnelle P(-) := P(- | Xo = z) et E;(-) = E(- | Xo = z).

Théoréme 2.2 (Sortie de boite! ou ruine du joueur). Soient a < b dans Z, et les temps
d’arrét

To=inf{n>0:X, =a}, m=inf{n>0:X, =0}, et 7=min(r,, 7).

1—p
P

Alors pour tout a < x < b on a Ey(T) < 0o et en posant p = on a

P’ =p" _ b—a) p* — po

. Slp#%; a: a_( a)pb pa sip;é%,
P, (X, =a) = Z P et By(r)=1=2p 1=2pp’ —p

b:z sip=3, (b—z)(x—a) sip=3.

Si p = 1/2 alors la chaine est récurrente et visite presque stirement chaque état une
infinité de fois et donc P,(1, < o0) = 1 et P,(1, < o0) = 1 pour tout a < =z < b. En
revanche, si p # 1/2 alors la chaine est transitoire et les temps d’atteinte de a ou de b ne sont
plus finis p.s. (dépend de p et du point de départ x). On le voit bien dans les formules du
théoréme 2.2 en faisant tendre a ou b vers U'infini. Le temps de sortie 7 de [a, b] est identique
en loi au temps d’absorption T par {a,b} de la chaine Y = (Yn),>o d’espace d’états fini
{a,...,b} de mémes transitions que (Xy),-, mais avec absorption en a et b. Comme pour
Y, les états a et b sont récurrents et tous les autres (en nombre fini) transitoires, et comme
p.s. la chaine Y ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire, on en déduit que
P,(t < 00) =P,(T < 00) =1 pour tout a < z < b.

Démonstration. Montrons que E,(7) < oo pour tout a < z < b. Il suffit d’obtenir une
majoration géométrique pour la queue de la loi de 7. Il serait possible de procéder par
couplage, comme pour le modele de Fisher-Wright, cf. remarque 4.2. Pour tout a < = < b, il
existe un chemin /¢, de longueur |¢;| < (b —a) qui méne de x & a ou b. On a

Po(r > (b—a)) S P(Xpyp, # le) = 1= P(X1yp, = £) < 1 —min(p, 1 - p)ll.

1. Quoi de plus naturel pour un ivrogne (modélisé traditionnellement par la marche aléatoire).
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Sin = maxg<z<p(l — min(p, 1 — p)w“") < 1 alors on obtient, par récurrence, pour tout k& > 1,
en utilisant I'indépendance conditionnelle du passé et du futur sachant le présent,

Po(r>k(b—a)= Y Pu(r>kd—a),Xg-1p-a=y7> (k—1)(b-a))
a<y<b

= Y Pyt > (b— a))Pu(Xotyp-ay = 4,7 > (k= 1)(b — a))
a<y<b
<nPo(r > (k= 1)(b—a)) <! =n*.

Comme 7 < 1 on obtient que E;(7) < oo (tous les moments sont finis en fait) et en particulier
P,(t < 00) = 1. Calculons r(z) = P,(X; = a). On a pour tout a < x < b

T‘(fL‘) :]Px(X‘r :a|X1 :x+1)p+]Px(X‘r :a|X1 =T — 1)(1 *p)
=pr(z+1)+ (1 —pr(z—1).
L’ensemble des solutions de cette récurrence linéaire d’ordre deux est un espace vectoriel
qui contient la solution constante 1. Si p # 1/2 alors p® est aussi solution, linéairement

indépendante de 1, et donc les solutions sont de la forme A + Bp® avec A et B constantes.
Les conditions aux bords r(a) = 1, 7(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne l'unique solution

P’ —p
r(x) = :
pbg,pa
Sip = 1/2 alors p = 1 et les deux solutions fondamentales précédentes sont confondues.
Cependant, on observe que dans ce cas, x est également solution, linéairement indépendante
de 1, et donc les solutions sont de la forme A + Bz ou A et B sont des constantes. Les
conditions aux bords r(a) =1 et r(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne I'unique solution

b—=x

r(z) = g

Calculons R(x) = E;(7). En conditionnant selon X; on obtient pour tout a < = < b la
récurrence linéaire (la méthode est valable pour toute chaine de Markov, idem pour r(z))

R(z) =pR(x+1)+(1—-p)R(x—1) + 1.

La présence du second membre 1 fait rechercher des solutions particuliéres. Si p # 1/2

alors /(1 — 2p) est solution particuliere, et les solutions de I’équation sont de la forme

R(z) = z/(1 —2p) + A+ Bp®. Les conditions aux bords R(a) = 0 et R(b) = 0 donnent enfin
z—a (b—a)p’—p"

R = — .
0 = Ty " Ty

Si p = 1/2 alors —2? est solution particuliére, et les solutions sont de la forme —z2 + A + Bax.
Les conditions aux bords R(a) = R(b) = 0 donnent enfin

R(z) = (b—x)(z — a).
La méme approche permet de calculer la fonction génératrice E;(s™ | X; = a). O

Remarque 2.3 (Les théorémes limites a la rescousse). Voici un autre argument pour établir
que P, (7 < 00) = 1. Posons m = 2p — 1 et > = 4p(1 — p). Sim # 0 alors par la loi forte
des grands nombres, p.s. (Xn)n21 tend vers 400 si m > 0 et vers —oo st m < 0, et donc
P,(r < o0) =1. Sim =0 alors pour tout n > 1, en posant I, = %]a,b[, on a

P, (1 = 00) <]P(a<Xn<b):]P<f/(% eIn).
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2. MARCHES ALEATOIRES

Or (n_l/QXn)n>1 converge en loi vers N'(0,2) par le théoréme limite central. Mais I,, dépend
de n. Cependant, comme (Ip),~, est décroissante,

. Xn . 1 / _ 2

limsupP|{ —= €1, | < inf e 222 dt =0.
n—)oop <\/ﬁ n) mz=1 vV 271'02 Im

Remarque 2.4 (Martingales). Si (Zy),~ est une chaine de Markov sur E fini de noyau

P = L+ I alors pour toute fonction f: E — R, la suite (M), définie par

n—1
M, = f(Zy) = £(Z0) = > _(Lf)(Z)
k=0

est une martingale pour la filtration naturelle de la suite (Zn)n>0. La formule ci-dessus peut
étre vue comme une formule d’Ité discréte. Lorsque f est harmonique pour L, c’est-a-dire
que Lf =0, alors (f(Zn) — f(Z0)),»¢ est une martingale. Il se trouve que le vecteur des
probabilités d’atteinte d’un ensemble clos est harmonique. Il est possible de retrouver les
formules du théoréme 2.2 en utilisant des martingales bien choisies et le théoréme d’arrét de
Doob-Wald. Par exemple, la martingale (X, — nm), -, donne Eo(X;) = mlEo(T) tandis que la
martingale exponentielle (pX”)n>0 donne Ty (pX7) = 1. Cette méthode d base de martingales
s’adapte au cadre des processus a temps et espace continus, et permet notamment d’obtenir des
formules pour le temps de sortie pour un processus de diffusion sur R (chapitre 26). D’autre
part, les équations satisfaites par les fonctions r et R dans la preuve du théoréme 2.2 sont des
cas particulier du probléeme de Dirichlet du théoréeme 2.9.

Théoréme 2.5 (Nombres de Catalan). Si 7 = inf{n > 1: X,, = 0} alors pour tout n > 0,

2 2n
Po(r =2n+2) = T < . >p”+1(1 —p)" L,

FIGURE 2.2 — Réflexion de Désiré André (preuve du théoreme 2.5).

On reconnait le n® nombre de Catalan %H(Z:) Ces nombres comptent, outre les chemins
de la marche aléatoire simple, les mots de Dyck, les parenthésages, les triangulations d’un
polygone, les partitions non croisées, les chemins sous-diagonaux dans le carré, les arbres

planaires, etc. Les moments pairs de la loi du demi-cercle sont les nombres de Catalan.

Preuwve du théoréme 2.5. Sachant {Xy = 0}, I’"événement {7 = 2n + 2} correspond a une
trajectoire de longueur 2n + 2 partant de 0 et revenant a zéro en restant strictement positive
ou strictement négative. Ces deux cas sont équiprobables, d’ou le facteur 2 dans le résultat.
Dans les deux cas, il y a eu forcément n + 1 incréments +1 et n 4+ 1 incréments —1, d’ou

Po(7 = 2n + 2) = 2C,,p" (1 — p)" L.
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2.1. Marche aléatoire simple sur la droite

ou C), est le nombre de chemins de longueur 2n 4 2 partant de zéro et revenant a zéro, et
restant strictement positifs. Le premier incrément est forcément +1 et le dernier forcément
—1 et C), est égal au nombre de chemins de longueur 2n partant de zéro et revenant a zéro et
restant positifs. Il y a n incréments +1 et n incréments —1. Considérons les chemins partant
de zéro et revenant a zéro et contenant n incréments +1 et n incréments —1. Il y en a (27:”) Si
un chemin de ce type n’est pas positif alors juste apres la premiere position négative, modifions
tous les incréments en permutant le signe des +1 et des —1. Un exemple d’illustration est
donné dans la figure 2.2. On obtient de la sorte un chemin avec n — 1 incréments +1 et n + 1
incréments —1, et il s’avére que tous les chemins partant de zéro avec n — 1 incréments +1 et
n + 1 incréments —1 s’obtiennent de la sorte, et il y en a (ffl). Cette bijection donne donc

Cn= (2" = (,2") = 725 (%) (formule de Désiré André). -

n

Théoréme 2.6 (Théoréme du scrutin?). Sin=a+b etk =a—b avec 0 < b < a alors

IP(Sl>0,...,Sn>0|50:0,sn:k‘):g.

Ainsi par exemple, lors d’une élection avec deux candidats A et B et n votants, dans laquelle
A obtient a votes et B obtient b < a votes, la probabilité que A soit devant B tout le long du
dépouillement des n bulletins de votes est (a —b)/(a +b).

Sm
k

FIGURE 2.3 — Réflexion de Désiré André (preuve du théoreme 2.6, n = 10,k = 2).

Preuve du théoréme 2.6. Notons que 0 < k < n et n — k est impair. Soit P, ; ’ensemble des
chemins de la marche aléatoire simple, de longueur n, partant de (0,0) et finissant en (n, k).
Soit PJ . U'ensemble de ces chemins strictement positifs apres (0,0). On a

al_p)b
P(S1> 0,0, S0 > 0[S0 = 0,5, = k) = | P | =L .
( 1> 3 ; > | 0 ) ) ’ n’k|]P(Sn:k'|S(]:0)
D’un autre c6té P(S, = k| Sy = 0) = | Pk p*(1 — p)° et donc
Pl
P(Sl>0,...,Sn>0‘80=0,5n=]€): :
|Pn,k‘

(formule sans p!). L’ensemble P,,_; ;_; est en bijection avec les éléments de P, j qui com-
mencent par un incrément —1. D’un autre c6té, cet ensemble est en bijection avec les éléments
de P \ P;f  dui commencent avec un incrément +1. Pour le voir, il suffit d’utiliser une
réflexion sur la portion du chemin située avant I'atteinte de 0. Une illustration est fournie par la

2. «Ballot theorem» en anglais.
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2. MARCHES ALEATOIRES

figure 2.3. On reconnait 1a 'astuce de Désiré André, utilisée dans la preuve du théoréme 2.5. 11
découle de ces bijections I'identité |P, ;| — \Prfk\ = 2|P,—1-1/, qui donne ]P:k\ = (k/n)| Py |,
ce qui conduit immédiatement au résultat annoncé. Notons que la formule & base de nombres
de Catalan du théoréeme 2.5 s’écrit ici

1 2
P(S1> 0, ) San1 > 0] So = 0, S50 = 0) = (”):cn.

Cn+1\n

2.2 Marche aléatoire simple symétrique dans I’espace

Trajectoire de marche simple sur le plan

.

FIGURE 2.4 — Début de trajectoire de la marche aléatoire simple sur Z2.

Pour tout d > 1, la marche aléatoire simple symétrique sur Z¢ est définie par
Xnt1=Xp+enr1=Xo+er++ént1

ou (En)n>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. , indépendantes de la position initiale X, et de loi
uniforme sur {+ey,...,4eq}, ol ey, ..., eq désigne la base canonique de R?. La suite (Xn)n>0
est une chaine de Markov d’espace d’état Z? et de noyau de transition P(x,7) = ﬁ]lll’—yh:l
ou |z|, = |z1] + -+ + |z|;. On parle également de marche aléatoire symétrique aux plus
proches voisins au sens de la distance associée a la norme [-|;. Les incréments (e5,),,», sont
de loi uniforme sur la sphere unité pour la norme |-|,. En concevant les incréments €1, ..., &,
comme issus de n jets d'un dé équilibré a 2d faces, on voit que £(X,, — Xp) est 'image de la

loi multinomiale

1 1 1 1 n 1 1
ey + =0yt =0, + —0, =Mu(n,(—,...,—
<2d 1Tl T g0 Ty d) “(” <2d 2d>>

par ’application

(ki,... koq) € N% s (ky — ky, ... kog_1 — kog) € Z.

Le temps (aléatoire) au bout duquel la marche aléatoire a emprunté les 2d directions qui
s’offrent a elle suit la loi du collectionneur de coupons étudiée dans le chapitre 1.
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2.2. Marche aléatoire simple symétrique dans ’espace

Théoréme 2.7 (Récurrence de la marche aléatoire simple symétrique). La marche aléatoire
simple symétrique sur Z2 est récurrente nulle si d < 2 et transitoire si d > 3.

Démonstration. La chalne est irréductible et de période 2 pour tout d > 1 et il suffit donc
d’étudier Y- P?%(0,0). La formule multinomiale donne

. 1 o 1 2n)!
P2 <O7 O) - (2d)2n Z (Tl, ‘e ,T’Qd) - (2d)2n Z '2()7'd'2

1
14 +rod=n rit-+re=n
T1=T2,..,Td—1=T4

Le cas d =1 est déja traité. Restent lescasd=2et d > 3
Cas d = 2 (méthode directe). La chaine est récurrente car, par la formule Vandermonde,

1 (2n)! 2n)! == /n\?  (2n)! (2n)! 1
2 _ — —

P¥(0,0) = 420 Z 212 42ng12 k) T g2npi2 g2 T neee
n1tma=n 1 2! S : !

qui n’est pas sommable. La récurrence nulle vient du fait que la mesure de comptage, qui
n’est pas finie car Z? est infini, est une mesure symétrique et donc invariante.

Cas d = 2 (méthode astucieuse). Soient U, et V,, les projections de X, sur les premiere et
seconde bissectrices (pentes +1). On vérifie que (Uy),,5¢ €t (Vi),,5o sont des marches aléatoires
simples symétriques sur %Z, indépendantes! De plus, X,, = 0 si et seulement si U, = V,, =0,
ce qui donne P?7(0,0) ~ %, et la chaine est donc récurrente. Attention : les composantes
de (Xp), o (abscisse et ordonnée) ne sont pas des marches aléatoires simples sur Z, mais
constituent des chaines de Markov de noyau Q(z,y) = %ﬂ\x—ylzl + %]lx:y (il est possible
d’établir qu’elles sont récurrentes, mais cela ne conduit a rien de bien utile).

Cas d = 3 (méthode directe). La formule de la multinomiale donne ici

2n - — E : 3
P="(0,0) = 62n Z 7“1'27“2'27”3'2 - 22n3np|2 rir27Ts 3)

ri+r2+r3=n r1+re+rz=n

Si n = 3m alors une petite étude montre que (n :; 7“3) < (m - m) et donc, grace a la formule

du trinéme de taille n et de parametre (1/3,1/3,1/3), on obtient, pour n = 3m,

3/2
prg )< 2L (m ) L3\ e
22n3nn12 \'m m m 2\ mn n3/2
Ainsi, > P%"(0,0) < co. Comme (1/6)2P%™(0,0) < P 2%(0,0) pour k = 1,2, il vient

>, P2(0,0) = D k=012 2m Pm+2k((),0) < 0o et donc la chaine est transitoire.
Cas d = 3 (méthode directe). La formule de la multinomiale donne

. 1 2n)! on)! nt Ly
P¥(0,0) = (2d)%n Z n1!2(~-)nd!2 B n|(2(42i)n Z (M) (d> |

ni+--4+nqg=n ni+---+ng=n

Si my, = my,q désigne la valeur maximale du coefficient multinomial n!/(n{!---ng!) sur
{(n1,...,nq) € N®:ny 4 --- 4+ ng = n} alors grace a la formule du multinome et de Stirling,

2n)lm n! 1\"  (2n)m m
P2’n < ( n —_— — = n ~ i .
(0,0) n!2(4d)" Z nyl- - ng! (d) n2(4d)"  d™\/mn

ni+-+ng=n

Le lemme 2.8 donne my,1/m, = (n+1)/(q+ 1) < d et donc (m,/d"),, décroit, d’on

(g+1)d—1 (g+1)d— 1 drngg
Z Z dn Z Z Z dqd\q/a'
n=qd n=qd
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A présent, le lemme 2.8 et la formule de Stirling donnent, lorsque g — oo,

med _ (dg)! - Vd
dqd\/a - ddqq!d\/a (QTF)(dfl)/qu/T
Or d > 3, donc Zq ¢ Y2 < 00, ot >, P?"(0,0) < oo, et donc la chaine est transitoire.

Cas d > 3 (méthode astucieuse a partir du cas d = 3). Soit X' = (X}),5, la chaine
projetée sur Z3 c’est-a-dire constituée par les trois premieéres coordonnées de X = (Xn)n>0. 11

s’agit d’une chaine de Markov sur Z?* de noyau Q = (1 — Cl%‘l?’)P + d%.l?’l ou P est le noyau
de la marche aléatoire simple symétrique X” sur Z3. Un retour a zéro de X s’accompagne
toujours d'un retour & zéro de X', et donc si X’ est transitoire alors forcément X D’est aussi.
Or les trajectoires de X’ sont les trajectoires de X" avec des temporisations géométriques a
chaque site, et en particulier, les fréquences asymptotiques de passage sont les mémes, ce qui
fait que la transcience de X" implique celle de X', et donc X est transitoire. O

Lemme 2.8 (Coefficient multinomial central). Pour tout d > 1 et tout n > 1,

n! n!

Mp,d ‘= max = — .
(n1,...,nq) EN? ni!---ng! q!d r(q + 1)”
ni+--+ng=n

otin=qd+r et0<r<d (division euclidienne). En particulier, my 4 = n!/q'¢ sin = qd.

Démonstration. Sinq +---+ng =n et si nq1 < g alors on a nécessairement n; > q + 1 pour
un 1 < k < d, et donc, par exemple dans le cas ou k = 2 pour alléger,

n! N9 n! n!

< = .
ny!- - ng! ny+1ng!---ng! (n1+1)‘(n2—1)'n3‘nd'

Ce type de raisonnement par monotonie permet d’établir que le maximum m,, 4 est atteint
lorsque ¢ < np < ¢+ 1 pour tout 1 < k < n, par exemple ny = --- =n, = g+ 1 et

Npp1 = -+ =Ng = ¢, ce qui donne le résultat annoncé. O

2.3 Probleme de Dirichlet et champ libre gaussien

Soit (X7),>o la marche aléatoire simple sur 7%, et P son noyau de transition en tant que
chaine de Markov. Pour toute fonction bornée f : Z? — R et tout z € Z? on a, en notant
A:=P—1,

E(f(Xnt1) | Xn = 2) = f(z) = (Pf)(2) = f(z) = (Af)(2).
L’opérateur A = P — T est le générateur de la marche aléatoire simple symétrique sur Z?. 11
s’agit d’un opérateur laplacien discret, qui calcule I’écart a la moyenne sur les voisins :

BN =0 X 10| -f@=g ¥ G- @)

yily—z|; =1 y:ly—z| =1

On dit que f est harmonique sur A C Z¢ lorsque Af = 0 sur A, ce qui signific qu’en tout
point de A la valeur de f est égale & la moyenne de ses valeurs sur les 2d voisins. L’opérateur
A est local en ce sens que (Af)(z) ne dépend que des valeurs de f en x et ses plus proches
voisins. Ainsi la valeur de Af sur A ne dépend que des valeurs de f sur A := AU JA ou
0A ={y ¢ A:3x € A |z —y|, =1} est le bord extérieur de A. Le probléme de Dirichlet
consiste a trouver une fonction harmonique sur A dont la valeur sur 9A est prescrite. Il s’agit
en fait d’un probleme d’algebre linéaire, pour lequel le théoreme 2.9 ci-dessous fournit une
expression probabiliste de la solution, basée sur 794 := inf{n > 0: X,, € 9A}. En physique, la
quantité f(x) modélise la température au point x, 'harmonicité de f sur A et la condition au
bord dA traduisent respectivement un équilibre thermique local et un thermostat au bord.
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2.3. Probleme de Dirichlet et champ libre gaussien

Théoréme 2.9 (Probléme de Dirichlet). Soit A C Z¢ un ensemble non vide fini. Alors pour
tout x € A on a Py(tea < o0) = 1. De plus, pour toute_fonction g : 0A = R, la fonction
f:A— R définie par f(x) = Ez(9(Xry,)) pour tout x € A est l'unique solution du systéme

f=g sur 0A,
Af=0 sur A

Lorsque d = 1 on retrouve la fonction r étudiée dans la preuve du théoreme 2.2 sur la
ruine du joueur. D’autre part, d’apres la remarque 2.4, I'image d’une chaine de Markov par
une fonction harmonique pour son générateur est une martingale, ce qui explique a posteriori
la formule probabiliste pour la solution du probleme de Dirichlet grace au théoreme d’arrét
de Doob.

La quantité f(z) = Es(g9(taa)) = >_,ca1 9(¥)Pa(7aa = y) est la moyenne de g pour la loi
e sur OA, appelée mesure harmonique, définie par p,(y) = P,(X,, = y) pour tout y € 0A.

Démonstration. La propriété P, (1514 < oo) = 1 pour tout x € A peut étre établie en procédant
comme dans la remarque 2.3, ou encore comme dans la preuve du théoreme 2.2, qui fournit
de plus une borne sous-géométrique pour la queue de la loi de 7.

Vérifions que la fonction f proposée est bien solution. Pour tout « € 0A on a 794 = 0 sur
{Xo =z} et donc f = g sur 0A. Montrons a présent que Af = 0 sur A. On se rameéne tout
d’abord par linéarité au cas ou g = 1.y avec z € 9A. Ensuite on écrit, pour tout y € A,

f(y) = ]Py(XTBA = Z) = ZIPy(Xn =2, ToA = n)
n=0

oo
Z]ly:z+]1yeAZ Z P(y,xz1)P(x1,22) - P(xp—1,2).

n=1x1,...,.xn_1€A

D’autre part, comme f = 0 sur A \ {z} et A est local, on a, pour tout = € A,

(Pf)(x) = Pla,y)f(y) = P(z,2)f(2) + >_ P(x,9)f ().

yeZd yeA

Par conséquent, pour tout x € A,

(PP)(@) = P, 2)f()+ Y. 3. Play)Plya1)- - Plaa-1,2)

n=1y,x1,....0n—1€A

= P(l’, Z)f(Z) + (f($) - (]lzpzz =+ P(QS‘, Z)))v

égal & f(x) car 1,—, =0 et f(z) = 1. Ainsi Pf = f sur A, c’est-a-dire que Af =0 sur A.
Pour établir I'unicité de la solution, on se ramene par linéarité a établir que f = 0 est
I'unique solution lorsque g = 0. Or si f : A — R est harmonique sur A, I'interprétation de
Af(x) comme écart a la moyenne sur les plus proches voisins permet d’établir qu’a la fois le
minimum et le maximum de f sur A sont (au moins) nécessairement atteints sur le bord 9A.
Or comme par ailleurs f est nulle sur 94, il en découle que f est nulle sur A. O

Le théoreme 2.9 se généralise de la maniere suivante :

Théoréme 2.10 (Probléme de Dirichlet et fonction de Green). Si A C Z< est un ensemble
non vide fini alors pour toutes fonctions g : 0A — R et h: A = R, la fonction f: A = R
définie par f(x) = Ez(9(Xry,) + Z;@gl h(Xy)) pour tout x € A est l'unique solution de

f=yg sur 0A,
Af=—h surA.
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Lorsque d = 1 et h = 1 on retrouve la fonction R de la preuve du théoréme 2.2. Le
théoreme 2.9 correspond au cas spécial ou h = 0. Pour tout x € A on a

F@) =3 gWPalran =y) + > h(y)Ga(z,y)

YyEOA yeA
o G4(x,y) est le nombre moyen de passages en y en partant de x et avant de sortir de A :

Toa—1

GA(x7y) = E:c( Z ]an=y> = ZIPx(Xn =y,n< TBA)‘
n=0 n=0

On dit que G 4 est la fonction de Green de la marche aléatoire simple symétrique sur A tuée
au bord 0A. C’est I'inverse de la restriction —A 4 de —A aux fonctions sur A nulles sur 94 :

Gy = —A;ll.
En effet, pour g = 0 et h = 1y,, on trouve f(x) = Ga(x,y), d'ott AyGa = —14.

Preuve du théoréme 2.10. Grace au théoreme 2.9 il suffit par linéarité de vérifier que f(x) =
TzeaGa(z, 2) est solution lorsque g = 0 et h = 1,y avec z € A. Or pour tout x € 4,

f(l') = ]l{x:z} + ZIPx<Xn =z,n < TBA)
n=1

o
=Neap+ Y, Y P(Xn=2zn<7a| X1 =y)P(x,y)
yilz—yl, =1n=1

=l + > fWP,y)

wlz—yl,=1
grace a la propriété de Markov. On a bien f = h+ Pf sur A, c’est-a-dire Af = —hsur A. O

Les preuves des théoremes 2.9 et 2.10 restent valables pour des marches aléatoires asymé-
triques sur Z%, & condition de remplacer le générateur A de la marche symétrique par le géné-
rateur L := P — I, qui est un opérateur local : |x —y| > 1 = L(z,y) = P(x,y) = 0. Le dépas-
sement de ce cadre nécessite I'adaptation de la notion de bord : {y ¢ A: 3z € A, L(z,y) > 0}.

Le champ libre gaussien® est un modele d’interface aléatoire 1ié & la marche aléatoire
simple symétrique et au probléme de Dirichlet. Soit A C Z% un sous-ensemble non-vide fini.
Une interface est une fonction de hauteur f : A — R qui associe & chaque site € A une
hauteur f(z), également appelée spin. Pour simplifier, on impose la condition au bord f =0
sur le bord extérieur 94 de A. On note F4 l'ensemble des interfaces f sur A nulles sur le bord
OA, qu'on peut identifier & R4, L’énergie HA(f) de l'interface f € F4 est définie par

HA(f) =35 3 (@)~ )™
A

ou on a posé f = 0 sur 0A. L’énergie H(f) est d’autant plus petite que l'interface f est
«plate»r. En notant (u,v) 4 := Y 4 u(x)v(z) il vient, pour tout f € Fa,

HA(f) = 1550 3 (@)~ Fo)f() = 5(-AF )

€A yEA
|z—yh:1

3. «Gaussian free field» (GFF) en anglais.
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2.4. Marche aléatoire sur le groupe symétrique

Comme H4(0) = 0et Ha(f) = 0 entraine f = 0, la forme quadratique H 4 n’est pas dégénérée,
et on peut définir une loi gaussienne Q4 sur F4 favorisant les faibles énergies :

1
Qaldf) = ——e HalD gf on Z,:= / e Halh) gf,
ZA Fa
Cette loi gaussienne, appelée champ libre gaussien, est caractérisée par sa moyenne my4 : A — R
et sa matrice de covariance Cy : A x A — R, données pour tous z,y € A par

ma(z) = / FoQald) =0 ot Calz,y) = / Fofy Qaldf)—ma(@)yma(y) = —(AT) (@, y) = Cale,y),

ou f, désigne 'application coordonnée f, : f € Fq — f(x) € R.

2.4 Marche aléatoire sur le groupe symétrique

On considere r > 2 cartes a jouer empilées en un paquet vertical, et numérotées de 1 a r.
On dit que la carte du dessus est en position 1, etc, et que celle du dessous est en position 7.
Une configuration du paquet est codée par un élément o du groupe symétrique ¥, de sorte
que o(k) désigne la position de la carte numéro k. On étudie une maniere particuliere de
mélanger le paquet de cartes, appelée «top to random shuffle» en anglais, qui constitue sans
doute le battage de cartes le plus simple. Plus précisément, on considere la k-insertion qui
consiste a prendre la carte du sommet du paquet et a l'insérer entre la k¢ et k + 1° positions.
La 1-insertion n’a aucun effet. On convient que la r-insertion place la carte du sommet sous le

paquet. Une k-insertion fait passer de la configuration o a la configuration (k,k —1,...,1)o
ol

(k,k—1,...,1)
désigne la permutation correspondant au cycle k - k—1 — .- — 1 — k. On choisit
d’effectuer des k-insertions successives en utilisant une suite i.i.d. uniforme sur {1,...,r} pour

choisir k. En notant X, la configuration du paquet a I'instant n, on obtient une suite aléatoire
(Xn) =0 de Xy vérifiant pour tout n > 0,

Xn+l = 6n—i—l)(n =En+1- 81)(0

ot (€n),>; sont i.i.d. de loi uniforme sur C:= {(k,k —1,...,1): 1 <k <r} C%,. La suite
(Xn),>0 st une marche aléatoire a gauche sur le groupe (non abélien) %, d’incréments C.
C’est aussi une chaine de Markov d’espace d’états fini ¥, (de cardinal r!) et de noyau

oY) 1o(ole)

P(o,0') = ] .
1 o (1)
r a_i(r)

Configuration initiale ‘ Configuration apres mélange

FIGURE 2.5 — La carte en position k se déplace en position o (k).

Théoréme 2.11 (Convergence en loi). La chaine (Xp),,, est récurrente irréductible apério-
dique. Son unique loi invariante est la loi uniforme sur X, :

1 1
p= Zmaa:ﬁz(sg.

o€s, T oen,

La chaine (Xp),,~q converge en loi vers p quelque soit la loi initiale L£(Xo).
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2. MARCHES ALEATOIRES

Démonstration. Les transpositions spéciales 7 := {(r,7 — 1),...,(2,1),(1,7)} engendrent X,.
Comme les k-insertions (r,r — 1,...,1) et (2,1) correspondant & k = r et & k = 2 engendrent
T, on en déduit qu’elles engendrent Y,.. Donc C' engendre Y, et la chaine est irréductible.
Comme l'identité (1) est également une k-insertion (k = 1), la diagonale de la matrice de
transition de la chaine est > 0 et donc la chaine est apériodique. Comme 3., est un groupe,
il y a exactement r états qui conduisent a chaque état, donc les colonnes de la matrice de
transition ont exactement r entrées non nulles, toutes égales & 1/r. Ainsi, la transposée de la
matrice de transition est également une matrice de transition* et donc la loi uniforme est
invariante. Or toute chaine finie récurrente apériodique posséde une unique loi invariante vers
laquelle elle converge en loi quelque soit sa loi initiale. O

On souhaite & présent étudier la vitesse de convergence de la chalne vers sa mesure
invariante, partant d’une configuration initiale Xy fixée. Par invariance par translation, on
peut supposer que Xo = (1), c’est-a-dire que toutes les cartes sont dans l'ordre au départ. Au
temps 0 la carte r est en position r (tout en bas du paquet), et subit une remontée pas a
pas au fil du temps jusqu’au sommet. Cette remontée est de plus en plus rapide. Pour tout
1<k <r—1, on note T} le temps que cette carte passe en position r — k. Pour tout k > 1,
on a, avec la convention 77 + -+ Tp_1 =0si k =1,

Tk = min{n 2 1: XT1+"'+Tk_1+7l =Tr— k‘}
=min{fn>1: X,(r)=r—k}—(T1+ - +Tp_1).

Au temps T} + - - -+ T, la carte r est en position 1 (sommet du paquet). La variable aléatoire
T=1+Ti+ - +Tr

suit la loi du collectionneur de coupons de r coupons de probabilité d’apparition uniforme
étudiée dans le chapitre 1. Les variables aléatoires T1,...,7T._1 sont indépendantes avec
Ty ~ Geo((r — k)/r) pour tout 1 < k < r — 1. Notons que T' > r.

Théoréme 2.12 (Bon mélange apres remontée). Pour tout n > 0, les variables aléatoires
X74n et T sont indépendantes. De plus, X1y, suit la loi uniforme p sur 3.

On dit alors que T est un temps fort de stationnarité (d’apres Aldous et Diaconis).

Démonstration. La loi uniforme sur X, peut s’obtenir en tirant uniformément sans remise les
images de 1,...,r. D’autre part, la loi uniforme sur ¥, est invariante par translation.

Au temps T7, la carte r se trouve pour la premiere fois en position r — 1, car la carte
numéro 1 a été glissée sous le paquet. Au temps 17 + 15, la carte r se trouve pour la premiere
fois en position r — 2 car la carte numéro 2 a été glissée sous ou sur la carte 1. Les numéros
des deux cartes sous le paquet sont 1,2 ou 2,1 avec probabilité 1/2. Par récurrence, au temps
Ti+---4+1T,_1 =T —1, la carte r se trouve au sommet du paquet pour la premiere fois
et les 7 — 1 cartes qui sont sous elle ont des numéros répartis uniformément sans remise
dans {1,...,7 —1}. Au temps T, la carte r est placée aléatoirement et uniformément dans
le paquet a une position entre 1 et r et donc X7 suit la loi uniforme. Comme la probabilité
P(Xp = 0,T = k) ne dépend pas de o, on en déduit que T' et X7 sont indépendantes. Comme
w est invariante, on obtient X7, ~ p pour tout n > 0. O

Pour bien mélanger le paquet de cartes, on pourrait s’arréter au temps 7. Malheureusement,
on ne connait pas 1" en pratique! Alternativement, on pourrait chercher & déterminer une
valeur de n déterministe, aussi petite que possible, telle que dyr (£(X,,), 1) est proche de

4. Elle est doublement stochastique (ou bistochastique). L’ensemble des matrices doublement stochastiques
n x n est un polytope (intersection de demi-espaces) convexe et compact & (n — 1)2 degrés de liberté. Ses points
extrémaux sont les matrices de permutations (Birkhoff et von Neumann). Encore le groupe symétrique !
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2.5. Notes et commentaires

zéro, ou dyr (-, ) est la distance en variation totale (section 1.3). Il s’avére que pour r assez
grand, la quantité dyr (£(X,), 1) passe de 1 & 0 de maniére abrupte® autour de n = rlog(r).
Ce phénomene de convergence abrupte est quantifié par le théoréeme suivant.

Théoréme 2.13 (Convergence abrupte autour de n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,

dvr (L(X; 1og(r)er)s 1) < €.
Si (CT)T>1 dans Ry vérifie lim, o ¢, = 0o et rlog(r) — re, > 0 pour tout r > 1, alors
Jim dyr (L(X; 10g(r)—rey ) 1) = 1.
Démonstration. Grace au théoréme 2.12, on a, pour tout A C X,
n
P(Xp€A)=> P(Xp€AT =k +P(X,=0,T>n)
k=0

<Y P(Xn€ AT =k)+P(T > n)
k=0

= P(Xrpnk € AT =k)+P(T >n)
k=0

- zn:u(A)IP(T = k) + P(T > n)
k=0

W AP(T < n) +P(T > n)
< u(A) + P(T > n).

dott P(X, € A) — u(A)

N

PP(

N

> n). Appliqué a A et A°, cela donne, pour tout n > 0,
dyt (L(Xy),p) < P(T > n).
Le résultat voulu découle a présent du théoreme 1.16 sur le collectionneur de coupons. O

Le graphique de la figure 1.2 page 1 illustre le phénomene de convergence abrupte.

2.5 Notes et commentaires

La marche aléatoire simple sur Z?, étudiée notamment par George Pélya puis par Frank
Spitzer, fait partie des modeles de base des probabilités. Elle fait ’objet d’une attention
particuliere dans les livres [Fel68, Spi70, DS84, Nor98|. L’analyse de Fourier constitue une
alternative puissante & la combinatoire pour ’étude de la récurrence et de la transcience,
comme expliqué par exemple dans les livres [Law13, LL10]. L’astuce combinatoire de Désiré
André se trouve dans [And87]. La physique statistique a inspiré nombre de modeles de marches
aléatoires, comme par exemple les marches aléatoires en milieu aléatoire, en paysage aléatoire,
en auto interaction (évitement, renforcement, excitation, ...), etc. Ce sujet historique est d’une
grande richesse et fait toujours l'objet de recherches a I’heure actuelle. Les chapitres 5, 11,
et 7 font intervenir des marches aléatoires. Par ailleurs le théoreme limite central permet de
concevoir le mouvement brownien comme un analogue en temps et en espace continus de la
marche aléatoire simple, obtenu comme limite d’échelle de modéles discrets (¢Z 4 approche
R%). Le probléeme de Dirichlet discret est étudié en détail dans le livre [Law13]. Le probleme
de Dirichlet possede une version a temps et espace continus, étudiée dans le chapitre 23, qui

5. On parle de «cutoff phenomenon» en anglais.
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2. MARCHES ALEATOIRES

est une limite d’échelle du probléme de Dirichlet discret. Au niveau du processus, la marche
aléatoire simple symétrique devient le mouvement brownien grace au théoréme limite central,
tandis qu’au niveau du générateur, le laplacien discret devient ’opérateur différentiel laplacien
grace a une formule de Taylor. Le champ libre gaussien constitue un objet fondamental en
physique mathématique, abordé par exemple dans le livre [GJ87], tandis que sa limite d’échelle
est présentée dans [She07].

Le modele de battage de cartes étudié dans ce chapitre, bien que peu réaliste, a le mérite
de mener tres simplement au phénomene important de convergence abrupte a 1’équilibre,
commun a la plupart des maniéres de mélanger les cartes qui ont été étudiées, comme par
exemple le «riffle shuffie» : on coupe le paquet en deux et on fusionne les deux sous-paquets
en intercalant leurs cartes. La convergence abrupte dans les battages de cartes fait partie plus
généralement du théme de la convergence a 1’équilibre des chaines de Markov, tres étudié par
Persi Diaconis et ses collaborateurs, et brillamment présenté dans les livres [AF01, LPW09].

Le collectionneur de coupons intervient également dans ’analyse de la marche aléatoire
sur ’hypercube (section 3.1) qui constitue un exemple remarquable de marche aléatoire sur
un graphe régulier. Il est également possible de définir des marches aléatoires sur des graphes
orientés ou non plus généraux, en considérant, pour chaque sommet, une loi sur ses voisins.
Ces marches constituent des chaines de Markov. Réciproquement, toute chaine de Markov
d’espace d’états au plus dénombrable peut étre vue comme une marche aléatoire sur son
graphe squelette. L’algorithme PageRank de Google est basé sur une marche aléatoire sur
le graphe orienté des pages web. Un autre exemple classique est celui de la marche aléatoire
sur le graphe de Cayley d’un groupe finiment engendré. On peut enfin définir une marche
aléatoire sur un groupe en utilisant des «incrémentsy i.i.d.
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CHAPITRE

Modeéle d’Ehrenfest

Mots-clés. Urne; chaine de Markov ; mesure invariante ; mesure réversible ; temps de
retour ; convergence a ’équilibre.

Le second principe de la thermodynamique postule que pour tout systéeme isolé, une
grandeur macroscopique extensive appelée entropie augmente au cours du temps. Dans la
théorie cinétique des gaz de Boltzmann, le second principe est une conséquence de la mécanique
classique appliquée aux constituants microscopiques. Bien que séduisante, cette approche fut
critiquée par les adversaires de 'atomisme. En effet, comment lever la contradiction entre la
réversibilité microscopique héritée de la mécanique classique et 1'irréversiblité macroscopique
de la thermodynamique ? Ce paradoxe est résolu par le modéle d’Ehrenfest.

FIGURE 3.1 — Répartition des particules dans les deux urnes.

3.1 Modele microscopique

Considérons deux urnes A et B dans lesquelles sont réparties a boules numérotées de 1
a a. On associe a une configuration, c’est-a-dire a une répartition des a boules un élément
x = (z(1),...,2(a)) de 'hypercube discret F' = {0,1}" ot (i) = 1 si la particule i est dans
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3. MODELE D’EHRENFEST

l'urne A et (i) = 0 sinon. On dit que deux configurations = et y de F' sont voisines, et on
note x ~ y, si elles ne difféerent que d’une coordonnée. Cette relation de voisinage définit sur
F une structure de graphe non orienté dont les sommets sont les points de F' et les arétes
sont les couples de sommets voisins. La marche aléatoire sur I’hypercube discret (Yn)n>0 est la
chaine de Markov sur F' dont la matrice de transition est donnée, pour tous =,y € F', par

1 .
- siz~uy,
Qz,y) = g

sinon.

Cette matrice est symétrique et en particulier doublement stochastique.

Lemme 3.1 (Propriétés). La chaineY de matrice de transition Q est irréductible, récurrente,
de période 2, et la loi uniforme m sur F' est invariante et réversible. De plus, le temps moyen
de retour en x € F ne dépend pas de x et vaut 2°.

La loi du temps d’atteinte de y en partant de x ne dépend que de la distance

a

d(z,y) =Y lei —yil = o =yl

i=1

qui compte le nombre de coordonnées différentes entre z et y. Notons my (en oubliant un
moment la dépendance en a) le temps d’atteinte moyen de y partant de z lorsque d(z,y) = d.

Théoréme 3.2 (Temps moyens). Pour 1 < d < a, on a

d 7 a
mq = Zl Qi ou Qf= Z (55)1)

k=0

sil<i<a—1.

Démonstration. D’apres la propriété de Markov, la suite (md)0<d<a+1 vérifie

d .
mg=1+-mg_1 +—mgy1 sil<d<a,
a a

mo = Mg+1 = 0,
et ce systeme d’équations de récurrence posséde une unique solution. O

Comme Y est de période 2, la loi de Y,, ne converge pas vers la loi invariante m quand
n — 0o. Pour rendre la chaine apériodique, on peut la rendre paresseuse 2. Cela consiste &
modifier la matrice de transition en posant, pour tous x,y € F

1 1
Q(Ly) = El{y:x} + §Q(Z7y)

La chaine (Zn)n>0 associée & la matrice de transition (3 reste sur place avec probabilité
1/2 ou se déplace avec la méme probabilité vers I'un des sommets voisins choisi selon la loi
uniforme. Cette chaine est irréductible récurrente apériodique et réversible pour la loi 7. La
loi de Z,, converge donc vers m quelle que soit la loi de Zy. Nous présentons deux méthodes
pour quantifier cette convergence. La premiere fait appel a une méthode de couplage et au
collectionneur de coupons de la section 1.5. La seconde, plus fine, utilise la décomposition
spectrale de Q. Note note dyr (-, -) la distance en variation totale étudiée dans la section 1.3.

1. Sur les trajectoires de Y, cela signifie que si Yo ~ 7 alors (Yo,...,Ys) o (Yn,...,Yo) pour tout n € IN.
2. «Lazy chain» en anglais.
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3.1. Modéle microscopique

Théoréme 3.3 (Temps long et collectionneur de coupons). Pour tout n > 0,
max dyr (Q"(z,),7) < P(T, > n),
zeF

ou T, est le temps de complétion d’une collection de a coupons.

Démonstration. On construit simultanément deux chaines de Markov Z et 7' de matrice de
transition Q de lois initiales respectives g, ... o) et d(q,..,1) dont les trajectoires sont égales apres
un temps aléatoire que ’on sait controler. Pour cela, on se donne deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes (Un),,~q et (Va),>q de lois respectives de Bernoulli Ber(1/2)

et uniforme sur {1,...,a}. On pose alors pour tout n > 0 et 1 <i < a,
Zns1(Vn) = Uy, Z;LH(Vn) =Un,
Znir(i) = Zu(i) si i # Vi, L) = Z4(0) s i # Vi

En d’autres termes, a chaque instant une coordonnée est choisie uniformément et elle est
mise & jour a la méme valeur pour les deux chaines. Si les coordonnées étaient égales, elles le
restent. Sinon, elles le deviennent. Le temps de couplage est alors le premier instant ou toutes
les coordonnées ont été mises a jour au moins une fois. Si les variables aléatoires (7;), <,
désignent les temps successifs de mise & jour d’une nouvelle coordonnée alors les variables
aléatoires (GZ-)KZ.@ définies par G1 =1 et G; =T; — T;_1 pour 2 < i < a sont indépendantes
et de lois géométriques de parametres respectifs (a + 1 —¢)/a. On retrouve ici le collectionneur
de coupons de la section 1.5, d’ou le résultat. O

Le théoréme 1.15 assure que

T, —alog(a) 1o

G,

a a—00

ol G est une variable aléatoire de loi de Gumbel, de fonction de répartition r € R e’

Le temps de mélange de la chaine associée & la matrice Q est donc de l'ordre de alog(a). On
peut améliorer ce résultat d’un facteur 2.

Théoréme 3.4 (Temps long). Sin = (1/2)alog(a) + ca avec ¢ > —(1/2)log(log(2)), alors

6—8

Ve
Démonstration. On munit R = R*" du produit scalaire usuel noté (-, -). La matrice stochas-
tique Q est symétrique 3, son spectre est réel et inclus dans [-1,1] = RN{z € C: |z| < 1}.

. . . F i )
De plus, il existe une base orthonormée de R" formée de vecteurs propres (f;), <j<2a de Q
associés aux valeurs propres (A;), <j<aa classées par ordre décroissant. En particulier, A\; vaut

ma}(dvgp (Q"(m, ), 77) <

IS

1 et f1 est la fonction constante égale & 27%2. Pour toute fonction f de F dans R et = de F,

2@ 2@

Q' (f)(@) =D ) @A = a(f)+ > (f i) i)\

=1 =2

En particulier, si f(z) = 1,(z) pour z € F, on obtient la décomposition spectrale

-
Q"(z,y) = % + Z £i(@) fi(y)A].
j=2

3. Pour toute matrice de transition sur un espace d’états fini, la loi uniforme est invariante (respectivement
réversible) si et seulement si la matrice est doublement stochastique (respectivement symétrique).
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3. MODELE D’EHRENFEST

D’apres le théoreme 1.4 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2
tdvr (@), 7)) = 3| - o) <23 |@ ()~ wto)|

yeF

Puisque (f;); est une base orthonormée, la décomposition spectrale précédente assure que

S|y )| = Zfl ) fis 1)NPA? = Zfz )22,

yeFr 3,J=2

~ ~ 2
Par symétrie de F et Q, la quantité ZyeF ‘Q"(az,y) — w(y)) ne dépend pas de z € F. En
sommant sur x € I, on obtient

2(1
2 3@ () — )| = S
yel =2

qui fournit la majoration
ddvr (Q"(w,),7()) < E:A%

Or on peut établir que les valeurs propres de Q sont les réels (1 — k/a)gcp<, avec les multipli-
cités respectives (Z) pour 0 < k < a. On a donc

saer (@ 7)< 3 (12 8) 7 (5) « e (1) = (1 ey

k=1 k=1
Le choix n = (1/2)alog(a) + ca fournit

~ 2 6—20 a o
Adyr (Q"(% ')ﬂr) < <1 + > —1<e” -1
a
Onae® ™ —1< 22 dos que ¢ > —(1/2)log(log(2)), ce qui conclut la preuve. O

Une autre facon de contourner le probléme de la périodicité de la matrice Q est d’introduire
une version a temps continu (Z;),-, de la chaine (Y,),-. On suppose que chaque coordonnée
est mise a jour (de 0 & 1 ou de 1 a 0) a des instants aléatoires. Plus précisément, soient
(N(i))lgz‘ga des processus de Poisson indépendants de méme intensité 1/a. Posons

Z4(i) = Zo(i) + N mod2.

Chaque coordonnée est mise a jour indépendamment des autres a des temps exponentiels
de parametre 1/a. Cette dynamique peut étre résumée par le générateur infinitésimal du
processus L = Q — (1 — 1/a)I : pour toute fonction f de F' dans R et tous x,y € F,

Lf(x) == (f(v) - f(z)).
Yy~x
La loi uniforme 7 est solution de 7L = 0 et constitue ici encore la loi invariante de Z. On
peut construire un couplage (Z, Z’) comme suit : les couples de coordonnées (Z.(i), Z!(1)) ;<
évoluent indépendamment et pour chaque i, Z;(i) et Z;(i) sont indépendants tant qu’ils sont
différents et restent collés lorsqu’ils se touchent. Le temps de couplage S, s’écrit alors
S = max (E;),
1<i<a

olt les variables aléatoires (E;),;c, sont indépendantes de loi exponentielle Exp(2/a). Le
temps aléatoire S, est plus facile a étudier que le temps T, de complétion d’une collection
méme 8’ils ont le méme comportement asymptotique comme le montre le résultat suivant.
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3.2. Urne d’Ehrenfest

Théoréme 3.5 (Temps long pour la chaine & temps continu).

Sa — (a/2)log(a) loi
a/2 a—00

G,

ot G est la loi de Gumbel de fonction de répartition r € R+ e™¢ "

On retrouve le phénomene de convergence abrupte pour S, autour de la valeur (a/2)log(a)
avec une fenétre de largeur a.

Démonstration. Pour tout a > 1 et r > —log(a)/2,

- (1 . IP(El < g(r+log(a)))>a

Ainsi, pour tout r € R,

IP(SQ — (ZZ) loga < r)

ce qui est la convergence annoncée. O

3.2 Urne d’Ehrenfest

Observer I’évolution de la chaine Y demanderait de pouvoir déterminer la position de
chaque particule ce qui est physiquement impossible car a est de 'ordre du nombre d’Avogadro 2.
La grandeur macroscopique qui nous intéresse, et que ’on peut mesurer, est la proportion ou le
nombre de particules situées dans 'urne A. Pour simplifier certaines expressions dans la suite,
on sera amené a se placer parfois dans le cas ou a est pair. La lettre b désignera alors toujours
dans la suite 'entier a/2. A la chaine de Markov Y qui décrit le systéme microscopiquement
on associe le processus (X;,),-, a valeurs dans E = {0,1,...,a} olt X, := Y i | Y;,(i) est la
somme des coordonnées de Y,,, qui décrit le systeme macroscopiquement.

Théoréme 3.6. Le processus (Xy),,»( est une chaine de Markov sur E de matrice de transition

0 1 0 0 ... 0
1/a 0 (a—1)/a 0
p_ 0 2/a 0 (a—2)/a
S . 0
D 0 (a—1)/a 0 1/a
0 0 0 0 1 0

irréductible, récurrente, de période 2. La loi binomiale Bin(a,1/2) est invariante et réversible.

4. Ce nombre approximativement égal & 6.022 x 10?3 définit la mole et correspond au nombre d’atomes
dans 12 grammes de carbone 12. C’est aussi environ le nombre de molécules contenues dans 22.4 litres d’un
gaz parfait dans les conditions normales de température (20 °C) et de pression (1 Pa).
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3. MODELE D’EHRENFEST

Démonstration. Soit F,, respectivement G, , la tribu engendrée par (Xk)0<k<n’ respectivement
(Yi)o<hens €t soit S(y) =y(1) +--- +y(a) pour tout y € F. Puisque X, = S(V},), la tribu F,
est incluse dans la tribu G,. On a donc, pour toute fonction f de FE dans R,

E(f(Xn-H) ‘fn) = E(E(f(Xn-‘rl) ‘ gn) ‘fn)

Par définition de X et puisque Y est une chaine de Markov,

E(f(Xnt1) [Gn) = E(f(S(Yn41)) [Gn) = E(f(S(Yni1)) [ V).

Enfin,

B (S0 [ %) = (1
On a donc
B () | 720 =B( (1 22 )+ 0+ (32) 16, - 117
= (13 e+ (2 ) -,

ce qui prouve que X est une chaine de Markov de matrice de transition P. La chaine est
irréductible puisque i et ¢ + 1 communiquent pour tout 0 < ¢ < a. Comme ’espace d’états
est fini, la matrice est donc récurrent (positive). Pour tout n, X,, et X, 11 n’ont pas la méme
parité et Pg,o > 0 et la chalne est de période 2.

Note : en général, I'image d’une chaine de Markov n’est pas une chaine de Markov. [

3.3 Espérance et variance de la pression au cours du temps

La pression au temps n dans 'urne A est de 'ordre de P,, = X, /a. On s’intéresse ici aux
deux premiers moments de cette variable aléatoire.

Théoréme 3.7 (Pression). Pour tout n € IN, en notant « =1 —2/a et =1—4/a,

B(P) =} + (E<P0> - ;)a

_1=p"
 4a

V(P,) -

2
V) - (B(R) - ) @2 - )

Démonstration. On raisonne par conditionnement :

X X
E(Xpi1| Xn) = (Xn+1)(1 — 7”) + (X — 1)7" =aX, + 1.

On en déduit, en prenant I'espérance, une relation de récurrence pour la suite (IE(F,)),, qui
donne immédiatement la formule pour la moyenne. De méme,

B | X) = (G 17(1- 58 ) 4 (6, = 1Ko = (12 ) X2 42X, 41,
Ceci implique
4 4 2 2n
V(Xp41) = BY(Xa) + —E(Xp)(a — E(Xa)) = BV(X,) +1 = - (E(Xo) - 5) o™

Un simple calcul fournit alors la formule pour la variance. O
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3.4. Fluctuations autour de la moyenne a 1’équilibre

Remarque 3.8 (Valeurs et vecteurs propres). Soit f la fonction sur E définie par f(x) = z—b
ou b = a/2, qui s’identifie avec le vecteur colonne (—b, —b+1,...,b—1, b)T. Un calcul immédiat
montre que Pf = (1 —2/a)f. Ainsi, pour tout n > 0 et tout x € E,

E(Xn | Xo=2) —b=E(f(Xn) | Xo =2) =P"f(z) = a"f(z) = " (x - b).

On retrouve la relation pour la moyenne du théoréme 3.7 en prenant ’espérance par rapport
a la lot de Xo. Plus généralement, on peut montrer que si a = 2b est pair alors les valeurs
propres de P sont les rationnels (i/b) ;-

D’apres le théoreme 3.7, si le vide est fait dans 'urne A a I'instant initial, alors Xy = 0,
Py =0, et la pression moyenne E(FP,) au temps n converge géométriquement vers 1/2 quand
n — oo. D’autre part V(P,) < 1/(4a) puisque V(Py) = 0 et a® > j, et I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev donne

1
P(P, —E(P)| > ¢) < -

Comme a est tres grand, la variable P, est quasiment déterministe, ce qui correspond a
'expérience. La figure 3.2 donne la trajectoire de (F,),-, pour différentes conditions initiales.

0.9 4
0.8 4
0.7 4

0.6

0.5 oy,

0.4

0.3 o

0.2

0.1 4

T T T 1
0 5000 10 000 15 000 20 000

FIGURE 3.2 — Evolution de la proportion de particules dans 'urne A pour différentes valeurs
initiales 0, 1000, et 4000, pour a = 4000 particules.

3.4 Fluctuations autour de la moyenne a I’équilibre

Supposons que le systeme soit a 1’équilibre, c’est-a-dire que X soit de loi binomiale
Bin(a, 1/2). Alors, P = X /a vérifie, en vertu du théoréme limite central,

T 2 2
P(|P-1/2>—~] =~ 201-())< —=7/2
(1P-17212 5% ) | =, 20— 0(@) < e

ou ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard N(0,1). Une autre fagon
d’estimer cette probabilité consiste a utiliser I'inégalité de Chernov. Si (Z;);- sont des variables
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3. MODELE D’EHRENFEST

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi de Rademacher (1/2)(d_1 + 01)
alors, pour tout r > 0 et tout A > 0,

1 n n
P ( Z Z; > 7“) =P (exp ()\Z Zi> > e’\m"> < 6_>‘"Tch()\)".
n
i=1 i=1

En remarquant que ch(\) < exp ()\2 / 2), grace par exemple a un développement en série, et
en optimisant en A, ce qui conduit a choisir A = r, on obtient

1o C?
IP(nZZi 27‘) e /2,
=1
Ceci assure que ,
P(|P—1/2| >r) < 2e 2.

Si a =5 x 10?2 alors la probabilité de trouver une fluctuation supérieure au milliardieme est
inférieure a 2¢710°. Cette probabilité extrémement petite rend 1’événement inaccessible.

3.5 Quand reverra-t-on le vide ?

La chaine d’Ehrenfest (X,,), -, est irréductible & espace d’états fini, et elle visite donc tous
les états, et les temps d’atteinte de chaque état est intégrable. Ceci peut sembler paradoxal
si 'on pense a l'irréversibilité macroscopique. Essayons donc d’estimer ces temps d’atteinte
moyens. Le plus simple est de s’intéresser tout d’abord aux temps de retour. On définit le
temps T;; de premier retour en ¢ de la maniére suivante :

T;i=inf{n>1, X, =i| Xy =1}
Théoréme 3.9 (Temps de retours moyens). Si a est pair et b= a/2 alors
E(Tgo) =2% et E(Tbb> ~ Vb.

Démonstration. L’espérance du temps de retour en i est égale a 1/7(7) ou 7 est la loi invariante,

qui n’est rien d’autre que Bin(a,1/2). On a m(i) = 27¢ (‘ZI), et le résultat est alors immédiat

pour ¢ = 0 et découle de la formule de Stirling pour ¢ = b. O

Il faut donc attendre un temps immense avant que I'urne A initialement vide, ne le
redevienne! On souhaite & présent plus de précision et obtenir des estimations des temps
d’atteinte de 0 et b partant de 0 ou b. Soit m;; le temps moyen d’atteinte de j par la chaine
partant de 7. Partant de ¢ 4+ 1, la chailne doit passer par ¢ pour aller en 0, donc pour 0 < i < a,

Mi+1,0 = Mit14 + Mi0-
Par symétrie, pour 0 <t < a,
M;i+1 = Ma—i,a—i—1 = Mg—i,0 — Mg—i—1,0-

Il suffit donc de connaitre les réels (m;); pour déterminer les réels (m;j);;. Remarquons a

présent que X, = 0 si et seulement si Y,, = (0,...,0). Donc le temps moyen que met X a se
rendre de 7 a 0 est le temps moyen que met Y d’aller de n’importe quel élément de F' situé a
une distance ¢ de (0,...,0) a (0,...,0), autrement dit m{. Le théoreme 3.2 assure alors que
a—1 a—i—1
Miit+1 = Ma—i,0 — Ma—i~1,0 = Z Qok — Z Qixr=Qf powr0<i<a-1
k=1 k=1
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3.6. Notes et commentaires

Corollaire 3.10 (Temps d’atteinte moyens). On a

)
() s
Q

2(1
jf
a .. .
mij = Z k s11 <],
k=1
a—j—1
Qi sii>j.
k=a—1

Théoréme 3.11 (Temps d’atteinte moyens). Si a est pair, alors, en notant b = a/2,

a(2log(2) —1/2) =2 <moyp < a(1/4+ (1/2)log(a)),

1 2
2911+ <mog <201+ )
a—1 ’ a—1

Démonstration. On se contente d’établir la premieére estimation. Pour tout 0 <i < a —1,

om0 £ 6) ¢

1 k=i+1 1

Donc

mop + mpo = 2%

De plus, puisque mp g = mp 4, on a

-1
a
mo,q = Mo + Mp g = 2 E —

i:O('L)‘

Remarquons a présent, en séparant les deux premiers termes de la somme des autres, que

b—1
1 1 1 b—1
1+a—1<2(“f1) <14_@—1—’_(@_1)

= ) 2

ce qui fournit ’encadrement souhaité. ]

Le théoreme 3.11 assure que le temps mis par le systéme pour passer d’un état de total
déséquilibre a celui d’équilibre parfait est extrémement négligeable devant le temps mis pour
I’évolution inverse. Pour un nombre de particules égal a 100, mg 50 est majoré par 256 tandis
que mso,0 est de 'ordre de 103Y soit quelques mille milliards de milliards de milliards.

3.6 Notes et commentaires

Le temps de mélange pour la marche aléatoire sur ’hypercube vérifie une propriété de
convergence abrupte autour de (a/2)log(a) de fenétre a : dans un intervalle de longueur de
Pordre de a autour de (a/2)loga la distance en variation totale entre Q" (x,-) et m passe d'un
voisinage de 1 & un voisinage de 0. La borne supérieure est fournie par le théoreme 3.4, qu’on
peut compléter par 'estimation suivante qui se trouve dans le livre David Levin, Yuval Peres,
et Elizabeth Wilmer [LPWO09] : si n = (1/2)alog(a) — ca avec ¢ > 0, alors

A" . _ Q,—(2¢+1)
?ggdvrp (Q (x, ),7r> >1-—8e .
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3. MODELE D’EHRENFEST

Ce résultat semble provenir d’un travail de Persi Diaconis et Mehrad Shahshahani [DS87].
Les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de transition P de la chaine d’Ehrenfest
X sont obtenus par Mark Kac dans [Kac47]. On peut également les obtenir a partir de ceux
de la matrice de transition Q du modeéle microscopique (marche sur ’hypercube) qui sont
décrits dans le livre [LPW09, exemple 12.15].

La relation classique entre espérance du temps de retour et mesure invariante utilisée dans
la preuve du théoréme 3.9 est établie par exemple dans le livre de James Norris [Nor98]. Les
théorémes 3.2 et 3.11 sont tirés du livre de John Kemeny et Laurie Snell [KS76].

Les particules passent treés vite d’une urne a l'autre. Ainsi, le temps microscopique
est différent du temps macroscopique. Considérons qu’une unité de temps macroscopique
corresponde a a changements d’urnes. Quelle est alors I’évolution de la pression dans cette
nouvelle échelle de temps ? Le théoréme 3.7 entraine immédiatement que, pour tout ¢ > 0,

E(Play) —— L (E(PO) - 1)6% et B(Via)) —— V(Xo)e ™,

a—oo 2 2

puisque |at|/a tend vers t. Cette convergence est la partie émergée d’un iceberg : convena-
blement renormalisée en temps et en espace, la chaine d’Ehrenfest converge en loi vers le
processus de diffusion d’Ornstein- Uhlenbeck, comme présenté dans le chapitre 26.
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CHAPITRE 4

Modele de Fisher-Wright

Mots-clés. Chaine de Markov ; martingale ; absorption ; invariance.

Ce chapitre est consacré a des modeles d’évolution de génotypes au fil des générations
dans une population de taille constante. Le point de départ est la loi de Hardy-Weinberg liée
a la théorie de Mendel, qui nous conduit au modele de Fisher-Wright, le coeur du chapitre,
puis aux modeles de Cannings et de Moran, inspirés du modele de Fisher-Wright.

La théorie de Mendel assure la préservation de la variabilité des génotypes.

Théoréme 4.1 (Loi de Hardy-Weinberg pour la théorie de Mendel). Considérons les fré-
quences alléliques dans une population pour un géne pouvant s’exprimer sous la forme de deux
alléles A et B dans une population hermaphrodite' diploide? idéale :

1. Les générations sont séparées (elles ne coexistent pas)

2. La population est de taille infinie

3. Les individus s’y unissent aléatoirement (pas de choix du conjoint)
4. Il n’y a pas de migration, pas de mutation, pas de sélection

Sip € [0,1] est la proportion d’alléles A dans la population initiale et 1 — p la proportion
d’alléles B alors c’est encore le cas a chaque génération suivante. De plus, si r, s, t sont
les proportions respectives des génotypes AA, AB et BB dans la population initiale avec
r—+ s+t =1 alors les fréquences de AA, AB, et BB pour toutes les générations suivantes
sont égales a (r+ 5/2)2, 2(r + 5/2)(t + 5/2) et (t + 5/2)2.

Notons que p = r + s/2 (contributions de AA et AB normalisées a 1).

Démonstration. Un individu AA est issu
— & coup siir d’un couple AA et AA qui a une probabilité r? de se former,
— avec probabilité 1/2 d’un couple AA et AB qui a une probabilité 2rs de se former,
— avec probabilité 1/4 d’un couple AB et AB qui a une probabilité s> de se former.
La fréquence du génotype AA a la génération 1 est donc donnée par

2

rz—i—rs—i-i— <r+§)2
4 2/

Par symétrie, la fréquence du génotype BB est (t+ 3/2)2. La derniere est obtenue par
différence. En réappliquant ces formules on voit que les proportions sont constantes des la

1. Hermaphrodite : chaque individu peut étre méale ou femelle.
2. Diploide : qui possede un double assortiment de chromosomes semblables.
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4. MODELE DE FISHER-WRICHT

premiére génération. La fréquence de l'alléle A dans la population initiale est 2r+s (normalisée
a 2 car chaque individu a deux alleles). A la génération suivante, elle vaut

s\ 2 S s

Elle est donc bien constante au cours du temps. ]

La loi de Hardy- Weinberg est généralisable & un locus® avec plusieurs alleles Ay, ..., Ay. Les

relations de dominance entre alleles n’ont pas d’effet sur I’évolution des fréquences alléliques.
Il n’y a pas d’évolution. Il faut violer les hypotheses du théoréme pour expliquer ’apparition
d’hétérogénéité darwinienne dans les populations au cours des générations.

4.1 Modele de Fisher-Wright et fixation

Le modéle de Fisher- Wright est un modele simple de ’évolution de la fréquence d’un gene
a plusieurs alleles au fil des générations dans une population. On suppose que la population
est de taille finie constante, hermaphrodite, que les générations sont séparées, qu’il n’y a pas
de migration, mutation, sélection, et que les unions sont indépendantes du caractere étudié.

On néglige dans un premier temps les phénomenes de mutation et sélection. On note
N € IN* la taille de la population et n = 0,1,2,... les générations successives. Sur le locus
étudié, on peut trouver deux alleles différents notés A et B. La variable aléatoire X,, compte
le nombre d’alleles A a la génération n. La population a la génération n + 1 est déduite de
celle de la génération n par un tirage avec remise de N individus de la génération n ou la
probabilité d’obtenir A est X, /N. On peut réaliser (X,),-, comme une suite récurrente

aléatoire X, 11 = Z]k,v:l Ly, v<xn/Ny O (Unk) s 1<peny SO0t des viar. id.d. de loi uniforme
Ly LIS KRx

sur [0, 1], indépendantes de Xy. Pour tous g, ..., z,, on a
: . x
L(Xpt1| Xo=2x0,...,Xpn =2xn) = L(Xp41]| Xn = xn) = Bin(N,1¢,,,) ou ¢, := N
Le processus (Xp),,q est une chaine de Markov homogene d’espace d’états {0,1,..., N} et

de matrice de transition P donnée pour tous z,y € {0,1,..., N} par

P(r,y) = P(Xpi1 = y| X, = ) = ({Z ) (L = )N,

Les états 0 et N sont absorbants (deux classes de récurrence singleton) tandis que tous les
autres états menent a {0, N} et sont donc transitoires. Lorsque la population ne contient plus
qu’un alléle, on dit qu’il est fizé dans la population. Le temps de fization est défini par

T:=inf{n >0: X, € {0,N}}.
L’espace d’états étant fini, le temps d’atteinte 7' de {0, N} est fini p.s. et intégrable :
P(T <oo)=1 et E(T) < oo.

De plus (Xn)n>0 converge p.s. vers la v.a. X7 qui suit une loi de Bernoulli portée par 0 et N.
On a P(Xy =0) +P(Xp = N) = 1. L’événement { X7 = N} signifie que l'allele A est fixé
tandis que I'événement { X = 0} signifie que lalleéle B est fixé.

Remarque 4.2 (Couplage avec un jeu de pile ou face). Il est possible d’obtenir une minoration
de T par une variable aléatoire géométrique par couplage. On commence par observer que pour

tout x et toutn on a P(X,41 € {0, N} | X,, =2) =P(2,{0,N}) > ps ou
px = min P(z,{0,N})= min (1 - 7/’96)]\[ + ¢iv > 2 N1

0<z<N 0<z<N

3. Locus : localisation précise d’un gene particulier sur un chromosome.
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4.1. Modele de Fisher-Wright et fixation

Fisher-Wright taille N=100 init X0=25 tmax = 200
100 T T T

Taille population

N

100 150 200
Temps

FIGURE 4.1 — Quelques trajectoires, jusqu’au temps t = 200, de la chaine de Fisher-Wright
pour une population de taille N = 100, toutes issues de Xg = N /4 = 25.

(atteint en 1, = 1/2). Ainsi, la chaine atteint un état absorbant 0 ou N avant qu’un lanceur
de piéce n’obtienne son premier pile avec une piéce qui fait pile avec probabilité 2~ N1,
En toute rigueur, le raisonnement nécessite de pouvoir construire le couple de processus
(jeu de pile ou face et chaine de Fisher-Wright) sur le méme espace de probabilités. Pour
y parvenir, représentons la chaine de Markov comme une suite récurrente aléatoire : pour
tout © € {0,..., N}, soit (Iny)oc,<n une partition de Uintervalle [0,1], avec Iy de longueur
|2yl = P(x,y), et soit (Un),,5, une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], indépendante
de Xy. On réalise (Xn)n>0 en utilisant la récurrence Xp41 =y si Upy1 € Ix,, 4. 1l est bon
de faire un dessin figurant une tour de N + 1 copies de l'intervalle [0,1] avec ses N + 1
partitions. Dans cette construction, on peut toujours ordonner les intervalles a loisir, et
supposer que I, o et I, y sont les deux premiers en partant de la gauche. Par construction
Px = MiNg<a<N ’Ix,O U I:):,N‘ et

T:=inf{n>0:X, €{0,N}} <Ti:=inf{n>1: 1, <.y =1}

et Ty suit la loi géométrique sur IN* de parameétre p,.. En particulier, T est intégrable et donc
fini p.s.. Cette méthode de couplage fournit plus généralement, pour des chaines de Markov,
un minorant géométrique des temps d’atteinte d’ensembles.

Remarque 4.3 (Modéle a plus de deux alleles). Le modéle de Fisher-Wright a € > 2 alléles
Aq, ..., Ay fait intervenir la loi multinomiale. Plus précisément, X,, prend ses valeurs dans
{xeN iz + +ap=N} et L(Xny1]|Xoy..., Xn) = L(Xpq1| Xyp) = Mul(N, 32).

On adopte les notations usuelles P, = P(-| X = z) et E; = E(-| Xo = z).
Théoréme 4.4 (Probabilité de fixation). Pour tout x € {0,1,..., N},

P.(Xp=N)=1-P, (X7 =0) = %
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4. MODELE DE FISHER-WRICHT

Démonstration. Plagons-nous dans le cas ou Xy ~ ;. On a P,(T < o0) = 1, et comme T
est un temps de fixation, on sait que (Xn)n>0 converge p.s. vers Xp. Comme ’espace d’états
est borné, le théoréeme de convergence dominée s’applique et la convergence a lieu dans L',
d’ou limy, 00 Ex(X,) = E(X7) = 0Px(X7 = 0) + NP,(Xp = N) = NP,(Xr = N). Or
grace a la loi conditionnelle binomiale £(X,|F,—1) = L(X|X,—1) = Bin(N, X’;V‘l), on a
E(X,) = B(E(X,|F-1)) = B(N221) = B(X,,1) = --- = E(Xp) = z, d’ott le résultat. [

Les formules pour la probabilité de fixation peuvent s’obtenir en utilisant le systeme
linéaire vérifié par le vecteur des probabilités d’atteinte pour la chaine de Markov (Xn)n>0.

Remarque 4.5 (Martingale). En reprenant la preuve du théoréme 4.4, on a

Xn-1
E(Xn |‘Fn71) = E(Xn | anl) =N X/- = An—1-
Ainsi, en plus d’étre une chaine de Markov, la suite (Xn)n>0 est une martingale pour
sa filtration naturelle (.Fn)n>0 ou Fp, = o(Xo,...,Xpn). En particulier, on a bien sir la

conservation IE(Xo) = IE(Xy) pour tout n > 1. Le théoréme de Doob indique que (Xunt), >0
est aussi une martingale et donc E(Xo) = E(X,aT), qui converge vers I(X) par convergence
dominée quand n — oo car T est finit p.s. et X est uniformément bornée. Comme T est un
temps de fization, on a en fait X,, = Xpar. 1l est également possible d’appliquer le théoréme
de convergence p.s. et dans LP des martingales bornées dans LP avec p > 1.

La vitesse de fixation peut étre quantifiée par I’hétérozygotie, c’est-a-dire la probabilité
que deux genes choisis aléatoirement et sans remise dans la population totale & la génération
n soient représentés par des alleles différents. Elle est donnée par

2X,(N - X,) 2
N(N-1) N-1

H, = V(Xpi1 ] Xn).

Notons que Hy, = 0sin > T et donc (Hp),,-, converge p.s. vers 0 quand n — oco.

Théoréme 4.6 (Décroissance exponentielle de I’hétérozygotie). Pour tout n > 1,

1
E(H,) = A\"hg ot ho=E(Hy), A=1- 5

et
V(Xa) = E(Xo) (N — E(Xp))(1 - A") + A"V (Xo).

Démonstration. 11 suffit d’établir que pour tout n > 1,
1

>
E(X,(N — X,,) ( > (Xo(N — Xg)).

On a
E(Xn(N - Xn)) = NE(Xn) - E(X?z) = NE(anl) - E(E(X721|anl))

On écrit alors

X,
E(X2|X,_1) = Var(X,|Xn_1) + (B(Xp| Xn_1))? = Xn_1< v 1) +X2 ..

En regroupant les termes, on obtient bien

E(Xn(N - Xn)) = <1 - ;)E(Xn—l(N - Xn—l))'

Ce qui fournit la formule pour E(H,,). Pour la variance, on utilise la formule

V(Xn) - E(V<Xn‘Xn—1)) + V(E(Xn‘Xn—l))
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4.2. Modele de Fisher-Wright avec mutations

Il est naturel de vouloir étudier (7). Si 'on note m(z) = E,(T") alors m(0) = m(N) =0
et, grace a la propriété de Markov (faible), on obtient une équation linéaire :

n

n N
m(z) =Y Eo(Tlix,—yy) = Y (1 +E,(T)P(z,y) = 1+ > _m(y)P(z,y),
y=0

y=0 y=0

dont m est 'unique solution positive minimale. Bien qu’on puisse calculer m numériquement,
il n’existe pas d’expression simple et explicite de m. Il est toutefois possible de trouver un
équivalent de m lorsque la taille de la population N tend vers l'infini. Renormalisons le
temps et l’espace en considérant le processus YV) = (%XLNtJ)te]m_ a valeurs dans [0, 1].
Heuristiquement, quand N est grand, la quantité m(x)/N est proche d’une fonction réguliére
m.(p) de p = x/N qui vérifie une équation

1
ma(p) ~ 1+ /0 o)) d

ou la fonction p’ — f(p,p’) est une densité de moyenne p et de variance p(1 — p). Comme

ms(p') = m.(p) + (' — p)m.’ (p) + (0’ — p)?>m." (p) + o((p — p)?) on obtient

1 1
ma(p) = 1+ mu(p) + m. (p) /O (' —p)f(p,p')dp’ + m*"(p)% /O ® —p)*f(p,p')dp'.

En utilisant les deux premiers moments de f(p,-) on obtient

1—
0~ 1+ um*”(p).

2

Comme m,(0) = m4(1) = 0 on trouve (c’est '’entropie!)

ms(p) ~ —2(plog(p) + (1 — p) log(1 — p)).

Ainsi, pour une petite proportion de A au départ, disons p ~ 1/N, le temps moyen de fixation
est de l'ordre de log(N), tandis que pour une grande proportion de A au départ, disons
p ~ 1/2, le temps moyen de fixation est de 'ordre de N, bien plus grand que log(N). Les
approximations ci-dessus sont rendues rigoureuse en établissant que la suite de processus Y (V)
converge en loi quand N — oo vers un processus de diffusion Y sur [0, 1], solution de I’équation

différentielle stochastique dY; = /Y;(1 — Y;)dBy, comme abordé dans le chapitre 26.

4.2 Modele de Fisher-Wright avec mutations

Supposons a présent qu’avant le tirage avec remise qui permet de passer d’une génération
a lautre, chaque individu puisse muter indépendamment des autres : 'allele A mute en allele
B avec probabilité u € [0,1] et B mute en A avec probabilité v € [0, 1]. Le passage d’'une
génération a la suivante se fait donc en quelque sorte en appliquant d’abord un opérateur
de mutation, puis un opérateur d’héritage (procéder dans 'ordre inverse conduirait & un
processus différent). Ce mécanisme définit un nouveau processus (Xn)n>0 a valeurs dans
{0,1,..., N} qui vérifie L(Xp41|Xo,...,Xpn) =Bin(N,v¥x,) ou

z(l—u)+ (N —x)v
7 :

Le processus X est une chaine de Markov d’espace d’états {0,1,..., N}.

— si u = v = 0, alors on retrouve le modele sans mutations étudié précédemment. Dans ce
cas, les états 0 et IV sont absorbants tandis que {1,..., N —1} est une classe transitoire,
I’ensemble des lois invariantes est {(1 — p)dyp + pdn : p € [0,1]}, et partant de z, la
chaine converge en loi vers (1 — p;)dg + pzdn ou p, = /N ;

¢% =
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— siu=0et 0<wv<1alors I'état N est absorbant tandis que {0,..., N — 1} est une
classe transitoire, et la chaine converge en loi vers 'unique loi invariante ¢y ;

— si0<u<1etv=0 alors I’état 0 est absorbant tandis que {1,..., N} est une classe
transitoire, et la chaine converge en loi vers 'unique loi invariante dg ;

— siu = v = 1, alors {0, N} est une classe de récurrence de période 2 tandis que
{1,..., N — 1} est une classe transitoire. La chaine est presque siirement absorbée par
la classe {0, N} et oscille ensuite périodiquement entre les états 0 et IV ;

—si0<u<let0O<v<lousiO<u<l1let0<wv<1 alorsla chaine est irréductible.
Comme l'espace d’états est fini, elle est récurrente positive et posséde une unique loi
invariante u, et cette loi charge tous les états. La loi des grands nombres pour les
chaines de Markov indique que quelle que soit la loi initiale, presque stirement, pour
tout z € {0,1,...,N}, on a

card{0 < k< n:Xp=ux}
im —

Jim. 1 p().

Comme de plus la matrice de transition posséde un coefficient diagonal non nul, la
chaine est apériodique, et converge donc en loi vers u, quelle que soit la loi initiale,
c’est-a-dire que pour tout x € {0,1,..., N},

lim P(X, =z) = p(z).

n—o0

La loi p est calculable numériquement, mais ne posseéde pas de formulation simple.
Cependant, il est possible de déterminer explicitement sa moyenne m par exemple. En
effet, comme p est invariante,

N N N N N
m=> yu(y) =Y _y>_ wa)Px,y) = ux) Y yP(x,y).
=0 =0 y=0

Or comme P(z,-) = Bin(N, %), on a Z;V:o yP(z,y) = (1—u)x+v(N —2x).
Cette formule affine en  donne une équation fermée pour m :

N
m=> ((1-wz+o(N-2)u@) = (1-um+o(N-m),
=0
d’ou enfin
_ Nw
w4t

Pour la variance o2 de y, un calcul permet d’établir que

N?uv
"= (u+v)2(2N(u+v)+1) + ON-roo(INV)-

Notons que si v = v alors m = N/2 ne dépend plus de u et v. Au dela des
deux premiers moments, on peut établir, comme présenté dans le chapitre 26, que
yWw) = (%XLNtJ)te]RJF converge en loi quand (N, Nu,Nv) — (o0o,q,3) vers un
processus de diffusion Y sur [0, 1], solution de I’équation différentielle stochastique
dY; = /Yi(1-Y;)dB: — aYidt + B(1 — Y;)dt, dont la loi invariante est une loi
Beta(25,2a), dont la moyenne est O%B et la variance (a+5)2(g(6a+,8)+1)'
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FIGURE 4.2 — Loi invariante, et histogramme d’un échantillon de taille 10000 de X199 avec
Xop = 50, pour une population de taille N = 100, avec taux de mutation u = v = 0.05.

4.3 Modele de Fisher-Wright avec sélection

Sur le plan biologique, il est possible que les alleles A et B ne procurent pas a I'individu
qui en est doté des capacités identiques : viabilité, potentiel attractif, etc. Cette asymétrie est
responsable de la sélection naturelle. Considérons pour simplifier le modele sans mutations.
Il est possible de prendre en compte un avantage sélectif de l'allele A en effectuant la
transformation suivante de la génération n avant la fabrication de la génération n + 1 : chaque
individu de type A est remplacé par (1 + s) individus de type A, ou s > 0 est un parameétre
fixé (penser a une urne). Cela revient a remplacer 1, = x/N par

B x(1+s)
ww_x(ljts)—i—N—m’

de sorte que L(Xp41 | Xo, ..., Xn) = L(Xny1 | Xn) = Bin(N,¥x, ). Le processus (X;,), - est
une chaine de Markov. Son espérance ne vérifie pas une équation de récurrence linéaire car
1, n’est pas linéaire en z (contrairement au cas sans sélection s = 0). Les états 0 et N sont
absorbants, tandis que {1,..., N — 1} est une classe transitoire. Comme 1, n’est plus linéaire
en x, on ne peut plus calculer la probabilité de fixation avec la méthode utilisée dans le cas
sans sélection (s = 0). Soit 7(x) = P, (X7 = N) la probabilité de fixation de allele A. En
notant P la matrice de transition de X, on a 7(x) = ZZ]]V:O P(x,y)n(y). Il est possible de
trouver un équivalent de 7 lorsque la taille de la population N tend vers l'infini et s est proche
de 0. Renormalisons le temps et espace en considérant le processus Y (V) = (%X |Nt]) teR, a
valeurs dans [0, 1]. Heuristiquement, quand N est grand, la quantité m(x) est proche d’une
fonction réguliere 7, (p) de p = x/N qui vérifie une équation

1
mu(p) ~ /0 Fo ) () d

ou la fonction p’ — f(p,p’) est une densité de moyenne 1, (p) et de variance ¥, (p)(1 — 1«(p))
ot Y, (p) = p(1+8)(1 —ps+o(s)) (provient d'un développement limité de 1,(p) en s = 0). En
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utilisant le développement limité . (p') = m.(p) + (' — p)mi(p) + 3 (0" — p)*7 (p) + o((p' — p)?)
on obtient 0 ~ p(1 — p)sm,(p) + 3p(1 — )7’ (p). Comme 7,(0) = 0 et (1) = 1, on obtient

1 —e 2P
T(p) = 1 _e-25°

Ainsi, le passage de s = 0 a s > 0 modifie considérablement les probabilités de fixation. Comme
présenté dans le chapitre 26, il est possible de rendre rigoureuse cette analyse heuristique en
établissant que YY) converge en loi quand N — oo et N's — « vers un processus de diffusion Y’
sur [0, 1], solution de I’équation différentielle stochastique dY; = 1/ Y:(1 — Y;)dB;+aY;(1-Y};)dt

pour lequel la formule précédente de la probabilité de fixation est exacte.

4.4 Modele de Cannings

Dans le modele de Fisher-Wright, on passe de la génération n a la génération n + 1 en
effectuant un tirage avec remise de N individus dans la génération n. Cela revient a attribuer
un certain nombre d’enfants a chaque individu de la génération n, les enfants héritant de
I’allele du pere. Si y1, ..., yyN désignent le nombre d’enfants de chaque individu de la génération
n (numérotés de 1 & N) alorson a y; +---+yn = N et (y1,...,yn) suit la loi multinomiale
symétrique de taille N et de parameétre (1/N,...,1/N). Cela correspond a lancer N fois un
dé a N faces équilibrées. Ce mécanisme qui associe chaque individu de la génération n+1 a un
individu de la génération n peut étre utilisé pour étudier la transmission de génes quel que soit
le nombre d’alleles considéré : les enfants héritent de I’allele du pere. Le modéle de Cannings
va au dela de cette structure multinomiale symétrique en permettant une dépendance entre
les individus d’une méme génération : on suppose seulement que le vecteur (y1,...,yy) vérifie
Y1+ -+ yn = N et posséde une loi échangeable, c’est-a-dire que pour toute permutation
T E SN,

loi

(yla oo 7yN) - (y'r(l)a R 7yT(N))'

En particulier, les y1,...,yny ont méme loi. Comme y; + --- + yny = N on en déduit que
E(y1) = 1 et on note 02 = V(y1). On en déduit également Cov(yy,y2) = —02/(N — 1) car

0=V(y1+ - +yn)=NV(y) + N(N —1)Cov(y1,¥2)-

Dans le cas a deux alleles, ce mécanisme de transition donne lieu, tout comme pour le modele
de Fisher-Wright, & une chaine de Markov (Xn)n>0 d’espace d’états {0, 1,..., N} donnée pour
tout x € {0,1,..., N} par

‘C(Xn-H |Xn = x) = ‘C(yl + - +yx)'

Les états 0 et N sont absorbants tandis que tous les autres y meénent et sont donc transitoires.
Notons que E(Xp 41| Xn = x) = x et donc (X,),,, est une martingale. De plus,

V(Xpi1 | Xn=2)=V(ys + -+ ya)
= ng + a:(x — 1)Cov(y1,y2)

5  x(r—1)0?

- T TN
2T(N —2)
N -1
Remarque 4.7 (Loi multinomiale et ses marges). Soit n,d € IN* et (py,...,pq) € [0,1]% avec
p1+ -+ pg = 1. La loi multinomiale de taille n et de paramétre (pi,...,pq) est la loi sur

44



4.4. Modele de Cannings

Uensemble fini {(n1,...,nq) € N¢:nj 4+ - +ng=n} donnée par

n!
(pldel + - +pd56d>*n = E p?l T 'psd(s(nl,...,nd)'
77,1! cee nd!
(n1,...,nqg) EN?
ni+--+nqg=n

Elle correspond aux résultats de n lancers d’un dé a d faces avec probabilités d’apparition
Py .., pd- On dit que la loi est symétrique lorsque py = --- = pg = 1/d. Si (X1,...,Xq) ~
Mul(n, (p1,...,pq)) et si I1,..., I est une partition de {1,...,n} alors

(X1, X1.) ~Mul(n, (pry,---,p1,))

ou Xy =3 i c; Xsetpr=>icrpi- Sil C{l,...,n} alors X7 ~ Bin(n,pr). En particulier, les
lois marginales d’une loi multinomiale sont binomiales. On identifie Bin(n,p) ¢ Mul(n, (p, 1 —
p)). Si (X1,...,Xq) ~ Mul(n, (p1,...,pa)) alors Xg=n— Xq1, . a1}

Théoréme 4.8 (Spectre de la matrice de transition). Les valeurs propres de la matrice de
transition du modéle de Cannings sont données par Ao = 1 et pour tout j € {1,...,N},

Aj = E(yiy2 - - - y5).
En particulier, pour le modéle de Fisher-Wright, Ao = 1 et pour tout j € {1,...,N},

j = NV =D (N =g <1_1)._'<1_j_1)‘

NI N N

Démonstration. Considérons la matrice de Vandermonde V' € M1 n+1(R) suivante :

1 0 0 O --- 0
11 12 13 ... 1N
1 2 22 923 ... 9N
V=11 3 32 3 ... 3N
1 N N2 N3 ... NN

Soit P € Mpn41 n+1(R) la matrice de transition de Cannings. Pour tous 4,5 € {0,1,..., N},

N

N
(PV)ij =Y PirVij =Y Piph! = B(X]|Xo=1).
k=0 k=0

Par ailleurs, comme L£(X1|Xo =1) = L(y1 + -+ + i), il existe des réels b; , tels que
) i1
E(X] | Xo=1) = B((y1 + . +v:)) = iV E(yiya---y5) + Y b,
k=0

ot iVl = i(i—1)(i—2)--- (i—j+1). Pour le voir, on peut par exemple procéder par récurrence
sur j en observant que la loi conditionnelle L(y1,...,y; | yx) est échangeable. Il existe donc
une matrice T' € My41,n+1(R) triangulaire supérieure telle que Too =1, T ; = E(y1 - - - ;)
pour tout j € {1,..., N}, et pour tous 4,5 € {0,1,..., N},

j
E(X{|Xo=1) =) Tii" = (VT)i;.
k=0

On a donc PV = VT. Comme V est inversible, les matrices P et T" ont méme spectre. O

On a E(y;) = 1 et donc 1 est valeur propre de multiplicité 2, ce qui correspond au fait
que la chaine possede deux classes de récurrence {0} et {IV}. La deuxiéme plus grande valeur
propre est A2 = E(y12) = Cov(y1,y2) +E(y1)? =1—-0?/(N —1).
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4.5 Modele de Moran

Tout comme le modele de Fisher-Wright, le modéle de Moran est un cas particulier
du modéle de Cannings. Il correspond a la loi de (y1,...,yn) suivante : la transition de la
génération n a la génération n+1 se fait en tirant avec remise deux individus dans la génération
n, le premier a deux fils, le second aucun, et tous les autres individus ont exactement un seul
descendant. Dans le cas a deux alleles, la matrice de transition est alors donnée pour tous
xz,y € {0,1,...,N} par

(N —x) si |z —y|=1;
P(x,y):m 2? + (N —x)* siy=u;
0 sinon.

Tout comme pour le modeéle de Fisher-Wright, on peut poser T' = inf{n € N : X,, € {0, N}}
et s’intéresser au temps moyen de fixation m(z) = E,(T). On a m(0) = m(N) = 0 et
m(x) =1+ Z;V:OP(x,y)m(y) pour tout x € {1,..., N — 1}. Contrairement au modele de
Fisher-Wright, on obtient cette fois une formule de récurrence a trois termes explicite :

N2
On en déduit que
T N — N-1 z
nie) = (SN2 5
y=1 -y y=z+1 Yy
Soit 0 < p < 1. Pour tout N > 1, posons zy = [pN]. On a alors
m(mN)_lgv:N—xN_}_l gy TN
N2 N N—-y N y
y=1 y=zn+1
-1 TN -1 N-—1
_ N1 -1
N = 1- N1y N ot N1y

Ainsi, dans une population de taille N avec N grand, le temps moyen d’absorption partant de
x = pN avec 0 < p < 1 est de 'ordre de

—N*(plogp + (1 — p)log(1 — p)).

Pour le modele de Fisher-Wright, I'espérance du temps d’absorption est de 'ordre de N tandis
qu'il est de I'ordre de N? pour le modele de Moran. Cela vient tout simplement du fait que
lors d’une transition du modele de Moran, un seul allele est modifié tandis que tous sont
concernés a chaque transition du modele de Fisher-Wright.

4.6 Notes et commentaires

Les mécanismes de la génétique ont été considérablement discutés depuis leur découverte
par Mendel au dix-neuvieme siecle. La loi de Godfrey Harold Hardy et de Wilhelm Weinberg a
été découverte de maniere indépendante par ces deux scientifiques au tout début du vingtieme
siecle. Le modele de Ronald Aylmer Fisher et de Sewall Wright date des années 1930. Le
modele de John Moran date des années 1950 tandis que le modele de Chris Cannings date
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des années 1970. Ces modeles et leurs extensions sont étudiés par exemple dans les livres
[DJ06, Dur08, Ewe04, Tav04], et inspirent encore aujourd’hui des recherches mélant biologie
et mathématiques. L’approximation des chalnes de Markov par des diffusions fait ’objet du
chapitre 26.
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CHAPITRE 5

Branchement

Mots-clés. Arbre; branchement ; généalogie ; fonction génératrice ; martingale ; chaine de
Markov ; marche aléatoire.

Le processus de Galton-Watson décrit 1’évolution d’une population asexuée au fil de
générations qui ne se recoupent pas. Soit P = pgdg + p101 + - - - une loi sur IN appelée loi de
reproduction. On passe de la génération n a la génération n + 1 comme suit : chaque individu
de la génération n fait, indépendamment de tout le reste, un nombre aléatoire d’enfants de loi
P puis meurt. Si Z,, désigne le nombre d’individus de la génération n € IN, alors Zj représente
la taille de la population initiale et Z,,; vérifie ’équation de récurrence

Zﬂ/
ZnJrl = ZXn-l—l,k:
k=1

ot (Xnk),51 p>q sont ii.d. de loi P, indépendantes de Zy. On adopte la convention ), =0
de sorte que si Z, = 0 alors Z,,+1 = 0. Pour tous n € N et zg,...,2, € N, on a

L(Zni1|Z0 =20,y Zn = 2n) = L(Zps1| Zn = 2n) = P,
La suite (Zy),,5q est donc une chaine de Markov d’espace d’état IN et de noyau de transition
P(z,:) = P*.
L’état 0 est absorbant (extinction de la population). Le temps d’extinction est
T:=inf{n>0:2,=0} e NU{oo}.

Ce modele rudimentaire de dynamique de population ne tient pas compte du sexe. Il permet
par exemple de modéliser de maniere grossiere le nombre de noms de familles en occident (car
il suffit de se focaliser sur la descendance maéle).

Remarque 5.1 (Arbre de Galton-Watson). La suite (Z,),, issue de Zg = 1 se représente
comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P. La variable Z,, est le nombre de
noeuds de profondeur n. Un arbre r-naire correspond a P = 0, mais on prendra garde au
fait qu’il ne s’agit pas d’un graphe r-régulier car la racine (ancétre général) posséde r voisins
tandis que tous les autres sommets (descendants de l’ancétre général) possédent r + 1 voisins.
L’arbre a pour profondeur ou hauteur T' = inf{n € IN : Z,, = 0}, pour largeur max,cN Zy, et
pour taille totale N = Zy+ -+ Zp_1. L’arbre de la figure 5.2 est de profondeur 3, largeur 5,
et taille totale 12. Lorsque Zy > 1, on parle parfois de forét aléatoire.

On effectue & présent les observations suivantes :
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L conditionnellement &

— Le comportement de (Zy),5, se raméne au cas Zp = 1 car
{Zy = =}, la suite (Zn)n>0 a la loi de la somme de z copies i.i.d. partant de 1;

— Sip.=1pourun z € N alors P =4, et donc Z,, 41 = 22, = --- = 2" Z,;

— Sipg=0et p; <lalors P(Z, ~oo|Zy=1)=1(Z, /, comparer a pile ou face);

— Sipo+p1=1et pp#0,alors P(Z, \\0|Zy=1) =1 (Z, \,, T est géométrique).

Ces observations nous conduisent a supposer que dans toute la suite :
Zo=1 et 0<po<po+p <1 (implique que p, <1 pour tout z € IN).
Notons qu’on a alors Z1 ~ P car Zy = 1. Dans toute la suite, on note m = p1 +2p2 4+ --- la
moyenne de P lorsqu’elle existe, et 02 € R la variance de P lorsque m existe.
5.1 Extinction et phénomeéne de seuil
Nous commencons par les deux premiers moments de Z,,.

Théoréme 5.2 (Moyenne et variance). Si m existe alors E(Zy,) = m" pour tout n > 0 et si
02 < 0o alors V(Z,) = o?(m™(m™ — 1))/(m? —m) prolongé en no? sim = 1.

Démonstration. La formule de espérance découle de IE(Z,,41 | Z,,) = mZ, et Zy = 1. Pour la
variance, B(Z2 4 | Z,) = Zy(0® + m?) + Z,(Z, — 1)m? et donc

B(Z311) = B(Zn)(0® +m?) + (B(Z2) — B(Zn))m?.
Un calcul conduit alors & la récurrence linéaire V(Z,11) = V(Z,)m? + m"o?. O]

Le comportement asymptotique de la taille moyenne E(Z,) = m”™ ne dépend que du
parameétre m et révele un phénomene de seuil autour de la valeur critique m = 1. On adopte
tout naturellement la terminologie suivante polarisée par le parametre m :

— cas sous-critique (m < 1) : E(Z,) \,0

— cas critique (m=1) : E(Z,) =1

— cas sur-critique (m > 1) : E(Z,) /" o0

Les formules pour E(Z,) et V(Z,,) peuvent étre obtenues en utilisant une fonction généra-
trice. La fonction génératrice g : [0, 1] — [0, 1] de la loi P est la série entiére réelle

oo
g(s) =B(s¥1) => " p.s®.
z=0
Si P a un moment d’ordre r alors limg_; ¢ (s) = B(X11(X11—1) -+ (X11—7+1)) (moment
factoriel d’ordre r de P). En particulier, ¢'(17) =m et ¢"(17) = 0> + m? — m.
Théoréme 5.3 (Génératrice). Pour tout n > 1 la fonction génératrice g, de Z, vérifie
gn=9""

Démonstration. On a g1 = g car Zy = 1. Pour tout n > 1 et tout s € [0, 1],

gn+1(s) = B(s7+1) = B(E(s7+!|Z,)) = B((E(s™1))7) = E(g(5)™) = gn(9(5))-

1. C’est la propriété de branchement : Z(*+v) 4 7@ +ZW ot Z®) et ZW) sont indépendants.
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Remarque 5.4 (Liens entre Galton-Watson et Fisher-Wright). Considérons le cas ot la loi
de reproduction P est une loi de Poisson Poi(\). Pour tout entier N > 1 fixé,

E((Xn+171,. . -;Xn-l—l,N) ‘ Xn-‘,—l,l + -+ Xn—i—l,N = N) = MUI(N, (I/N, RN 1/N))

Ainsi, le processus de Fisher-Wright du chapitre 4 est lié au processus de Galton- Watson de
loi de reproduction Poisson conditionné a étre de taille constante (exercice 10.1). Le processus
de Galton-Watson décrit I’évolution de la taille de la population, et ne dit rien a [’échelle
individuelle. Réciproquement, si (Y1,...,Yn) ~ Mul(N, (1/N,...,1/N)) alors pour tout k > 1
fizé, (Y1,...,Ys) converge en loi quand N — oo vers la loi produit Poi(1)®*, ce qui indique
que les individus dans un processus de Fisher-Wright de grande taille ont tendance a faire des
enfants de maniére poissonnienne et indépendante les uns des autres.

Théoréme 5.5 (Dichotomie). Presque sirement, soit le processus s’éteint c’est-a-dire
limy, o0 Zpn = 0 soit il tend vers Uinfini c¢’est-a-dire lim,_, oo Z, = 00. Autrement dit, p.s.

lim Z,, =
n—oo

oo siT = oc;

0 stT <oo.
Démonstration. Comme py > 0, on a P(z,0) = p§ > 0 pour tout z € IN*, et comme 0 est
absorbant, on en déduit que tout z € IN* est transitoire. Or presque stirement, la chaine ne
visite qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire, et donc presque stirement, soit la
chaine est capturée par 1’état absorbant 0 soit elle diverge vers 'infini. Autrement dit, p.s. le
processus finit par sortir, en temps suffisamment grand, de tout intervalle fini de IN*. ]

Le théoreme 5.5 suggere de considérer la probabilité d’extinction P(7T" < o0).

Théoréme 5.6 (Probabilité d’extinction). La probabilité d’extinction P(T < co) est point
fize de g. Sim < 1 alors g posséde un unique point fize, égal a 1, et P(T' < 0c0) =1. Sim > 1
alors g posséde deux points fizes, s €]0,1[ (attractif) et 1 (répulsif) et P(T < 00) = s.

Démonstration. Comme Z,, est entiere, on a {1 < oo} = {limy, o0 Z, = 0} = Up>0{Z, = 0}.
La suite ({Z,, = 0})n>0 est croissante et la probabilité d’extinction vérifie donc

P(T < 00) = P(lim Z, = 0) = P(Up>0{Zy = 0}) = lim P(Z, = 0).

n—oQ n—oo

Or du théoréme 5.3 on tire P(Z,, = 0) = g,(0) = ¢°™(0) et donc

o o om
P(T' < 00) = lim g,(0) = lim ¢°*(0).

La probabilité d’extinction P(7" < 00) = lim, 0 g°"(0) est un point fixe de g (i.e. g(s) =s)

car g : [0,1] — [0, 1] est continue. La fonction g est convexe car

(e}

g'(5) =D _(z + 2z + Ds'pasa.
z=0

Comme pg + p1 < 1, la fonction g est en fait strictement convexe (elle est affine lorsque
po + p1 = 1). D’autre part, g(0) = pp €]0,1[ et g(1) = 1. Par conséquent, si ¢'(17) =m < 1
alors le graphe de g est au dessus de la premiére bissectrice et 1 est le seul point fixe. Si
g (17) = m > 1 alors le graphe de g traverse une et une seule fois la premiére bissectrice
sur Uintervalle ]0, 1] et g admet un second point fixe s €]0, 1[. Reste a observer que si m > 1
alors ¢’(17) =m > 1 et donc 1 n’est pas un point fixe attractif. La figure 5.1 illustre des cas
particuliers tirés des exemples 5.7 et 5.8. O
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FIGURE 5.1 — En pointillés, la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre 1/4
(deux points fixes : 1/3, attractif, et 1, répulsif) ainsi que celle de la loi de Poisson de parametre
1 (unique point fixe en 1). La ligne continue est la premiere bissectrice.

Exemple 5.7 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi()\) alors m = X et g(s) = e*s~1)
et donc si A < 1 alors la population s’éteint p.s. tandis que si X > 1 alors la probabilité
d’extinction s est lunique solution sur |0,1[ de l’équation A\ =log(s)/(s —1).

Exemple 5.8 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = ), ¢"pdn alors m = q/p
et g(s) = p/(1 —sq) et donc sip > 1/2 alors la population s’éteint presque stirement tandis
que si p < 1/2 alors la probabilité d’extinction s est l'unique solution sur]0,1[ de l’équation
qs® — s+ p=0. Un petit calcul fort agréable donne s = p/q.

On a donc la classification suivante d’apres le théoreme 5.6 :

— cas sous-critique (m < 1) : la population s’éteint presque stirement ;

— cas critique (m = 1) : la population s’éteint presque stirement ;

— cas sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité p € |0, 1].

Pour étudier plus finement la suite (Z,),,,, on introduit la suite (Y,),,-, définie par

Zn Zn

Y, = = —.
" E(Z,) mn
Son utilité vient du fait qu’elle constitue une martingale pour la filtration naturelle :

E(X 171+"'+X 1,Zn|Z) mJZ,
E(Yos1 |0(Y, ..., ¥p)) = =i g S0 = S =

Y.

On a E(Y,) = 1. Comme (Y3),-, est une martingale positive, elle converge p.s. vers une v.a.r.
positive Y. Ainsi, sur ’'événement {Yo, > 0}, on a Z,, ~p 00 M"Yy p.s..

Comme Y,, = 0 sin > T, on obtient {T' < oo} C {Yo = 0} p.s.. D’apres le théoréme
5.6, dans le cas sous-critique (m < 1) et critique (m = 1), on a P(T" < o0) = 1, d’ou
P (Yo > 0) = 0. Néanmoins, toujours si m < 1 alors sup,,» % n’est pas intégrable, car sinon,
par convergence dominée, on aurait 0 = E(Yr) = E(limy, o Yy) = lim, 00 E(Y,,) = 1.

5.2 Etude des trois cas possibles

Cas sous-critique

Si m < 1 alors le théoréeme 5.6 donne P(T' < o0) =1 et Z,, = Zyar — Z7 = 0 p.s. tandis
que le théoréme 5.2 donne E(Z,) = m"™ — 0 et V(Z,) — 0 (si 0% < 00).
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5.2. Etude des trois cas possibles

Théoréme 5.9 (Cas sous-critique (théoreme de Yaglom)). Sim < 1 alors L(Z, | Z, > 0)
converge lorsque n — oo vers une loi u sur IN* dont la fonction génératrice h vérifie

(h—1)og=m(h—1).

Démonstration. Soit hy, la fonction génératrice de ju, := L(Z,, | Zn > 0). La suite (hn(1)),,5,
est constante et égale a 1 et converge donc vers h(1) := 1. Pour tout s € [0, 1], on a
1—hy(s) =1- E6™ Lzpg) ) E(#) =1 _ 1= gn(s)
" P(Z, > 0) P(Z,>0) 1-g,(0)
car P(Z, >0)=1—-P(Z, =0) =1 — g,(0). On rappelle que gn+1 = g © gn, et que gp(s) — 1
et g,(0) — 1 quand n — oo car 1 est I'unique point fixe de g car m < 1 (théoréeme 5.6).
Comme les fonctions s — 7(s) := (1 — g(s))/(1 — s) et gy, sont croissantes sur [0, 1], on a

1—hnt1(s) _ 1—gnt1(s) 1-9a(0) _ 7(gn(s)) S
1— hp(s) 1—gn(s) 1—gn41(0)  7(gn(0)) =~

Par conséquent, la suite positive (1 — hn(s))n>1 est croissante, et comme elle est majorée par
1, elle converge vers une limite 1 — i(s). On a

1= gn41(0) 1 — gn+1(s)
1—"hn(g(s)) = .
( ( )) 1- gn(o) I gn+1(0)
Comme g,(0) " P(T < 00) =1 on en déduit que

1—9n011(0) _ 9(1) — 9(9n(0))
1 —gn(0) g(1) — gn(0)

Donc (1 —h)og=m(l —h) sur [0,1] et donc sur [0, 1]. Reste a établir que h est la fonction
génératrice d’une loi p sur IN* et que (), converge (étroitement) vers . Comme (hy,), -,
converge ponctuellement sur [0, 1[ vers h, il est bien classique d’établir que p,(z) converge
vers une limite p(z) € [0,1] pour tout z € IN*, dont la fonction génératrice est égale a h sur
[0, 1]. Le fait que la sous-probabilité p est une loi de probabilité peut se déduire de I’équation
fonctionnelle vérifiée par h en considérant la limite en 1. O

=4 (1) =m.

Cas critique

Si m = 1 alors le théoréme 5.6 donne P(T < o) = 1 et Z, = Zyar — Zr = 0 p.s.
tandis que le théoréme 5.2 donne E(Z,) = 1 et V(Z,) — oo (si 6% < o0). La «largeur»
de ’arbre sup,,~ Z, n’est pas intégrable car cela entrainerait par convergence dominée que
1 = limy, 00 E(Z,) = E(limy, 00 Zy) = 0 ce qui est absurde. Les arbres critiques sont donc
souvent tres larges mais leur profondeur est finie p.s. (une folie des grandeurs passagere est
rattrapée irrémédiablement par un manque de fertilité). Le cas est critique ! Notons par ailleurs
que si m = 1 alors (Zy),,59 = (Yn),>( et on retrouve au passage que Yoo = 0 p.s.

Théoréme 5.10 (Cas critique). Sim =1 et 02 < 0o alors
1. limy, oo nPP(Z, > 0) = 202
2. limy o0 L E(Z,, | Z, > 0) = 302
3. L(n7'Z, | Z, > 0) tend quand n — oo vers la loi exponenticlle de paramétre 202,

Le 2. n’est pas une conséquence directe du 3. car la convergence en loi n’entraine pas
la convergence des moments, en particulier n’entraine pas la convergence des espérances.
Un contre-exemple est fourni par (Zn)n>1 qui converge p.s. vers 0 donc en loi vers §p mais
1 = E(Z,) ne converge pas vers la moyenne de dy qui est 0. Le théoréme affirme cependant
qu’il y a convergence de 'espérance de n~'Z, vers l'espérance 202 de la limite en loi de
n~'Z,. La liaison entre convergence en loi et convergence des moments est abordée dans le
chapitre 16 pour la preuve du théoreme de Wigner.
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5. BRANCHEMENT

Démonstration. On a
P(Zy > 0) = (1 — gn(0)) = [~ —— AP
n =N — = — N — — .
" In n\1— g,(0) n
La formule de Taylor avec reste intégral en 1 a P'ordre 2 donne

g(s) =s+ %(1 —5)%0% 4 (1 — 5)%a(s)

avec o bornée sur [0,1] et lims_,; a(s) = 0. Il en découle que

1 1 g(s) —s B %UQ—i-a(s) _12 .
g 15 (g% 1-I1-sr—(1-sa@ 2z "

ot 3 est comme «. Comme (gi),~, converge uniformément vers 1, il vient

n—1
1 1 1 1 1 1 o?
lim — - = lim =) - =
ninion(l—gn<s> 1—s> ninéonM(l—g(gk(s)) 1—gk<s>> 2

uniformément pour tout s € [0, 1[. De la méme maniere, comme Z, 17, -0y = Z,, on a

i E(Z,1 ) E(Zn) o
1 _ {Zn>0}) _ i -
B2l 2 >0 = 2 b7, > 0) ~ nl—g(0)) 2

—t/n
Y

Toujours de la méme maniére, on a pour tout t € R* | en notant s, = e

E(s/"1;7,>0})
P(Z, > 0)
_ guls0) ~ 9a(0)

1- gn(O)
1 — gn(sn)
1- gn(O)

=1- n(1 —1gn(0)) <;<1 - gln(sn) 1 _15”> * n(1 i Sn)>_1

-1
_>1_0-2<O-2_|_1> :1:2/Ooetxe—622xdx'
2 2 t 1+%2t o2 0

E(e tn%n | Z, > 0) =

-1—

Cas sur-critique

Si m > 1 alors le théoréeme 5.6 donne 0 < P(T' < o0) < 1, sur {T' < o0} on a Z,, — 0
tandis que sur {T'= oo} on a Z,, — oo (théoréme 5.5), et d’autre part, le théoreme 5.2 donne
E(Z,) = m™ — oo et V(Z,) = co. Enfin, si m > 1, on sait que sur {T' < oo} on a Z, — 0
tandis que sur {Yo > 0} on a Z,, ~p00 m"Yy. On a aussi {T' < oo} C {Yoo =0} p.s. et le

théoreme suivant, fort agréable, affirme que cette inclusion p.s. est une égalité p.s.

Théoréme 5.11 (Cas sur-critique — Dichotomie). On a {Yoo = 0} = {T' < 00} p.s. et donc

P.8. 800t Yoo = 0 et limy, oo Zy, = 0 800t Yoo > 0 et Zp ~psoo M"Yy / +00.

Démonstration. Comme E(Ys) = 1 et Yoo = 0 on en déduit que P(Yy, > 0) > 0. Sur
{Yoo > 0} on a Z,, ~p00 M"Y — 00 et on retrouve P(T < co) < 1. Reste a établir que

Pinclusion p.s. {Yoo > 0} C {T = oo} est une égalité p.s. La réponse est positive car on a

P (Y = 0) = P(T < ).
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5.3. Taille de 'arbre en régimes critique et sous-critique

Pour le voir, pour tout z € IN*, en utilisant les propriétés de Markov et de branchement,
PYo=0[Z1=2)=P(lim Y, =0|Z; =2) =P(lim Y, =0)° = P(Y, = 0)?,
n—oo n—oo

et comme Z; ~ P, on a P(Yo =0) = g(P(Yo = 0)) donc P(Ys = 0) est point fixe de g.
Comme P(Y,, = 0) < 1 on obtient P(Yo = 0) = P(T < o0) grace au théoreme 5.6. O

Le lemme de Fatou donne E(Yy) < liminf, . E(Y,) = 1, ce qui assure que Y, est
intégrable, mais la convergence de (Y},),,-, vers Yo, n’a pas forcément lieu dans L'. Enfin, le
lemme de Scheffé nous dit que la convergence a lieu dans L' ssi E(Yy) = 1.

Théoréme 5.12 (Cas sur-critique — Loi de Ya,). Sim > 1 et 0 < oo alors la martingale
(Yn),>o converge p.s. et dans L? wvers une v.a.r. Yoo = 0 de moyenne B(Yo,) = 1 et de variance
V(Yso) = 02/(m? —m). De plus, la transformée de Laplace t € Ry + Loo(t) = E(e 1Y) de
Yoo est caractérisée par les propriétés suivantes :

LI (0)=—1 et Lo(mt)=g(Ls(t)) pour toutte Ry.
Démonstration. La martingale (Y,),5, est bornée dans L? car par le théoréme 5.2 :

V(Z,) + E(Z,)? o? o?
2 _ n n _
E(Y,) = o = - 5 +1

—m  m*(m?—m)

qui converge car m > 1. Par conséquent, (Yn)n>0 converge p.s. et dans L? vers une v.a.r. Yao
dont les deux premiers moments sont la limite de ceux de Y,,. Il est possible de procéder
directement sans faire appel a un théoreme de martingales, grace au fait que la convergence
L? est ici assez rapide. En effet, par le théoréme 5.2 on obtient, pour tout n, k > 0,

o2 1—m™F

Bk = Ya)) = L
Comme m > 1, ceci montre que (Yn)n>0 est une suite de Cauchy dans L?. Comme L?
est complet, elle converge vers une v.a.r. Yoo € L% La série > oo E((Y,, — Ys)?) converge
également grace & la borne géométrique en m ™" sur E((Ya, — Y;,)?) obtenue en faisant k — oc.
Par convergence monotone, on obtient E(} > (Y, — Yx)?) < 00 et donc (Y3,),,5, converge
p-s. vers Y. Les deux premiers moments de Y., s’obtiennent facilement.

Pour la transformée de Laplace, on a L. _(0) = —E(Y,) = —1. De plus, la transformée de
Laplace t € Ry +— Ly (t) = E(e™t") de Y,, vérifie pour tout n > 0

__mt _ ot
Lyy1(mt) = gnya(e” m7T) = g(gn(e™m7)) = g(Ln(t)),
d’olt Loo(mt) = g(Loo(t)) quand n — 0o car Lo, = limy, o0 Ly, €t g est continue. O
Notons que si s = P(T' < o) alors (My),,~o = (SZ")n>O est une martingale positive et
bornée, car E(M, 11 |o(Mo, ..., M,)) = E(s?+1 | Z,) = g(s)?" = s%n, car g(s) = s.

5.3 Taille de I’arbre en régimes critique et sous-critique

Du théoréme 5.2 on déduit que la population totale a 'instant n a pour moyenne

n+1

1—m
Lot + (n+ 1)1,

1 —
On peut obtenir une formule similaire pour la variance (exercice!). On se place dans cette

section en régime critique ou sous-critique m < 1. Nous savons que la population s’éteint
presque stirement, et la population totale (ou taille de larbre) est donc donnée par

E(Z0+"'+Zn):

N=lm Zy+---+ 2, (:Zo+"-+ZT_1),
n—00

55
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d’ou, par convergence monotone,

1
E(N)=<1-m
00 sim=1.

sim <1,

Dans le cas critique, la population totale NV est finie p.s. mais n’est pas intégrable.

Nous allons caractériser la loi de IV en fonction de la loi de reproduction P. Tout d’abord,
nous pouvons exploiter la propriété de branchement : comme 'individu racine donne naissance
a Xj,1 arbres de Galton-Watson i.i.d., la loi de IV vérifie

) X1,1
NZ14+5 NO
=1

ou les v.a. (N(i))@1 sont i.i.d. de méme loi que N. Cette égalité en loi permet de retrouver la
formule E(N) = (1 — m)~',,<1 + 0ol =1, et fournit plus généralement le lemme suivant.

Lemme 5.13 (Fonction génératrice de N). Si g et f sont les fonctions génératrices respectives
de X1,1 et N, alors la fonction f est solution de l’équation

f(s)=s(go f)(s) pourse[0,1].

Exemple 5.14 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = >~ q"Pon avec p > 1/2,
alors f(s) est solution de l’équation qf(s)> — f(s) + sp=0. On a donc

1 —/1—4pgs

7(s) 3

pour s € [0, 1].

Cette équation sur la fonction génératrice n’est pas toujours facile & utiliser. On peut aussi
exprimer la loi de N a partir des convolutions successives de P

Théoréme 5.15 (Loi de la taille de 'arbre et marche aléatoire). On a l’égalité en loi

NZT,
ot Ty :=inf{n > 1: 5, = —1} est le temps d’atteinte de —1 d’une marche aléatoire (Sy),
sur 7. issue de Sg = 0 et d’incréments (UZ')i21 tels que 1 4+ U; ~ P. De plus, pour tout n > 1,
P -1 p*n -1

n n

La loi de N peut bien siir s’obtenir par un calcul direct, sans faire appel a I'identité en
loi. Cependant, cette si belle identité en loi permet notamment un contréle de la queue de
distribution, ce qui s’avere utile pour I’étude du graphe aléatoire de Erdés-Rényi par exemple
(théoreme 6.14).

Démonstration. L’idée consiste a associer bijectivement un arbre fini a une portion de trajec-
toire de marche aléatoire. Etant donné un arbre fini de taille n, on numérote ses sommets en
partant de la racine (notée 1) et de gauche & droite pour des individus d’une méme génération.
On note ensuite X le nombre d’enfants de lindividu i et U, = X@ 1 pour 1 <7< n, et
on pose

So=0 et Siy1=85+Ui11 pour0<i<n—1

La figure 5.2 donne un exemple d’association. Le mode de numérotation étant fixé, I'arbre se
reconstruit aisément a partir de la trajectoire de S. La suite (S;)c;<, @ la loi d'une marche
aléatoire d’accroissement (UZ')@1 issue de 0 arrétée au temps d’atteinte 7_1 de —1. Comme
les accroissements sont de moyenne négative m — 1 et que les sauts négatifs de la marche

sont d’amplitude 1, ce temps est fini presque siirement. Cette bijection fournit 1’égalité en loi
loi

N =T 4. Enfin, la loi de T est fournie par le lemme 5.16.
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FIGURE 5.2 — Arbre et marche aléatoire associée.

Lemme 5.16 (Principe de rotation). Soit (Sy),,»q une marche aléatoire issue de 0 d’incréments

(Un)psy i-i-d. @ valeurs entieres, et Ty = inf{n > 1: S5, = —1}. Pour tout n > 1,
1
P(T-1 =n) = —-P(S, =-1).
n
Preuve du lemme 5.16. Soit n > 1 et Uy, ..., U, tels que S,, = —1. Pour tout entier k, notons
o(k) V’entier compris entre 1 et n égal & k modulo n. Pour tout [ = 1,2,...,n, on définit S
par

S =0 et SY, =5Y 4 Ui

La figure 5.3 fournit un exemple. Remarquons que pour tout [, .S, B Sn = —1. Cependant, il
Sn
n Sﬁf) n
1 4 5 6 ST\ 8 1 4 5 6 T 8
ST(L4) 57(16)
n n
1 2 3 4 5 6 T\8 1 1 4 5N\ 6 T\ 8

FIGURE 5.3 — Une marche parmi n reste positive avant d’atteindre —1.

existe une et une seule trajectoire (Si(l))o <i<p, Parmi les n possibles qui reste positive ou nulle

jusqu’a l'instant n — 1. Il s’agit de celle qui correspond a l'indice k ou S atteint son minimum
global pour la premiere fois. On a donc bien le résultat attendu. O

O]
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Exemple 5.17 (Reproduction poissonnienne). Si la loi de reproduction P est la loi de Poisson
Poi(A) avec A < 1, alors la loi de Uy est la loi Poi(\) % 0_1 et, pour tout n > 1,

()\n)n—l

P(N=n)=e .

puisque Sy, suit la loi Poi(n\) % 6_,,. D’autre part, la série génératrice f de N est solution de
l’équation fonctionnelle f(s) = seMF)=Y qui nest pas facile d résoudre...

5.4 Immigration

Le processus de Galton-Watson avec immigration (Zn)n>0 issu de Z; est défini par

Zn,

Zn+1 = In+1+ Z Xn—i—l,k:
k=1

pour tout n = 0, ot (Xp k)5 45, sont iid. deloi P sur N, (In),; ii.d. de loi P, sur N,
toutes ces variables formant avec Zj une famille indépendante. On suppose que P et Py ont
pour moyenne m et m.. On note o2 et ai leur variance lorsqu’elle existe. On suppose que
Zp = 1. Soit F,, la tribu engendrée par Z, (X; ;) Ii,...,I,. Pour tout n > 0,

1<isn,j21’
E(Zn+1 ’fn) = mZn + m4

d’olt on tire (récurrence linéaire) que pour tout n > 1,

m"—1

E(Z,) = <m”+ p—

) D+ (14 00 L,
Pour la variance, on a
2 _ 2 2 2 2 2
E(Zni1 |Fn) = Zn(0° +m*) + Zn(Z, — 1)m* + 2Z,mmy + 05 + m7
ce qui donne
V(Zyi1) = V(Zp)m? + 0’ E(Z,) + 2.

Sim < 1alors E(Z,) = my /(1 —m) et V(Z,) = (6*m4 /(1 —m) + 02%)/(1 — m?). Notons
que Zp, = Zno+ 2221 Znk OU Zp o est le nombre de descendants a I'instant n de 'individu
présent au temps 0 (processus de Galton-Watson sans immigration!), tandis que Z,, ; avec
1 < k < n est le nombre de descendants a I'instant n des individus immigrés a l'instant k.
Toutes ces variables sont indépendantes. On observe que Z,, ; a la méme loi que la somme
de I}, copies indépendantes de Z,,_j o. Bien qu’il soit possible d’utiliser ces observations pour
étudier le cas m < 1, nous nous contentons par souci de simplicité du cas m > 1.

Théoréme 5.18 (Cas sur-critique avec immigration). Sim > 1 alors (Yn),,>q = (Zn/m"), 50
converge p.s. vers une v.a.1. Yoo = 0. St de plus 0 < 0o et o4 < 0o alors la convergence a
également lieu dans L? et? BE(Ys) =1+ my/(m —1).

Démonstration. La suite (Y3,),,5o est une (Fy),,--sous-martingale car
E(Yn ‘ Jrnfl) =Y, 1+ m—ner =Yy 1.
On a E(Yp) =1et E(Y,) =E(Y,—1) + m "m4 pour n > 1 d’ou

E(Y,)=1+m ™+ +m ™)m,.

2. 11 est également possible de calculer V(Y) (exercice!).
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5.5. Notes et commentaires

Comme m > 1 et Y;, > 0 on obtient sup,, E(|Y,|) = sup,, E(Y,) < oo, et un théoréme de Doob
sur les sous-martingales bornées dans L' entraine que (Y2),>0 converge p.s. vers une v.a.r.
Y, > 0 intégrable (la convergence a lieu dans L' si la suite est uniformément intégrable).
Supposons que o < 0o et o4 < 0o et montrons que la convergence a lieu dans L?. On a

E(Y?) = m 2"V (Z,) +m ?"E(Z,)*

n

ce qui donne (apreés calculs) £ := lim,, o E(Y,?) < 0o car m > 1, et pour tous n, k > 1

E((Yask — Yn)?) = B(Yyy) + B(Y) = 2B(Yo4iYa)
= E(Y,!p) + E(Yy) = 2B(E(Yosk | Fo)Ya)
= E(Y;7 ) + B(Y;) = 2B((Yn + (m ™" " 4o 4 m™ " my)Yy)
=E(Y;} ) —B(Y) = 2(m ™" * 4o 4 m_"_l)m+E(Yn)

=/{+ 0n~>oo(1) —0— On%oo(l) + On~>oo(1)

Par conséquent, (Yn)n>0 est de Cauchy dans L? et converge donc dans L2. ]

5.5 Notes et commentaires

C’est vers 1875 que Francis Galton et Henri William Watson écrivent leur article sur
I’évolution du nombre de noms de familles aristocratiques anglaises. Ils ne connaissaient sans
doute pas les travaux antérieurs de Irénée-Jules Bienaymé sur le méme sujet. L’étude du
processus de Galton-Watson peut étre considérablement raffinée. Le modele lui méme peut
étre enrichi et modifié afin de tenir compte de diverses situations d’intérét : existence de sexes
différents, survivance des individus a plusieurs générations, etc. On trouvera de nombreux
développements dans les livres [DJ06, AN04, HJVO07, Har02].

Une étude du processus avec immigration se trouve dans les livres [Rug01, AN04]. Le
théoreme 5.9 de Akiva Yaglom constitue un bon point de départ pour ’étude plus générale
des distributions quasi-stationnaires des processus de populations, présentée dans le survol de
Sylvie Méléard et Denis Villemonais [MV12].

Le lemme 5.16 est obtenu dans un article de Aryeh Dvoretzky et Theodore Motzkin
[DM47]. L’expression pour la taille d’'un arbre de Galton-Watson est établie dans un article
de Meyer Dwass [Dwa69] avant que le lien entre les deux situations ne soit fait. On pourra
consulter I’habilitation & diriger des recherches [Mar04] de Jean-Francois Marckert ainsi que
I’article de synthése autour du théoreme du scrutin de Luigi Addario-Berry et Bruce Reed
[ABROS]. Au dela du théoréme 5.15, la combinatoire foisonne de bijections entre collections
d’objets de natures différentes.
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CHAPITRE 6

Percolation

Mots-clés. Percolation; loi du zéro-un ; phénomeéne de seuil ; couplage ; graphe aléatoire ;
arbre aléatoire; arbre de Bethe; réseau euclidien; graphe complet; graphe aléatoire de
Erdés-Rényi.

Dans un percolateur, ’eau ne traverse le marc de café que si celui-ci est suffisasamment mouillé.
La modélisation du marc de café par une grille dont les arétes sont mouillées aléatoirement
ouvre la voie a une étude mathématique du phénomene physique de la percolation. Nous
commencons par introduire la notion de percolation sur un graphe général, puis nous abordons
le cas plutot simple du graphe de Bethe (arbre), puis le cas plus physique du graphe carré.
Nous terminons par quelques mots sur un modele de graphe complet.

6.1 Percolation dans un graphe

Un graphe (non-orienté) est un couple G = (V, E) ou V est un ensemble non-vide fini
ou infini dénombrable, et ou E C Pa(V), ou Po(V) est 'ensemble des parties de V' a deux
éléments. Les éléments de V et E sont respectivement appelés ! sommets et arétes du graphe
G. Silaréte {x,y} appartient & F, on dit que x et y sont voisins et on note z ~ y. L’exemple
le plus immédiat est celui du graphe euclidien &; = (V, E') pour lequel

V=2 et E={{z,y}:z,yeZ |z —yl,:=|n1—ypl+ - +|za—yal = 1}.

Un chemin de longueur n dans le graphe (V| F) reliant un sommet z & un sommet y est
une suite finie x = xg ~ - -- ~ x,, = y. S’il existe un chemin reliant z a y, on dit que x et y
communiquent (ou sont connectés) et on note x <> y. On a jamais x ~ x, mais on convient
que x <> x pour tout x € V. La relation binaire <> sur V est une relation d’équivalence et la
classe d’équivalence (ou composante connexe) du point = est notée C(x). Un chemin est dit
auto-évitant si tous les sommets qui le composent sont distincts. Si x <+ y et x # y alors il
existe un chemin auto-évitant de = a y, construit a partir d’'un chemin quelconque en effagant
les boucles. Un chemin reliant un sommet & lui-méme est appelée cycle. On dit que (V, E) est
un arbre lorsqu’il est connexe et n’a pas de cycles, ou de maniére équivalente lorsque deux
sommets distincts sont toujours reliés par un unique chemin auto-évitant.

Dans la suite V est, sauf mention du contraire, infini dénombrable. Soit F' C E. On dit
qu’il y a percolation en x € V (pour F) si la classe C'(x) de z dans le graphe (V| F') est de
taille infinie i.e. |C(x)| = oo, et on note = <> co. On identifie ’ensemble des parties de E a
I’ensemble

Q:={0,1}%.

1. On dit «vertices» et «edges» en anglais, d’ou la notation.
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6. PERCOLATION

Dans la suite, on choisit F' de maniére aléatoire dans €2, et ainsi (V, F') est un graphe aléatoire.
On décide de fabriquer F' & partir de E en tirant a pile ou face pour savoir si on conserve ou
si on efface chaque aréte de E. Cela revient a introduire la loi de probabilité

Py = ® Ber(p)

eckE

sur  muni de sa tribu cylindrique F, ot p € [0,1] est un parametre fixé. On note I,
I'espérance sous IP),. Pour étudier I'influence du parametre p sur le phénomene de percolation
sous P, on distingue un sommet particulier & € V', que nous appelons racine — on dit qu’on
enracine (V, E) en @ — et on définit la probabilité de percolation sous P, pour & par

6(p) = Py(2 © o0) = P,(|C(2)] = o).

= o
_Iﬁ_ilth:

rir—-
-1

E}
o

=)
n
5}

-20
-20

FIGURE 6.1 — Réalisation du graphe aléatoire (V, F') du graphe euclidien & sous Py /2

Lemme 6.1 (Monotonie). On a 6(0) =0, 0(1) =1, et p € [0,1] — 0(p) est croissante.

La monotonie de 6 conduit & introduire la notion de probabilité critique p. € [0,1] par

pe=sup{p € [0,1] : 6(p) =0}.

Démonstration. Si p = 0 alors F' est vide et donc §(0) = 0 tandis que si p =1 alors F' = E
et §(1) = 1. Pour établir la monotonie en p, on procede en couplant toute les lois (IPp)pG[O,l]'
Soient (Ue),c des v.a.r. ii.d. de loi uniforme sur [0, 1] (nécesairement définies sur un méme

espace de probabilité). Pour tout p € [0,1] on réalise IP,, comme la loi de F}, := (1 {Ue<P})ee e
A présent Si p < p/, alors F, C F,y. Toute aréte de (V, F})) est aussi une aréte de (V, Fy). Si

x <+ y pour (V, F,) alors c’est aussi le cas pour (V, F}y). Par conséquent on obtient
0(p) = Pp(D > 00) < Py (2 > 00) = 0(p').
[

Remarque 6.2 (Couplage et monotonie). Munissons 2 de l'ordre partiel issu de l'inclusion
dans Po(V), ce qui signifie que F < F' ssi toute aréte de (V, F) est aussi une aréte de (V, F").
Pour toute f : Q — R bornée, l'argument de couplage utilisé dans la preuve du lemme 6.1
assure que si f est croissante alors p € [0,1] — E,(f) Uest aussi.
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6.2. Graphe de Bethe (arbre régulier)

’ N ’ N

|
’ s N
s N s ! N
s N . | N
@/ @ \@ @/ @ @ @ @ \@

FIGURE 6.2 — Les premiéres branches de By avec des arétes supprimées par IP;, (en pointillé).

6.2 Graphe de Bethe (arbre régulier)

On considére dans cette section le cas ou (V, E) est le graphe de Bethe B, de degré r > 2,
c’est-a-dire 'arbre infini dont chaque sommet a r voisins sauf un qui n’en a que » — 1, noté 0
et appelé racine de I'arbre (voir la figure 6.2). Pour tout p € [0, 1], sous IP,, le graphe aléatoire
(V, F') est en quelque sorte une forét d’arbres. La probabilité de percolation et la probabilité
critique pour le sommet racine @ = 0 dans B, sous PP, sont notées

0:(p) := Pp(0 <> 00) = Pp(|C(0)| = 00) et pe(r) :=sup{p € [0,1] : 0,(p) = O}.

Théoréme 6.3 (Phénomene de seuil pour la percolation sur le graphe de Bethe). Pour tout
r > 2 et tout p € [0,1] la quantité 0,(p) est la plus grande racine en 6 € [0,1] de ’équation
1—0=(1—-pd) 1, tandis que p.(r) = 1/(r — 1). De plus, la fonction 0, est continue, nulle
sur [0, pe(r)], strictement croissante sur [p.(r),1], et pour r >3 on a

07‘ (p) 2 2(7’ — 1)2

lim = —
p=pe(r)t D —pe(r)  pe(r)(1 — pe(r)) r—2

Sir > 3alors 0 < p.(r) <1 etonaun phénoméne de seuil pour la percolation sur B,.

Démonstration. Le graphe de Bethe B, coincide avec l'arbre de Galton-Watson de loi de
reproduction d,_;. Sous P, on obtient un arbre aléatoire dans lequel chaque sommet de
l'arbre est relié a chacun de ses r — 1 enfants avec une probabilité p. Le nombre de ces
connexions est distribué selon la loi de reproduction Bin(r — 1,p) de moyenne m = (r — 1)p.
D’apres le chapitre 5, cet arbre est sous-critique si m < 1, critique si m = 1, et sur-critique si
m > 1. D’apres le théoreme 5.6 la probabilité d’extinction de la population est la plus petite
racine s, de I’équation g,(s) = s ol g, est la fonction génératrice de la loi de reproduction :
gp(8) = (ps+ 1 —p)"~! pour s € [0,1]. L’extinction de la population est synonyme de la
finitude de la composante connexe de la racine. On a donc 6,(p) =1 — s, et 6,(p) est ainsi la
plus grande racine dans [0, 1] de I'équation 1 — 6 = (1 — pd)" 1.

Soit hy, la fonction définie sur [0, 1] par hy(0) = (1 — pf)"~! — 1 + 6. Elle est nulle en 0,
strictement positive en 1, strictement convexe si r > 3 et affine si r = 2. De plus h;(0) a
le signe de 1 — p(r — 1). Ainsi, pour p(r — 1) < 1, hy, ne s’annule qu’en 0 et 6,(p) = 0. En
revanche, h, s’annule exactement une fois sur |0, 1[ dés que p(r — 1) > 0. En conclusion, la
probabilité 6,(p) est nulle pour p < (r — 1)~! et strictement positive pour p > (r — 1)~!. La
fonction p — hy(6) est strictement décroissante et réguliere. Ceci assure que la fonction 6, est
continue sur [0, 1] et strictement croissante sur [p.(r), 1].

Onaenfin 1—60=1—(r—1)pf + 3(r — 1)(r — 2)p?6? + 0(6%). Puisque 60, (pc(r)) = 0 et
0, (p) est strictement positive pour p > p. = (r — 1)~!, on obtient aprés simplification

B (r—=1p-1 B 2
0r(p) = Q(T T o(6r(p)) = m(p — pe) + 0(0:(p))-
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6. PERCOLATION

pc(.4) pe(3) P

FIGURE 6.3 — Percolation pour B, avec r = 3 (trait plein) et » = 4 (trait en pointillé).

On conclut en remarquant que (r — 2)p. = 1 — pe. O

Remarque 6.4 (Caractere explicite des cas r < 4). Pour r = 2, le graphe de Berthe By est
identifiable au graphe de IN et sous Py la v.a. |C(0)| suit la loi géométrique de paramétre
1—p, et o =15 et p.(2) = 1. Pour r =3 et r = 4 I’équation vérifiée par 0,(p) fournie par le
théoréme 6.3 est résoluble explicitement (voir la figure 6.2) :

0 sip<1/2, 0 sip<1/3,
O3(p)) =q2p—1 et 04(p) = { 3p? — /4p3 — 3p*
pe sip>1/2, P 2p§ L sip>1/3.

Remarque 6.5 (Taille moyenne de la composante de la racine). Reprenons la preuve du
théoréme 6.3, et supposons que p < pe(r). Alors |C(0)| < oo p.s. car la lignée de la racine
s’éteint p.s. . De plus d’aprés la section 5.3 la fonction génératrice h de |C(0)| est solution de
Uéquation h(s) = s(ph(s) + 1 — p)"~L. En particulier on obtient

1
E,(|C(0))) = 1 —p(r—1)
00 st p = pe(r).

sip < pe(r),

D’autre part, si p €|p., 1| alors il existe une infinité de classes de taille infinie. Cette situation
est trés différente de celle du graphe euclidien étudié dans la suite.

6.3 Graphe euclidien (grille)

On consideére dans cette section le cas ou (V) F) est le graphe euclidien £y, avec V' = 7% d>
l,et B = {{x,y} €PZY) |z —yly = S0 o — yi| = 1}. La probabilité de percolation
et la probabilité critique pour le sommet racine @ = 0 dans &; sous P, sont notées

0a(p) := Pp(0 > 00) = Pp(|C(0)] = o) et pc(d) :=sup{p € [0,1] : ba(p) = 0}.

Pour d = 1, le graphe &; est identifiable au graphe Z, pour tout = € Z, sous PP, la v.a.
|C(x)| alaloi de G- + G4 — 1 ou G_ et G4 sont des v.a. indépendantes de loi géométrique
de parametre 1 — p. Ainsi pour d = 1 on obtient 1 = 17 et p.(1) = 1.

Des que d > 1, la probabilité de I'événement {z <+ y} pour &; sous P, n’est pas explicite
méme pour x ~ y car toutes les arétes du graphe sont susceptibles de jouer un roéle, contraire-
ment au cas des graphes de Bethe. Du point de vue de la connectivité, la grille est beaucoup
plus complexe qu’'un arbre car la présence de cycles permet de faire des détours.
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6.3. Graphe euclidien (grille)

Lemme 6.6 (Probabilité d’une petite classe). Pour tous d > 1, z € Z%, p € [0,1],
Py(C(z) = {z}) = (1= p)* et Py(|C(x)| =2) = p(1 - p)**~V.

Démonstration. On a |C(z)| =1 si et ssi x n’est relié a aucun de ses 2d voisins, tandis que
|C'(z)] = 2 ssi x n’est relié qu’a un seul de ses 2d voisins, lui-méme n’étant relié qu’a z. O

Théoréme 6.7 (Phénomeéne de seuil pour percolation sur graphe euclidien). Pour tous
2<d<d onaby <Oy etp(d) <pc(d). De plus on a 0 < p.(d) <1 et plus précisément
1 1 1

2
< — <peld) <1— —= < =,
201 S way SPd) k(2) 3

ot la constante k(d) est définie dans le lemme 6.8.

La constante k(d) est appelée constante de connectivité de £;. Pour plus de clarté, la
démonstration du théoréeme 6.7 est découpée en quatre lemmes.

Lemme 6.8 (Constante de connectivité). Pour tous d > 2 et n > 1 soit k,(d) le cardinal de
I’ensemble C? des chemins auto-évitants dans £; de longueur n issus de lorigine 0. On a

d" < kp(d) < 2d(2d — 1)1
De plus, la suite (/ﬁn(d)l/")n>1 converge et sa limite r(d) vérifie
d< k(d) <2d-1.

Preuve du lemme 6.8. La premiere aréte d’'un chemin auto-évitant issu de 0 peut étre choisie
parmi les 2d arétes issues de 0. Pour les pas suivants, les retours en arriére sont proscrits, d’ou
kn(d) < 2d(2d — 1)"~!. La borne inférieure k,(d) > d™ est obtenue en remarquant que tout
chemin issu de 0 dont les coordonnées des sommets successifs sont croissantes est auto-évitant.
La suite (#n(d)),,>; est sous-multiplicative : pour tous n,m > 1,

Fntm(d) < Kn(d)km(d),

carsi (0,21, ..., Tptm) € Cngm alors (0,21,...,2,) € Clet (0,Tns1—Tpn, ..., Tnim—2n) € CL.
Ceci implique que la suite (logn(d)),,~, est sous-additive, et le lemme de Fekete donne

log ki, log ki
lim —8" (d) =) ot A:=inf 22" () € [—o0, 00|
n—00 n n=>1 n
Ceci donne x(d) = €*, et 'encadrement de x(d) découle de celui de k(). O

Lemme 6.9 (Minoration). Pour tout d > 2 on a p.(d) > 1/k(d).

Preuve du lemme 6.9. Soit n > 1 et N, la v.a. égale au nombre d’éléments de Cff inclus dans
I'ensemble d’arétes aléatoire C'(0) sous PPp. Si |C'(0)| = oo, alors N,, > 1. D’autre part chaque
élément de CZ a une probabilité p” d’avoir toutes ses arétes dans C(0). Ainsi

0a(p) < Pp(Nn = 1) = Ep(In,>1) < Ep(Nn) < p"hin(d).

A présent le lemme 6.8 donne k,,(d)"/™ = k(d) + 0,(1), d’ott 04(p) < (pr(d) + 0,(1))". Par
conséquent, si pr(d) < 1 alors on obtient 64(p) = 0 quand n — oo. O

Lemme 6.10 (Décroissance). Si 2 < d < d alors 04 < 0y et p.(d') < pe(d).
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6. PERCOLATION

Preuve du lemme 6.10. L’idée est de procéder par couplage un peu comme dans la preuve du
lemme 6.1. Comme le graphe &; est identifiable au graphe de £y correspondant par exemple
aux d premiéres coordonnées dans Z® , on peut coupler, pour tout p € [0, 1] fixé, les graphes
aléatoires (Z4, F) et (Z4, F') de & et Ex sous P, de sorte que

04(p) = Pp(0 > 400 dans £g) < Pp(0 < 400 dans Ey) = Oz (p).
Il en découle en particulier que p.(d) < pe(d). O
Lemme 6.11 (Majoration). Sid =2 alors p.(2) < 1—1/k(2).

Prewve du lemme 6.11. Le graphe dual & = (V*, E*) de & = (V, E) est le translaté de &
par le vecteur (1/2,1/2) (voir la figure 6.3). Chaque aréte e du graphe initial rencontre une et
une seule aréte e, du graphe dual. On construit le graphe aléatoire (V*, F*) de £ a partir du
graphe aléatoire (V, F') de & sous IP) en décidant que e, € F* ssie & F'

Une boucle auto-évitante (courbe de Jordan!) de longueur n est un chemin (xg, z1, ..., %)
tel que le chemin (zg, x1,...,x,_1) est auto-évitant et x,, = xo. Son complémentaire est formé
de deux composantes connexes, I'une bornée (appelée intérieur) et I'autre pas.

Soit A(m) := [~m,m]?. On introduit les événements suivants :

— Fy, = {A(m) est a lintérieur d’une boucle auto-évitante de £ a arétes dans F*},

— Gy = {les arétes reliant les sommets de A(m) sont dans F'}.
Il y a percolation en 0 sur I’événement F, NGy, et comme F),, et Gy, concernent des ensembles
d’arétes disjoints, ils sont indépendants sur IP,,. Considérons & présent une boucle v dont
lintérieur contient A(m). Sa longueur n est nécessairement supérieure a 4m. De plus, elle
contient nécessairement au moins un sommet de la forme (1/2+%,1/2) avec 0 < k < n. Notons
xo le point de cette forme le plus a droite et numérotons les éléments de = en parcourant
la courbe dans le sens trigonométrique de sorte que v = (zg, z1,...,2,—1). Ce chemin est
auto-évitant. Ainsi, il y a au plus nk,(2) boucles auto-évitantes de longueur n entourant
A(m). Donc si M, est le nombre de boucles auto-évitantes de longueur n entourant A(m) et
dont toutes les arétes sont dans F', on a

P,(Fn) < 1Pp< > M, > 1) Ep(Lis, ., mos1y) < O Ep(My) < ) nra(2)(1—p)™.

n=>4m n=4m n=z4m

Puisque £, (2)"/" = k(2) + 0,(1), la série ci-dessus (membre de droite droite) est convergente

des que k(2)(1 — p) < 1 et par suite, pour m assez grand, IP,(F},) < 1/2. Pour un tel m on a
1
02(p) > Py(Fy, N Gim) = Py(Fi)Py(Grm) > 50" > 0.
Nous avons démontré que si (1 — p)x(2) < 1 alors f2(p) > 0, d'ott p.(2) < 1 —1/k(2). O

Dans le régime sur-critique p > p.(d), la classe C'(0) de l'origine 0 peut étre infinie. Le
théoreme suivant compléte ce résultat.

Théoréme 6.12 (Existence de la classe infinie). Sip > p.(d), alors Py-p.s. il existe au moins
une classe infinie.

Démonstration. L’événement A :=«Il existe au moins une classe infinie» est dans la tribu
terminale des événements (A.),.p ou A. := {e € F}. Or sous P, ces événements sont
indépendants, et donc P,(A) = 0 ou P,(A) = 1 par la loi du 0-1 de Kolmogorov. A présent si
p > pc(d) alors P, (|C(0)| = 00) > 0 et {|C(0)| = 00} C A, d'ou Pp(A) =1. O

Toutefois, la situation est bien différente de celle du graphe de Bethe : la classe infinie est
unique! Cependant, la démonstration dépasse le cadre de ce chapitre. Nous nous contentons
d’une démonstration sur £ en supposant connu le fait que 62(1/2) = 0.
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6.4. Graphe complet et modele de Erd6s-Rényi
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FIGURE 6.4 — A gauche, le graphe euclidien & (trait plein) et son dual £ (trait pointillé). A
droite, une composante finie et sa boucle ceinturante.

Théoréme 6.13 (Unicité de la classe infinie). Supposons que d = 2 et que 02(1/2) =0 sur le
graphe Ey. Alors, pour tout p > p.(2), il existe Pp-p.s. une unique classe infinie.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du lemme 6.11. Pour p = 1/2, la
percolation sur & et sur son dual £5 sont de méme nature : IP,-p.s. il n’y a pas de composante
infinie car 65(1/2) = 0. Soit A(m) = [—m, m]%. 1l existe une boucle 7, auto-évitante dans &3
entourant A(m) et dont les arétes sont dans F* (donc les arétes duales dans £ ne sont pas
dans F). Par le méme argument, il existe une boucle v dans & qui contient 7, et donc A(m).
Par couplage, ceci est encore vrai pour tout p > 1/2. Si deux classes d’équivalence infinies
intersectent A(m) alors elles intersectent également v et sont donc confondues! Puisque ceci
est vrai pour tout m, il ne peut y avoir qu’une classe infinie. O

6.4 Graphe complet et modele de Erdés-Rényi

On consideére dans cette section le cas ou (V, E) est le graphe complet infini K+, c’est-a-dire
que V est infini dénombrable et E' = Po(V'). Ainsi x ~ y pour tous x # y dans V. Les sommets
jouent tous le méme réle. Comme tous les sommets sont voisins dans K, il n’y a donc pas de
géométrie comme dans B, ou dans &;. Sous PP, le graphe aléatoire (V, F') est appelé modele
de Erd6s-Rényi infini. Pour tous p €]0,1] et x € V, le sommet 2 a un nombre infini de voisins
dans (V, F) et Pp(|C(z)] = 00) =1, d’ot1 0 = 1jg 4] et p. = 0.

Pour rendre le modele plus passionnant, on peut considérer le phénomeéne de la percolation
dans le graphe complet fini K, & n sommets V = {1,...,n} et faire dépendre de n le
parametre p de P,. On note G(n, p) la loi du graphe aléatoire (V, F') sous P,,. Dans ce modele
de Erdds-Rényi fini G(n, p), chaque sommet = € V posséde un nombre aléatoire de voisins, qui
suit la loi binomiale Bin(n — 1, p) de moyenne (n—1)p ~ np. Lorsque n — oo avec np — A > 0
alors p,, ~ A/n — 0 et le nombre de voisins de chaque site converge en loi vers la loi de Poisson
Poi(\).

Théoréme 6.14 (Phénomene de seuil et composante connexe géante). Soit A > 0 un paramétre
réel fizé, et a := A —1—log(\) > 0. Soit (Gn),,~, une suite de graphes de Erdds-Rényi définis
sur un méme espace de probabilité, avec Gy, = (V,, Fy,) de loi de Erdds-Rényi G(n,p) avec
p=A/n.

1. Si XA < 1 alors pour tout ¢ > 1/, en notant Gy (v) la composante connexe du sommet v,

lim IP(max|Gn(v)| > clog(n)) =0.

n—00 vEV,
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2. 81 A>1 alors

G s,
maxyev, |G(v)| L p
n n—oo

ot p €]0,1] est la probabilité d’extinction d’un processus de branchement de Galton-
Watson de loi de reproduction Poi(\). De plus, il existe un réel ¢ > 0 tel que presque
stirement la seconde composante conneze (en taille) a une taille au plus clog(n).

En substance, si A < 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est si faible qu’il ne
comporte pas de composante connexe plus grande que O(log(n)). Le graphe est émietté. En
revanche, si A > 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est si forte qu’il contient une
unique composante connexe contenant une fraction > 0 des sommets — on parle de composante
connexe géante — tandis que les autres composantes connexes ont une taille qui n’excede pas

O(log(n)).

Démonstration. Par souci de simplicité, nous nous contentons d’établir la premiere propriété
seulement. Pour ce faire, on explore G(v) en utilisant un algorithme de parcours en largeur?,
qui consiste a explorer les voisins de v, qui constituent la premiere génération, puis leurs
voisins qui n’ont pas déja été visités, qui constituent la seconde génération, etc. Cela donne
un arbre fini couvrant® G(v), similaire & celui de la figure 5.2. En forcant I’absence de cycles,
cette approche fournit également un couplage avec un arbre aléatoire de Galton-Watson de loi
de reproduction Bin(n — 1, p), sous-critique car (n—1)p < A < 1, dont la taille totale N vérifie
N > |G(v)| (le fait que P'arbre est plus gros vient de I’absence de cycles). Or le théoréme 5.15

affirme que
loi

N=T ou T:=inf{fk>1:95,=-1}

est le temps d’atteinte de —1 d’une marche aléatoire (S’k),@O sur 7 issue de Sy = 0 et
d’incréments (U;);-, i.i.d. tels que 1+ U; ~ Bin(n — 1, p). Fixons § > 0 quelconque et posons

My =" p(0)7F ou o(f) = E(U1)

est la transformée de Laplace de la loi des incréments de (Si);>qo- Or (Mg),> est une
martingale positive* pour la filtration naturelle de (Si) k0> €6 T est un temps d’arrét fini p.s.
On a lim,, oo Mppn = Mp p.s. de sorte que grace au lemme de Fatou et au théoreme d’arrét

de Doob,

e "B (p()™") = B(Mr) = B(lim Mra,) < lim E(Mra,) = E(M) = 1.

n—oo n—oo

Choisissons 6 > 0 tel que ¢(f) < 1, de sorte que pour tout r > 0, par I'inégalité de Markov,
P(T > 7) =P(p(0) ™" = 9(0)") < p(0) E(p(6)") = ¢(6)"¢’.

L’inégalité de convexité 1 4+ x < e* valable pour tout € R donne

n—1
Ae? — 1)> < MNP-1)-0

p(0) =e (1 —p+pe’)" ! = 6_9<1 + =

(notons que M’ 1) egt la transformée de Laplace de Poi \)). La fonction @ € R+ (e —1)—0
atteint son minimum en 6, = —log(\) > 0, et p(f,) = e * ot @ :=1— A +log(A\) > 0, d’ou

P(T>r) < cp(H*)reg* = e Tl — \lemor,

2. «Breadth-First Search» en anglais (BFS).

3. «Spanning tree» en anglais et on parle de «Minimal Spanning Tree» (MST).

4. Le théoréme de convergence des sous-martingales bornées dans L' implique que toute martingale positive
converge p.s. vers une v.a.r. de L' (la convergence a lieu dans L' si la martingale est uniformément intégrable).
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Par conséquent, pour tout ¢ > 0,
P(|G(v)| = clog(n)) < P(N > clog(n)) = P(T > clog(n)) < A\~ 'n~9¢,

A présent, comme les variables aléatoires (G (v))yey sont identiquement distribuées, on a

P<m5< G(v)] > clog<n>) < ST P(IG()] > clog(n)) = nP(G(1)] > clog(n)) < A~'n! 0",
veV

d’ou le résultat en prenant ¢ > 1/av. ]

6.5 Notes et commentaires

La géométrie des arbres réguliers (graphe de Bethe) et des graphes complets est plus
simple que celle du graphe euclidien (grille), ce qui facile en principe I’étude de propriétés
probabilistes. En informatique, en télécommunication, mais aussi en électricité, un réseau® est
un graphe muni d’une marque ou d’un poids sur chaque arréte, représentant une conductance,
une résistance, une longueur, un cofit, etc, dans notre cas 0 (arréte indisponible) ou 1 (arréte
disponible). En ce sens, nos graphes aléatoires sont des réseaux aléatoires%. D’autre part,
dans le cas euclidien, il se trouve que notre graphe est également un réseau au sens de la
géométrie 7, c’est-a-dire un sous-groupe discret de 1’espace vectoriel euclidien.

Le phénomeéne de la percolation est un classique de la physique statistique, qui peut étre
étudié sur tout graphe aléatoire. Le mécanisme de la percolation possede par ailleurs de
nombreuses variantes : percolation orientée (les arétes sont orientées), percolation de premier
passage, de dernier passage, percolation par sommets (ce sont les sommets et non les arétes
qui sont déclarés ouverts ou fermés), etc. Une bonne partie de ce chapitre est inspirée des
notes de cours de Thierry Lévy [Lé08]. La théorie mathématique de la percolation, développée
depuis le milieu du vingtieme siécle par Hammersley et Kesten notamment, constitue depuis
lors un domaine tres actif des probabilités. Un panorama sur le sujet se trouve dans les livres
[Gri99, Gril0] de Geoffrey Grimmett, dont la these soutenue en 1974 sous la direction de
John Hammersley et Dominic Welsh (ancien éleve de Hammersley également) portait déja sur
les champs et graphes aléatoires! Le théoreme 6.14 date des travaux de Paul Erdés et Alfréd
Rényi du milieu du vingtieme siecle [ER61]. Le théoréeme 6.14 est inspiré des notes de cours
de Charles Bordenave [Borl4a]. Plus généralement, on peut établir le résultat suivant :

Condition sur (n,p) ‘ Comportement p.s. du graphe aléatoire G(n,p) quand n — oo

np < (1 —¢€)log(n) | existence de sommets isolés (donc graphe non connexe)
np > (1 + €)log(n) | graphe connexe (donc np ~ log(n) est un seuil de connectivité)

np < 1 | pas de composante connexe de taille > O(log(n))
2/3

np =1 | plus grande composante connexe de taille =~ n
np — A > 1 | unique composante connexe géante (fraction > 0 des sommets)
aucune autre composante connexe n’est > O(log(n)).

On renvoie a ce sujet a [Borl4a] ainsi qu’au livre de Remco van der Hofstad [vdH14] notamment.

Le lemme 6.8 donnant un encadrement de la constante de connectivité du graphe euclidien
est 'une des clés de la démonstration du théoréme 6.7. Toutefois, la valeur exacte de cette
constante k(d) est inconnue pour tout d > 2. Hugo Duminil-Copin et Stanislav Smirnov
ont montré qu’elle vaut /2 + v/2 pour le graphe hexagonal sur Z2. La démonstration du
théoreme 6.13, tirée de l'article de synthese [HJ06], est due & Theodore Harris [Har60]. Dans

5. «Network» en anglais.
6. «Random networks» en anglais
7. «Lattice» en anglais.
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ce travail, Harris établit également que 02(1/2) = 0 c’est-a-dire que p.(2) > 1/2. Il faudra
attendre le travail de Kesten [Kes80] pour que I’égalité p.(2) = 1/2 soit démontrée. La question
de la continuité de 6 au point 1/2 est encore ouverte. Pour les autres valeurs de d, la valeur
de la probabilité critique n’est méme pas connue. On peut toutefois établir que 64 est de classe
C* sur l'intervalle |p.(d), 1].
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CHAPITRE 7

Renforcement

Mots-clés. Renforcement ; urne ; chaine de Markov ; martingale ; échangeabilité ; graphe
aléatoire ; marche aléatoire ; lois exponentielles.

Le phénomene du renforcement est trés présent dans la nature, notamment en génétique,
en physique statistique, en sociologie, en psychologie, et en neurosciences. Ce chapitre présente
trois modeles emblématiques du phénomene : I'urne de Pélya, le graphe aléatoire a attachement
préférentiel de Barabdsi-Albert, et une marche aléatoire renforcée. 1l se termine par un théoréme
de Rubin sur les urnes de Pdlya généralisées. D’autres instances se trouvent dans les modeles
de Fisher-Wright et de Moran (chapitre 4), de Ewens (chapitre 9), dans certains modeles
de croissance (chapitre 11), et dans le modele d’Ehrenfest (chapitre 3). Dans les modéles
markoviens, le phénomene du renforcement apparait souvent en liaison avec une propriété de
monotonie partielle dans une récurrence aléatoire.

7.1 Urne de Pélya

L’urne de Podlya est un modele remarquablement simple de renforcement, qui modélise
bien par exemple le fait que le succes ou la richesse s’auto-amplifie au cours du temps.

Au temps n = 0, on prépare une urne contenant a > 0 boules argentées et b > 0 boules
blanches. Pour fabriquer la configuration de I'urne au temps n = 1, on tire au hasard une boule
dans 'urne, puis on remet la boule tirée dans 'urne, ainsi qu'une nouvelle boule de méme
couleur. On répéte ce mécanisme de maniere indépendante pour fabriquer la configuration de
I'urne en tout temps n € IN. A Pinstant n € IN, Purne contient a + b -+n boules. Si M, € [0, 1]
est la proportion de boules argentées a I'instant n, alors My = a/(a + b), et

(a+b+n)M, + 1y, <m,
a+b+n+1

Mn+1 =

ot (Up),, est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi uniforme sur [0, 1]. La suite récurrente aléatoire (M), est une chaine de Markov
non homogene d’espace d’états R, mais aussi une martingale. On pose Uy = 1. Codons
le résultat du n° tirage par une variable aléatoire X,, a valeurs dans {«a, S} ou « et
indiquent que la boule tirée est argentée ou blanche. Alors & 'instant n l'urne contient
Yo = > o1 Lx,—ay = (a + b+ n)M, boules argentées et Z, = (a + b+ n —Y,) boules
blanches, et (Xp, Yn, Z5),5, constitue une suite récurrente aléatoire :

(a,Yn+1,7,) siUpp < Xn)ifyn ‘
(B.Yn, Zn+ 1) siUps1 > o5

(Xnt1, Yns1, Zny1) = {
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7. RENFORCEMENT

Théoréme 7.1 (Martingale). La suite (My),, o est une martingale a valeurs dans [0, 1] pour
la filtration (Fp),cn définie par Fr = o(Up, ..., Uy), et en particulier la proportion moyenne
de boules argentées est conservée au cours du temps : pour tout n € IN,

a
a+b

De plus, il existe une variable aléatoire My, sur [0,1] telle que

lim M, = My

n—o0

presque sirement et dans LP pour tout p > 1. En particulier E(Ms) = E(Mo) = ;%5-

Démonstration. La suite (Mp),, oy est une martingale pour (Fy),,~, car pour tout n € N, M,
est Fp-mesurable, a valeurs dans [0, 1] donc bornée donc intégrable, et

a+b+n)M, + M,
a+b+n+1

E(Moi1 | Fu) = By | My) = & s

Le théoréme de convergence des martingales uniformément bornées donne M,, — M, presque
slirement et dans LP olt M, est une variable aléatoire & valeurs dans [0,1] 1. O]

Théoréme 7.2 (Equilibre). La v.a.r. My suit la loi Beta de densité

1

(a—1)1(b—1)!
Beta(a, b)

uTH1- W' ot Beta(a,b) = gy,

u € [0,1] —

En particulier, si a =b =1 alors M, suit la loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration. Pour tous ¢ et k on note

(c+ k-1

W =clet D) (e k1) = =5,

Soit X, la variable aléatoire de Bernoulli valant 1 si la boule du n-iéme tirage est argentée, et

0 si elle est blanche. Pour tous 1, ..., x, dans {0,1}, on a, en notant k = x1 + - -+ + zy,,
(k) p(n—k)
a
]P(Xl :$1,...7Xn :.'Ijn) = m
Cette probabilité est invariante par permutation des x1,...,x, : la loi du vecteur aléatoire
(X1,...,X,) est échangeable. Ainsi le nombre (aléatoire) Y,, = X; + --- + X, de boules
argentées tirées au cours des n premiers tirages vérifie, pour tout k£ € {0,1,...,n},
(k) p(n—k)
P(Y,=k) = (") "
k) (a+ b))
~_(n\T(a+k)I(b+n—k)I'(a+b)
- \k (@) ') (a+b+n)
_ (n)\Beta(a +k,b+n— k)
\k Beta(a, b)
ou Beta(a,b) = FF(&)E_S;) et I' sont les fonctions Beta et Gamma d’Euler. On dit que Y}, suit

la loi Beta-Binomiale. On a M,, = (a +Y,)/(a + b+ n) avec Yy = 0. Lorsque a = b =1, la
formule pour la loi de Y, indique que Y,, suit la loi uniforme sur {0,1,...,n}, et donc M,

1. La martingale est uniformément intégrable. Alternativement, on peut utiliser le théoréme de convergence
des martingales positives pour obtenir la convergence presque siire puis le théoréme de convergence dominée.
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suit la loi uniforme sur {1/(n+2),...,(n+1)/(n+ 2)}, ce qui entraine que M, suit la loi
uniforme sur [0, 1]. Dans le cas général, on peut écrire, pour tout ¢ € [0, 1],

P(My <t)= lim P(Y,, < (a+b+n)t)

n—o0

_ atbinl /) Beta(a + k,b+n — k)
= 2

k Beta(a, b)
k=0
1 - b—1
SR S— A U
Beta(a, b) /0 w1 —u) “
(le détail du calcul asymptotique est omis). O

Urne de Polya, a=1, b=1
1.0

0.8

0.6

Mn

0.4
0.2

0.0

FI1GURE 7.1 — Quelques trajectoires de I'urne de Pélya.

L’instant T =inf{n > 1: X,, = 1} = inf{n > 0: U, < M,,} du premier tirage produisant
une boule argentée est un temps d’arrét pour la filtration (F7,),,cpy (note : Up = 1). Le théoreme
d’arrét de Doob donne a/(a +b) = E(Mp) = E(Mpar) =E((a+1)/(a+b+nAT)).

Remarque 7.3 (Urne de Polya généralisée). Généralisons le mécanisme de renforcement
comme suit : on se donne un entier v > —1, et, d chaque tirage, on remet dans l'urne 1 + r
boules de la couleur tirée. Sir =1 on retrouve l'urne de Pdlya que nous avons étudiée, pour
laquelle Y, suit la loi Beta-Binomiale. Sir = 0, alors on obtient des tirages avec remise et Yy,
suit la loi binomiale, tandis que si r = —1 alors on obtient des tirages sans remise et Y, suit
la loi hypergéométrique. De maniére générale, pour tout r > —1, la loi de Y,, est donnée par

a(k) p(rk) k)
P(Yn—k)—m ou, " i=clc+r)---(c+ (k—1)r).

1l est possible de considérer un nombre arbitraire de couleurs, ce qui fournit un modéle incluant
le modeéle d’échantillonnage de la loi hypergéométrique multitypes. De nombreux modeéles de
renforcement peuvent étre obtenus comme une version généralisée de l'urne de Pdlya.

Remarque 7.4 (Matrice de remise). Soit A = (ai;),; j), une matrice k x k de nombres
entiers. Considérons une urne de Pélya généralisée a k couleurs qui évolue comme suit : on
tire une boule au hasard dans l'urne, on repére sa couleur, notée i, puis on remet dans l'urne
a; ; boules de couleur j pour tout 1 < j < k. On dit que A est la matrice de remise de ['urne.
Pour l'urne de Pélya standard que nous avons étudiée on a k =2 et A = 215.
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7.2 Graphe a attachement préférentiel de Barabasi-Albert

Les graphes aléatoires permettent de modéliser un certain nombre de phénomeénes naturels,
comme les structures d’amitié dans les réseaux sociaux, les structures des liens entre pages
dans le World Wide Web, les structures de collaborations dans les productions artistiques et
scientifiques, les structures de régulation entre protéines, les liaisons entre machines dans le
réseau Internet, etc. Les arbres de type Galton-Watson du chapitre 5 constituent un modele
de graphe aléatoire adapté aux structures de filiations. Le modele le plus célebre et le plus
simple de graphe aléatoire est sans doute celui de Erdés-Rényi, évoqué dans le chapitre 6 :
il se construit récursivement en ajoutant un nouveau site puis en tirant a pile ou face de
maniere indépendante sa connexion avec chacun des sites existants. Ce modéle ne colle pas
avec la réalité de graphes aléatoires sociaux, pour lesquels les nouveaux sites se connectent
préférentiellement aux sites existants les plus importants au sens de la connectivité (degré). I
y a la une instance du phénomene de renforcement dont il faut tenir compte spécifiquement.

Le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabdsi-Albert est défini de la maniere
suivante : au temps n > 1, le graphe contient n sites (sommets) et un certain nombre de liens
non orientés (arétes) entre ces sites. Au temps n = 1, le site 1 est relié & lui méme. Pour
faire évoluer récursivement le graphe, du temps n au temps n 4+ 1, on considere les degrés
dpi,...,dn, des n sites du graphe au temps n, et la loi de probabilité associée

dnk

)

dn,1+"'+dn,n,

Pnk =

puis on connecte le nouveau site n+ 1 a un site choisi aléatoirement et indépendamment parmi
les n sites existants, avec la loi de probabilité p,, .. Avec ce mécanisme, di1 = 2, da1 = 3,
doo =1, et pour tout n > 1, dp1 + -+ + dpn = 2n (soit n arétes). On peut réaliser cette
construction comme un modele d’urne de Pélya généralisée : au temps n > 1 I'urne contient
2n boules dont les couleurs peuvent aller de 1 & n, on tire alors une boule au hasard, et si
k est sa couleur, on remet dans 'urne 2 boules de couleur k£ ainsi qu’une boule nouvelle de
couleur n + 1 ce qui correspond & renforcer le site de couleur £ et a introduire un nouveau
site de couleur n 4 1 (le graphe gagne une aréte : k <> n+ 1).

1
10 14 3
. 5
2 12
19
4
30" 815 @
D ¢
6
8
9
16

FI1GURE 7.2 — Réalisation d’un graphe a attachement préférentiel de Barabasi-Albert.

Le graphe a attachement préférentiel de Barabasi-Albert n’a pas de cycles : c¢’est un arbre.
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Théoréme 7.5 (Loi de puissance). Fizons k > 1, et soit d, j le degré du site k dans le
graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabdsi-Albert a n sites avec n > k. Alors la
proportion d, i/n de sites connectés au site k converge presque sirement quand n — oo vers

la loi Beta Beta(1,2k — 1) sur [0,1] de densité u € [0,1] — (2k — 1)(1 — z)2(*k=1),

La loi de puissance qui apparait dans ce modéle a attachement préférentiel correspond bien
aux réseaux sociaux réels, et differe du comportement sous-exponentiel de la loi de Poisson
des modeles de graphes aléatoires de Erdds-Rényi a attachement non préférentiel.

Démonstration. Au temps k, on décide d’une coloration parallele : les 2k — 1 boules de couleur
inférieure a k sont blanches tandis que la 2k-ieme est argentée. Au temps n > k, on ne suit
que I’évolution des boules de ces couleurs la. Elle correspond a une urne de Pdlya avec une
composition initiale de a = 1 et b = 2k — 1. On peut utiliser alors le théoreme 7.2. O

Théoréme 7.6 (Loi de puissance pour le nombre moyen de sites de degré donné). Pour tous
n,d > 1, si N(n,d) désigne le nombre moyen de sites de degré d au temps n dans le graphe
aléatoire a attachement préférentiel de Barabdsi-Albert a n sites, alors

) N(n,d)\ 4
JLHSOE( n >_d(d+1)(d+2)'

Ainsi, dans un trés grand graphe a attachement préférentiel (n > 1), la probabilité qu’une
aréte soit de degré d a une décroissance polynomiale en d—3 quand d — co. La queue lourde de
la loi du degré moyen est liée a la présence, due au renforcement, de sites fortement connectés.

Démonstration. L’heuristique des physiciens Barabdsi et Albert pour le comportement en d~3
est la suivante : si les degrés et le temps étaient continus, on aurait I’équation d’évolution

dy i, _ dy k
> ok ik 2t

qui donne d; , = (t/ tx)Y/? ot t;, est le temps d’apparition du site k, et comme les sites sont
ajoutés uniformément sur [0,¢], on obtient P(dip > d) = P(t, < t/d*) = 1/d?, d’ott en
dérivant, P(d; = d) = 2/d3, qui est le comportement polynomial suggéré par les simulations.

En fait, la suite (N (n,-)),,», est une chaine de Markov. Conditionnellement & N(n, -), pour
créer un nouveau site de degré d, il faut ajouter une aréte a un site de degré d — 1, ce qui se
produit avec probabilité (d — 1)N(n,d — 1)/(2n), tandis qu’un site de degré d disparait si on
lui ajoute une aréte, ce qui se produit avec probabilité dN(n,d)/(2n). Enfin, un site de degré
1 est créé a chaque étape par construction. Aussi, le nombre moyen m,(d) := EN(n,d) de
sites de degré d au temps n vérifie une équation de récurrence linéaire, qualifiée d’équation
maitre par Dorogovstev, Mendes, et Samukhin : pour tout n,d > 1 :

d d—

1
Mnt1(d) — mp(d) = —%mn(d) + Wmn(d — 1) + L4,

Oy ), =

avec pour condition initiale m; = 14—9. Pour d = 1, I’équation s’écrit

b
Mpt1(1) = c+ (1 - n)mn(l) avec c =1et b=1/2,

ot =es (1= Do (1-2) (1= -2 Yt

016 i)

k=1 j=k+1 k=1

ce qui donne

75



7. RENFORCEMENT

Or [Tj—pia (1 - %) ~ exp(— Y p_j11 b/j) = exp(—b(log(n) — log(k))) = (k/n), d’ot

nb+1 B cn
b+1 b+1’

n
mp(l) = cn_b/ sPds = en™?
0
de sorte que lim,, o, my(1)/n =¢/(b+ 1) = 2/3. Plus généralement, pour tout d > 1, on a

M1 (d) = ¢ + (1 - z>mn(d)

onb=d/2etc,=((d—-1)/2)m,(d—1)/n, et on montre par récurrence sur d que ¢ = ¢(d) =
lim,,_, o ¢, existe et

My (d) ., ¢
n  nooco b+ 1"

Ensuite, en posant {4 := limy,_,oc my,(d)/n on obtient p; = 2/3, tandis que pour tout d > 1,

’ _@ﬁdq_f d—1
d— %+1 _d—ld_2'

Enfin, la solution de cette récurrence en d est (facile a vérifier!)

4

M a2

7.3 Marche aléatoire renforcée

Marches renforcées géométriquement.
1.0

0.5

San/n

0.0

FIGURE 7.3 — Occupation d’'un chemin pour la marche renforcée géométriquement.

Le phénomene du renforcement est & I’ceuvre dans 'apparition des chemins empruntés
par les passants dans les montagnes ou par les fourmis sur le sol. Considérons deux chemins
distincts « et 5 reliant les mémes points de départ et d’arrivée, empruntés par des passants
successifs. Pour tout n > 1, on code par une variable aléatoire X,, a valeur dans {«, 5} le
chemin emprunté lors du n-iéme passage. On code par des v.a. A, et B, Dattractivité des
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7.3. Marche aléatoire renforcée

chemins « et 5 au moment du (n + 1)¢ passage : pour les humains, il peut s’agir par exemple
de la raréfaction de I’herbe, tandis que pour les fourmis, il peut s’agir de la quantité de
phéromone. On se donne (Ag, By), ainsi qu'une fonction r :]0, co[— |0, oo[ appelée fonction de
renforcement telle que r(z) > x pour tout x > 0, et on modélise (Xy),~, par

(a,7(Ap), Br) siUpy1 < ﬁ
(B, Apyr(By))  si Upgr > A:—‘Q:an

ot (Up),,> est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi uniforme sur [0, 1]. La suite récurrente aléatoire ((Xy, An, Bp)),c €st une chaine de
Markov non homogene (la valeur de Xy ne joue aucun rdle dans la récurrence). Lorsque Ay,
By, et r prennent des valeurs entieres, tout se passe comme si nous avions une urne contenant,
a tout instant n, A, boules argentées et B,, boules blanches : on tire une boule au hasard
dans cette urne, puis on introduit dans 1'urne r(A,,) boules de la méme couleur, de sorte qu’on
obtient le cas des tirages sans remise si r(z) = z, 'urne de Pélya si r(x) = x + 1, et une sorte
d’urne de Pdlya non-linéaire dans le cas général.

La suite (Xy),»; constitue une marche aléatoire non markovienne sur I’ensemble & deux
points {a, B}. Ses transitions dépendent les unes des autres via le mécanisme de renforcement 1ié
au temps passé sur chaque site. On parle de marche aléatoire renforcée par sites. Le mécanisme
de renforcement peut également étre vu comme une sorte d’algorithme stochastique.

Pour simplifier, on suppose que Ay = By = 1 (X{ est inutile). Le nombre de passages par
le chemin « et par le chemin 3 a I'instant n sont donnés par

(Xn+17 ATL+17 BTL+1) = {

Su(@) =Y Lixay et Su(f) = Lix,—p-
k=1

k=1
On pose par commodité Sy(a) = 0 et Sp(8) = 0 de sorte que S, () + Sp () = n pour tout

n € IN. Voici le comportement de ces deux suites pour trois cas de fonction de renforcement r.

Théoréme 7.7 (Comportement asymptotique presque siir quand n — 00).
— Absence de renforcement. Si r(x) = x pour tout x > 0, alors presque strement

Sn(a) ~ 27 Sn(ﬁ) ~ g, hmlnf]Sn(a) — Sn(ﬁ)’ =0, limsup |Sn(06) - Sn(/B)| -1

2nlog(log(n))

— Renforcement linéaire. Si r(x) = z + 1 pour tout x > 0 alors il existe une variable
aléatoire U uniforme sur [0,1] telle que presque sirement,

Sn(a) Sn(B)

n

—U et —1-U.

— Renforcement géométrique. Si r(x) = px pour tout x > 0 ou p > 1 est une constante
alors presque sirement la suite aléatoire (Xy), c est constante a partir d’un certain
rang sur n, et sa valeur limite suit la loi de Bernoulli symétrique sur {o, 5}.

En I’absence de renforcement ou dans le cas du renforcement linéaire, la fréquence d’em-
prunt de chacun des deux chemins converge au fil du temps vers 1/2 dans le premier cas et
vers un nombre aléatoire uniforme sur [0, 1] dans le second cas. Intuitivement, un renforcement
sur-linéaire pourrait forcer la fréquence d’emprunt des chemins a converger vers les valeurs
extrémes 0 ou 1. Cette intuition est confirmée par le cas du renforcement géométrique, pour
lequel au bout d’un certain temps, I'un des deux chemins est emprunté systématiquement.
Le modele du renforcement linéaire coincide avec 'urne de Pdlya étudiée précédemment. Le
modele du renforcement géométrique est particulierement attrayant, car il fait apparaitre
un chemin privilégié, choisi aléatoirement au fil du renforcement. Il s’agit en quelque sorte
d’une urne de Pdélya généralisée non-linéaire, plus précisément sur-linéaire. Le théoreme 7.8 de
Rubin ci-apres fournit un critére sur le renforcement pour que ce phénomene apparaissent.
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Démonstration.

78

— Absence de renforcement. Dans ce cas (Ay), e €t (Bn),c Sont constantes et égales a

1. On retrouve les tirages avec remise, le processus de Bernoulli (jeu de pile ou face). La
suite (Sy (), e est un processus de Bernoulli sur IN issu de 0 dont les incréments sont
de loi de Bernoulli sur {0,1} de parametre Ay/(Ao+ Bp) = 1/2. D’apres la loi forte des
grands nombres, presque strement, S,(a)/n — 1/2 et S,(8)/n=1— Sy(a)/n — 1/2
quand n — oo. La suite (S, (a) — Sn(8)),cn est une marche aléatoire sur 7 issue de 0
dont les incréments sont de loi de Rademacher sur {—1,1} de parameétre 1/2. C’est
une chalne de Markov irréductible récurrente : presque siirement chaque état est visité
une infinité de fois, et en particulier I’état 0, d’out liminf |S,, () — S, (5)| = 0 presque
stirement. Le résultat sur limsup provient de la loi du logarithme itéré de Strassen ;

Renforcement linéaire. Dans ce cas A, = 1+ Sy (@) et B, = 1+ .5,(3) pour tout n € IN.
On retrouve 'urne de Pdlya et le résultat attendu découle alors directement du cas
uniforme dans le théoreme 7.2. Effectuons malgré tout le raisonnement allégé avec
les notations actuelles. La relation S, () + S () = n réduit le probléeme a 1’étude de
Sn(a). Soit (Fp),c la filtration définie par F,, = o(Uy,...,U,) avec Uy = 0. On a

E(l + Sn+l(a) ’fn) =1+ Sn(a) + E(]}‘{X"Jrl:a} |fn)
=14+ Sn(a) + E(]}'{UnJrlg%:z(a)})

1+ Sp(a)
n-+ 2

1+ Sn(a)

=2+ ((n+1)) ,
et donc ((14 Sp(a))/(n+2)),cn est une martingale pour (Fp),cn- A valeurs dans
[0, 1], elle est uniformément bornée et converge donc presque stirement en moyenne
vers une variable aléatoire U & valeurs dans [0, 1]. On montre enfin par récurrence sur
n que (1+S,)/(n + 2) suit la loi uniforme sur {1/(n+2),...,(n+1)/(n+2)};
Renforcement géométrique. Dans ce cas A, = p**(@) et B, = p5*(#) pour tout n € V.
La variable aléatoire A,, := S, (a)) — S, (B) vérifie Ag =0 et

Ans1 = Bn+ Ly, c1/apman) = Luas1/04p-20))-
Posons F,, = o(Uy,...,Uy,), avec Uy = 0. Il en découle que

|An|

. P
PUA ] = Al +1172) = Tt s, 00 + L,
1
P(|Aps1| = [An| = 1] Fp) = 1 +p|An|]1{An750}'

Si f:IN — R vérifie f(0) =0 et pour tout n > 1,

p"(f(n+1) = f(n) = f(n) = f(n—1),
alors
E(f(|An+1|) |fn) = f(‘AnD + H{Anzo} P f(’An’)v

et (f(|An|)),en est une sous-martingale. Considérons le cas ol pour tout n > 1,

n—1
k(k+1)

HOED D
k=0

Comme f est bornée, il en découle que la sous-martingale f(|A|) est uniformément
bornée : elle converge donc presque stirement (et en moyenne). Comme f est injective
et comme |A| prend ses valeurs dans IN, les valeurs prises par f(]A|) sont discrétes.
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Comme f(|A]) converge presque stirement, elle ne peut converger que vers le seul
B(k+1)
point d’accumulation de f(IN), qui est lim, o f(n) = > poyp~ 2 . Ainsi presque

stirement lim,, o0 |A,| = 00. A présent, pour tous N,d > 0, la probabilité que la suite
|A| soit croissante a partir du rang N sachant que |Ay| = d vaut

|
P(Vn 2 N :|Anpi| =[An| +1[[Ax| =d) = Hm =:Pd-
k=d p

La probabilité p; ne dépend pas de N et vérifie p; ' 1 quand d — oco. Ainsi la
probabilité que |A| soit croissante & partir d’un certain rang (aléatoire) s’écrit

P(EN >20,Vn > N : |Apt1| = |An|+1) =2 sup P(Vn > N, [Apyi| = |An] +1)
N=0

= sup ZdeP(\AN\ =d).
20 4=

Or pour tout d > 0, on a limy_,o P(|JAx| = d) = 0 car nous savons que presque
stirement limy_, o |Ax| = co. Par conséquent, pour tout D > 0,

[o.¢] oo
sup > paP(|An| =d) = sup Y paP(|An| = d) > pp.
N204=0 204=p
Comme Pp — 1 quand D — o0, il en découle que presque siirement |A| est croissante
a partir d’un certain rang, et donc la suite X est absorbée par a ou par 5. La loi de la
limite de X est symétrique par symétrie du modele en « et 5 quand Ag = By.

O]

7.4 Théoréeme de Rubin sur les urnes de Pdlya généralisées

On se donne deux fonctions so, sg : R + — R + telles que s,(0) > 0 et s3(0) > 0. On pose
Sa(n) = 54(0) + -+ 54(n) et Sg(n) = s3(0) 4 --- + s3(n). On construit une suite récurrente
aléatoire (X,),, & valeurs dans {a, 8} comme suit : pour tout n € IN, conditionnellement &
Xi,...,Xp, en notant Y, = > 1{x,=a} le nombre de a et Z, = n — Y, le nombre de 3,

Sa(Yn)

(,Yn+1,7,) siUpp1 < 5a(Yn)455(Z0)
Sa(Zn)

(Xnt1, Yot1, Znt1) = i
(B, Yn, Zn +1) st Uni1 > grweyisazay

ot (Up), >, est une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. La suite (Xy,),,, ainsi construite
code les tirages successifs d’une urne de Pélya généralisée. Le modele du théoréme 7.7 dans le cas
ol (A, By) est déterministe s’obtient avec (s4(0),55(0)) = (Ao, Bo), et Sa(x) = Sg(x) = r(x)
pour tout & > 0. Si 7 est linéaire alors on retrouve I’absence de renforcement (tirages avec
remise). Si r est affine alors on retrouve le renforcement linéaire (urne de Pdlya standard).
Enfin, si r est une fonction puissance, alors on retrouve le renforcement géométrique.

Pour étudier le cas général, on introduit la probabilité p, (respectivement pg) que la suite
(Xn)n>1 ne comporte qu'un nombre fini de 8 (respectivement de «) c’est-a-dire que des «
(respectivement que des [3) & partir d’'un certain rang sur n :

Pa = P(Un MNk>n {Xk = a}) et pg= IP(Un MNk>n {Xk = /6})

On a po + pg < 1. Les nombres suivants dans [0, 0o sont essentiels au théoreme ci-dessous :

=1 =1
a=) —— et =) — .
i ;)saw oo ;)Sﬁw
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Théoréme 7.8 (Théoreme de Rubin). Les valeurs de pn,pg sont lices d ©u, s :

PR < © $B =
Yo < O pa>0;p,8>0;pa+p,b’:1 Do =1 (donCpﬁZO)
Pa = 00 pg =1 (donc p, =0) Pa=0,pg=0

Ainsi, la trivialité des probabilités p, et pg ne dépend que du comportement asymptotique
des fonctions de renforcement s, et sg, et les cas critiques sont liés a la condition de Riemann.
En absence de renforcement (S, et Sg sont linéaires) ainsi que dans le cas d’un renforcement
linéaire (S, et S sont affines) on a ¢, = g = oo car la série harmonique diverge. Des
que le renforcement est sur-linéaire, alors ¢, < 00 et ¢g < 0o, en particulier pour le cas du
renforcement quadratique, et bien siir le cas du renforcement géométrique.

Démonstration. Soient (Ey),, et (E,ﬂl )n>1 deux suites indépendantes de v.a.r. indépendantes
de loi exponentielle avec E(ES) = 1/S4(n) et E(E)) = 1/S3(n) pour tout n > 1. On définit
les ensembles aléatoires A = {> ) | EY :n > 1} et B={>]_, E,f :n>1}et G=AUB.
Soit &1 < & < -+ les éléments de G rangés par ordre croissant. On consideére a présent la suite
aléatoire (X7,),~, & valeurs dans {«, 3} définie par X, = asi{, € Aet X,, =3 si &, € B.
Les suites (X}),>; et (X,),>; ont méme loi, et cela découle des propriétés des lois
exponentielles dont I’absence de mémoire. Examinons I’égalité en loi de X et X{. SiU et V

sont deux v.a.r. indépendantes de loi exponentielles de moyennes u et v respectivement alors
PU<V)=ut/(ut+ov et P(V<U)=vt/(u"t+v71), ce qui fait que

Sa(1)

P(X{ =a) =P(& € A) = P(E} < EY) = Sall) + 55(1)

= IP(Xl = a).

La méme idée fournit avec un peu de labeur I’égalité en loi de (X;,),,»; et (X},),5;-

A présent, la loi du zéro-un pour les sommes de v.a.r. exponentielles indépendantes affirme
que Iévénement {Y °  ES < oo} est de probabilité 0 ou 1, et est de probabilité 1 si et
seulement si Y 2 1 1/5,(n) < oo (pour le voir on peut utiliser le théoréme de convergence
monotone et la transformée de Laplace). La méme propriété a lieu pour la suite (Eg Jns1 avec

G. Par ailleurs, on a po, =P (3 p_o ES < > pp E,f) et pg =P 1o Ef < S0 E). O

7.5 Notes et commentaires

Les urnes de Pdlya sont étudiées notamment dans le livre de Hosam Mahmoud [Mah09],
dans celui de Norman Johnson et Samuel Kotz [JK77], et dans les articles de survol de
Samuel Kotz et Narayanaswamy Balakrishnan [KB97] et de Robin Pemantle [Pem07]. Les
urnes de Pélya portent le nom du mathématicien hongrois George Pélya. L’école hongroise de
mathématiques a beaucoup développé les mathématiques discretes aléatoires, avec notamment
les travaux fondateurs de Paul Erdés et Alfréd Rényi des années 1950 sur les graphes aléatoires.
Le modele de graphe aléatoire a attachement préférentiel a été introduit par les physiciens
hongrois Albert-Lészlé Barabasi et Réka Albert [AB99, AB02| puis étudié par Béla Bollobés,
Oliver Riordan, Joel Spencer, et Gabor Tusnady [BRSTO01]. Il peut étre vu comme une instance
du phénomene d’auto-organisation. Le sujet fait toujours I'objet de recherches a I’heure o
nous écrivons ces lignes, comme en témoigne par exemple un article de Bubeck, Mossel, et Récz
[BMR14]. La partie de ce chapitre sur les graphes aléatoires a attachement préférentiel est
inspirée du cours [Bod14] de Thierry Bodineau a 1'Ecole Polytechnique, ainsi que des livres de
Remco van der Hofstad [vdH14] et de Rick Durrett [Durl0]. Il est possible d’utiliser 'inégalité
de concentration de Azuma-Hoeffding (chapitre 17) pour établir que N(n,d) (sans espérance)
a un comportement polynomial en d quand n — oo. Il est également possible de modifier la
regle d’attachement préférentiel afin d’obtenir un comportement polynomial de degré différent
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de 3, ce qui correspond & considérer une urne de Pélya modifiée (non-linéaire). Le mécanisme
d’attachement préférentiel est également présent dans le processus de branchement de Herbert
Simon et Udny Yule. La loi discrete a décroissance polynomiale, version discrete de la loi de
(Vilfredo) Pareto, est connue sous le nom de loi de (George Kingsley) Zipf.

La partie sur la marche aléatoire renforcée est inspirée d’un texte de Thierry Lévy. Nous
renvoyons plus généralement au survol [Pem07] de Robin Pemantle sur les processus aléatoires
renforcés, ainsi qu’a celui de Pierre Tarres [Tarll] sur les marches aléaoires renforcées. Un
résultat récent sur le renforcement se trouve par exemple dans I'article de Margherita Disertori,
Christophe Sabot, et Pierre Tarres [DST14]. Un modele continu de renforcement est étudié
par Michel Benaim et Olivier Raimond dans [BR11]. Le théoréme 7.8 de Herman Rubin figure
dans un appendice d’un article de Burgess Davis [Dav90].

Au dela des modeles évoqués, le phénomene de renforcement joue un role important dans
la théorie de 'apprentissage. Il est également relié & une gamme d’algorithmes stochastiques
comme l'algorithme d’approximation stochastique de Robbins-Monro, lié a la théorie des
systemes dynamiques et ses attracteurs. Les martingales constituent un outil privilégié de
I’approche stochastique de la théorie des jeux et stratégies, présentée brievement dans le livre
de Michel Benaim et Nicole El Karoui [BK05].
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CHAPITRE 8

Simulation de lois discretes

Mots-clés. Loi discrete ; simulation ; chaine de Markov ; groupe symétrique ; partition
aléatoire ; permutation aléatoire ; graphe aléatoire ; modele des configurations; algorithme de
Metropolis-Hastings ; algorithme du recuit simulé ; algorithme de Propp-Wilson.

Ce chapitre est consacré a quelques algorithmes remarquables de simulation de lois discretes.
Les concepts et les techniques abordés vont parfois bien au dela du cadre considéré, qui a le
mérite toutefois de nécessiter assez peu de technologie.

8.1 Algorithme basique pour les lois discretes

Considérons le probleme de la simulation d'une loi discrete p = )~ o pu(a)d, ott E est fini
ou dénombrable. Nous pouvons numéroter en utilisant une bijection ¢ : E — {1,2,...} et en
posant ay := ¢~ (k). A présent, si on partitionne I'intervalle réel [0,1] en blocs de mesures de
Lebesgue respectives p(aq), u(az), ete, par exemple en utilisant les intervalles

L = [Omu(al)[? I, = [N(al)aM(GQ) + ,U(aQ)[v B

et si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur U'intervalle [0, 1], alors P(U € I, 4)) = p(a)
pour tout a € E. L’algorithme basique de simulation de p est alors le suivant : on génere
une réalisation u de U, ensuite si v < p(aq) alors on décide ag ; sinon, si u < p(ar) + p(asz),
alors on décide as, etc. Si F est la fonction de répartition de la loi po o=t sur {1,2,...} C R,
d’inverse généralisé F~! alors (o=t o F~1)(U) ~ p. Il s’agit d'un cas spécial de la méthode
de simulation par inversion. Le cofit de cet algorithme est le nombre N de tests utilisés. Ce
nombre est aléatoire, de loi p o p~1. En particulier, P(N < oo) = 1, et le cofit moyen est

E(N) =) ¢(a)u(a),

acE

qui peut trés bien étre infini si p o =1 n’a pas d’espérance (ne peut se produire que si E est

infini) ! La numérotation ¢ qui minimise le cotlit moyen IE(N) vérifie

plar) = p(az) = -

Pour la loi géométrique (de moyenne quelconque) et pour la loi de Poisson (de moyenne 1), la
numérotation naturelle est & poids décroissants. D’autre part, si card(E) est petit, alors on
peut déterminer l'ordre & poids décroissants en utilisant un algorithme de tri (qui a un cofit).

Les lois discretes usuelles (binomiale, géométrique, Poisson, etc) sont simulables par divers
algorithmes dédiés tirant partie de leurs propriétés spéciales. A ce sujet, signalons qu’il est
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possible de simuler la loi de Poisson de moyenne quelconque A a partir d’'un générateur de la
loi de Poisson de moyenne 1. II suffit en effet d’utiliser un amincissement !. Plus précisément,
on simule [\] variables aléatoires X1, ..., X[y i.i.d. de loi Poi(1), puis, conditionnellement a
leur somme S = X7 + -+ + X[}, on simule S variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de
moyenne A\/[\], et on tire parti du fait que By + - -+ + Bg ~ Poi(A).

Le cas de la loi uniforme sur un ensemble F fini est justiciable d’une approche directe :
¢~ 1 ([card(E)U7) suit cette loi! Cependant, I’algorithme basique est impraticable lorsque F
est difficile & énumérer et donc ¢ est difficile d’acces, ou lorsque card(E) est treés grand et p
est peu concentrée. Nous étudions par la suite deux exemples de ce type : les ensembles des
permutations de {1,...,n} et des partitions de {1,...,n}, pour lesquels nous présentons des
algorithmes spécifiques efficaces. D’autre part, dans de nombreuses situations concretes, £
est complexe et les poids des atomes de p ne sont connus qu’a une constante multiplicative
pres, c’est-a-dire que seuls leurs rapports sont connus. Dans ces situations délicates, on
dispose d’algorithmes a base de chaine de Markov comme ’algorithme de Metropolis-Hastings
(approché) ou celui de Propp-Wilson (exact) brievement abordés plus loin sans le chapitre.

8.2 Permutations et partitions aléatoires

Certaines situations nécessitent de permuter aléatoirement une liste finie d’objets : construc-
tion de plans d’expériences dans les sciences expérimentales, anonymisation, etc. Cela conduit
au probleme de la simulation de la loi uniforme »_ o card(S,,) 16, sur 'ensemble fini S,
des permutations de {1,...,n} (groupe symétrique). Or card(S,) = n! ~ v2mrn(n/e)” est un
nombre & environ nlog(n) chiffres, et cette réalité combinatoire disqualifie tres vite I’algo-
rithme basique de simulation des lois discretes. Il est possible de simuler la loi uniforme sur
S, en réordonnant un désordre symétrique : si Uy, ..., U, sont des variables aléatoires i.i.d.
de loi uniforme sur [0, 1] et si o est une permutation aléatoire telle que U, (1) < -+ < Uy (n),
alors o suit la loi uniforme sur S,,. La complexité est celle de I’algorithme de tri utilisé 2. Un
algorithme plus naif pour simuler une permutation ¢ uniforme consiste a tirer uniformément
et sans remise les valeurs de o(1),...,0(n) dans {1,...,n}. Cependant, cet algorithme d’ap-
parence séduisante, a une complexité plus élevée que celui du tri, car il faut tenir compte dans
Pimplémentation des éléments déja tirés. Un bon algorithme de simulation (exacte!) de la
loi uniforme sur §,, est connu sous le nom de Fisher-Yates shuffle ou de Knuth shuffle. Sa
complexité est de n — 1.

Théoréme 8.1 (Algorithme de Fisher-Yates-Knuth). Si Uy, ..., U, sont des variables aléa-
toires indépendantes avec U; de loi uniforme sur {1,...,i} pour tout 1 < i < n alors le produit
de transpositions aléatoires (1,Uy) -+ (n,U,) suit la loi uniforme sur S,,.

L’inversion dans S,, étant bijective, et les transpositions étant leur propre inverse, il
en découle que le produit renversé (n,U,)---(1,U;) suit également la loi uniforme sur S,.
La transposition (1,U;) est triviale (élément neutre de S,) et il n’est pas nécessaire d’en
tenir compte si n > 2 (elle rend cependant la formule valable pour n = 1). L’algorithme de
Fisher-Yates-Knuth pour permuter un vecteur v s’écrit en pseudo-code :

for k from length(v) downto 2 do swap(v[ceil(k*rand)],v[k])
Démonstration. On procede par récurrence sur n. La propriété est triviale pour n = 1. Pour

tout o € S, on note encore o 1’élément de S,11 obtenu a partir de o en ajoutant le cycle
(n+ 1) (point fixe). Supposons que o, = (1,U;) - -- (n,U,) suit la loi uniforme sur S,. Soit

1. Si le couple (X,Y") vérifie Loi(X) = Poi(\) et Loi(Y|X = n) = Bin(n,p) pour tout n alors Y ~ Poi(pA).
2. De l'ordre de nlog(n) avec grande probabilité et n? au pire pour algorithme de tri rapide («quick sort»).
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U, +1 une variable aléatoire indépendante de o,,, de loi uniforme sur {1,...,n + 1}. Montrons
que op+1 = op(n+ 1,U,41) suit la loi uniforme sur S,,11. Pour tout o € S,41, on a

n+1 1 n+1
P(oni1 =0) =Y Plon=0(n+1,i))PUps1 = i) = 1 2 Plon=o(n+1,9).
=1 =1

Comme n 4 1 est point fixe de oy, et n’est point fixe de o(n + 1,7) que pour une et une seule
valeur de ¢, notée i,, image réciproque de n + 1 par o, il en découle finalement que

1 1 1 1
P(o,, = 1,i,)) = L. .
n+1 (0 =o(n+14)) n+1n! (n+1)!

P(opt1 =0) =

O

Remarque 8.2 (Loi uniforme sur les dérangements). Une permutation o € S,, sans points
fives est appelée dérangement 3 : o (i) # i pour tout 1 < i < n. Soit D, C S, l’ensemble des
dérangements. A présent, si o est une permutation aléatoire de loi uniforme sur Sy, alors il vient

{o € Dy} = UL A; ou A; = {o(i) =i}, et done, grace au principe d’inclusion-exclusion 4,

n

P(o € Dy) =1-P(Uicicndi) =1 =) (=P >~ P(4;, n---NA,).

p=1 1<) < <ip<n

Or pour tout 1 < p < n,

N4 — (n=p_ (m\(n=—p! 1
2 PN = ) nl (p) nl pl

dotP(oc € Dy) =1-37_4 (_QTH — e 1~ 0.37. Donc’ card(D,,)/card(S,) ~ 0.37 quand
n > 1. La loi uniforme sur D, peut étre simulée par la méthode du rejet en utilisant des
permutations aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur S, obtenues par ’algorithme de Fisher-
Yates-Knuth. La complexité suit une loi géométrique, de moyenne e x (n — 1) =~ 2.72 x n
quand n > 1. On peut améliorer la performance en stoppant a chaque étape de proposition

Ualgorithme de Fisher-Yates-Knuth dés qu’un point fixe apparait.

Remarque 8.3 (Loi uniforme sur les appariements). Un appariement % de 2n points est une
partition de {1,...,2n} en n parties de cardinal 2, chacune constituant un «couple de points
appariésy. L’ensemble Ao, des appariements de 2n points a pour cardinal

n—1
card(Ag,) = (2n — ! = H(2k +1) = (g;l')'
k=1 ’

L’algorithme suivant permet de simuler la loi uniforme sur Ao, : on partitionne aléatoirement
(1,...,2n) en deux vecteurs V et V' de taille n, par exemple en utilisant 2n réalisations i.i.d.
de loi de Bernoulli de paramétre 1/2, ensuite on permute aléatoirement et uniformément les
éléments de V' avec l'algorithme de Fisher-Yates-Knuth, et enfin on apparie V; et V/ pour
tout 1 < i < n. L’ensemble Ag, est également en bijection avec ’ensemble des dérangements

involutifs de {1,...,2n} (permutations sans points fizes et qui sont leur propre inverse).
3. Un point fixe de la permutation o est un cycle de longueur 1.
4. ou crible de Poincaré.
5. On note parfois In = card(D,), et on a !|(n-+1) = (n+1)x!n+(—1)""" analogue de (n+1)! = (n+1) xnl.
6. «Matchings» en anglais.
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La décomposition en cycles d’une permutation aléatoire de loi uniforme sur &, fournit une
partition aléatoire de {1,...,n}. La loi de cette partition n’est pas uniforme sur ’ensemble des
partitions II,, de {1,...,n} (remarque 9.6). Intéressons-nous a la simulation de la loi uniforme
sur II,,. Cette loi affecte le méme poids 1/B,, a chaque élément de II,,, ou B,, = card(Il,,). En
combinatoire, la suite (Bp),,», constitue les nombres de Bell. On a By = 1, By = 2, et plus
généralement, en utilisant la convention By = 1, on a la formule de récurrence triangulaire

BnJrl = Z <Z> B/m

k=0

ou k s’interpréte comme le nombre d’éléments qui ne sont pas dans le bloc de n + 1. Il en
découle que la série formelle G(X) = Y 7, ]z? X" vérifie G'(X) = exp(X)G(X), d'ou la
formule G(X) = exp(exp(X) — 1). On reconnait la transformée de Laplace de la loi Poi(1).

Les nombres de Bell sont donc les moments de cette loi, d’ou la formule dite de Dobinski :

0 Ln
,Zﬁ

k=1

Q|

Cette formule intervient dans un algorithme de simulation de la loi uniforme sur IL,.

Théoréme 8.4 (Algorithme de Stam). Soit K un entier aléatoire valant k avec probabilité
k™/(kleBy,) pour tout k > 0. Sachant K, soient C1,...,C,, des variables aléatoires i.i.d. de
loi uniforme sur {1,...,K}. Soit P la partition aléatoire de {1,...,n} obtenue en décidant
que i,j sont dans le méme bloc ssi C; = Cj. Alors P suit la loi uniforme sur II,,.

La loi de K est bien définie grace a la formule de Dobinski. Il est commode d’interpréter
Ci,...,C, comme des couleurs, les blocs de P regroupant donc les éléments par couleur.

Démonstration. 11 suffit d’observer que pour tout p € II,,, en notant b son nombre de blocs,

(k—b+1) 1

kKleB, B,

=
~
’U
M
i
w
3
~
é
||
N
Mg
??‘

8.3 Graphes aléatoires

Un graphe fini G = (V, E) est constitué d’un ensemble fini et non vide de sommets” V, et
d'un ensemble d’arétes® E C {{i,j} :4,7 € V,i # j}. On note parfois i ~ j pour signifier que
{i,j} € E, et i o jlorsque {i,j} ¢ E. Il existe au plus une aréte entre deux sommets distincts,
et aucune entre un sommet et lui méme (absence de boucles). Les arétes ne sont pas orientées.
On peut toujours numéroter les sommets et poser V = {1,...,n} ou n = card(V). La matrice
d’adjacence A de G est alors la matrice symétrique n x n définie par A;; = 1 r1ecp-

Théoréme 8.5 (Loi uniforme sur les graphes finis). Pour tout entier n > 1, la loi uniforme

sur ’ensemble G, des graphes a n sommets est obtenue en rendant les (Z) = %n(n — 1) arétes
1

indépendantes et identiquement distribuées de loi de Bernoulli (1 — p)do + pd1 avec p = 5.

Il s’agit d'un graphe aléatoire de Erdéos-Rényi de taille n et de parametre p = %

7. On dit aussi sites en frangais, et en anglais «vertices», pluriel de «wverter», d’ou la notation V.
8. On dit aussi liens en frangais, et en anglais «edges», d’ou la notation FE.
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8.3. Graphes aléatoires

Démonstration. L’ensemble G, est en bijection avec ’ensemble des matrices n x n symétriques
a coefficients dans {0, 1} et & diagonale nulle, lui méme en bijection avec I’ensemble produit
{0,1}™™=1/2_Or 1a loi uniforme sur un ensemble produit est le produit des lois uniformes sur
les facteurs, et la loi uniforme sur {0, 1} est la loi de Bernoulli (1 — p)dy + pdy avec p = 3. O

Dans un graphe fini G = (V, E), le degré d’un sommet i € V est le nombre noté d(i) de
sommets reliés a ¢ directement par une aréte : d(i) = card{j € V : {i,j} € E}. On dit que G
est un graphe d-régulier, ou d > 0 est un entier fixé, lorsque d(i) = d pour tout i € V. Les
graphes O-réguliers sont constitués de sommets isolés et ne comportent aucune aréte. Les
graphes 1-réguliers sont constitués d’arétes déconnectées les unes des autres. Les graphes finis
2-réguliers sont constitués de cycles déconnectés les uns des autres.

Si G est un graphe a n sommets, numérotés de 1 a n de sorte que dy > --- > d, ou
d; = d(i) pour tout 1 < i < n, alors les deux propriétés suivantes ont lieu :

1. Pentier dy + - - - + d, est pair;

2. pour tout 1 <k<n,d+---+dp <k(k—1)+ min(k,dg41) + - - - + min(k, dy,).

La parité de la somme vient du fait que chaque aréte compte deux fois, tandis que la quantité
k(k — 1) + min(dgy1,k) + - - - + min(d,, k) est la contribution maximale & dy + - - - + dj, des
arétes liées aux sommets 1 a k£ : au plus (g) = k(k —1)/2 arétes (comptent double) entre les
sommets 1 & k, et au plus min(k, di;) arétes entre le sommet ¢ > k et les sommets 1 a4 k. Un
théoreme de Erdds-Gallai affirme que pour tous dy = --- > d,, > 0, il existe un graphe a n > 1
sommets de degrés dy, ..., d, si et seulement si les deux conditions ci-dessus sont vérifiés. On
dit que dy, ..., d, est la suite de degrés® du graphe.

Les multigraphes sont obtenus a partir de la définition des graphes en relaxant deux
contraintes : on accepte les arétes multiples entre sommets ainsi que les boucles.

Théoréme 8.6 (Algorithme des configurations de Bollobas). Soient dy > --- > d,, > 0 des
entiers vérifiant les conditions de Erdds-Gallai, et 2r :== dy + - - - + d,,. Soit C,, le multigraphe
aléatoire a n sommets de degrés prescrits dy, . .., d, construit comme suit :
— pour tout 1 < k < n, on dispose di. demi-arétes sur le sommet k, soit au total 2r
demi-arétes numérotées arbitrairement de 1 a 2r;
— on associe aléatoirement et uniformément la premiére demi-aréte a l'une des 2r — 1
autres demi-arétes, ce qui produit une aréte, et on itere le procédé jusqu’a épuisement.
On utilise alors Ualgorithme du rejet pour obtenir un graphe a partir du multigraphe C,, : on
répéte de maniére indépendante et identiquement distribuée l’algorithme précédent jusqu’a ce
que C,, soit un graphe (ni arétes multiples ni boucles). Cela se produit au bout d’un temps
aléatoire de loi géométrique fini presque surement, et le graphe aléatoire ainsi obtenu suit la loi
uniforme sur l’ensemble G, (4, ... 4,) des graphes a n sommets de degrés prescrits dy, ..., dp.

On dit que le multigraphe aléatoire C), est le modéle des configurations a degrés prescrits.

Démonstration. Tout d’abord, la probabilité que C,, soit un graphe n’est pas nulle car d’une
part tout multigraphe et donc en particulier tout graphe a n sommets de degré dy,...,d, est
probable, et car d’autre part di,...,d, vérifie les conditions de Erdds-Gallai. Ceci montre que
I’algorithme du rejet stoppera au bout d’un temps géométrique fini presque stirement.

Ensuite, les graphes sont tous équiprobables pour la loi de C), et donc si on conditionne la
loi de C), par le fait que le multigraphe est un graphe, alors on obtient la loi uniforme sur
les graphes de suite de degrés di,...,d,. On peut alors appliquer la méthode du rejet. Un
algorithme pour I’étape d’appariement des demi-arétes figure dans la remarque 8.3.

Notons que les multigraphes qui ne sont pas des graphes ne sont pas équiprobables pour
la loi de C), : deux multigraphes ne différant que par le nombre d’arétes multiples entre deux
sommets précis n’ont pas la méme probabilité d’apparaitre car ces arétes sont indistinguables
(facteur j! si aréte multiple de multiplicité j). Idem pour les boucles. O

9. «degree sequence» en anglais.
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8.4 Algorithme de Metropolis-Hastings

Considérons le probleme de la simulation d’une loi ¢ sur un ensemble au plus dénombrable £
chargeant tous les éléments. C’est typiquement le cas lorsque j est une mesure de Boltzmann 10,

c’est-a-dire que pour tout = € F,

—BH (x)
u(x) = € oy Z= Z efﬂH(z),

Z
zel

ol 8 > 0 est un parametre réel et ou H : ' — R est une fonction qui attribue a chaque état
une « énergie ». En pratique, il est souvent difficile voire impossible d’évaluer la constante de
normalisation Z (penser au cas ou E est le groupe symétrique!). En revanche, le rapport

W) _ s —sH()

w(y)

ne dépend que de la différence d’énergie H(y) — H(z), dont I’évaluation en pratique est
méme souvent moins coiiteuse que 1’évaluation de H(z) et H(y) séparément. L’algorithme
de Metropolis-Hastings permet de construire et de simuler une chaine de Markov récurrente
apériodique (X¢),c sur E de loi invariante p, qui ne fait intervenir y qu’a travers les rapports
w(x)/p(y). On dispose alors d'un générateur approché ' de p, car comme X; — p en loi, on a

Loi(X;) ~ u pour ¢t > 1.

Pour construire le noyau P de (X¢),., on se donne tout d’abord un noyau de transition
irréductible Q sur E vérifiant Q(z,y) = 0 ssi Q(y,x) = 0. Si u est réversible pour Q,
c’est-a~dire que p(z)Q(z,y) = u(y)Q(y, ) pour tous z,y € E, alors on peut prendre P =
(1 —¢)Q+ ¢l avec € € [0, 1], le parametre € permettant de forcer I'apériodicité si nécessaire.
Si p n’est pas réversible pour Q, alors on construit le noyau P en posant, pour tous x,y € F,

~ ) Q(z,y)p(=,y) stz #y, ~ {(1y)Qly, ®)
Pl = {1 - Zz;«éxP(ﬂc,z) siz =y, on plmy) = a(ﬂ(w)Q(%y)>1Q(z’y)>0’

et ot & : R —]0, 1] est une fonction fixée d’avance qui vérifie a(u) = ua(1/u) pour tout réel
u € R, comme par exemple a(u) = min(1, u) ou encore a(u) = u/(1 + u).

Ainsi P = Q si p est réversible pour Q. Notons que si p est la loi uniforme, ce qui impose
que E est fini, et si Q(z,y) = Q(y,x) pour tous z,y € F, alors u est réversible pour Q.

Théoréme 8.7 (Metropolis-Hastings). P est un noyau de transition irréductible récurrent
positif, de loi invariante réversible u, apériodique st h < 1 ou si Q est apériodique.

Démonstration. On a 0 < P(z,y) < Q(z,y) pour tous x # y donc P est un noyau de
transition. Comme il hérite du squelette de Q, il est irréductible, et apériodique si Q V’est. Si
h < 1 alors P(z,x) > 0 pour tout z € E et donc P est apériodique. La propriété de o donne
w(x)P(z,y) = p(y)P(y,z) si z #y € E et donc p est réversible, donc invariante. Comme P
est irréductible, il est récurrent positif car il possede une loi invariante, qui est unique. [

L’algorithme de Metropolis-Hastings consiste a simuler les trajectoires de la chaine (X¢),cy
de noyau P. Cela se raméne au probléme de la simulation de la loi discréte P(x,-) pour un z
quelconque. Pour ce faire, soit Y une variable aléatoire sur F de loi Q(z,-), et U une variable

10. Maximise I’entropie de Boltzmann parmi les lois de méme énergie moyenne.
11. Lorsque E est fini, la condition de Doeblin fournit un controle de I’erreur. Cependant, on ne dispose pas
d’un contrdle de 'erreur utile en toute généralité, sauf dans quelques catégories d’exemples spéciales.
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aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de Y. Soit Z la variable aléatoire définie par
Z =Y siU< p(x,Y) et Z =z sinon. Alors Z ~ P(z,-) car pour tous y # z,

P(Z=y)=PU < p(z,Y),Y =y) = p(z,y)Q(z,y) = P(z,y).

Autrement dit la proposition Y de loi Q(x, -) est acceptée ou rejetée selon que U < p(x,Y’) ou
pas. L’évaluation de P(x,z) n’est pas requise. On dit que p est la fonction d’acceptation-rejet
tandis que Q le noyau de proposition ou d’exploration. Le noyau Q doit étre facile a simuler.
En pratique, on utilise souvent le noyau de la marche aléatoire simple aux plus proches voisins
sur le graphe associé a une distance naturelle sur F :

1
Q(z,y) = ﬁf‘f oun Vp:={ye€ E:dist(z,y) =1}.

Si le graphe est régulier (|V;| = |V,| pour tous z,y € E) et si p est uniforme, alors P = Q.

Exemple 8.8 (Echantillonneur de Gibbs). Soit F' une partie finie de Z et p une loi sur
lespace produit EE = F" chargeant tous les états. L’échantillonneur de Gibbs est le nom donné
a Dalgorithme de Metropolis-Hastings associé a la lot p avec pour noyau de proposition

d
Zq iz (Yi ]l{:c, yi}s
i=1

ot q est une loi sur {1,...,r} chargeant tous les états comme par exemple la loi uniforme, ot
T = (Z1,...,%i—1,Tit1,...,2T,) €t oU fj o, est la loi de x; sachant x_; sous p. Sii est une
réalisation de loi q et siy; est une réalisation de loi pi; , , alors (x1,...,Ti—1,Yis Tit1,s.-.,Tr)

est une réalisation de loi Q(x,-). L’échantillonneur de Gibbs raméne la simulation de p d celle
des lois conditionnelles ji; z(—;y. Un exemple éponyme est fourni par le modéle de magnétisme
du physicien Ising : E = {—1,+1}" ot A est une partie finie de Z2, identifié¢ a {—1,1}" avec
r =card(A), et u est une loi de Boltzmann d’énergie H(x) = Z|z‘—j\1:1 exixj+my ;x;. Ce
modele issu de la physique statistique est également utilisé en imagerie.

8.5 Algorithme du recuit simulé

Soit y la loi de Boltzmann sur F au plus dénombrable de la forme u(z) = Z~te=PH@)
comme précédemment. Il est commode d’interpréter le parametre 1/ comme une température
ou une variance par analogie gaussienne. La loi u favorise les configurations de faible énergie,
d’autant plus que la température 1/ est basse. On dispose en fait du principe de Laplace :

. . ]lazeM \ L . .
() = 51220“( x) = M| on M := {yEE.,u(y)—lng}.

La loi p4 est uniforme sur ’ensemble M des minima globaux de H. Cela conduit a un algorithme
stochastique pour simuler j, appelé algorithme du recuit simulé?, qui consiste a utiliser
lalgorithme de Metropolis-Hastings mais avec une température 1/ = 1/, décroissante au
cours du temps ¢. La chaine de Markov de Metropolis-Hastings (X;),.y ainsi modifiée n’est
plus homogene en temps. Considérons par exemple le cas ou a(u) = min(1,u) pour tout
u € R, et ou Q est tel que Q(z,y) = Q(y,x) pour tous x,y € E. On a alors

_ o[ PO _ (e B H@) - H@) _ o max(0,H(y)~H(z)
p(x,y)—a(u(x)>—a<e )—e .

12. «Simulated annealing» en anglais.
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Sachant qu’on se trouve en ’état x au temps ¢, on simule une proposition y de loi Q(z, -), qu’on
accepte ssi U < p(z,y) ou U est une variable aléatoire uniforme indépendante, c’est-a-dire
avec probabilité 1 si H(y) < H(x) et probabilité e=#(H®)=H @) sinon (vaut 0 si 1/5; = 0).
L’algorithme explore le graphe de H, accepte toujours de descendre, et accepte de monter avec
une probabilité décroissant vers zéro au fil du temps. Ce mécanisme subtil permet d’échapper,
au début, aux minima locaux. Le réglage de la décroissance de la température 1//3; est délicat
en pratique! La performance de I’algorithme dépend beaucoup de la régularité du graphe de
H par rapport a la structure de voisinage de 1’exploration.

Considérons & présent le probléme du voyageur de commerce'® pour n villes positionnées
dans 'espace en v1, . .., v,, qui consiste a trouver une tournée de longueur minimale, c’est-a-dire
une permutation z € S, minimisant (la longueur d’une tournée joue le role d’énergie ici)

H(z) = Zdist (Vai)s Va(isny) o0 x(n+1):=z(1).
i=1

Le cardinal de F = S, est énorme : n!. A cofiit total fixé, on ne pourra qu’explorer une partie
restreinte F' C E et retenir le minimum de H sur F' comme approximation du minimum de H
sur F. La génération d’'un F C E peut se faire de maniére déterministe 14, ou alternativement
de maniere stochastique, par exemple avec ’algorithme du recuit simulé, avec pour noyau
d’exploration Q celui de la marche aléatoire simple sur S,, associée aux transpositions :

2 1 J— o .
nn—1) S!Y =TT pour une transposition T,

0 sinon.

Q(z,y) = {

8.6 Algorithme de Propp-Wilson

L’algorithme de Metropolis-Hasting a l'inconvénient de ne pas étre exact. Adoptons
Iinterprétation des chaines de Markov sous forme de suites récurrentes aléatoires. Soit donc
g : E x[0,1] — E une fonction telle que g(z,U) ~ P(z,-) pour tout = € E, ou U est une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. On note G : E — E la fonction aléatoire définie
par G(z) = g(z,U). Soit (Gy),>o une suite i.i.d. de fonctions aléatoires de £ dans E, de
méme loi que G, construites a la maniére de G en utilisant une suite (Uy),,-, de variables
aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n, on construit les applications aléatoires
A, : E— FEet B, : E— FE par composition de la maniere suivante :

A,=G,o0---0Gy et B,=Gio0---0G,.

On convient que Ag et By sont égales a ’application identité de E. Pour tout z € F et tout
n, les variables aléatoires A,(z) et By(z) suivent la loi P™(x,-). Les suites (An(7)),5, et
(Bn(a:))n>0 ont les mémes lois marginales de dimension 1, mais n’ont pas la méme loi en
général. La suite (An(z)),,5q est une chaine de Markov sur £ de noyau P et de loi initiale d.
En revanche, (By(r)),so n’est pas une chaine de Markov car le temps est « inversé ». Nous
définissons a présent les temps de contraction Ty et Ts a valeurs dans IN U {oco} par

Ty =inf{n > 0: card(A,(E)) =1} et Tp=inf{n > 0;card(B,(F)) = 1}.

On dit que G est contractante lorsque p = P(card(G(E)) = 1) > 0.

13. L’étude de l'ordre de grandeur de H(z) lorsque v1, ..., v, sont aléatoires i.i.d. fait Pobjet du chapitre 17.
14. L’algorithme (déterministe) de Steinhaus-Johnson-Trotter permet de lister les éléments de S, sans
comparaisons aux éléments déja produits. Algébriquement, il correspond a parcourir un graphe de Cayley de S,
tandis que géométriquement, il correspond & parcourir les sommets adjacents du polytope appelé permutaedre.
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FIGURE 8.1 — Quelques étapes de l'algorithme du recuit pour le voyageur de commerce
(n = 10).

Théoréme 8.9 (Convergence vers p a la coalescence pour la suite renversée). Si G est
contractante alors P(Tp < 00) = 1, pour tout x € E, Br,(x) ~ u, et By(x) = Bry(x) pour
tout n > Tpg.

Notons que (A (7)), converge en loi vers u tandis que (By(x)),,5o converge p.s. vers fi.

Démonstration. Les événements C,, = {card(G,(E)) = 1} sont indépendants et de méme
probabilité p = P(card(G(E)) = 1) > 0. Par le lemme de Borel-Cantelli, presque siirement,
card(G(E)) = 1 pour une infinité de valeurs de n, et en particulier P(T5 < c0) = 1. Le
temps aléatoire Tp définit presque sirement un singleton aléatoire {zp} tel que By, (x) = xp
pour tout z € E. Il en découle que B, (x) = xp pour tout = € E et tout n > Tp car

Bu(2) = Bry((Grg410--- 0 Gn)(2)) = 5.

Il y a coalescence des trajectoires de (Bn(7)),,5o quel que soit I'état initial 2. Soit pp la loi de
xp. Par convergence dominée, pour tout « € F et toute fonction bornée f : E — R,

T}L%E[f(Bn(x)] = lim E[f(Bn(2)lir,<ny] = E[f(zB)] = pnf.
Or E[f(Bn(z))] = P™(z,-)f, donc lim,,_,oc P"(z,y) = pup(y) pour tous = et y, d’ou up =
L O

Si G est contractante alors on a aussi P(T4 < oo) = 1 et T4 définit p.s. un singleton
aléatoire {z 4}, vérifiant Ap,(z) = x4 pour tout z € E, mais rien n’assure que A,(x) =
g pour n > Tx et tout x € E, ni que x4 suit la loi u. Pour tous z,y € FE, la suite
((An(7), An(y))) 0 est un couplage coalescent : les deux composantes sont des chaines de
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8. SIMULATION DE LOIS DISCRETES

méme noyau et qui restent collées apres leur premiére rencontre. On dit que ((Bn(z), Bn(Y))),>0
est un couplage par le passé.

En pratique, il n’est pas commode de déterminer le temps de coalescence T car il fait
intervenir tous les états initiaux possibles. Le résultat suivant fournit une alternative.

Théoréme 8.10 (Controle géométrique du temps de coalescence par monotonie). Si

— FE est ordonné (éventuellement par un ordre partiel) ;

— FE posséde un plus petit élément . et € = infep P(x,z4) > 0;

— pour tout x € E la fonction g(x,-) : [0,1] — E est croissante et constante par morceaur ;
alors By(x) = Bo—1(x4) ~ p pour tous x € E et n > o, ou 0 = inf{n > 1;U, < e} ~ Geo(e).

On dispose donc d’un algorithme de simulation exacte de p de complexité géométrique. La
condition inf,cp P(z,x,) > 0 peut étre relaxée en inf,cp P"(x,z,) > 0 pour un entier r > 1,
en considérant la chaine (X, ), de noyau P", également de loi invariante j.

Démonstration. On a P(G(E) = {z+}) > € > 0 et donc G est contractante. La mesure de
Lebesgue du premier morceau de g(z, -) vaut P(z, x,). Par conséquent, g(x,u) = z, pour u < &
et tout = € E. La définition de o assure alors que G,(x) = g(x,U,) = z, pour tout x € E.
Ainsi, G, (E) = {z.} et donc By(E) = {By_1(x«)} est un singleton. Ainsi, By, (z) = Bs_1(x4)
pour tout x € E et tout n > o. On procede alors comme dans la preuve du théoreme 8.9. [

Exemple 8.11 (Propp-Wilson pour une mesure de Boltzmann). On modélise un substrat
avec A :={0,1,...,L}? C Z?, ot chaque site i € A est soit vierge, soit occupé par un composé
chimique de type +1 ou —1. Les deux composés se repoussent, et cela conduit a considérer

E={zec{-1,0,+1}":Vi,j e A, i —j], =1 = zz; # —1}.

On considére la loi de Boltzmann u sur E définie par p(x) = Z~exp(—BH(x)) pour tout
r€B, ouBeER, o0 Z =3, e @ et ou H(x) = card{i € A : z; = +1}. Cette loi
favorise le composé +1 si B > 0 et le composé —1 si f < 0. Lorsque B = 0, la lot pu est
uniforme sur E. Bien que E soit fini, la simulation de u par la méthode du rejet est cotiteuse
voire tmpraticable. L’algorithme de Metropolis-Hasting est en revanche praticable, avec par
exemple un noyau d’exploration Q vérifiant Q(x,y) # 0 ssi x et y ne différent qu’en un seul
site. BExaminons comment on pourrait mettre en ceuvre l’algorithme de Propp-Wilson. Pour
tous u € [-1,1], i € {—1,0,+1}, x € E, on note h,(z) € E la configuration obtenue a partir
de x en forcant le sitei a —1 siu < —1/(1+2e79), 4 +1 siu>1/(1+2e77), et a0 sinon.
Soient (Un), >, et (In),>, des suites indépendantes de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [—1,1] et

, R A o Lo P
sur A respectivement, et G, 1= hUn+1‘ La suite récurrente aléatoire (X, ), définie par

XnJrl — Gn(Xn)

est alors une chaine de Markov sur E, irréductible, de lot invariante p. De plus, pour tout
u € [—~1,1] et tout i € A, la fonction x € E — hi/(z) est croissante pour l’ordre (partiel) sur
E défini par x <y ssi x; < y;, ce qui permet d’utiliser le théoréme 8.10 avec x4, = —1. En fait,
on dispose également d’un plus grand élément x* = 1, et la monotonie fournit I’encadrement

indiquant que la coalescence partant de x quelconque a lieu avant la coalescence partant de +1.

8.7 Notes et commentaires

Une analyse probabiliste de la complexité de 'algorithme de tri rapide randomisé se
trouve par exemple dans le livre de Rajeev Motwani et Prabhakar Raghavan [MR95]. Le livre
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8.7. Notes et commentaires

monumental de Donald Knuth [Knu05] constitue une référence incontournable pour I’analyse
des algorithmes et la simulation de la loi uniforme sur les ensembles classiques comme les
permutations ou les partitions. C’est dans la premiére édition de ce livre datant des années
1960 que Knuth a popularisé I’algorithme de simulation de la loi uniforme sur les permutations,
reprenant un article antérieur de Durstenfeld. L’algorithme remonte en fait & Ronald Fisher et
Frank Yates [F'Y48]. Il est implémenté en standard dans les logiciels de calcul. Cet algorithme
correspond exactement au processus des restaurants chinois du chapitre 9, et la loi uniforme
sur S, coincide avec la loi d’Ewens de parametre 6 = 1.

Pour tout n > 1 fixé, la marche aléatoire sur le groupe symétrique S,, dont les pas sont
i.i.d. de loi uniforme sur I’ensemble des transpositions, étudiée par Persi Diaconis et Mehrdad
Shahshahani [DS81], converge vers la loi uniforme sur S,, de maniére abrupte aprés environ
nlog(n) étapes, comme pour celle du mélange de cartes du chapitre 2. Si o € S,, et 7 = (4, 7)
est une transposition, alors la décomposition en cycles de o7 s’obtient a partir de celle de o en
fusionnant les cycles de o contenant ¢ et j s’ils sont différents, ou bien en fissionnant le cycle de
o contenant i et j dans le cas contraire. La chalne de Diaconis et Shahshahani, traduite sur 11,
en considérant la partition des supports des cycles, est une chaine de fragmentation-coalescence.
II est possible de concevoir son noyau de transition de la maniere suivante : sachant que la
chaine est en P € II,,, on tire au hasard uniformément et avec remise i et j dans {1,...,n},
puis on fusionne les blocs de P contenant ¢ et j s’ils sont différents, ou bien on fissionne
uniformément le bloc de P contenant ¢ et j dans le cas contraire. Cette chaine sur II, est
considérée dans un article de Persi Diaconis, Eddy Mayer-Wolf, Ofer Zeitouni, et Martin
Zerner [DMWZZ04]. Plus généralement, au dela des transpositions aléatoires, Nathanaél
Berestycki, Oded Schramm, et Ofer Zeitouni ont établi dans [BSZ11] que pour tout pour tous
n = k > 2, la marche aléatoire sur S,, dont les pas sont des k-cycles i.i.d. uniformes converge
vers la loi uniforme sur S,, apres environ (1/k)nlog(n) étapes.

L’algorithme de Aart Stam de simulation de la loi uniforme sur les partitions se trouve
dans [Sta83] et dans le livre de Knuth [Knu05, Volume 4A]. On prendra garde a ne pas
confondre les partitions d’un ensemble fini avec la notion de partition d’entier, qui est reliée
aux diagrammes de Alfred Young ou de Norman Ferrers. Le théoréme de Paul Erdés et
Tibor Gallai figure dans [EG60], et a été redémontré par plusieurs auteurs, dont Claude
Berge [Ber76]. Une preuve courte et constructive se trouve par exemple dans un article
de Amitabha Tripathi, Sushmita Venugopalan, et Douglas West [TVW10]. L’algorithme
des configurations remonte & Béla Bollobéas [Bol80], et a été raffiné et étendu notamment
par Brendan McKay et Nicholas Wormald [MW90]. 1l est abordé dans les cours de Charles
Bordenave [Bor14a] et de Remco van der Hofstad [vdH14]. A ce sujet, soit C,, est le multigraphe
aléatoire du modele des configurations a n sommets pour la suite de degrés dy, 1,...,dpn, €t
Pk = (1/n)> 0 L4, =k} la proportion de sommets de degré k, et supposons qu'’il existe une
loi (pg) k>1 telle que limy, o0 pn k. = pi, et telle que les deux premiers moments convergent :

n [e.9] n

_ lim _ _ g dpi(dni —1) 1<
u—nh_{gon;dm—;kpk<oo et 1/—nh_>n30i21m—u;k(k—l)pk<oo,

alors on peut établir que la probabilité que C),, soit un graphe tend vers e~3v=iv’ quand

n — 00, ce qui signifie que la méthode du rejet du théoréme 8.6 reste raisonnable si n > 1.
La partie sur les algorithmes de Metropolis-Hastings, du recuit simulé, et de Propp-Wilson
est inspirée d’un livre précédent [BCO7, Chapitre 4] et du cours de Thierry Bodineau a I'Ecole
Polytechnique [Bod14]. L’algorithme de Metropolis-Hastings a été introduit par Nicholas
Metropolis [MRR 53] puis généralisé par W. Keith Hastings [Has70], et fait aujourd’hui partie
des méthodes MCMC (Monte Carlo Markov Chains), qui consistent a utiliser des chaines de
Markov pour approcher des espérances par la méthode de Monte Carlo. Les méthodes MCMC
sont au coeur des implémentations quantitatives de la statistique bayésienne abordée par
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exemple dans le livre de Christian Robert et George Casella [RC04]. Des version a particules
permettent d’améliorer les performances pratiques notamment lorsque la loi p est multimodale.
En métallurgie, le procédé du recuit consiste a recuire le métal pour échapper aux minima
locaux d’énergie et obtenir une structure métallique de basse énergie, garantissant une
meilleure solidité. L’algorithme du recuit simulé s’en inspire, ce qui explique son nom. Le
recuit simulé converge théoriquement en temps infini lorsque la température suit un schéma
de décroissance par paliers logarithmiques, mais ce résultat d’analyse asymptotique n’est
pas vraiment pertinent en pratique. Une analyse de l'algorithme se trouve par exemple dans
le livre de Etienne Pardoux [Par07] et dans le panorama de Olivier Catoni [Cat99]. Des
versions améliorées du recuit simulé, comme ’algorithme de Wang-Landau introduit par Fugao
Wang et David Landau [WLO01], constituent un sujet de recherche actuel. Les algorithmes de
Metropolis-Hastings, du recuit simulé, et de Wang-Landau sont tous disponibles dans des
cadres a temps et espace continus. L’algorithme de Propp-Wilson, proposé par James Propp
et David Wilson [PW96, PW98|, est présenté dans le livre de David Levin, Yuval Peres, et
Elizabeth Wilmer [LPWO09], et dans celui de Olle Haggstrom [Hég02]. L’exemple 8.11 est
inspiré d’un texte de Christophe Sabot. D’autres algorithmes de simulation exacte de la loi
invariante ont été développés, comme par exemple 1'algorithme de James Fill [Fil98].
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CHAPITRE 9

Restaurants chinois

Mots-clés. Partition aléatoire ; permutation aléatoire; groupe symétrique ; combinatoire.

Pour tout entier n > 1, on note S, 'ensemble des permutations de {1,...,n} (groupe
symétrique). Le processus des restaurants chinois est une chaine de Markov inhomogene
(Un)n>1, d’espace d’états Up>1Sy, ou o, est a valeurs dans &, pour tout n > 1, de valeur
initiale o1 = (1), et de noyau de transition donné pour tous (o,0’) € S;, X 8,41 par

(1
n si o/ s’obtient en insérant n + 1 dans 'un des cycles de o;
n
_ ) - 0
Plops1 =0 [on =0) = i si o’ s’obtient en ajoutant le cycle (n+ 1) & o;
n
0 sinon;

ol # > 0 est un parametre fixé qui ne dépend pas de n. Il s’agit bien d’un noyau de transition
car la somme des longueurs des cycles de o est n. Le nom de ce processus provient de
I'interprétation des cycles de o, comme les tables circulaires occupées par les n clients d’un
restaurant chinois, ces restaurants ou les gens s’attablent sans se connaitre. Au temps initial
1, le restaurant ne compte qu’une seule table occupée par un seul client numéroté 1. Par
récurrence sur n, a 'instant n+ 1, et conditionnellement a tout le passé o1, ..., 0,, un nouveau
client, numéroté n + 1, pénetre dans le restaurant, et décide soit de rejoindre I'une des
tables déja occupées (cycles de o,,) avec une probabilité proportionnelle a la taille de la table
(longueur du cycle), soit de s’asseoir a une table vide (créer un nouveau cycle de longueur 1
contenant n + 1). Cette interprétation gastronomique suppose que les convives ne changent
jamais de table, que les tables peuvent avoir un nombre arbitrairement grand de convives, et
que le restaurant peut comporter un nombre arbitrairement grand de tables.

Associons a la permutation aléatoire o, la partition aléatoire 7, de {1,...,n} donnée par
le support des cycles. Chaque bloc de 7, regroupe les clients d’une table du restaurant. On a
m1 = {1}, et pour tout n > 1, 7, est a valeurs dans I'ensemble II,, des partitions de {1,...,n}.
En général, I'image d’une chaine de Markov par une fonction n’est pas une chaine de Markov !.
Cependant, il se trouve ici que (7rn)n>1 est une chaine de Markov inhomogene sur Uy,>11I,,, de

1. Un critére dii a Dynkin fournit une condition suffisante sur la fonction.
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G O O

4 6
2

i) g 3> et mo = {{1,6,3},{2,4}, {5}}

o = (1,6,3)(2,4)(5) = (é .

FI1GURE 9.1 — Configuration avec n = 6 clients répartis sur 3 tables dans le restaurant chinois.

noyau de transition donné pour tous (7, 7’) € II,, x 11,4 par

( |b
0|+| si ' s’obtient en insérant n + 1 dans le bloc b de ;
n
— — ) = 0
P(rp41 =7 [mn = m) = 0 si ' s’obtient en ajoutant le bloc singleton {n + 1} a ;
n
0 sinon;

ou |b| désigne le cardinal de b. On a » . |b] = n ot b € T, signifie que b est un bloc de .

Remarque 9.1 (Cas extrémes). Lorsque § =0 on a m, = {{1,...,n}} tandis que si § = oo
alors m, = {{1},...,{n}}. Les probabilités sont monotones en 6. Plus 0 est grand, plus les
clients ont tendance a s’asseoir a une table vide plutot que de rejoindre une table occupée.

Remarque 9.2 (Remonter le temps). Voici un exemple de début de trajectoire (my)n>1 -

™ = {13}

m = {1}, {2}}

T3 = {{1’3}7 {2}}
m = {{1,3},{2},{4}}

On remarque immédiatement qu’il est possible de remonter le temps. Par exemple, a partir
de w4, on en déduit w3 en repérant le bloc contenant 4, puis on en déduit wo en repérant le
bloc contenant 3, puis w1 en repérant le bloc contenant 2. Plus généralement, pour tout n > 1
et tout @' € M, 41, il existe un unique © € 11, tel que P(mpy1 = 7' |7, =) > 0. 1l s’agit la
d’une propriété commune a tous les processus qui transportent intégralement leur passé (ici
Uinformation sur m, est intégralement contenue dans mp+1 sans dégradation).

9.1 Lois d’Ewens

On note |r| le nombre de blocs de la partition 7 € II,, et |o| le nombre de cycles de la
permutation o € S,,. En particulier, on a |7,| = |o,| pour tout n > 1.

Théoréme 9.3 (Loi d’Ewens sur S,,). Pour tout 0 € Sy, on a

glol

]P(U”:U):0(9+1)-~(0+n—1)'
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Démonstration. La formule est vraie pour n = 1. Procédons par récurrence sur n et supposons
la vraie pour n. Soit ¢’ € S,41. On observe tout d’abord qu’il existe un unique o € S, tel
que P(op41 = o'|op, = 0) > 0. Si |o/| = |o] + 1 alors P(oy41 = 0|0y, = 0) = 0/(0 4+ n) et si
|o’| = |o| alors P(o,41 = ¢'|o, = o) = 1/(0 4+ n). Dans les deux cas, on a bien

plo’|
6@ +1)---(0+n)

P(opy1 =0') =P(o, = 0)P(opy1 = o'jon =0) =

O]

Remarque 9.4 (Loi d’Ewens, marche aléatoire, transpositions, et loi uniforme sur S,).
Conditionnellement a ’événement {o,, = o}, on peut construire oni1 4 partir de o en
choisissant d’abord un élément aléatoire K de {1,...,n + 1} valant n + 1 avec probabilité
0/(0+n) etl,...,n avec probabilité 1/(6+n) (si@ = 1 alors K est uniforme sur {1,...,n+1}),
puis en ajoutant n+ 1 au cycle de o contenant K si K < n ou en créant un nouveau cycle
(n+1) si K =n+1. Ceci revient a fabriquer & partir de o un élément o’ de S,4+1 en ajoutant
a o le cycle (n+1), puis a calculer le produit o't dans Sp41 ot T est la transposition aléatoire
(n+1,K). Ainsi
loi

(Un)n>1 = ((1, K1) (n, Kn))n>1

ot (Kn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes avec K1 =1 et pour toutn > 1,
K11 de loi (,J%nél + -+ (,J%nén + Hinénﬂ, et (on),>q est une marche aléatoire sur S, non
homogéne en temps, sur le graphe de Cayley de S, engendré par les transpositions. ST 0 = 1
alors pour tout n > 1, oy, suit la loi uniforme sur S,, (algorithme de Fisher-Yates-Knuth,
chapitre 8).

Théoréme 9.5 (Loi d’Ewens sur I1,). Pour tout w € I1,, on a

glrl
Pl =m) = 00 +1)---(0+n—1) H(|b|_1)!'

en

Démonstration. Le théoréme 9.3 donne

il
IP(?Tn:W): Z P(Jn—U)—0(0+1)...(9+n—1)gg; !

O’EEW

ol E est 'ensemble des o € S,, dont la partition de la décomposition en cycles est 7. Il y a
(k —1)! cycles de longueur & d'un ensemble a k éléments donc Y p 1= [ (0] = 1)L O

Remarque 9.6 (Loi d’Ewens et loi uniforme sur II,,). Pour n > 3, quelque soit 0, la loi
d’FEwens sur Il,, n’est jamais la loi uniforme étudiée dans le chapitre 8. En effet, notons

o= {{1},{2},....{n}}, ' ={{1,2},{3},....{n}}, et 7" ={{1,2,...,n}}.
Alors P(m, = ) = P(7, = «') uniquement pour § = 1 et dans ce cas P(m, = 7) # P(n, = 7").

Pour tout temps n > 1 et tout 1 < k < n, soit A, ;. le nombre de tables de taille k au
temps n, c’est-a-dire le nombre de blocs de taille k dans la partition aléatoire m,. On a

n=Ap1+242+ - +ndn, et |m| =41+ -+ Ann.
Théoréme 9.7 (Loi d’Ewens sur les blocs). Pour tout n € IN* et tout (ay,...,a,) € N

vérifiant ay + 2as + - - - +na, =n, on a

n

n! 1 /0\Y
P(An1 =a1,...,Appn =an) = — | = .
(A1 = a1 "= an) 9(9+1)...(9+n—1)]1211aj! (;)
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Démonstration. Le théoreme 9.5 donne

gart-tan

T00+ D) (0rn—1) I;I G=nhw > 1

w€lly, (a)

IP(An,l =at,... 7An,n = an)

ou IT, (a) désigne l’ensemble des 7 € II,, comportant ai blocs de taille k& pour tout 1 < k < n.
Or l'ensemble II,(a) a pour cardinal n!/J[}_,(j1)¥a;!, d'ott la formule. O

Remarque 9.8. Le processus des restaurants chinois permet l'apparition de petites tables et
leur maintien au fil du temps car elles sont choisies au prorata de leur taille!

9.2 Nombre de tables

Au temps n > 1, la salle du restaurant se compose de |m,| tables occupées.

Théoréme 9.9 (Nombre de tables). Pour tout n > 1 on a

E(|m,|) Z - = 0108(n) + Onsoo(1) ~nso0 0log(n)
k=0
et
n—1 0k
V(|mn|) = — =01 oo (1) ~psoo 01 .
() = 32 G e = 0108 + Onc(1) o 0108()
1000
=
)
O 500
=
L
0

0 10 20 30
Longueur de cycle

FI1cURE 9.2 — Histogramme d’un échantillon de taille 5000 de la loi d’Ewens de taille n = 1000
et de parametre 6 = 1.

Démonstration. Comme (,,),,, est markovienne, c’est une suite récurrente aléatoire générée
a partir de 71 = {{1}} par mp41 = f(7n,ent1) OU (sn)n>1 sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].
La structure de la fonction f entraine alors qu'il existe une suite (£);~, de variables aléatoires
indépendantes de lois de Bernoulli, vérifiant pour tout k£ > 1

0

P(szl)zl—ﬂ)(szo):m,
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et telle que que la variable aléatoire |m,| a méme loi que & + -+ + &, pour tout n > 1.
L’événement {{, = 1} signifie que le client n décide de créer sa propre table, tandis que
Iévénement {&, = 0} signifie qu’il décide de rejoindre une table existante. En particulier,
&1 =1 p.s. Cela donne pour E(|m,|) et V(|m,|) les formules en sommes. Une comparaison
série-intégrale 2 montre que ces sommes sont des 01og(n) + Oy _y00(1) ~p_oo 0log(n) . O

Remarque 9.10 (Un jeu de pile ou face inhomogene). Par construction, (|my|)n>1 est p.s.
croissante et ne fait que des sauts de +1. Elle constitue le processus de comptage partant de 1
de tops espacés par des durées aléatoires indépendantes. Cependant, ces durées ne sont pas
de méme loi, et ne sont pas de loi géométrique. 1l s’agit plutét d’un jeu de pile ou face ou
la probabilité de gagner change a chaque lancer. Bien que (7p)n>1 Soit croissante, elle est
cependant de moins en moins croissante en quelque sorte puisque la quantité

o= P(Imnsa| = || +1) = P(§nr1 = 1) = 00 + )"

décroit quand n croit. Malgré tout, la moyenne et la variance de |m,| sont équivalentes a
0log(n) lorsque n tend vers co. La situation différe du cas du collectionneur de coupons du
chapitre 1, pour lequel la probabilité de gagner change aprés chaque succes.

Théoréme 9.11 (Comportement asymptotique du nombre de tables en ). On a

‘Wn‘ P
log(n) n—oo

Démonstration. Par 'inégalité de Markov et le théoréeme 9.9, pour tous € > 0 et n > 2,

]P< |7 _0' - 6) « V(ma]) + (Efmn|) — Olog(n))® _ 0( 1 ) (1),

log(n) (elog(n))? log(n)

Le résultat suivant affirme que la convergence a lieu presque stirement. La borne O(1/ log(n))
obtenue par la méthode du second moment ci-dessus n’est pas sommable : la convergence
presque siire ne peut donc pas étre déduite d’une simple application du lemme de Borel-
Cantells.

O]

Théoréme 9.12 (Comportement asymptotique presque sir du nombre de tables). On a

|7rn| b.s, 0
]og(n) n—oo

Démonstration. Soient (gn)@l comme dans la preuve du théoreme 9.9 de sorte que

<1l2?l>)n/2 (1og Z’S’f)n

Notons que & =1 p.s. et donc & — (&) = 0. Pour tout n > 2, on a la décomposition

log Z & = 10g

Le second terme du membre de droite converge vers 6 quand n — oo (théoreme 9.9). 11 suffit
donc d’établir que le premier terme du membre de droite converge p.s. vers 0. Or si

>2

n n

1
(& — BE) + o > E().

k=1

k=2

Sp = ZY"? avec Y} := 5’“1;;55)5’“)

2. Si f: R+ — R4 est continue et décroissante alors fon'Hf( Ydt <3 p_, f(k) )+ fo S (
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alors (Sy),,5, est une martingale de carré intégrable bornée dans L? car (théoréme 9.9)

~ V(&) _\ b
E(Sp) = Z (log(k))2 < kzzz (0+k—1)(log(k))? =~

(il est utile de rappeler ici que la série de Bertrand Y, , W converge ssi 8 > 1). Etant

log

bornée dans L?, la martingale (S,),,-, converge p.s. (et dans L?) vers une v.a.r. finie p.s. (et
dans L?). Le lemme de Kronecker® assure alors la convergence p.s. vers 0 quand n — oo de

n

log Z log(k log Z (& =

k:2

Théoréme 9.13 (Comportement asymptotique en loi du nombre de tables). On a

(|7rn|) e
De plus E(|m,]) et V(|m,|) peuvent étre remplacés par 6log(n).

Démonstration. Tout d’abord, on observe que IE(|m,|) et V(|m,|) peuvent étre remplacés par
flog(n) en utilisant le lemme de Slutsky et le théoréeme 9.9.

Le résultat découle du théoréme limite central quantitatif de Berry-Esseen inhomogene de
la section 1.6 utilisé avec X}, = & de loi de Bernoulli de moyenne 6/(0 + k — 1). On obtient
méme une vitesse de convergence uniforme pour les fonctions de répartition! Une preuve
alternative peut étre obtenue en utilisant I'inégalité d’approximation poissonnienne de Le Cam
renforcée de la section 1.6, avec pr, = 0/(0+k —1). En effet, cela donne dy (pin, vn) = 0n—oo(1),

et par conséquent, pour toute fonction continue et bornée f : R — R, on a, avec 02 = V(|m,|),

(5 (P22 g (5 (B2 < 2t 0

ou P, est une v.a.r. de loi de Poisson de moyenne A, = p1 + --- + p,. D’autre part, on a

Po=An _ Po— A VA
On ‘/)\n On n—>oo
par le théoréme limite central, le théoreme 9.9 (VA /opn — 1), et le lemme de Slutsky. O

1o A0, 1)

La preuve précédente montre que la poissonnisation est utile méme si la moyenne diverge :
An =p1+- -+ pn — 0o. D’autre part, on a p% + -+ p2 4 0 ce qui fait que la simple inégalité
de Le Cam dy (pin, vn) = O(p? + - - - + p2) ne suffit pas.

9.3 Tables extrémes

A Tinstant n le restaurant compte A, 1 tables réduites a un seul client. La combinatoire
permet d’obtenir la loi de A,, 1. Contentons-nous ici des deux premiers moments.

Théoréme 9.14 (Clients solitaires). Pour tout temps n > 1, le nombre Ay, 1 de tables réduites
a un seul client vérifie

no n(n—1)(n —2+20)0

Edn)=T—9—7 o Vi) =g omro_e

En particulier,
lim E(A4,:) =26 et lim V(A,1)=26.
n—oo

n—o0

3. Si la série réelle >, x, converge alors lim, o b, w1 brzk = 0 lorsque 0 < b, * oo.
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9.3. Tables extrémes

Notons que pour 8 = 1, la permutation aléatoire o, suit la loi uniforme sur &, et possede
lon| = |mn| ~ log(n) cycles, et en moyenne (A, 1) ~ 1 point fixe quand n — oo.

Démonstration. 1l s’agit de décrire la loi de la premiére composante A,, 1 d'un vecteur aléatoire
A, de IN" qui suit la loi d’Ewens. Il est cependant plus commode de voir A, ; comme le
nombre de blocs de taille 1 dans m,. Ona A;; =1et 0 < 4,1 < n pour tout n € IN*. De

plus, pour tous entiers 1 < ay,...,ap <net0<Lapr1 <Kn+1lona
P(Apt11 =any1 | g =a1,..., Ap1 =an) =P(Apt11 = any1 | An1 = an)
qui vaut
(0
si apy1 = an + 1 (s’attabler seul & une table vide);
0+n
a
n si anpy1 = an — 1 (rejoindre la table d’un solitaire);
0+n
n—a, . . .
0T si anp41 = ay, (rejoindre une table comptant 2 clients ou +);
n
0 sinon.

En particulier, (Ay,1)n>1 est une chaine de Markov inhomogene d’espace d’état IN. On obtient
la remarquable formule affine (une martingale se cache dans la chaine de Markov!)

al@+n—1)+46
0+n ’

E(Ant1,1 | Ay = a) =

Cela donne (n + 0)mp41 = (60 +n — 1)my, + 6 out my, := (A, 1). La formule annoncée pour
my, s’en déduit. Pour la variance, on proceéde de la méme maniére avec la formule

V(X)=EWV(X|Y)) +V(EX|Y)).
Les calculs sont cependant un peu plus lourds que pour ’espérance. O

L’entier A,,,, représente le nombre de tables comportant n clients, autrement dit le nombre
de blocs de taille n dans m,. Lorsqu’une telle table existe, elle regroupe tous les clients, et
on dit donc qu’il s’agit d’une table unique. On a A, , = 1 si et seulement si |7,| = 1. Le
théoreme suivant précise les choses, et montre en particulier qu’asymptotiquement, le modele
des restaurants chinois ne fait pas apparaitre de table unique.

Théoréme 9.15 (Table unique). On a A3 =1 et Ay, € {0,1} pour tout n > 1. Pour tout
n = 2, la probabilité qu’il n’y ait qu’une seule table vaut

n—1
k
P(Ann=1) =[]+
Lotk

Enfin, la suite (Ann)n>1 décroit presque-stirement vers 0.

Démonstration. Les premieres assertions du théoréme découlent directement de la définition
de m,. L’expression de la probabilité (A, , = 1) s’obtient en observant que P(4,,, =1) =
P& =0,...,& = 0) = P(§& = 0)---P(§, = 0). Pour la convergence presque-siire, on
remarque tout d’abord que, puisque 6 > 0, le produit infini [[;2, (1 + 0k~ diverge car la
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série harmonique diverge, et par conséquent lim,,_, P(A4, , = 1) = 0. D’autre part, la suite
d’événements (E;,)n>1 définie par E, = {A, , = 0} est croissante, et donc

P(lim A,, =0)=P(U,2,E,) = lim P(E,) =1— lim P(4,, =1)=1.
n—oo n—oo n—o0
En fait, Apy = Loy ot T :=inf{n > 1:§, = 1} est I'instant de premier succés dans un
jeu de pile ou face dont la probabilité de gagner change a chaque lancer, et décroit vers 0 au
fil du temps. La décroissance est cependant suffisamment lente pour assurer un succes certain.

En effet, on a {T < oo} = U2 | E,, et donc P(T' < co) = 1. Alternativement, on peut utiliser
le lemme de Borel-Cantelli pour les événements indépendants F,, = {{, = 1} qui vérifient

St P(Fa=1)=3 - g0 = oo et Iim Fy = {351 Lye, =1} = 00} C{T < oo} O

9.4 Compléments de combinatoire

D’apres le chapitre 8, le cardinal de B,, est le n-éme nombre de Bell B,,. On a

ol la notation entre accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espéce, qui compte le
nombre de partitions a k blocs de {1,...,n}. On dispose de la formule de récurrence

n n—1 n—1 s n| n| _
{k}_{k_l}—Hc{ 1 } avec conditions au bord {1}—1 et {n}—l

car pour choisir une partition de {1,...,n} ayant k blocs il faut et il suffit soit de choisir une
partition de {1,...,n — 1} ayant k — 1 blocs et de la compléter avec le bloc singleton {n},
soit d’ajouter I’élément n & 1'un des k blocs d’une partition partition de {1,...,n — 1} ayant
k blocs. Si X est une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre A alors

E(X") = Z {Z})\k en particulier E(X")=B, si\=1.
k=1

On dispose également de la formule explicite suivante :

(i} = e ()r

qui peut s’obtenir grace au principe d’inclusion-exclusion car le nombre de Stirling de seconde
espéce est égal au nombre de surjections de {1,...,n} dans {1,...,k} divisé par k!

Une partition de {1,...,n} prescrit le support des cycles mais ne précise pas la structure
interne de chaque cycle. Il peut donc y avoir plusieurs permutations pour chaque partition.
Le nombre de permutations de {1,...,n} qui possédent exactement k cycles est donné par le
nombre de Stirling de premiére espéce non signé, noté

il

égal au coefficient de ¥ dans le polynome de Pochhammer z(,) = z(z +1)--- (z +n —1).
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9.5 Notes et commentaires

L’essentiel de ce chapitre est tiré de 'article didactique [CDM13]. Warren Ewens est un
professeur de biologie mathématique né en 1937 en Australie. C’est a la fin des années 1960
qu’il découvre la loi qui porte aujourd’hui son nom, en étudiant un probléme d’échantillonnage
en génétique des populations, 1ié au modele de Fisher et Wright, abordé dans le chapitre 4.
Le parametre 0 apparait comme un taux de mutation des alleles, comme expliqué dans le
chapitre 10. Une synthese sur le sujet se trouve dans son livre [Ewe04], ainsi que dans celui
de Kingman [Kin80] et de Durrett [Dur08]. De nombreux aspects statistiques sont abordés
dans le cours de Tavaré [Tav04]. Le travail d’Ewens a engendré un nombre considérable de
travaux en biologie quantitative et en probabilités. La loi d’Ewens apparait dans une large
gamme de structures aléatoires discretes dites logarithmiques, allant de la combinatoire a la
théorie des nombres. On pourra consulter a ce sujet le livre de Arratia, Barbour, et Tavaré
[ABT03]. Il semble que le processus des restaurants chinois doive son nom & Pitman et Dubin.
Il apparait sous ce nom dans un cours d’Aldous [Ald85]. On peut le relier aux urnes de Pdlya
ainsi qu’aux processus de Dirichlet. De nos jours, le processus des restaurants chinois et la loi
d’Ewens font désormais partie du folklore d’une théorie plus générale de la (fragmentation et
de la) coalescence. On pourra a ce sujet consulter les livres de Kingman [Kin93], de Bertoin
[Ber06], de Pitman [Pit06], ainsi que de Berestycki [Ber09].

La loi d’Ewens possede d’autres représentations remarquables. En voici deux :

1. Si Zy,...,Z, sont indépendantes de lois de Poisson de moyennes 6/1,...,60/n alors
L(Z1,..., 20| Z1+ 229+ -+ nZ, =n) ~ Ewens(n, 0);
2. Soit (P,),>1 la loi sur IN* aléatoire générée en posant (partition de [0, 1])
Pr=W,Po=(1—-W)Wy, Ps=(1—-W;)(1—Wy)Ws,...

ot (W,),>1 sont i.i.d. de loi Beta w +— 6(1 — w)e_lll[ovl](w). Conditionnellement a
(P)r>1, soient Xq,..., X, des v.a. i.i.d. sur N* de loi (P,),>1. La suite X1, ..., X, fait
apparaitre au plus n entiers différents, et leurs effectifs suit la loi Ewens(n, 6).

Signalons qu’il est possible d’établir que pour tous 0 < k < n,

gk
}9(e+1).--(0+n_1>

n

Pllral =) =

et d’obtenir une formule du méme genre pour la loi du couple (A4,, |m,|), cf. [JKB97].
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CHAPITRE ]. O

Généalogies et coalescence

Mots-clés. Arbre; branchement ; généalogie ; loi multinomiale ; loi de Poisson ; processus
de Galton-Watson ; modele de Fisher-Wright ; loi géométrique ; loi exponentielle ; loi de Ewens;
coalescent de Kingman.

On s’intéresse a 1’évolution d’une population de taille finie N constante au fils des géné-
rations. On suppose que les générations ne se chevauchent pas, et que pour tout n > 0, la
génération n meurt en donnant naissance a la génération n + 1. Le mécanisme de transition est
markovien : la génération n + 1 dépend de la génération n et d’une source d’aléa indépendante.
A chaque génération, on numérote les individus de 1 & N. Pour tout n > 0, soit a?Jrl
numéro du parent de I'individu ¢ de la génération n + 1. Ce parent appartient a la généra-

le

tion n. On suppose que les variables aléatoires a?“, o ,a%“ sont i.i.d. de loi uniforme sur
{1,...,N}. On note v" le nombre de descendants a la génération n + 1 de 'individu 4 vivant

a la génération n. Les variables aléatoires (1]'), . ne sont pas indépendantes puisqu’elles
doivent vérifier la relation v* +---+v3, = N. On a

st:
I

ﬂ{aﬂ+1:i}'

J

<
I
—_

Par conséquent, le vecteur aléatoire v = (v
de parametre (1/N,...,1/N), c’est-a-dire

t,...,v}) suit la loi multinomiale de taille N et

. . N! 1\V
Py =ni,..., vy =nn) = m <N> ]1{n1+--~+nN:N}'

Si chaque individu est identifié a un allele A ou B d’un géne a deux alleles et si le nombre
d’alleles A a la génération n est égal a x, alors la loi du nombre d’alleles A a la génération
n + 1 suivra une loi binomiale Bin(/N,z/N). On retrouve donc le modéle de Fisher-Wright
(le lien avec la loi multinomiale a déja été observé au moment de ’étude du modele de
Cannings). Nous avons construit ici le modeéle de Fisher-Wright a rebours en remontant les
générations. Chaque individu de la génération n+ 1 possede un ancétre a la génération n choisi
indépendamment des autres et selon la loi uniforme sur {1,..., N}. Certains membres de la
génération n n’ont donc aucun descendant a la génération n + 1 et c’est ce qui va entrainer le
phénomene dit de dérive génétique (fixation d’un allele).

Remarque 10.1 (Des poissons & la multinomiale). SiY7,..., YN sont des variables aléatoires
indépendantes de loi de Poisson de parameétres respectifs 01, ...,0n alors

L(Y,...,YN) | Y1 +--+Yy=N)=Mu(N, (p1,...,pn))
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10. GENEALOGIES ET COALESCENCE

ot pr = 0r/(01 + -+ 0On) pour tout 1 < k < N. En particulier, si 01 = --- = Oy alors
p1=---=pn =1/N. Ainsi le modéle de Fisher-Wright est un modéle de Galton-Watson de
loi de reproduction Poisson conditionné a avoir une taille de population fixée (chapitre 5).

Le modele de Wright-Fisher sans mutation est connu pour faire apparaitre un phénomene
dérive génétique, c’est-a-dire qu'un allele ’emporte sur ’autre et que la population devient
homozygote apres un nombre aléatoire mais fini (presque stirement) de générations. De méme,
apres un certain nombre de générations, tous les individus proviendront donc d’'un méme
ancétre. C’est ce phénomene qu’il s’agit a présent de décrire et quantifier.

oaeoctzo

(< ¢

/]
<
v

1
= 2
=3

4

5!

€ < % 9 9

~ &+ o+

=6

Fi1cURE 10.1 — Dans le modele de Fisher-Wright, tout se passe comme si pour chaque génération,
chaque individu, indépendemment de tous les autres, choisissait uniformément un pere dans
la génération précédente et en héritait. Le graphique ci-dessus illustre par exemple 1’évolution
de ces relations de filiation sur quelques générations pour une population de taille N = 5. Ce
point de vue généalogique est cceur de ce chapitre.

[ 9 9 o > 9

Comme les individus choisissent leur parent de maniére i.i.d. et uniforme, la probabilité
que deux individus fixé aient deux parents distincts (a la génération précédente) est égale a
N(N —1)/N? =1—1/N. Ces parents choisissant eux-mémes leurs parents indépendamment,
la probabilité pour que le premier ancétre commun a deux individus donnés remonte a plus de
r générations vaut (1 — 1/N)". Le temps Ty d’apparition de 1’ancétre commun le plus récent
(ACPR) suit donc une loi géométrique sur IN* de parametre po = 1/N. Si l'on considere a
présent trois individus, notons T4 l'instant d’apparition de ’ACPR pour deux individus au
moins (premier temps de coalescence parmi trois individus). On a

N(N = 1)(N —2) 32

—1- 24 =
N3 NNz

P(Ty>1)=

Comme les choix des parents sont indépendants a chaque génération, il vient, pour k > 1,
k
3 2
PTi>k)=(1—-—=+-—] .
La loi de T} est donc la loi géométrique de parametre p3 = 3/N —2/N 2. On note Ty = T5+ T4
le temps d’apparition d'un ACPR pour les trois individus (ici Ty := T3 — T3). Remarquons que

si 'ACPR de deux individus est ’ACPR des trois individus alors Tj = 0. Déterminons la loi
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de T}5. La probabilité que trois individus distincts aient le méme pére est 1/N2. La probabilité
que T soit nul sachant que T4 = k est donc égale a

P(T;=0,Ts=k) _ (1-ps)*'(1/N?) 1
P(Ty=0|T3=k) = —2 "3 = = :
( 2 O| 3 ) ]P(Té — k) p3(1 _ p3)k‘71 3N —92

Comme les choix des parents sont indépendants d’une génération a l'autre, on déduit de
la premiére partie que la loi de T} sachant que T35 = k et T4 > 0 est la loi géométrique de
parametre pa. Cela implique que sachant T5 = k, la variable T est égale en loi & UV ou U et
V sont indépendantes de lois respectives Bern(1 — 1/(3N — 2)) et Geomp+(p2).

Plus généralement, le nombre de parents distincts d’un groupe de k individus peut étre
vu comme le nombre d’urnes occupées apres que l'on a lancé k balles, indépendamment et a
chaque fois uniformément, dans N urnes. Pour tout j € {1,...,k}, on notera la probabilité
pour que ce nombre soit j de la maniére suivante :

g,(gf\]].) = IP(k individus ont j parents distincts) =

NN —-1)---(N—-35+1)S;
Nk ’

ol S ; est le nombre de Stirling de seconde espéce!. En effet, il y a N(N —1)--- (N —j+1)
facons de choisir j parents distincts parmi NV, et Sy ; facons d’associer a ces j parents k
enfants, et enfin, N* est le nombre de facons d’assigner k enfants & leurs parents. On définit
a présent le processus ancestral (AY (r)),cy en notant A% (r) le nombre d’ancétres distincts
a la génération —r pour un groupe de taille n au temps 0 (le temps remonte ici). La suite

(AN (7)), e est une chaine de Markov sur {1,...,n} de matrice de transition
Gy = ( M1, > .
NZ\Gik ISk ) e
Pour cette chaine, I’état 1 est absorbant tandis que les états 2, ..., n sont transitoires puisqu’ils

menent tous & 1. 11 est difficile d’étudier les propriétés fines de cette chaine, comme par exemple
des propriétés sur le temps d’atteinte de I’état 1. Nous allons donc remplacer ce modele a
temps discret par un modele plus simple a temps continu.

10.1 Modele généalogique a temps continu

Considérons la chaine de Markov a temps continu (A(t)),, sur IN* de générateur

(3)  sij=2ethk=j-1,
L(jk)=¢ () sij>2etk=j
0 sinon.

11 s’agit d’un processus de mort pur sur IN (sauts de n & n — 1 seulement) pour lequel 1 est
absorbant. Le temps de séjour en n suit la loi exponentielle de parameétre (Z) Ceci s’interprete
de la maniére suivante : chaque couple d’individus se cherche un pere indépendamment des
autres et y arrive au bout d’un temps exponentiel de parametre 1. Pour n individus, on a (g)
couples distincts. Or le minimum de (5) v.a.r. i.i.d. de loi Exp(1) est la loi Exp((})). On note
(An(t))s=0 le processus issu de n, qui est a valeurs dans {1,...,n}.

Montrons a présent que le processus a temps discret renormalisé converge vers le processus
a temps continu. On s’intéresse au cas limite ot NV est grand et ou 'unité de temps se compte
en N générations. La date d’apparition de TACPR de deux individus donnés est donc T4/N

ou T3 suit la loi géométrique sur IN* de parametre pp = 1/N.

1. C’est le nombre de fagons de découper un ensemble a k éléments en j ensembles non vides, déja utilisé
pour étudier le collectionneur de coupons par exemple
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Lemme 10.2 (Loi exponentielle comme limite de lois géométriques renormalisées). Soit (V3,),,
une suite de variables aléatoires de loi géométrique de parameétres respectifs (p,),, telle que
npy, converge vers pu > 0 quand n — oo. Alors la suite (n_an)n converge en loi vers une
variable aléatoire V de lot exponentielle de paramétre p.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les fonctions caractéristiques. Si V' ~ Exp(u), alors

Nneit/n Npn H
t) = __ ___ — oy (1),
Alternativement, pour tout z > 0, P(n~'V,, > ) = P(V,, > na) = e #nlrzl 5 emne, O

Dans le cas d’une population comportant IV individu et dans une échelle de temps ou 'unité
de temps est égale & N générations, le temps T» d’apparition de ’ACPR pour deux individus
donnés a approximativement pour loi la loi exponentielle de parametre 1. En particulier
E(T2) = 1. On a donc montré que

(AY(IND)zg 2 (A2(8) 0.

Considérons 'arbre généalogique de trois individus. Quand N tend vers infini, 7% /N
converge en loi vers Exp(1). De plus, on montre de méme que (73/N,T5/N) converge vers
(T3, T3) ou Ty et T3 sont indépendantes de lois exponentielles respectives Exp(1) et Exp(3) :

eery/nyny (s,1) = E(exp(isTy /N +itTs/N))
— B[E(exp(isT}/N)|T}) exp(itT4/ )]
_ 3Nl_ 2E[€itTé/N] n g% : gE{ eitV/N]E[ eitTé/N}
et le lemme 10.2 permet de conclure que (AY ([N t]));>o converge en loi vers le processus
(A3(t))s>0 quand N tend vers l'infini. En d’autres termes, lorsque N tend vers I'infini et que
le temps est mesuré en unités de N générations, le mécanisme d’apparition de ’ACPR d’un
groupe composé de trois individus distincts pour le processus limite est le suivant :
— apres un temps exponentiel 75 ~ Exp(3), un ancétre commun & 2 individus apparait,
— lancétre commun apparait alors apres un temps 7o ~ Exp(1),
— les variables aléatoires T5 et T3 sont indépendantes.
En particulier, a la limite, la probabilité que le premier ancétre commun soit commun aux
trois individus est nulle. On peut généraliser le résultat comme suit.

Théoréme 10.3 (Du discret au continu). Pour tout n > 2, au sens des lois marginales
loi
(AN ([IN1])=0 NL> (A (1) =0-
—00

Démonstration. On esquisse seulement les grandes lignes. Considérons dans un premier temps
le comportement de la matrice de transition de G lorsque IV est grand. Puisque Sy —1 = (g),
pour tout 2 < k < n,

N
g;(g,k)_l = Sk,k—1

— N2

N(N—=1)---(N—k+1) (k) 1
N

tandis que pour j < k—1,0n a
N(N—-1)---(N—-j+1)

N _
9y = Sks NG =O(N™?),
Enfin, on a
k\ 1
g =NEN(N—1)- - (N—k+1) =1~ <2>N +O(N72).
Ainsi Gy = I + N7'Q + O(N—2). La suite consiste & identifier la limite de (Gy)VY... O
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10.2 Longueur de ’arbre généalogique

Le processus a temps continu (Ay,(t));», d’espace d’état {1,...,n} est un processus de
mort pur, ¢’est-a-dire que ses trajectoires continues par morceaux sont décroissantes. Il est issu
de A,,(0) = n et décroit uniquement avec des sauts d’amplitude —1. Pour tout k& > 2, sachant
que le processus est dans I’état k, le temps d’attente T} avant de passer dans 'état k — 1
(seule transition possible) suit une loi Exp((g)) De plus, les variables aléatoires (Tk)yc ey,
sont indépendantes. Si W,, est le temps d’apparition de ’ACPR alors

Wn:Tn+"'+T27

ou les (Ty)a<k<n sont les temps de séjours dans les états 2,...,n. En particulier, on a donc
n n
1 1 1 1
E(W,) =2 —_— =2 - ) =2(1=-Z) =2
=23 g =23 (- ) =21 3)
k=2 k=2
et les Ty, ..., T, étant indépendantes, on a de plus

k=2
z": 4
- 2 _ 2
K2k — 1)
" /1 1 2
:4 —_—
g 2T ko1 k(k—l))
n—1
1 1
=8 k2+248(1>
k=1

On a V(W,) % — 12 ~ 1.16 (notons que V(7T3) = 1). Il est possible d’obtenir une
expression explicite de la densité de W,, en remarquant que P(W,, <) =P(A,(t) =1) et en
calculant la matrice de transition du processus ancestral (assez peu passionnant).

On appelle arbre généalogique d’un groupe de n individus I'ensemble de tous leurs ancétres
toutes générations comprises, eux compris, jusqu’au premier ancétre commun a tous les
individus. On note L, et I'on appelle longueur de l’arbre généalogique la variable aléatoire
égale a la somme des temps de vie de tous les individus de I’arbre. La longueur de ’arbre L,
s’exprime en fonction des temps d’apparition des ancétres commun :

Ly =2Ts + -+ 0T,
En particulier, comme T, ..., T, sont indépendantes avec T}, ~ Exp((g)),

272
E(Ly) ~nooo 2log(n) et V(Ly) ~nooo <
Théoréme 10.4 (Longueur de larbre ancestral). La variable aléatoire L, suit la loi du
mazimum de n — 1 v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1/2. De plus, on a

L, p.S. Ly, loi
Tog(1) njo 2 et -5 = log(n) njo G

ou G est la loi de Gumbel de fonction de répartition t € R — e
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Démonstration. La v.a.r. L, est la somme des v.a.r. indépendantes 2715, ..., nT,, qui suivent les
lois Exp(1/2),...,Exp((n—1)/2). Le premier résultat découle alors de la propriété suivante : si
Ey, ..., E, sont indépendantes de lois Exp(\), Exp(2)\),. .., Exp(nA) alors S, := E1+---+ E,
a la méme loi que M,, := max(F1,...,F,) ou Fi,..., F, sont i.i.d. de loi Exp()). La densité
de M, est

fa(@) = (P(M, < 2)) = (1 — e )"Ig, (2)) = n\(1 — e )" e 1R, (2).

Montrons par récurrence sur n que S, a pour densité f,. C’est vrai pour n = 1. Si cela est
vrai pour n, alors la densité de S, 11 est, en notant gy la densité de Exp(\),

Y
fo* gmrna(y) = (n+1)A / Fal@)e XOHDE=2) gy

y
=An+ 1)n)\e_’\("+1)y/ (e — 1)L dy
0

A(n 4+ 1)e AHDy Ay _ q)n
A+ 1)e (1= e ™)™ = foi4(y).

Alternativement, on peut remarquer que si Fi,..., F, sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle
Exp(A), et si min(Fy,..., Fy) = Fq) < -+ < F(,) = max(F, ..., F,) est le réordonnement
croissant (statistique d’ordre) de Fi, ..., F,, alors I'identité en loi suivante a lieu? :

loi (I F F,
(F(l),,F(n)): <1’...’1+...+>‘

n n 1

loi py F

En particulier Fy) = 74 + -+ + =5 pour tout 1 < k < n. Pour le voir, on écrit, pour toute

fonction mesurable et bornée ¢ : R™ — R, en utilisant des changement de variables,

F(o(Fay, - Fwy)) = /[()OO)H<P($(1),---,a:(n))/\”e_A(”“*“‘*’““")d:cl---dxn
N n!/ Y1, -+ yn) AT Gy oy,
0<y1 < <yn

= / O(z1y. o y21 4+ 2n) nINte Azt HEn) g
[0,00)™

ce qui signifie que les v.a.r. F(y), Flo) — F(1), ..., F(n) — F{;,—1) sont indépendantes avec pour
tout 1 <k < n, Fy) — Fi_1) de loi exponentielle de parameétre (n — k + 1)\.

Pour établir le second résultat du théoréme (convergence p.s.) on utilise le fait suivant : si
(X,,),, sont des v.a.r. indépendantes, centrées, de carré intégrable, avec Y FE(X?2) < oo alors
> n X converge p.s. et dans L? (cas particulier du théoréme de convergence des martingales
bornée dans L?). En effet, avec X,, = nT,, — E(nT,) = nT,, —2/(n — 1) on a E(X,) =0 et

Y EX]) =D V(X)) :Z(nj‘l)z < 00

n>2 n>2 n=2

2. On parle de théoreme de Rényi. L’identité F{;) 2 %F 1 est un cas spécial de I'identité en loi plus générale

min B oo B

AT A At A
valide pour tout for tous A1 > 0,..., A, > 0, qui joue un role important dans la structure des processus de
Markov. Presque slirement, le min est atteint en un unique entier aléatoire N dans {1,...,n}, indépendant

de la valeur du min, de loi discréte P(N = k) = Ag/(A1 + -+ - + An) pour tout 1 < k < n. L’identité en loi

Feny ol % 44 % apparait dans la structure du processus de Yule du chapitre 21.
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donc ), X, converge p.s. et donc

n—1

E(kT}) = logl(n) ’;Xk + 10g2(n)

L 1 < 1
— X5 +
log(n) 1og<n>§ " log(n)

p.s.
— 2.
n—o0

| =

k=2

i

1

Le troisieme résultat (fluctuation Gumbel) vient de L, 4 M, car pour tout ¢ € IR,

—t

n n—00

n—1 —t\ "
P(L, — 2log(n) < 2t) = (1 — 2242 10g<n>>) - (1 — e) s e

10.3 Mutations

Pour rendre compte de la diversité des individus dans une population, il faut tenir compte
des possibilités de mutation de ’ADN, en particulier lors de la réplication. Les mutations
entrainent une diversifications des enfants d’'un méme individu. Le taux de mutation d’une base
est tres faible. On suppose pour simplifier que ce taux ne dépend pas de la base concernée, ni
de sa position dans ’ADN et qu’il est constant au cours du temps. Ainsi, a chaque génération,
un individu a une probabilité p d’avoir une mutation qui le différencie de son parent. Si I’on
considere une séquence de m bases, la probabilité que deux mutations aient lieu au méme
endroit est 1/m. Comme les probabilités de mutation sont faibles, cela arrive trés rarement.
On fera donc ’hypothese que 'on a une infinité d’alleles possibles et que chaque nouvelle
mutation affecte un site différent. Ainsi, une mutation donne toujours un nouvel allele. Le
temps d’apparition d’'une mutation dans la lignée ancestrale d’un individu est donc une loi
géométrique de parametre . On pose 8 = 2uN et on suppose que 6 est d’ordre 1. Ainsi, lors
du passage a la limite en N tend vers 'infini, le processus de mutation devient un processus
de Poisson. Plus exactement, on munit chaque branche de ’arbre d’un processus de Poisson
de parametre 6/2 qui comptera les mutations. Les deux processus de coalescence et mutation
sont d’origines aléatoires différentes. Nous les considérerons indépendants.

Théoréme 10.5 (Loi du nombre d’alleles dans un échantillon). Si¢ K,, désigne le nombre
d’alléles distincts dans un groupe de n personnes alors K, a la loi de ny + - -+ +ny, ot (ﬁk);@l
sont indépendantes de loi de Bernoulli de paramétres (6/(k —1+0)),-,.

Notons que 71 = 1 p.s. La v.a.r. K, correspond au nombre de tables dans le processus des
restaurants chinois (chapitre 9). En particulier, on sait calculer les deux premiers moments, et
on connait le comportement asymptotique (convergence et fluctuation).

Lemme 10.6 (Horloges exponentielles en compétition). Si En, ..., E, sont des v.a.r. expo-
nentielles indépendantes de paramétres respectifs A1, ..., A\p alors M := min(E1, ..., E,) suit
la loi exponentielle de paramétre A1 + ...+ \,. De plus, presque surement le minimum dans

la définition de M est atteint en un unique entier I aléatoire de {1,...,n}, indépendant de
M, deloiP(I =i)=P(M =E;) = X\/(A1+ -+ \p) pour tout i € {1,...,n}.

Preuwve du lemme 10.6. Pour tout i € {1,...,n} et tout x € Ry,

P(min(F, E zz)=X\ P(E AY Jy = — T (At
(r,rfl;ég( k) > x) /I ’!;[ (Ep>y)e e T w

C’est la formule pour P(I =i, M > x), qui donne la loi du couple (I, M). O
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10. GENEALOGIES ET COALESCENCE

Preuve du théoréme 10.5. Pour un groupe de n individus, on s’intéresse au premier temps
(dans le passé) d’apparition d’une coalescence ou d’une mutation. Tout se passe comme si
Uy, était le minimum entre 7,,, premier temps de coalescence (de loi Exp((}))) et Ri,..., Ry
premiers temps de mutation des individus 1,...,n de méme loi Exp(6/2). Puisqu’elles sont
indépendantes, leur minimum est encore une loi exponentielle et son parametre est égal a

<Z> +ngzn(n—1+9)‘

2

De plus, la probabilité que ce premier phénomeéne soit une coalescence est (lemme 10.6)

6) _ n-—1
n(n—21+9) n—1+86

De méme, la probabilité pour que ce phénomene soit une mutation est donc

_ n—1 0
n—14+60 n—1+6"

On pose 1, = 1 si ce premier phénomene est une mutation et 7, = 0 si ¢’est une coalescence.
La variable aléatoire 7, suit donc la loi de Bernoulli de paramétre 8/(n — 1 4 ). Etudions ce
qui se passe apres ce temps U, :
— Si 1, = 0 alors le nombre d’ancétres a l'instant U, est n — 1 et le nombre d’alleles
distincts dans ce groupe de n — 1 individus est K,,—1 = K.
— Sin, =1 alors l'individu qui a muté a I'instant U, est a 'origine d’un allele différent. Il
correspond, dans la population initiale de n individus, a la présence d’un alléle distinct
de tous les autres. De plus, cet allele est présent une seule fois dans la population des n
ancétres. On obtient donc une population de n — 1 individus possédant K, 1 = K,, — 1
alleles distincts.
Dans tous les cas, on a obtenu K,, = K,,_1 + 1, et on considere a partir de 'instant U,, une
population de n — 1 individus possédant K, _1 alleles différents. Par récurrence, on obtient
bien la décomposition de K, en somme de variables aléatoires de Bernoulli. La propriété de
Markov du processus de coalescence et 'absence de mémoire du processus de mutation assure
I'indépendance des variables aléatoires (7). O

On peut en fait décrire plus précisément la structure des alleles d’une population de
n individus. Dans le modele a nombre d’alleles infini, un échantillon de taille n peut étre
représenté par une configuration ¢ = (¢y,...,¢,) ou ¢; est le nombre d’alléles représentés i
fois et |¢| = ¢1 + 2¢o + - - - + ne, = n. On notera e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) le i vecteur
unitaire. Il s’agit & présent d’établir une équation satisfaite par les probabilités (¢(c)) ou ¢(c)
est la probabilité qu'un échantillon de taille |¢| tiré sous la probabilité stationnaire ait la
configuration ¢. On pose ¢(e1) = 1. Supposons que la configuration soit ¢. En remontant la
généalogie de I’échantillon jusqu’au premier changement, nous trouvons une mutation ou une
coalescence (ancétre commun & deux individus). Analysons ces deux événements :

— Le premier événement (mutation) a une probabilité (lemme 10.6)

nb /2 B 0
nd/2+nn—-1)/2 0+n—-1

La configuration b qui a conduit a la c est

— b = ¢ si la mutation a eu lieu sur I'un des ¢; singletons (probabilité ¢;/n),

— b = ¢ — 2e; + es si la mutation a eu lieu sur un des alléles représenté 2 fois
(probabilité 2ba/n = 2(ca + 1) /n),

— b=c— e —e;_1 + e; sila mutation a eu lieu sur un des alleles représenté j fois
(probabilité jb;/n = j(c; +1)/n)
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— Le second événement (coalescence) a lieu avec une probabilité (n —1)/(0 +n — 1) et
dans ce cas, la configuration précédente était de la forme b = c + e; — ej;1 : un allele
présent j fois (parmi les ¢; + 1) s’est dédoublé, ramenant de ¢; + 1 & ¢; le nombre
d’alleles présent j fois et de cj41 — 1 a ¢j41 le nombre d’alleles présent j + 1 fois. Cet
événement a une probabilité de jb;/(n — 1) = j(¢; +1)/(n — 1).

On retrouve le processus des restaurants chinois du chapitre 9, qui nous enseigne que ¢ suit la
loi d’Ewens (on parle de formule d’échantillonnage d’Ewens en génétique® : pour tous entiers
ai,...,ay vérifiant aq + 2a9 + - - - + na, = n,

q(e) =P(ei(n) = ai,...,cn(n) =a,) =

o (5) 5

10.4 Coalescent de Kingman

Le coalescent de Kingman est un processus a temps continu a valeurs dans ’ensemble &,
des relations d’équivalence sur [n] = {1,...,n} (c’est-a-dire I’ensemble des partitions de [n]).
Il décrit la généalogie d’une population de taille n. Jusqu’a présent, nous avons proposé un
modele pour I'évolution temporelle du nombre d’ancétres d’une population initiale donnée. I1
s’agit & présent d’étre plus précis en gardant trace des liens de parentés entre tous les individus.
Numérotons les individus de 1 & n. A un instant ¢, on définit la relation d’équivalence (aléatoire)
~ sur [n] par i ~ j si et seulement si les individus 4 et j ont le méme ancétre commun au
temps t. Chaque classe d’équivalence correspond & un ancétre de la population initiale et les
éléments de cette classe sont tous les descendants de cet individu. Notons C(t) cette partition
(aléatoire). Quelle est la dynamique de (C(t)),5, ? Supposons que C'(0) = a € &, et notons
k le nombre de ses classes (on écrira |o| = k). Lorsque t augmente, nous progressons vers le
passé et le processus reste constant jusqu’a 'apparition d’un ancétre commun a deux des
ancétres de chaque classe. Lorsque ceci se produit, les deux ancétres, et par conséquence tous
leurs descendants, partagent cet ancétre commun. Les deux classes d’équivalence sont donc
regroupées (coalescent). Le taux d’apparition de cet événement est 1. Il est intuitivement clair
que C' est markovien.

Le processus (C(t)), est le processus de Markov a temps continu sur &, d’état initial
C(0)=A={{1},{2},...,{n}} (personne n’est rélié a personne), et de générateur Q)

—(g) sia= L et o] =k,
Qa, 8) =41 si o~ B,

0 sinon,

ou la notation o ~ [ signifie que la partition 5 peut étre obtenue & partir de la partition « en fu-
sionnant deux de ses classes d’équivalence. Le processus C est appelé coalescent ou n-coalescent.
Pour déterminer sa loi, il faut tout d’abord étudier la chaine incluse (C}* . Cette

chaine est issue de A et admet pour transitions :

)k:n,n—l,...,l

|~

sia~fetlal =k,

[y

( 1nc1_B|ClnC_ ): )

S~

sinon.

Le processus C évolue donc selon une suite A = CI¢ ~ CIN¢, ~ ... ~ CI¢ = O, o1l O est la
partition triviale et passe en la partition C’linc un temps exponentiel de parametre (g) Les
taux de transition ne dépendent de la partition qu’au travers de son cardinal et

[C(t)] = An(t),

3. ESF : Ewens Sampling Formula.
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puisque les classes de C'(t) sont en bijection avec les ancétres au temps ¢. Ainsi, les processus
(An(t))ys0 et (C€), sont indépendants et C(t) = C,T:(t) pour tout ¢ > 0. Plus précisément,

P(C(t) = a) = P(An(t) = |a|)P(C3f = a).

laf =

Théoréme 10.7 (Loi du coalescent de Kingman). Soit 1 < j < n et a une partition de [n]
dont les classes d’équivalence admettent les cardinauz i, ..., ;. Alors,

inc n_]'J']—ll
P(C! :a):( n!()n—(l)! )Al!mAj!.

Démonstration. On procede par récurrence descendante. Le résultat est évident pour j =n
(si a n’est pas la partition A, sa probabilité d’apparition est nulle, et A est la seule partition
a n classes, toutes singleton). Supposons que le résultat soit vrai pour j > 2. Alors

in in in 2
pj-1(B) = P( = B) = Z pj(a)PP( =P | Ci* = o) = ij(a)ﬁ-
ace, = -1
Notons A1, ..., Aj_1 les tailles des classes d’équivalence de 3. Celles de o sont
)‘17"°7)\l—17m7)‘l —m, >\l+17"'))‘j—1
pour un certain 1 <1< j—1et1<m <\ — 1. Grace a I'hypothése de récurrence ,
—1 -1
1o 2(n— )G — 1! py
i == Al A Imt (A — m)D gl 2!
pj-1(B) = 5 > 3G = Dnltn =11 —1Iml (A = m)! A j—1 <m>
=1 m=1
N . j—1 X —1
_ (=G -G -2, £
R e R D PP D
=1 m=1
(n—j+ DG -G —2)!
= Al As !
n!(n —1)! ! -1
car U SN = A A N~ l=n—j+ 1. O

10.5 Notes et commentaires

En biologie, la phylogénie est 1’étude des relations de parenté entre étres vivants. La
modélisation stochastique en phylogénie est abordée dans les livres de Warren Ewens [Ewe04],
de Rick Durrett [Dur08], et de Benjamin Jourdain et Jean-Frangois Delmas [DJ06]. Les aspects
statistiques sont abordés dans le cours de Saint-Flour de [Tav04]. Sir John Frank Charles
Kingman étudie le processus qui porte son nom dans [Kin93]. Son travail a donné lieu a de
nombreux développement, notamment une théorie de la fragmentation et de la coalescence
autonome, en liaison avec les processus de branchement, les processus de Lévy, et les partitions
aléatoires. On pourra consulter par exemple les livres de Nathanaél Berestycki [Ber09] et de
Jean Bertoin [Ber06], ainsi que le cours de Saint-Flour de Jim Pitman [Pit06].

4. Le facteur 1/2 est di & la permutation de m et A\; — m. Considérer 'exemple \; = 2, puis \; = 3.
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CHAPITRE ]. 1

Agrégation limitée par diffusion
interne

Mots-clés. Chaine de Markov inhomogene ; martingale ; convergence en loi; couplage.

11.1 Modele d’agrégation par diffusion

Un fit de déchets radioactifs est enterré secréetement dans le Cantal. Apres quelques années,
il devient poreux et laisse échapper son contenu. Pour éviter une contamination excessive, on
a disposé des pieges a particules qui capturent la premiere particule qui passe mais deviennent
ensuite inertes (une nouvelle particule passe sans étre arrétée). Le milieu est isotrope : une
particule radioactive se déplace de la méme maniere dans toutes les directions. Cette particule
continuera & se déplacer tant qu’elle passe sur des pieges qui ont déja été activés et est capturée
par le premier piége libre qu’elle rencontre. On souhaite connaitre la forme typique des zones
qui seront contaminées par cette fuite.

Pour modéliser I’évolution de la région polluée, on introduit le modele de croissance suivant.
On assimile espace & Z? ot d vaut 1, 2 ou 3 selon le nombre de dimensions que ’on souhaite
prendre en compte. Deux éléments x et y de Z% sont dits voisins, et nous noterons x ~ y, si

|z —yl, =lz1 — w1+ +[xg —yal = 1.

On place le fiit & 'origine 0 € Z?. Sur chaque point du réseau est disposé un piege. Notons A(0)
le singleton {0}. Le premier piege activé sera 'un des 2d emplacements voisins de l'origine.
On modélise la trajectoire d’une particule radioactive sortant du fiit par une marche aléatoire
simple symétrique sur Z? issue de 0 et arrétée lorsqu’elle sort de A(0). On note A(1) I’ensemble
aléatoire composé de 0 et du point ou la particule est sortie. Pour tout x voisin de 0, A(1)
est égal & {0, z} avec probabilité 1/2d. On itére ensuite le procédé. Etant donné un ensemble
A(n) C Z% on considére une marche aléatoire symétrique (Sy) k>0 issue de 0 arrétée lorsqu’elle
sort de A(n). On définit alors A(n + 1) comme 'ensemble des éléments de A(n) et du point
ol est sortie la marche S. Ce modele est connu sous le nom de agrégation limitée par diffusion
interne®.

On obtient ainsi une suite (A(n)),,-, d’ensembles aléatoires. La résultat suivant regroupe
quelques propriétés immédiate de cette suite.

Théoréme 11.1. La suite (A(n)),,5, est croissante au sens de l'inclusion. Le cardinal de
A(n) vaut exactement n+ 1. Pour tout n € IN, soit x et y deuzx éléments de A(n), alors il

1. «Internal Diffusion Limited Agregation (IDLA) en anglais

115



11. AGREGATION LIMITEE PAR DIFFUSION INTERNE

existe xq, ..., Ty, €léments de A(n) tels que xg = x, Ty, =y et T; ~ Tipq pouri=0,...,m—1.
On pourrait dire que l’ensemble A(n) est connexe par arcs dans z°.

On souhaite & présent étudier le comportement asymptotique de la suite (A(n)),,. On
étudie en détail le cas de la dimension 1. L’étude en dimensions supérieures est beaucoup plus
délicate. Elle est évoquée dans les sections 11.5 et Notes et commentaires.

11.2 Modéle unidimensionnel

On suppose que la propagation se fait selon un axe horizontal. On se place donc dans le cas
ou d = 1. L’ensemble initial Ag est le singleton {0} puis A; est égal a {0, 1} avec probabilité
1/2 et {—1,0} avec probabilité 1/2, etc. Notons G, = min A,, et D,, = max A,,. L’ensemble
A, est de la forme A,, = {G,,G, +1,...,D, —1,D,}. Puisque le cardinal de A,, est n + 1,
on a D, — G, = n. Ainsi, A, est caractérisé par X,, = D,, + Gy, et, en particulier,

X, +n X,—n

et G, = .

D, =
" 2 2

Les accroissements (X,,+1 — Xn)n20 ne peuvent prendre que les valeurs —1 ou 1. Plus précisé-
ment, X, 11 = X,, — 1 si la marche issue de 0 atteint G,, — 1 avant D, + 1, et X, 11 = X, + 1
si la marche issue de 0 atteint D,, + 1 avant G,, — 1.

Théoréme 11.2 (Evolution markovienne). La suite (Xn)pso est une chaine de Markov
inhomogéne sur 7 issue de O dont les transitions sont décrites par les relations suivantes :
pour —n <t < n,

n+24+1 n+2—i

]P(Xn+1=i—1VXn=i):m et ]P(Xn+1:i+1]Xn:i):m.

Démonstration. Pour tout n > 1,

. 1+n 1—n
{Xn—z}—{Dn— 5 , Gp, = 5 }

La probabilité P(X,, 11 =i — 1|X,, = ©) est donc égale a la probabilité que la marche aléatoire
simple S issue de 0 atteigne (i —n)/2—1 avant (i+n)/2+ 1. Or d’apres le théoreme 2.2, si a et
b sont deux entiers distincts, le premier négatif, le second positif, et si T; = inf{n > 0, S, =i}
pour ¢ = a,b et T'=T, ATy, alors, T, et T}, sont finis presque stirement, 1" est intégrable et

PT=T,)=1-P(T=T,)= bL et E(T) = —ab.

O]

Remarque 11.3 (Equilibrage). Lorsque X, est strictement positif, X,11 — X, a une proba-
bilité plus forte de valoir -1 que de valoir +1. La tendance s’inverse lorsque X,, est strictement
négatif. On peut donc penser que le processus aura davantage tendance a revenir en 0 qu’une
marche aléatoire simple symétrique (dont l’accroissement vaut plus ou moins 1 avec probabilité

1/2).

11.3 Convergence presque siire en dimension 1

On établit ici le premier résultat (relativement intuitif) de convergence en temps long pour
le processus X. L’idée de la preuve est de rendre rigoureuse 'intuition de la remarque 11.3 en
comparant (de manieére déterministe) la valeur absolue de X a celle de la marche aléatoire
simple.
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11.4. Convergence en loi en dimension 1

Théoréme 11.4 (Convergence presque stire). Le processus (| Xn|),~o est une chaine de
Markov inhomogéne et la suite (| Xn|/n),~o converge vers O presque sirement. En particulier,

X 8. G .S, 1 D s 1
Ko o gy Gnopsy Lo Dnopag L
n n—oo n n—oo 2 n n—oo 2

Démonstration. En discutant les valeurs de X,,, on a que | X, 1| =1 si |X,| =0 et, que, si
| Xn| >0,

1 X
| X, —1  avec probabilité = + @7
[ Xnt1| = % 2(‘73(+‘2)
|Xn| + 1 avec probablhté 5 — 2(7—’?2)

Ainsi (| Xy|), 5o est bien une chaine de Markov (suite récurrente aléatoire) inhomogene. Pour
établir que | X, |/n — 0 presque siirement, on procéde par couplage. Plus précisément, on
construit deux processus (Yy),,~q €t (Zn),,> comme suit : Yo = Zy = 0 et pour n > 0,

Vo Y, + 21{Un<(n+2+Yn)/2(n+2)} -1 siY, >0,
n+l — .
1 siY, =0,

7 . Zn + 21{Un<1/2} —1 si Zn > 0,
T si Zy =0,

ot (Un),,>q est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Le processus (¥3,),,5, a la
loi de (| Xnl), o tandis que le processus (Zy),,- a la loi de la valeur absolue d’'une marche
aléatoire simple. Ce couplage est tel que presque stirement, pour tout n € IN, 0 < Y,, < Z,.
De plus, si 0 < Y,, < Z, alors, par construction, Y, 11 < Z,+1. Enfin, si 0 =Y, < Z,, alors,
Zy, peut étre nul et dans ce cas, Y11 < Zp4+1 ou Z, = 2 car Z, et Y, ont méme parité. Enfin,
(Z/ n)n>0 converge presque siirement vers 0 en vertu de la loi forte des grands nombres. [

11.4 Convergence en loi en dimension 1

On s’intéresse a présent aux fluctuations de X,,/n autour de sa limite. L’objet de cette
section est de donner des éléments de preuve du résultat suivant.

Théoréme 11.5 (Convergence en loi). La convergence en loi suivante a lieu :

Xn 1oi, (0, 1).
\/ﬁ n—00 3
La vitesse de convergence en loi est la méme que pour la marche aléatoire simple et la loi
limite est encore gaussienne. Pourtant sa variance est plus petite que dans le cas identiquement
distribué. Cela provient de la tendance auto-stabilisatrice de la chalne X.
Avant d’aborder la démonstration du théoréme 11.5, étudions le comportement des premiers

moments de X, /n quand n tend vers U'infini. La loi de X, est symétrique donc tous les moments
impairs de X, sont nuls. Pour le moment d’ordre 2, on a, pour n > 0, on a

n+2—-X, s n+24+X, 9
E[X2, |F] = ——— (X, + 1)+ — =20 (x, — 1
1+ X2
n-+s

En posant x,(2) = [E(X?) et en prenant ’espérance dans la relation ci-dessus, on obtient :

T (2) = 1+ 2n(2).

n+2
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11. AGREGATION LIMITEE PAR DIFFUSION INTERNE

Une récurrence donne

1 n—1

xn(2)21—|—72k(k‘+1)+n

n(n+1) (n+1>$0(2)>

et donc (z,(2)/n), -, converge vers 1/3. On peut établir de méme que pour tout k > 0, la
suite (xn(Zk)/nk)n>1 admet une limite p(2k) et que la suite (u(2k))ren est solution de

2k +1

w(0)=1 et w(2k+2)= 1(2k).

Or, la seule mesure dont les moments pairs sont comme ci-dessus et les moments impairs
sont nuls est la loi N'(0,1/3). On peut ainsi déduire de cette convergence des moments de
X, /+/n la convergence en loi de X,,/y/n vers une mesure gaussienne centrée de variance 1/3,
en s’inspirant par exemple de 'approche utilisée pour les distributions spectrales dans le
chapitre 16.

Un autre moyen d’établir la convergence annoncée est d’utiliser un raisonnement basé
sur le théoréeme limite central pour les martingales de carré intégrable. 11 existe plusieurs jeux
d’hypotheses plus ou moins faciles & vérifier. Voici le théoréme que nous utiliserons dans la
suite.

Théoréme 11.6 (TLC pour martingales). Soit (M,,)n>0 une martingale de carré intégrable
et soit (an)n>0 une suite réelle, strictement positive, déterministe croissante vers l'infini. On
pose

AM, = M, — M,_y, (M),=0 et (M), = (M), +F (AMn+1)2|}‘n].

Supposons que

P
— A
n—00

1. il existe A > 0 déterministe tel que a;, ' (M)

n

2. (condition de Lyapunov) il existe 6 > 0 tel que
n

W > B(aMEIFL) Do
n k=1

Alors, on a

1 loi . M, loi —1
TnMnnjoN(o,)\) et st A >0 \/anmnjo./\/(o,)\ )

Notre martingale est fournie par lemme suivant.

Lemme 11.7 (Martingale dans le modele). Le processus (My), -, défini par My, = (n+1)X,,
est une martingale de carré intégrable qui vérifie

E[(AMnH)Q!}}} — (n+2)?— X2

n

E[(AMM)‘*M = (n+2)?% = X2)((n+2)? +3X2),

(M), ps 1
B now 3
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11.5. Dimensions supérieures

Démonstration. Soit a € {1,2,4}. On a

E((AMy11)*F) = E(((n + 2) Xng1 — (n+1)X,)% | Xn)
anN+2+X,
2(n+2)

n+2—X,

= [Xpn — (n+2)] omt2)

+[Xn+n+2]a

qui est nul si a = 1, et donc (M), est une martingale. De plus, pour « € {2,4}, on obtient

n+2-X)* +(n+2+ X,) !
2(n+2) ’

E((AMs1)%|Fn) = ((n+2)* = X7)

ce qui donne deux premieres relations attendues. En particulier, on a

n—1 3 n—1
n
(M), = S+ 12 = XP) = 5 = 3" X +o(n?).
k=0 k=0
De plus
1 n—1 1 n—1 X2
— X2< = Zk

Puisque (X,,/ n)n>1 converge vers 0 presque stirement, le lemme de Cesaro permet de conclure.
O

Pour pouvoir obtenir la convergence en loi de (M), correctement renormarlisée, il reste
=
a vérifier la condition de Lyapunov du théoréme 11.6 avec a,, = n®. Avec § = 2, on a

S BAMFr1) <Dk +2> (k+1)°X7 = O(nP).
k=1 k=0 k=0

On conclut en utilisant la convergence de (X,/n), ., vers 0. La suite (Mn/n3/2)n>0
converge donc en loi vers N (0,1/3). Ceci fournit immédiatement la convergence dans le
théoreme 11.5.

11.5 Dimensions supérieures

On se place & présent sur Z? avec d > 1. Comme en dimension 1, on s’attend & ce que
la forme limite de ’ensemble aléatoire devienne relativement réguliere puisque la marche
aléatoire issue de 'origine aura tendance probablement a atteindre ’ensemble aléatoire A¢
en des points qui ont beaucoup de voisins dans A,,. La figure 11.1 fournit une réalisation de
A(1000) en dimension 2.

Pour tout r > 0 notons ||z|| la norme euclidienne d’un point = € R? et

BO,r) = {yeR s [yl <r} et B(O,r)=BO,r)N7Z".

Le cardinal d’un ensemble A de Z? est noté |A|. Fixons un entier n et considérons I’ensemble
aléatoire A(|B(0,n)|). Le rayon (aléatoire) de la plus grande boule incluse dans cet ensemble
est

sup{r >0 : B(0,r) C A(|B(0,n)|)}

tandis que celui de la plus petite boule qui le contient est
inf{r >0 : A(|B(0,n)|) C B(0,r)}
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11. AGREGATION LIMITEE PAR DIFFUSION INTERNE

T T
-20 -10 0 10 20

FIGURE 11.1 — Une réalisation de A(1000) en dimension 2.

On définit alors I’erreur interne d;(n) comme

n—or(n) =sup{r >0 : B(0,r) C A(|B(0,n)|)},
et 'erreur externe dg(n) comme

n+dg(n) =inf{r >0 : A(|B(0,n)|) C B(0,r)}.

Le théoréme suivant montre non seulement que la forme asymptotique de A(n) est sphérique
mais fournit également une borne supérieure pour les fluctuations extrémes de A(n).

Théoréme 11.8 (Forme et fluctuation). Il existe une constante 3y telle que presque strement

— pourd >3 :
. dr(n) . og(n)
lim su < et limsu < B,
n—)oop vV log n le n—>oop vV IOg n Bd
— pourd =2 :
lim sup 1) < Py et limsup 5(n) < fa.
n—oo log n—oo logn

11.6 Notes et commentaires

L’une des premiere études de (A(n)),~, est due & Maury Bramson, David Griffeath et
Gregory Lawler dans [LBG92]. Il y est notamment établi que la forme asymptotique de
A(n) est sphérique. Il faudra attendre longtemps pour avoir une preuve compléte pour les
fluctuations autour de cette forme limite. On pourra retrouver le théoreme 11.8 dans les
articles de David Jerison, Lionel Levin, et Scott Scheffied [JLS13, JLS12] et de Amine Asselah
et Alexandre Gaudilliere [AG13b, AG13a].

Le modéle en dimension 1 peut étre relié a un modele de boules et d’urnes dit de Bernard
Friedman décrit dans Particle [Fre65] de David Freedman 2. Une boule tirée est remise dans

2. Priére de ne pas confondre!
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11.6. Notes et commentaires

I'urne accompagnée de a boules de la méme couleur et 8 boules de la couleur opposée. Si

6 =0, on retrouve le modele de 'urne de Pdlya étudié dans le chapitre 7. Lorsque 8 > 0, on

peut montrer que la proportion asymptotique de chaque couleur tend vers 1/2 pour tout .
Le théoréme limite central pour les martingales 11.6 est tiré de [BCO7, Thm 3.35].
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CHAPITRE ]. 2

Chaines de Markov cachées

Mots-clés. Chaine de Markov ; vecteur gaussien ; loi conditionnelle ; espérance condition-
nelle ; processus auto-régressif ; estimateur du maximum de vraisemblance ; convergence de
martingale.

Lorsque les modeles simples ne suffisent plus, on peut tenter de modéliser en déformant
un modele simple par une transformation. Ainsi par exemple une chaine de Markov cachée
est une projection d’une chaine de Markov. Ce chapitre présente deux modeles de chaines de
Markov cachées. Le défi mathématique est alors d’obtenir a partir des observations partielles
le plus d’informations possible sur la partie cachée. Il se rameéne & un probléme de calcul de
lois conditionnelles. Il n’est en général pas possible de calculer explicitement ces lois. C’est
cependant le cas dans les deux exemples présentés dans ce chapitre : I'un s’appuie sur les
chaines de Markov & espace d’états fini, I’autre sur un modele gaussien.

12.1 Algorithme «forward-backward»

On modélise la structure d’un brin d’ADN! par une chaine de caractéres écrite dans un
alphabet fini A. Certaines parties de la chaine correspondent a la suite des codes des acides
aminés nécessaires & la fabrication d’une protéine, et on dit qu’elles sont codantes, tandis
que d’autre parties de la chalne ne sont pas codantes. Pour tenir compte de cette structure
segmentée, on modélise la chalne par une chaine de Markov possédant deux régimes.

A un brin d’ADN de longueur [/, noté (X1,..., X)), et a valeurs dans A, on adjoint le
l-uplet (Ut,...,U;), a valeurs dans Y = {0, 1}. Si la position n est codante (respectivement.
non codante) alors U, = 1 (resp. U,, = 0). On modélise la loi de (X,U) = ((Xn,Un)), e DAL
une chaine de Markov homogene sur A x U de matrice de transition donnée par

P((IL‘,U), (:L‘/vul)) = ]P(Xn+1 = :L‘lv Un+1 = | Xn=2,Up = u) = p(u, u/)ﬂ-u/($vl‘/)7

ol p est une matrice de transition sur {0, 1} et ot 7y et m1 sont des matrice de transitions sur
A. On suppose que tous les coefficients des matrices p, my et 1 sont > 0. La composante U
agit comme une sorte d’interrupteur ou de commutateur (markovien) a deux positions.

La chaine (X, U) est irréductible, récurrente et apériodique car tous les coefficients de sa
matrice de transition sont > 0. En général la projection X = (X), <, qui modélise notre
brin d’ADN, n’est pas une chaine de Markov. Le modele est rigide : la loi de la longueur d’un
segment de la catégorie u € U suit une loi géométrique de parametre 1 — p(u,u).

On se place a présent dans la situation ou la matrice de transition de (X,U) , c’est-a-dire
le triplet p, mg, 71, est connue, par exemple grace a une estimation menée au préalable (nous y

1. Acide désoxyribonucléique, base du code génétique de la plupart des organismes vivants.
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12. CHAINES DE MARKOV CACHEES

reviendrons). La question est a présent la suivante : peut-on déterminer la loi de (Uj), <j<l
conditionnellement aux observations (X;);;<; ? On dit que la chaine de Markov (X,U) est

cachée car la composante U n’est pas observée. Seule la composante X est observée.

Exemple 12.1. Pour les applications numériques, les matrices suivantes sont utilisées :

0.3 03 03 0.1 0.5 03 0.1 0.1
0.95 0.05 03 03 0.1 0.3 04 04 0.1 0.1

= ;Mo = , et m =
0.1 0.9 0.3 0.1 0.3 0.3 04 0.1 04 0.1

0.1 0.3 0.3 0.3 0.5 03 01 0.1

Description de P’algorithme

On adopte la notation vectorielle X;.; et x1,; pour désigner les i-uplets (Xi,...,X;) et
(x1,...,2;). On définit les probabilités suivantes, pour tous 1 <i <,z € A, et v €U :
— Probabilité de prédiction : P'(v) :== P(U; = v| X1.;_1 = x1.;_1). Cest la probabilité
que I’état caché U; soit en position v connaissant les observations Xj.;_1 ;
— Probabilité de filtrage : F*(v) :== P(U; = v | X1.; = x1,4). C'est la probabilité que 1'état
caché U; soit en position v connaissant les observations Xi.;;
— Probabilité de lissage : L'(v) := P(U; = v| X1, = x14). C’est la probabilité que 1’état
caché U soit en position v connaissant les observations X7.;.
Pour calculer les probabilités de lissage, on utilise un algorithme de type forward-backward
(signifie progressif-rétrograde en anglais) : on calcule par récurrence, dans le sens croissant des
indices, les probabilités de prédiction et de filtrage, puis on en déduit, toujours par récurrence
mais descendante, les probabilités de lissage. Les relations de récurrence nécessaires a cet
algorithme sont rassemblées dans le théoréme suivant 12.2.

Théoréme 12.2 (Relations de prédiction, filtrage, lissage). Pour tous 1 <i <1l et v €U,

Pio) = 3 plu,v) ! (u),

uel

o (@i-1, JJZ)P’(U)
2 uert Tu(Ti1, -Ti)PZ'(U) ’
Lifl(u) _ Fiil(u) Z o, ) L' (v

velU Z(U

Fi(v) =

~—

g~

Démonstration. Commencons par I’équation de prédiction. L’idée est de faire intervenir U;_1
puis d’utiliser le fait que les lois L(U; | U;j—1, X1:5—1) et L(U; |U;—1) coincident :

Pi(v) = Z PUi—1 =u,U; = v | X1:i-1 = T1:-1)

ueU

= Z P(U; =v|Ui—1 = u, X1:i—1 = 21:i—1)P(Ui—1 = v | X121 = 1:4-1)
ueU

=S ol
ueU

Pour I’équation de filtrage, on utilise de plus la relation P(A| BNC)P(B|C) =P(ANB|C) :

PU; =v, X; = 2| X1:-1 = 715-1)
P(X; = x| X1:-1 = T1:-1)
 PUi=v,X; =2 | X151 = 21:-1)
e P =, X = 2| X1:m1 = T1:-1)
 PXi =2 |Ui = v, X151 = 21,1)P(Us = v, | X121 = 21-1)
Y e PXi = Uy = u, X1y = 21— ) P(Us = u| X1t = 21-1)

Fi(v) =
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12.1. Algorithme «forward-backward»

Pour conclure, il suffit de remarquer que par définition de la matrice de transition de (X, U),
P(X;=z|Ui=u,X1im1 =214-1) =P(Xi =2 | U; = u, Xi—1 = ®i—1) = my,_, (i — 1, 25).
Pour I'équation de lissage, on écrit
PUi-1 = u, Ui = v| X1y = 214) = P(Uim1 = u|U; = v, X1y = 21)P(U; = v | X14 = z14),
puis

PU 1 =0 X1 1 =151 Xorag = 210 U = 0. X =
P(Ui—l:U’Ui:%Xlzl:xl:l): ( i—1 Uy A1:5—1 L1:—1, Nj41:1 ajz—s—l.l‘ 7 U, Aj l'z).

P(X1:i—1 = 21:-1, Xit11 = Tig1a | Ui = 0, X; = )

La propriété de Markov assure que, conditionnellement au présent, passé et futur sont
indépendant. On obtient donc apres simplification que

PUi-1 = u|U; = v, X1y = 214) = P(Ui—1 = u|U; = v, X1 = 214).
On écrit alors & nouveau, grace a ’expression de la matrice de transition de (X, U),

PUi-1 = u,U; = v, Xj = 2, | X151 = Z1:-1)
P(U; =v,X; = x| X151 = @1:-1)

~ F N w)p(u, 0) T (@1, 3;)

B Pi(v)my(zi—1, ;) '

PUi—1 =u|U; = v, X145 = x14) =

On a donc obtenu

L(v)
Pi(v)’

P(Ui-1 = u,U; = v| X1 = 214) = F" (w)p(u, v)

ce qui fournit la relation de lissage en sommant sur v. O

On initialise 1’algorithme en choisissant pour P'(u) la loi initiale (par exemple la loi
stationnaire). Les relations de prédiction et filtrage du théoréme 12.2 permettent de calculer
toutes les probabilités P! et I par récurrence progressive. On en déduit ensuite les probabilités
L' par récurrence rétrograde grace a la relation de lissage du théoréme 12.2 avec l'initialisation
LY(v) = FY(v). La figure 12.1 illustre Iefficacité de I’algorithme : la plupart du temps la
probabilité L!(v) est supérieure & 1/2 quand U; = v (dans 95,2% des cas exactement dans
cet exemple). On voit toutefois dans cet exemple que I'algorithme rate une zone ou U vaut
1 (aux alentours de 120) et qu’il a toujours un peu de retard aux changements de régimes.
L’algorithme fonctionne d’autant mieux que les matrices 7y et w1 sont différentes (les deux
régimes ont des comportements tres différents) et que p(0,0) et p(1,1) sont grands (les plages
entre deux changements de régime sont longues).

Estimation d’une matrice de transition

L’étude précédente suppose connues les matrices de transition. Il est toutefois important
de savoir estimer la matrice de transition d’une chaine de Markov a partir d’une de ses
trajectoires. On considere une chaine de Markov (Z,),,cy sur 'espace d’états fini £/ de matrice
de transition 0, = (0, (i, j))(i7 SR On suppose que la chaine est irréductible et récurrente,
et on note . sa loi invariante. On suppose la mesure initiale v connue mais la matrice de
transition 8, inconnue. On note © ’ensemble des matrices de transitions sur E. Soit A la
mesure de comptage sur E. La loi de (Z, . .., Z,) a pour densité par rapport A" la fonction
(205 .-+, 2n) € E" v fy (20,...,2,) donnée par

fo.(z0y- - yzn) =P(Zo = 20, ..y Zn = 2n) = v(20)0«(20,21) - - Ox(2n—1, 21).
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0.9
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FIGURE 12.1 — Trajectoire de U (courbe continue) et probabilité de lissage pour v = 0 (courbe
en pointillés) avec | = 200 et les transitions de I'exemple 12.1.

Pour tous 6 € © et z € E™! on note fy(20,...,2n) = v(20)0(20, 21) - - - 0(2n_1, z). La quan-
tité aléatoire Lz, . z.(0) := fo(Zo, ..., Zy) est appelée vraisemblance® de 6 pour I’échantillon
(Zo, ..., 2Zy). L’estimateur de mazimum de vraisemblance B, de 6, est par définition I'élément
aléatoire de © qui maximise la fonction aléatoire § € © — Lz, . 7. (0).

Lemme 12.3 (Maximum de vraisemblance). L’estimateur de mazimum de vraisemblance 0,
de 0, est donné pour tous t,j € E par

NG . -
0, (i,7) = ¢ N¢ st Ny, > 0, ot N%' = Zp:O 1{Zp:z‘}>
n 7] n Nl] L Zn—l 1 ) ]
0 sinon, o= Zup=0 AZp=i,Zpr1=7}

Notons que si 6(i,j) = 0 alors gn (i,7) = 0, mais que la réciproque est fausse.

Démonstration. On numérote E de sorte que E = {1,...,s}. Notons L := Ly, 7 . Il est
plus commode de maximiser log(L) plutét que L. On doit maximiser § € © — log(L(#)) sous
les contraintes 6(i,7) > 0et > ;_,0(i, k) =1 pour tous 1 < 4,5 < s. Or on a

Ny
0(i, )’

et les s conditions d’extrémalité reviennent a dire que pour tout 1 < i < s la fonction
j+ Ny /0(i, j) doit étre constante. Ce qui donne le résultat en tenant compte de § € ©. [

g(i,5) (0 — log(L(0))) =

L’estimateur 6 est intuitif puisqu’il estime (i, j) par la proportion de transitions de I’état
i vers I’état j parmi les n sauts observés. Les propriétés asymptotiques de cet estimateur se
déduisent du comportement des suites (Ny), et (N}), qui sont établies ci-dessous.

2. En anglais, on dit likelihood, d’ou la notation L.
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12.2. Filtre de Kalman

Théoréme 12.4 (Convergence et normalité asymptotique). Pour tout x € E, sachant
{Xo =z}, Uestimateur 0, est convergent et asymptotiquement normal : pour tous i,j € E,

6n (i 5) 5 0(i,9) et V(i) (0 (i, 5) = 00, 5)) == N(0,0(i,)(1 = 0, 1))-

n—o0

Démonstration. Les résultats découlent du fait que pour tous z,14,j € E, sachant { Xy = x},

1 . s. ]. i .S.
SNDES (i) et SN PSS u(i)o(i, )
n

n n—00 n—00

tandis que
1 i iare oy loi N .

_—_(N¥ _ N _

75 Wi = Na6( 9)) =2 N0, w06, 7)1 = 06 9)):
Ces convergences p.s. découlent du théoréme ergodique (loi des grands nombres) pour les
chaines Z et Y, oul Y est la chaine de Markov irréductible et récurrente d’espace d’états E?
définie par Y,, = (Z,, Zn+1) et dont la loi invariante est (i, j) — u(4)0(i, j). La convergence en
loi découle du théoreme limite central pour ces chaines de Markov ergodiques. ]

12.2 Filtre de Kalman

Un avion se déplace entre Paris et Londres, en tentant de suivre une trajectoire théorique
définie par le plan de vol. L’avion est surveillé au sol par des contrbleurs aériens grace & un
radar qui recgoit un écho de 'avion & intervalles réguliers. La trajectoire effective de ’avion
s’écarte de la trajectoire théorique pour de multiples raisons (météorologie, imprécision du
pilote automatique, turbulences,...). On cherche donc a localiser ’avion au cours de son vol a
partir des observations radars successives.

On note X,, I’écart entre la trajectoire théorique et la position de I'avion au temps n. Cet
écart n’est pas connu. De plus, on note Y, la mesure donnée par le radar au temps n. Cette
mesure est entachée d’erreurs & cause de 'imprécision du radar. Le probléeme qui se pose a
laiguilleur est d’estimer au mieux la position de ’avion au temps n au vu des observations
Yo, ..., Y,. Pour simplifier ’étude, on supposera que ’objet observé évolue dans un espace de
dimension 1. On modélise les suites aléatoires (X,),c €t (Y),en €n posant

Xo = Wo,
Xp=aXp 1+ W, n>1,
Yn:Xn+Vn TL}O,

ol a est un nombre réel déterministe, et ot (V,,), ey et (W), sont des suites aléatoires
indépendantes, avec (V;,),,cpy i-1.d. de loi gaussienne N'(0,72) et (Wy,),,cp i-i.d. de loi gaussienne
N(0,0?). Les variables aléatoires (W), iy représentent les fluctuations instantanées de I'écart
entre position théorique et position réelle. Les variables aléatoires (V},), oy modélisent les
erreurs de mesure du radar. Le parametre a modélise ’action du pilote.

En théorie du signal, on dit que (X,), oy est un processus auto-régressif d’ordre 1, noté
AR(1), & bruit gaussien, et on a X, =Y ;_, "W,y = Yo a™ *W}, pour tout n € IN.

A présent, le probléme est d’estimer X, sachant les observations Yy, ..., Y,. Le candidat
naturel est l’espérance conditionnelle (X, | Yy, ...,Y,) puisque c’est la fonction des obser-
vations qui est la plus proche de X,, dans L? (moindre carrés). Or le caractére gaussien du
modele permet, grace a la mécanique des vecteurs gaussiens, de calculer explicitement la loi
conditionnelle £(X,, | Yp,...,Y,), en particulier sa moyenne qui est (X, | Yp,...,Y,).

La premiére remarque importante est que pour tout n > 1, le vecteur aléatoire

(X07"'7Xn71/07"'>yn)
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12. CHAINES DE MARKOV CACHEES

est un vecteur aléatoire gaussien puisque toute combinaison linéaire de ses coordonnées est
une combinaison linéaire des variables aléatoires gaussiennes indépendantes (W;)oc;<,, et
(Vi)o<icn- En particulier, pour tout n > 0, (Xy, Yo,...,Yy) est aussi un vecteur gaussien. De
plus, la loi de X, sachant (Yp,...,Y,) est une loi gaussienne, dont on note la moyenne X, et la
variance P,. On se propose de calculer ces quantités par récurrence. Comme pour les chaines
de Markov a espace d’états fini de la premiere partie du chapitre, la récurrence se fait en deux
étapes. L’étape de prédiction consiste a exprimer la loi £(X,, |Yp,...,Y,—1) en fonction de
L(Xn-1|Y0,...,Y,—1). Puis, dans I’étape de filtrage, on prend en compte l’observation Y,
pour exprimer £(X,, |Yo,...,Y,) en fonction de £(X,, | Yp,...,Yn_1).

Lemme 12.5 (Lois conditionnelles). On a L(X,, |Yy,...,Yn) = N(X,, P,) ot

a27'2Pn,1 + o272
azpnfl +0'2 +7'2'

A~ A~ P, A
Xn=aX, 1+ T—Q(Yn —aX, 1) et P,=

Démonstration. Tout d’abord, on rappelle le résultat suivant sur les vecteurs gaussiens, que
nous appelons formule de Bayes conditionnelle : si (X,Yy,...,Y,—1) est un vecteur gaussien
dans R"*! avec £(X | Y0, ..., Y1) = N(u,v?) et LY |Yy,..., Y1, X) = N (X, §?) alors

_ of o Y\ o N S B |
[’(X’Yb:yyn—lyy)_jv<p <72+52>ap> ou ?—?4‘5*2

A présent, et comme annoncé, on procéde par récurrence, en trois étapes.
— Initialisation. Puisque Yy = Xo + Vo, on a L(Yy | Xo) = N(Xo,72). La formule de
Bayes conditionnelle assure que £(Xq|Yy) = N (Xo, Py) ol

. o2 o272

Xg= —— et Py=——.
07 g2 4270 07 S22

A

— Prédiction. On a £(X,,—1|Yy,..., Y1) = N(Xn_1, Pr_1), et grace au modele,
L(X,|Yo,. .., Yu 1) =N(aX,_1,a>P,_1 + o?).
— Filtrage. D’apres le modele & nouveau, il vient
LYy | Yo, .. Y1, X)) = N(X,,, 7).

On applique alors la formule de Bayes conditionnelle pour inverser le conditionnement
entre Y, et X, : la loi £L(X,,|Y0,...,Y,) =N (X,, P,) avec

1 1 1 N aX, 1 Y,
= 4~ et X,=DP,| ol 1),
P, a?P,_1+02 + 72 ¢ " " <a2Pn_1 + o2 + T2

O]

Remarque 12.6 (Gain suite aux observations). Un petit calcul permet d’obtenir la majoration
P, = E{(Xn —)A(n)ﬂ < ]E[(Xn — Yn)Q] = 712, Ceci n’est pas surprenant connaissant les

propriétés de l’espérance conditionnelle mais souligne bien que l’on gagne effectivement a
utiliser toutes les observations Yy, ...,Y, plutét que de se contenter de la derniere Yy,.

Estimation de certains parameétres du modele

On suppose dans cette section qu’on observe les positions de I’avion sans erreurs, c¢’est-a-dire
quon a acces a la suite (X;);c,c,,- On souhaite estimer les coefficients a et o2. La question
X
n’est pas completement évidente car les observations ne sont pas indépendantes.
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Lemme 12.7 (Estimateurs de maximum de vraisemblance). L’estimateur de maximum de
vraisemblance (a,0) de (a,0) est donné par

A 2271 KXp—1Xk ~2 1 - 2
an = ——>5— et o0, =— (Xg — anXp_1)~.
D=1 X T ;

Démonstration. 11 suffit de maximiser le logarithme de la vraisemblance

1 n (Xk _ an—l)Q
k=1

Théoréme 12.8 (Convergence et normalité asymptotique). Si —1 < a < 1 alors

(n,60) 25 (a,0) et Va(a—a) -2 N(0,1—a?) et n(62—0?) -2 N(0,20%).

n—oo n—oo n—o0

Démonstration. On se contente d’établir les résultats sur a, en supposant ¢ connu et fixé. On
réécrit a,, de la maniere suivante :

. n X W M,
an:a—i-Zk_nl k21 k:CL—F _ ;{
Zk:l Xk:—l Zk:l k—1

ou M, = Zzzl Xp_1Wy, avec My = 0. La suite (Mn)nelN est une martingale par rapport a
la filtration (F,), naturelle de W. Rappelons que la variation quadratique ((M),,), de la
martingale (My,),,c est la seule suite (Ay), o de variables aléatoires telle que (M2 — Ap),cn
soit une martingale par rapport a (F,). Or on a

(M)g=0 et,pourn>1, (M), =0>> Xi .
k=1

A présent, on vérifie tout d’abord, en utilisant le fait que X est un AR(1) avec |a| < 1, que

<M>n 2) o’ ’
n  n—oo (1 —a?)

(on a en particulier (M), — +o0o p.s. quand n — 00), puis on utilise la loi forte des grands
nombres et le théoreme limite central pour les martingales de carré intégrable, qui donnent

M M, i
noP% g et —— 1% A0, 1).
<M>n Nn—00 <M>n n—00

12.3 Notes et commentaires

L’algorithme de segmentation «forward-backward» remonte au moins aux travaux des
années 1960 de Leonard Baum et Lloyd Welch, et peut étre vu comme une instance du
concept général de programmation dynamique. Les chalnes de Markov cachées ont été utilisées
notamment pour la reconnaissance de la parole dans les années 1970, et pour la génomique a
partir des années 1980. Le livre de Stéphane Robin, Francois Rodolphe, et Sophie Schbath
[RRS05] propose une introduction accessible a 'utilisation des chaines de Markov cachées
en génomique. Bien que les modeéles utilisés en pratique soient plus sophistiqués que celui
présenté dans ce chapitre, notamment en ce qui concerne les espaces d’état A et U, ils font
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appel aux mémes concepts et outils. Cependant en pratique, on ne connait pas en général les
matrices de transition ni méme le nombre d’états cachés pertinent pour rendre compte de la
loi de la séquence, et il faut donc construire des algorithmes qui permettent en plus d’estimer
ces parametres de complexité. On pourra également consulter le livre de Jean-Francois Delmas
et Benjamin Jourdain [DJ06] & ce sujet. D’autre part, il est possible de tester si une suite
aléatoire est markovienne ou pas en utilisant par exemple N? et N et le test du x?, comme
expliqué par exemple dans le livre de Didier Dacunha-Castelle et Marie Duflo [DCD83].

La partie sur le filtre de Kalman est inspirée du livre de David Williams [Wil91]. Le filtre
de Kalman, présenté ici dans une version simple, est un grand classique de la théorie du signal,
développé des les années 1960 par Thorvald Nicolai Thiele et Peter Swerling, et par Rudolf
Kalman et Richard Bucy, notamment pour les besoins du programme Apollo de la National
Aeronautics and Space Administration. On trouvera dans le livre de Etienne Pardoux [Par07]
I’expression du filtre de Kalman en dimension supérieure & 1. Enfin, la loi forte des grands
nombres et le théoréeme limite central pour les martingales utilisé dans la preuve du théoreme
12.8 sont tirés du livre [BCO7].
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CHAPITRE ]. 3

Algorithme EM et mélanges

Mots-clés. Maximum de vraisemblance ; entropie relative ; formule de Bayes.

13.1 Nids de mouettes

En Bretagne cohabitent quatre espéces de mouettes différentes. Les ornithologues souhaitent
estimer la proportion de mouettes de chaque espéce a partir de I’observation de la taille
des nids. Contrairement aux oiseaux, les nids ne bougent pas, ce qui facilite le comptage.
Malheureusement, les différentes especes font des nids assez ressemblants : on ne sait pas par
quelles especes ils ont été construits :

«rien ne ressemble plus & un nid de mouette, qu'un autre nid de mouette» !.

On suppose en revanche que la distribution des nids est caractéristique d’une espece. La
distribution globale de la taille des nids apparait comme le mélange de quatre lois de probabilité,
chacune rendant compte de la répartition de la taille des nids pour chaque espéce d’oiseaux.
Modélisons la distribution de la taille des nids construits par ’espece j par une loi pu; =
N(m(j),v(5)) de densité vy, (j).v(;)- La loi p de la taille des nids de mouettes admet donc pour
densité la fonction

J . N
. a(j) (z —m(j))

2 30l @) = 3 ol exp (- 50,

j; m(5),v(j ]Z:; 2m0(j) 2v(j)

avec a1 > 0,...,ay > 0et a1 +---+ ay = 1. Cette combinaison convexe finie de densités
de probabilité est appelée mélange fini? de populations. Si X désigne la taille du nid et Z
Pespéce de l'oiseau qui ’a construit, la loi du couple (X, Z) est donnée de la maniére suivante :

— la variable Z suit la loi discrete sur {1,...,J} de poids a(1),...,a(J) :

L(Z) =" a(j)s;

Jj=1

— pour tout 1 < j < J, conditionnellement & {Z = j}, la variable X suit la loi
N (m(j),v(5)) :
L(X|Z = j) = N(m(j),v(j))-

1. Poéte breton anonyme.
2. «Finite mizture» en anglais.
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Les parametres (o, m(j),v(j)), < ;< sont inconnus. Le vecteur « représente les coefficients du
mélange tandis que les vecteurs m et v représentent respectivement les vecteurs des moyennes
et des variances des lois gaussiennes. On souhaite estimer toutes ces quantités a la seule vue
de la taille de n nids. Pour cela, on suppose qu’il existe # dans ’ensemble

@:{Gz(aj,mj,U?)KKJ:al>0,...,on>0,oz1—|—--~+on:1}

tel que les mesures x1,...,x, de la taille de n nids soient la réalisation d’un n-échantillon
X1,...,X, de loi de densité

M&

a 7),0(4) ( )
7j=1

On note X le vecteur (X1,...,X,) et Z le vecteur (Z1,...,Z,). On introduit également les
notations suivantes :
— densité au point (z, z) de la loi du couple (X, Z) par rapport a la mesure d\ ® dN :

h9($? Z) = a(z)me(z)m(z)(l‘)v relR, z€ {17 SRR J}a

— densité au point = de la loi de X par rapport a d\ :

M“

Oé FY’H’L(] (Q?), r €R,
7=1

— densité au point z de la loi de Z par rapport a la mesure de comptage dNV sur IN :
go(z) = a(z), ze{l,...,J},
— densité au point = de la loi de X sachant Z par rapport a dA :
fo(x|Z = j) = Ym)wi) (), =R,
— densité au point z de la loi de Z sachant X par rapport a dN :

(2) Y (2)0(z) (T)
Z;']:I a(j)’)/m(j),v(j) ({L')

La derniere expression s’obtient grace a la définition d’une probabilité conditionnelle : en
effet, pour tout A borélien et tout 1 < z < J,

9o(2| X =) =

, ze{l,...,J}

P(XeA Z=2)=P(Z=2))P(XecAlZ=2)= a(z)/'ym(z),v(z)(x) dx
A
et

P(XeA Z=2)=P(Z=z2|X e AP(X € A)
J
= P(Z =X € )3 ali) [ it (o) o
j=1
de sorte que si A est de la forme [z — &, 2 + €] avec € tendant vers 0, alors on obtient bien
J
O‘(Z)’Vm(z),v(z)(x) = IP(Z = Z‘X =T Za ’Ym (), ( )
7j=1
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13.2 Situation favorable mais irréaliste

On suppose dans cette section que ’on observe & la fois X et Z, c’est-a-dire a la fois
la taille du nid et ’espeéce qui a fait le nid. Estimer les parameétres inconnus est alors aisé
grace a la méthode du maximum de vraisemblance. La log-vraisemblance du modéle complet
(logarithme de la densité de la loi de I'échantillon (X, Z) par rapport & la mesure (d\®dN)®")
s’écrit

L(97Y7 7) = IOgH hO(Xiy ZZ)
=1

= Z [log a(Z;) 4108 Yin(z:),0(2:) (Xi)] -
=1

Pour un échantillon de taille n, notons, pour tout 1 < j < J,
AJ:{Z:1,,7’L, Zl:]} et Cjzcard(A])

En regroupant les termes en fonction des valeurs possibles de Z, on obtient

J
Y 7 = Z C IOgOé ) + Z Z 10g ’Ym(j)ﬂi(j) (Xz)

j=1i€A,

Théoréme 13.1 (Estimation pour modele complet). La vraisemblance compléte atteint son
mazximum en un point unique 0 € © donné par :

6G) =D, mG) =5 Y X et i) = 5 3 (K- m()>

T ieA; T ieA;
Démonstration. Points critiques de § — L(#, X, Z) sous la contrainte a(1)+- - -+a(J) = 1. O
Ce résultat ne répond pas a la question initiale puisque, en pratique, ne sont observées que

les tailles des nids x1,...,x,. Il faudrait plutot étudier la log-vraisemblance de 1’échantillon
X1,...,X,, notée Ly pour log-vraisemblance des observations, qui s’écrit :

n J
obs 0 X IOngG Z Z TYm(5),v(5) (X)

Trouver un jeu de parameétres 6 rendant cette quantité maximale n’est pas facile.

13.3 Résolution du vrai probléme

Ne disposant pas de la log-vraisemblance complete L, on la remplace par son espérance
conditionnelle sachant les observations : on définit la log-vraisemblance conditionnelle des
observations sous la loi de parametre 6, que nous noterons L.(6,0, X), par :

L(0,0,X) =E4(L(0,X,Z)|X) = Z/loghg Xi,2)95(2|1X = X;) de.

Voici 'expression de la vraisemblance conditionnelle L. dans notre cadre de mélange gaussien.
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Théoréme 13.2 (Log-vraisemblance conditionnelle). La fonction L. est de la forme suivante :

J n
Le(0,0,%) = 2 log(2m) + 3 (Zgg(ﬂX _ X») log ()
j=1 \i=1

_1‘] S L (X —m()))?
2;(i:1ge<a|x—xl>)<logvu>+ S,

Il est aisé de déterminer le maximum de la vraisemblance conditionnelle.

Théoréme 13.3 (Maximum de la log-vraisemblance conditionnelle). La fonction 6
L.(0,60,X) admet un unique maximum 0y; donné par

() = - S g5(i1X = Xy)
=1
_ Yo Xigg(§1X = Xi)
Z:‘L:1 gé(j|X = Xz)
oy (Xi — myg1(5))%95(G1X = X3)
Z?:1 gg(j|X = Xz)

Démonstration. Sous la contrainte a(1) + --- 4+ «(J) = 1 on trouve

mar(J)

om(j) =

21 990X = Xi)

1 n
am(j) = - =—> g;(i1X =X;),
Elle Y X =X;) n ZZ—; ’

tandis que (mps, var) est point critique du dernier terme de la log-vraisemblance conditionnelle.

O

L’algorithme EM consiste a répéter successivement deux étapes consécutives comme suit :

— étape E(xpectation) : étant donnée une valeur 0 du parametre, on calcule la log-

vraisemblance conditionnelle des observations L.(6, 0, X) avec le théoréme 13.2,

— étape M (aximization) : grace a le théoreme 13.3, on choisit 61 pour que la fonction
0 — L.(0,0;, X) soit maximale au point 1.

En pratique, étant données les observations 1, ..., z, et des valeurs initiales des parametres,
I’algorithme consiste a répéter les calculs suivants :

— & partir du paramétre ), on calcule la matrice H*®) de taille n x J par
g® Ak (J) Yo () i () (X))
= =3
Y i (DY )0 () (X)

— on en déduit ;1 par les relations suivantes :

)

ho L L 2o Xl O (X —my)?H,;
akr1(7) = > Hi(f)a my11(J) = :—H(kiv Vk+1(J) = ! - H(Jk) J
=1 2im1 Hj S H

Le résultat suivant montre que la log-vraisemblance L. est croissante le long de 1’algo-
rithme.

Théoréme 13.4 (Croissance de la vraisemblance). La suite (0k),~q construite par l’algorithme
EM vérifie la propriété de stabilité numérique suivante :

L0b8(9k+1ay) > Lobs<9kay)7
ol Lops(0, X) est la log-vraisemblance des observations.
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Démonstration. Posons
o n
H(0,0;) = o, (log 99(2)[X) = Y _ By, (log go(Zi)| Xi).
i=1
Puisque hy(x, z) = fp(x)ge(2|X = z), la vraisemblance conditionnelle s’écrit encore

LC(Q, Qk,Y) = Lobs(e,Y) + H(Q,Hk)

Lors de I'étape M, la fonction 6 + L.(6, 0, X) est maximisée par rapport a 6 donc, en
particulier,
Lc(ek—l—la eka X) 2 Lc(ek) 916) X)

On en déduit que

Lobs(Ok+1, X) — Lobs(0k, X) = H(Ok, 0) — H(Op+1,0%).
Par définition de H,

96y, (7|Y)

H (O, 0r) — H(Op41,0r) = Eg, log ———=-.
" g0, (Z]1X)

En notant s la loi de Z sachant X sous Py on remarque que la quantité ci dessus n’est rien
d’autre que I'entropie relative de g, par rapport a pg, , :

dpg dpig dpig
H(0,,0,) — H(0 0,) = [ 1 kEd = k] k_d .
(O, 0k) — H (041, 0k) /Ogd - 10y, /duok+1 og . 140511

I’inégalité de Jensen assure que cette quantité est positive. ]

Le théoréme 13.4 montre que la suite (Lops(6k, X)) est croissante. Elle converge donc
vers un maximum local ou un point selle de la vraisemblance Lps (-, X).

Contrairement au cas ou ’on observe en méme temps X et Z, il peut exister des maxima
locaux qui vont piéger ’algorithme, ce qui rend le résultat sensible au point de départ. On
peut améliorer le comportement de 'algorithme en incorporant un peu d’aléa, comme par
exemple dans 'algorithme du recuit simulé du chapitre 8, mais cela est un peu illusoire.

On ne sait pas combien d’itérations sont nécessaires pour approcher de manieére satisfaisante
un maximum local. Il n’y a pas de critére d’arrét performant.

La figure 13.1 donne l'estimation du mélange de trois gaussiennes par ’algorithme EM
avec les parametres a = (0.4 0.4 0.2), m = (-2 0 2), v = (0.3 0.2 0.2) , n = 1000, et 1000
itérations.

13.4 Notes et commentaires

Le théoreme 13.3 se généralise aux familles exponentielles, de vraisemblance totale

L(0,%,2) = > loghg(zi,z) = Y loggs(z) + Y log fo(xi Z = z).
i=1 i=1

=1

Apres intégration, il vient en rappelant que gy(z) = a(z),

n J n
L0.6.0) S (zggmx _ >> logali) + 33 051X  o0)log fo(sx|Z — 5.
=1

j=1 j=1i=1
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4e-01 4

3.5e-01

3e-01 4

2.5e-01

2e-01 4

1.5e-01 +

le-01

5e-02

0200 —

Ficure 13.1 — Estimation du mélange de trois gaussiennes par l'algorithme EM.

Sif = (o,B) o a est encore la loi mélange et 3(j) représente les parametres de la loi
L(X|Z = j) on détermine séparément ap; (qui a toujours la méme expression) et Sy qui
s’obtient quasiment comme pour le maximum de la vraisemblance totale : on a seulement
pondéré la contribution de I'observation X; par le coefficient g;(j|X = X;). Par exemple, si
les composantes du mélange (L(X|Z = j)), < j<g sont des lois exponentielles de parametres
(A(9))1<icy» la log-vraisemblance conditionnelle s’écrit

n

J n J
0,0,X)=">_ (Z 951X = X») loga(f) + Y > 95031 X = Xi)(log A(4) — A(j):).
j=11i=1

j=1 \i=1

Un pas de l'algorithme EM a la forme suivante :

N\ (7)e—Me()wi ] 1 & . Zz Hk)
g® ak()Ak(d)e ak+1(]):*ZH'(k)’ et Aey1(j) = 0]

L arA(e D ne Y S XHD

Si de nombreux travaux existaient déja sur cette question, c’est I'article [DLR77] de Arthur
Dempster, Nan Laird, et Donald Rubin qui définit pour la premiere fois I'algorithme EM
dans un cadre général. On trouvera dans la bibliographie de ce travail les références aux
résultats antérieurs. Depuis, cet algorithme est trés souvent utilisé dans des cadres et sous
des formes variés. Lorsqu’il n’est pas possible de calculer la log-vraisemblance conditionnelle,
on peut utiliser une méthode de Monte-Carlo (comme ’algorithme de Metropolis-Hastings
du chapitre 8) pour obtenir une approximation de cette fonction dont on cherche ensuite un
maximum numériquement.
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CHAPITRE ]. 4

Records, extremes, et recrutements!

Mots-clés. Extréme ; martingale ; série centrée ; théoréme de Lindeberg-Lévy.

Un cabinet de chasseurs de tétes souhaite constituer une équipe de choc grace a un
recrutement au fil de 'eau : chaque candidat obtient une note apres son entretien et les
recruteurs décident dans l'instant de ’engager ou pas. Le cahier des charges est de recruter
une équipe a la fois excellente et fournie. Dans ce chapitre, on compare deux politiques
de recrutement différentes : une personne est recrutée si sa note est supérieure aux notes
(respectivement & la moyenne des notes) de tous les recrutés précédents. On modélise les notes
des candidats successifs par une suite (X,),-, de variables aléatoires réelles indépendantes et
de méme loi i de fonction de répartition F'. Afin d’éviter les cas particuliers, nous supposerons
que F' est continue sur R. On note xp lextrémité droite du support de p :

zp=sup{z e R : F(z) < 1}.

14.1 Elitisme

Pour tout n > 1, on note R,, le rang relatif de X,, dans I’échantillon X;,...,X,,. Il est
donné par R, =1+ Ek:l 1¢x,>x,}- Le candidat n est recruté si son rang vaut 1,c’est-a-dire
si sa note bat le précédent record. Le nombre de records, ou de personnes recrutées, jusqu’au
temps n est donné par Z,, = Y ;| 1(Rr,=1}- On définit également les instants de record par
récurrence :

Ty =1 et,pourj>1 Tj1 =inf{n>T;, X, > X;, pouri<n}.

Lemme 14.1 (Loi des rangs successifs). Les variables aléatoires (Ry,),~, sont indépendantes

et, pour tout n € IN*, Ry, suit la loi uniforme sur {1,...,n}. De plus,
"1 "1 1 72
;/@ log(n) +v+o0(1) et V(Z,) = ;k(l_ k) = log(n) +~v — E—I—o(l),

ou 7y désigne la constante d’Euler.

Démonstration. La fonction de répartition F' de p est continue donc pour tous entiers ¢ et
Jj distincts, P(X; # X;) = 1. En particulier, pour n > 1, il existe une unique permutation
(aléatoire) o de {1,...,n} telle que

Xa(l) < < Xa(n).
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14. RECORDS, EXTREMES, ET RECRUTEMENTS !

De plus la loi de cette permutation est la loi uniforme sur S,. Enfin, a un vecteur (Ry, Ro, ..., Ry)
on associe la permutation o de maniere bijective. Ceci assure que

1

]P(Rl:T17R22T27,__7Rn:7"n)zﬁ

avec 1 < 1; <7 pour 1 <7< n. Lav.a. Z, est donc la somme de n variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de parametres 1, 1/2,..., 1/n. Les expressions de son espérance et sa
variance s’en déduisent. ]

Théoréme 14.2 (Asymptotique du nombre de records).

Z, Zp —1 i
n_oPS1 et ”7(%(70 loi, N(0,1).
log(n) n—00 log(n) n—00

Démonstration. La convergence presque siire repose sur le théoréeme des séries centrées que
nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 14.3 (Séries centrées). Soit (Qn),,~, une suite de variables aléatoires indépendantes
et centrées et une suite (déterministe) (bn),~, strictement croissante non bornée de réels
strictement positifs.

o n
E(Q? 1 s,
Si (6;2”) < oo, alors — g Qr 25 0.
n=1 bn bn k= oo

Reste & appliquer ce théoréme a la suite () définie par @, = R,, — 1/n pour n > 1 avec
b, = log(n) en remarquant
V(Qn.)  n-—-1
b2 n2log(n)?
est le terme général d’une série convergente.
La deuxieme partie du théoreme découle du théoréme limite central de Lindeberg-Lévy
rappelé ci-dessous.

Théoréme 14.4 (Lindeberg-Lévy). Soit (Y;);5, une suite de v.a.r. indépendantes de carré
intégrable et centrées. Notons S, =Y1 4+ ---+Y, et s, son écart-type. Si, pour tout € > 0,

1 n
lim 2 E E[Yi21|Y¢|>ESn]’
n =1

n—oo

alors

Sn 1ok, pro,1).

Sy, N—00

On applique ce théoréme aux variables Y;, = 1z 13 — 1 /n pour n > 1 en remarquant
que 1ljy;|>es, = 0 pour n assez grand. O

14.2 Au-dessus de la moyenne

On construit alors par récurrence les suites (Yn)n>1, (7,1)”21 et (Tn)n>1 =X,V =Y
et T1 = 1, puis, pour tout n > 1, par

. . o o 1 n+1
Topr=inf{i >T, : X; >Y,}, Ypp1=Xr,,, e Y= —— Z;Y
1=

Pour tout n > 1, Y,, est la performance du n-iéme candidat retenu, 7;, est le nombre de
candidats auditionnés pour en retenir n et Y, est la moyenne des performances des n premiers
candidats retenus.

On peut également considérer
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14.2. Au-dessus de la moyenne

— M, est le nombre de candidats retenus apres n auditions,
— A, est la moyenne des performances des candidats retenus aprés n auditions.

Théoréme 14.5 (Vers la qualité maximale).

Démonstration. Presque slirement, les variables aléatoires (X5,),,~ sont strictement inférieures
& zp. Ainsi, on montre par récurrence que Y, et Y, sont également strictement inférieures
a xp et que par suite T, 1 est fini. La suite (Yn)n>1 est croissante et bornée par zp, elle
converge donc vers un réel x.,. Celui-ci est nécessairement égal & xp car le supremum d’une
infinité de v.a. indépendantes de fonction de répartition F' est égal & z . Ainsi la suite (Y3,),,5,
converge presque stirement vers xp. Le lemme de Cesaro assure qu’il en est de méme pour

(Yn)n>1' O

On s’intéresse alors au nombre de candidats qu’il faudra auditionner pour former une
équipe de taille donnée. Le résultat suivant permet de conclure sous une hypothese assez

souvent vérifiée en pratique sur la convergence de la suite (Y,),,.
Théoréme 14.6. Soit la suite de variables aléatoires (Pn)n21 définie par Py = 1 et, pour
n>2, P,=1—F(,_1). Supposons qu’il existe o € (0,00) et W une variable aléatoire tels
que P(W € (0,00)) =1 et (n“Py);», converge presque sirement vers W lorsque i — oo. Alors

notl nsoo (a+ )W

Démonstration. L’idée est d’appliquer le théoréme 14.3 conditionnellement & la tribu F

engendrée par la suite (Y,),-, en posant, pour n > 1,

n

n
1 1
bn:ZE‘ et Qn:Tn—Tn_l—F avec Ty =0.
i=1

La suite (by,),,», est strictement croissante. Elle tend vers 400 puisque 1/F; est de I'ordre de
i%/W . Plus précisément, une comparaison série/intégrale assure que

naJrl
~Y

bp ~ —————.
(a+1)W

D’autre part, T,, — T,,—1 suit la loi géométrique de parametre P,, donc

2 1-P, (a+1)?
E(’f): 2Pz T2

n-n

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoréme des séries centrées assure donc
que

L’équivalent de b,, donne le résultat annoncé. O

139



14. RECORDS, EXTREMES, ET RECRUTEMENTS !

14.3 Cas de la loi exponentielle

Dans cette partie, on suppose que la fonction de répartition F est celle de la loi exponentielle
de parameétre 1.

Théoreme 14.7. Supposons que les variables aléatoires (Xn)n>1 sotent distribuées selon la
loi exponentielle de paramétre 1. Alors il existe une variable aléatoire G de loi de Gumbel de
fonction de répartition x — exp(—e~7") telle que

1. (Y —log(n)),s, converge presque sirement et dans L? vers G,

2. (Tn/n?), 5, converge presque sirement vers e /2.
1.5 -

0.5 +

i
0_5 e

B e e T e T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

F1GURE 14.1 — Convergence p.s. de la suite (Y, — logn),.

Démonstration. Avec la convention Yy = 0, posons, pour tout n > 0,

M = Yosr = Vo = (04 1)(Vns1 = Vo).

On a donc Y,, = Z?Zl nj—1/j. Notons F,, la tribu engendrée par (Y7,...,Y},). Pour tout
n =1,
]P(?]n > .’L".Fn) = ]P(Y’I’L—‘rl > Yn + $‘Yn+1 > Yn7Yn> =e %,

Les variables aléatoires (1,),,-, sont donc indépendantes et de méme loi exponentielle de
N n /1
parametre 1. Avec h, =)/ _; 7, on a

& -1
?n—hnzzm"’%.
k=1
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14.3. Cas de la loi exponentielle

4e-01

1
v
<

3.5e-01 — i
3e-01 — z i
2.5¢-01 — ’[ \

1.5e-01 — 'l Y

le-01 -

5e-02 |

000 T T T LN N L R EREL EL S E

FIGURE 14.2 — Histogramme de la limite p.s. de la suite (Y,, — logn),, et densité de la loi de
Gumbel.

La suite (Y, — hn)n>1 est une martingale bornée dans L?. Il existe donc une variable aléatoire
Z telle que Y, — h,, converge vers Z dans L? et presque stirement. Reste & identifier la limite.

La transformée de Laplace de Y,, notée H,, vaut

n n -1
Hn()\):E<e’\Y”>:H% n!(H(k—A)) .

k=1

Considérons & présent une suite (Zy),,-, de variables aléatoires indépendantes de méme loi
exponentielle de parametre 1. Pour tout n > 1, notons Z(,,) = max(Z1, Z2,...,Z,). Une
intégration par parties assure que

Gn()\) = E(CAZ(TL)) = / €A3n6—2(1 _ e—z)n—l dz
0

S /e)‘z(n—1)6_2Z(1—6_Z)n_2dz: n Gr-1(A—1).
11— J,

Une récurrence immeédiate donne

n —1
G =[1[ ”%;k _ m(H(k; - A)) .

k=1
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14. RECORDS, EXTREMES, ET RECRUTEMENTS !

On en déduit que Y, et Z(y) ont méme loi L Ainsi,
P(Y, —log(n) < x) = P(Z,) —log(n) < z)

e T\" e
(Y e

n n—00

ce qui conclut la preuve du point 1. De plus,

nP,=n(l—-F(Y, 1)) = e~ (Yn—log(n)) P% =G

n—oo

Le théoréme 14.6 fournit la convergence presque siire de T}, /n? vers ¢© /2. Pour tout t > 0,

P(e“/2 < t) = P(G < log(2t)) = exp(—1/(2t)).

14.4 Cas de la loi de Pareto

On suppose ici que les variables aléatoires (X),~, sont distribuées selon la loi de Pareto
de parametre 8 > 1 c’est-a-dire qu’elles possedent la fonction de répartition suivante :

Fa(a) = (1 — 27 7)1p yoof(2).

Théoréme 14.8 (Performance moyenne). Il existe une variable aléatoire Y telle que P(0 <
Y <oo)=1cet o
Yn p.s.

B noae U

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si X suit la loi de Pareto de parametre 3,
alors la loi de X sachant que X > c est la loi de ¢X. En notant F,, la tribu engendrée par
(Y1,...,Y,), on a, pour tout = > 1,

P(Y, > 2Yp 1|Fpn1) =P(X >2Y, 4| X >Y, 1,Y, 1) =27

ou X est une v.a. de Pareto de parametre 8 indépendante de F;,_1. En d’autres termes, la loi
de Y, /Y 1 sachant F,,_ est la loi de Pareto de parameétre 5. En conséquence,

(n—1)Yn1 +EYy|Vn1) n-1+EX)—

E(?nw—"nfl) = n = n Yo 1.
Posons, pour n > 1,
. -1
- n—1+EX) 1 B
an—#—l‘i'm et bn— Haj
7j=1

La suite (M), définie par M, = b,Y, est une martingale positive d’espérance 1. Elle
converge donc presque sirement vers une variable aléatoire M positive de L!. Nous omettons
ici la preuve assez technique du fait que M € (0, 00) presque stirement (voir la section Notes
et commentaires). Enfin, on remarque que

n n
1 1 1
bt = exp log (1 + ) =exp | ——= > —-+o0(1)
! Z_; (B—=1)j -1 Z_‘; j
Jj= j=
En d’autres termes, n'/(6=Dp, converge vers un réel strictement positif. ]

1. Ce résultat est démontré de deux autres fagons dans la preuve du théoreme 10.4 page 109.
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14.5. Notes et commentaires

Corollaire 14.9 (Temps de recrutement). Il existe une variable aléatoire T a valeurs dans
(0,00) telle que
Tn p.S.

FBT) e L

Démonstration. Pour tout n > 1, on a P, = (Y,_1)7?. Le résultat précédent assure que
nf/B-Yp, converge presque siirement vers une variable aléatoire W € (0,00). On conclut
alors avec le théoreme 14.6. O

14.5 Notes et commentaires

Ce chapitre est essentiellement basé sur un article de John Preater [Pre00] pour le cas de
la loi exponentielle, et sur un article de Abba Krieger, Moshe Pollak, et Ester Samuel-Cahn
[KPSCO8] pour le cas général. Les preuves du théoréme des séries centrées (théoréme 14.3) et
du théoreme de Lindeberg-Lévy (théoréme 14.4) se trouvent par exemple dans l'incontournable
livre de William Feller [Fel68].

Citons enfin le célebre probléme des secrétaires® dont on trouve une description et une
mise en contexte savoureuse dans un article de Thomas Ferguson [Fer89]. Le contexte est le
méme que dans notre chapitre mais on ne recrute qu’une personne parmi n candidats. La
question est de déterminer la stratégie fournissant avec la probabilité maximale le meilleur
candidat. La premiere étape est de montrer que la stratégie optimale est nécessairement de
la forme suivante : on fixe r entre 1 et n, on recale les  — 1 premiers candidats puis on
sélectionne le premier candidat qui obtient une meilleure note que ses prédécesseurs. Avec une
telle stratégie, la probabilité de recruter le meilleur candidat est donnée par

n N lr—1 r—1~ 1
pn(r):ZIP(j est le meilleur et on le sélectionne):‘ i1 = Zj—l‘
J=r J=r Jj=r
Pour z €]0, 1],
(e = 10 3 L o
p(len]) = = 1 o tlos(@).

j=lan]

La probabilité maximale vaut donc 1/e pour un choix optimal de r de 1'ordre de n/e.

2. Ce probléeme d’arrét optimal est un grand classique de la théorie du contréle stochastique et de la théorie
de la décision. 11 est également connu sous le nom du probléme du mariage (entre autres).
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FIGURE 14.3 — Convergence de la probabilité optimale du meilleur choix (croix) et de la
proportion idéale (trait continu) vers 1/e.
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CHAPITRE ]. 5

Polymeéres dirigés en environnement
aléatoire

Mots-clés. Chaine de Markov; transformée de Laplace; martingale; loi du zéro-un;
phénomene de seuil ; espérance dépendant d’un parametre.

Un polymeére est une longue molécule constituée de briques élémentaires identiques appelées
monomeres. On s’intéresse a la modélisation de la structure d’'un polymere constitué de
monomeres hydrophiles, placé dans une émulsion d’huile et d’eau. L’huile est présente sous
la forme de gouttelettes microscopiques. On suppose que les monomeres sont réguliérement
espacés et que le polymere se déroule dans une direction privilégiée. On dit que le polymere
est dirigé. Par analogie avec les processus, cette dimension est dite temporelle, et le polymere
est vu comme un chemin dans Z¢, c’est-a-dire une application de {0,1,...,n} dans 7 ou n
est la longueur du polymere. On positionne sur les points de IN x Z¢ des variables aléatoires
i.i.d. qui quantifient la sensibilité de chaque monomere du polymere a la présence d’huile ou
d’eau sur chaque site. Dans tout le chapitre, I’entier d est fixé supérieur ou égal a 1.

La sensibilité du polymeére & son environnement est modélisée par un parametre réel noté g
introduit par la suite. Toute la question est de déterminer pour quelles valeurs de ce parametre
le comportement du polymere est sensiblement différent d’une marche aléatoire simple qui
modélise la structure d’un polymere indifférent a son environnement.

Toutes les variables aléatoires de ce chapitre sont définies sur un méme espace de probabilité
(©, A, P). On note [ l'espérance par rapport a la mesure P.

15.1 Modele et résultats principaux

On modélise un polymere insensible & son environnement par une marche aléatoire simple
sur Z4, c’est-a-dire une suite (S,),,-o avec Sy = 0 et pour n > 1,
>

sn:izlm

ou (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {£e; : 1 < i < d}, ou
(e1,...,eq) désigne la base canonique de Z?. On note (Fn)pso la filtration naturelle de (S,),,~0,
et F la tribu engendrée par les variables aléatoires (Up),,~ -

Il est commode de représenter les n+ 1 premiers termes de (.Sy,) n>0 bar la variable aléatoire
Son = (S0, 51, ---,Sn), qui prend ses valeurs dans T;,, 'ensemble des chemins issus de 0 et de
longueur n dans Z?, c’est-a-dire 'ensemble des ¥ = (70,71, - - -, ¥n) aVeC Yo, - - . , ¥, dans Z7,
tels que 70 =0 et 41 — Vi € {£e; : 1 < j < d} pour tout 0 <i<n—1.
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15. POLYMERES DIRIGES EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE

On modélise 'environnement par des variables aléatoires réelles (n(n,)), > ,eza 11.d.
non constantes. On suppose que (Up),,-, et (77(”735))190, zezd sont indépendantes. On note
G la tribu engendrée par (n(i,));>1 yeza €t Gn la tribu engendrée par (1(i,x))(; e, OU
E, ={(i,v) : 1 <i<n, veI,} est 'environnement vu par les chemins de longueur n.

Pour tout 8 > 0, on définit la mesure de probabilité pu, sur I, en posant, pour tout v € I},

1
 Za(B)

eﬂHn(’Y) ]P(SU:TL = ’7)’

avec

Ho() = > n(im) et Za(8) = BP0 g).
i=1

La quantité H,(So.,) représente I'affinité de la configuration du polymere dans son environne-
ment. Plus elle est élevée, plus la configuration du polymere est probable. Le parameétre 3
quantifie 'influence de I’environnement sur la structure du polymere. Il s’interpréte comme
Pinverse de la température. Si f = 0 (la température est infinie) alors tous les chemins de
longueur n ont le méme poids : le polymere n’est pas sensible a I’environnement et se comporte
comme la marche aléatoire simple. Si f = +oo (température nulle), le polymeére ne charge
que les chemins de longueur n qui maximisent H,,.

La quantité Z,(3) est une constante de normalisation appelée fonction de partition du
systéme. On pose 7 = 1(0,0) et on suppose que la fonction suivante est bien définie :

At eR > A(t) =logE(e") € Ry.
La fonction de partition normalisée est

W,o(8) =E (eﬁHn(SO:n)*n)\(ﬁ) ’g) )

L’énergie libre du systéme et son espérance sont définies par

w(B) = 108 Zu(8) et wn(B) =E(an(B))

Les quantités Z,(5), qn(8), Wr(B) et u, sont aléatoires, et nous allons étudier leur
comportement asymptotique quand n tend vers 'infini. Il y a plusieurs facons de mesurer
I'influence de I'’environnement sur la structure du polymeére. Nous en présentons deux basées
sur les comportements asymptotiques de g, (3) et W, (B). Les résultats sont présentés dans
cette section, leurs démonstrations sont données dans les suivantes.

Nous commencons par le premier résultat significatif sur une dichotomie possible dans le
comportement du polymere. Il est basé sur le comportement asymptotique de la fonction de
partition normalisée W, (/).

Théoréme 15.1 (Phénomene de seuil). Il existe une variable aléatoire W () telle que

Wo(B) —— W (B) P —p.s.

n—o0

De plus, il existe une constante B. € [0, 4+o0] telle que, p.s.

Weo(B) >0 siB < Be, et on dit que le polymere est en «fort désordren,
Weo(B) =0 si B> Be, et on dit que le polymere est en «faible désordren.

Ce résultat sera démontré dans la section 15.2. Il donne la premiere notion de désordre.
Présentons a présent 'autre notion de désordre. Elle s’appuie sur le résultat suivant.
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Théoréme 15.2 (Phénomene de seuil). Il existe une fonction u inférieure a X\ telle que

n—oo

De plus, il existe une constante (. € [0, +00] telle que

u(B) =ANB) sifB <P, eton dit que le polymére est en trés faible désordre,
u(B) < A(B) si B> B, et on dit que le polymére est en trés fort désordre.

Ce théoreme est démontré dans la section 15.4. Les deux notions de désordre sont compa-
rables.

Lemme 15.3 (Le tres fort désordre implique le fort désordre). On a toujours
0< Bc < Be < +oo.

Démonstration. Si B < B, alors P({Ws(B8) > 0}) = 1 et par suite

(= N)(B) = lim = log W, (8) = 0.

n—oo n
En d’autres termes, 8 < Se. O
On a donc la situation suivante.
6 (0750) (BC)/BC) (BC7+OO)
Fort Désordre non ous out
Tres Fort Désordre | non non oul

Les deux questions essentielles sont les suivantes :

— ces phénomenes de seuil (ont parle parfois en physique de transition de phase) ont-ils

vraiment lieu, en d’autres termes, les parametres critiques sont-ils finis et non nuls?

— les deux parametres critiques sont-ils différents 7
Les réponses a ces questions dépendent a priori de I'environnement et de la dimension d du
polymere. Nous obtenons dans la section 15.3 une borne supérieure pour 3. qui est finie ou
non selon la loi de 'environnement et la dimension d. Dans la section 15.5, nous montrons que
si d > 3 alors quel que soit I’environnement, (3, est strictement positif. On pourra se reporter
a la section Notes et commentaires pour le cas des petites dimensions qui s’avere beaucoup
plus délicat.

Certaines démonstrations ci-dessous reposent sur la remarque simple suivante : si f et
g sont croissantes, alors f(X) et g(X) sont positivement corrélées. Cette propriété, appelée
inégalité FKG !, est vraie pour des fonctions de plusieurs variables aléatoires indépendantes.

Lemme 15.4 (Inégalité FKG). Si X = (X;), ;< sont des v.a.r. i.i.d. et si f, g : RF - R
sont deuzx fonctions de carré intégrable et croissantes au sens ot f(x) < f(y) si x; < y; pour
1 <1<k, alors les v.a.r. f(X) et g(X) sont positivement corrélées :

E[f(X)g(X)] > E[f(X)] E[g(X)].
Démonstration. Pour k = 1, si X’ est une copie indépendante de X, on a

E(f(X)g(X)) — Ef(X)Eg(X) = %E[(f(X) — fX)(9(X) = g(X))] > 0.

1. Provient de Fortuin, Kasteleyn et Ginibre, qui ont utilisé cette inégalité en physique mathématique.

147



15. POLYMERES DIRIGES EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE

Pour k£ > 1, on procede par récurrence en utilisant un conditionnement :

E(f(X)g(X)) - Ef(X)Eg(X) = E(E(f(X)g(X)[X1) - E(f(X)|X1)E(9(X)|X1))
FEE(S (X)[X1)E(9(X)|X1)) - Ef(X)Eg(X)
= ECov(f(X),g(X)|X1) + Cov(E(f(X)[X1), E(g(X)[X1))-

Le premier terme est positif grace a 'hypothese de récurrence puisqu’a x; fixé f, g sont
croissantes comme fonctions des k — 1 variables (z2,...,xy). Le second l'est aussi puisque les
fonctions E(f(X)| X1 =) et E(g(X)| X1 = -) sont croissantes et que la propriété est vraie au
rang 1. O

15.2 Fonction de partition normalisée

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme 15.1, en plusieurs étapes.

Lemme 15.5 (Convergence). La suite (W,(8)),>, converge p.s. vers une variable aléatoire
Weo(B) qui est positive et d’intégrale inférieure a 1.

Démonstration. L’inégalité de Jensen assure que, pour p > 1,
E(W,(B)P) < E(eﬁpHn(SOm)_np)\(B)>
< E(ePBHn(SO:n)>€*pn)\(ﬁ)‘

Pour tout v € I};, on a
]E(epBHn('y)) — [E<ep6n)r — A PB)

La variable aléatoire W% est donc intégrable et E(W,,(5)?) < e"A@A=PAB) Pour p = 1, 1a
majoration est une égalité : IE(W,,(5)) = 1. Pour tout n > 1,

6_(n+1)>‘(6)

E(Wpi1(8)|Gn) = > E(eﬁ S n(zm>|gn>

n+1
(2d) 'YEDL+1
—(n+1)A(B) 0o
— W Y FELEWAD)
Y€ +1
1 —-n
= @) Z PHn(M=AB) — W, ().
vel,

La suite (Wy(8)),,; est donc une (Gy,),-martingale positive. Elle converge donc p.s. vers une
variable aléatoire positive W, (). De plus, d’apres le lemme de Fatou,

E(Wa(8)) = E(limiann(ﬁ)> < liminf E(W,(8)) = 1,

n—oo n—o0

ce qui est le résultat annoncé. O

Rien n’assure pour l'instant que W, (f3) soit d’intégrale 1. Le résultat établit que Wy (3)
est soit nulle soit strictement positive p.s. .

Lemme 15.6 (Loi du zéro-un). Pour tout 8 > 0, P(W(8) = 0) € {0,1}, et pour tout
0 € (0,1),
lim E(Wn(ﬂ)e) = E(Woo(ﬁ)e)

n—o0
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15.2. Fonction de partition normalisée

Démonstration. La propriété de Markov de la marche assure que
Wsm(8) = E<6ﬂHn(So;n)—n>\(ﬂ) Z5n 6—m/\(ﬂ)|g>

otl, pour z € Z% et n et m entiers strictement positifs,

exp (BZn(n +i,2+ Si)> \g] .

=1

Zym(B) =E

Ainsi,

_ . _ ,BHn(S :n)*n/\(,ﬁ) 3 Sn 7mA(IB)
Woe(B) = lim Wy (8) = B (51150 lim_(Z5,e7)|g).

m—ro0

Puisque ¢PHn(Som)=nA(B) ogt strictement positif p.s. , Pévénement

(Weo(B) = 0} = { lim (zg,me*m(ﬁ)) —0 : Va, P(S, =1) > o}

m—r0o0

appartient a la tribu U(n(j, x), j=n, r€ Zd). Ceci est vrai pour tout n. Il appartient donc
a la tribu asymptotique.

ﬂ 0(77(1}33)7 ] P> n, rc Zd)

n>1
D’apres la loi du zéro-un de Kolmogorov, tous les éléments de la tribu asymptotique sont de
probabilité 0 ou 1. Puisque W,,(8) est d’espérance 1, la suite (Wn(ﬁ)e)n>0 est bornée dans
LY?. De plus, elle converge vers Wao(B)? p.s. . On a donc

lim E(Wn(ﬁ)e) = E(WOO(B)G)
n—o0
Cette limite est nulle si et seulement si W () est nul presque stirement. ]
Il reste a établir une propriété de monotonie pour la dichotomie ci-dessus.
Lemme 15.7 (Monotonie). Pour tout 6 € (0,1), la fonction B+ B(Wa(B)?) décroit.

Démonstration. On remarque tout d’abord que

9 -
%Wn(ﬁ) — E((Hn(SOn) . A/(/B))eHn(SO:n) A(ﬁ)‘g)
On a donc, apres dérivation sous ’espérance,
9 - -n
5B Wa(8)) = O (W (B) ™ (Ho(Son) — X (8))e i (S00)=nX(2)),

L’inégalité FKG du lemme 15.4 appliquée & la mesure de probabilité de densité eHn(7)=nA(B)
par rapport & P et aux fonctions W,,(3)?~! et H,(y) — nX(B) qui sont des fonctions respecti-
vement décroissante et croissante des variables (n(k, z)) ,)ep, assure que

B (W ()’ (Ha(7) — n ()0 ) =m30))
est inférieur a
E (Wn(ﬂ)efleﬁm(w)w,\(ﬁUE ((Hn('}/) _ nA/(ﬁ))eﬁHn(’y)fn)\(ﬁU .
On utilise alors que la quantité E((Hn(fy) — n)\’(ﬁ))eﬁHn(’Y)*ﬂ)\(ﬁ)) est nulle pour conclure. [

On peut a présent conclure. Par passage a la limite, on obtient que la fonction 5 —
E(Woo(B)?) est décroissante. Il existe donc 3. € [0, +-0c] tel que, p.s. ,

We(B) >0 sif< Be,
Weo(B) =0 siB > fe.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 15.1.
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15. POLYMERES DIRIGES EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE

15.3 Borne inférieure en grandes dimensions

On se place ici en dimension d > 3. Dans ce cas, la marche aléatoire simple (Sn)n>0 est
transiente. La probabilité qu’elle revienne en 0 est strictement inférieure a 1. Notons my cette
probabilité.

Théoréme 15.8 (Critére de non nullité). Si d > 3 et si 3 est tel que
7(8) = A(28) — 2A(B) < log(1/ma), (15.1)
alors W, > 0 p.s. .
Démonstration. Pour tout 8 > 0, on a
T(8) = 2(N'(28) — XN'(B)) > 0

puisque A est strictement convexe. Il en découle que 7 est donc strictement croissante. Soit &
présent une suite (Uy),,~; de méme loi que (Up),,~,, de sorte que

(Un)n>l’ (U )n>17 (77(”’ x))n}O,IEZd

soient indépendantes. Soit (S’n)n>1 la suite construite a partir de (Un)n>1 a la maniere de
(Sn)p>1 a partir de (Uy), ;. Par indépendance de (Sy) et (S,), on a

W,(8)? =E (ﬁ 66n(k75k)—/\(6)|g> E (H Bn(k,Se)— ’g>

k=1
—E (H Bk, Sk)+1(k, 51)) ~2A(5) ,g> _

Prenons ’espérance :

E(W2)

=FEFE|E (H eﬂ(n(k’sk)+7](k:gk))_2)‘(5)“7." ﬁ)] '

k=1

Or, pour tout z, & € Z2,

67(5) si

1 si

E(eﬁ(n<k,x)+n(k,5z)>—wﬁ)) _ {

On a donc

E(Wa(8)?) =E(e7 ™) on I, =" Loos)
k=0

On remarque alors que les suites (S — Sk)k>0 et (Sgk)k>0 ont méme loi puisque —U,, et U,
ont méme loi. La variable aléatoire I,, a donc méme loi que le nombre Ny, de retours en 0 de
S avant l'instant 2n. Par convergence monotone,

E(ef(ﬂ)ln> _ E(erwwzn) _ E( (8 )Nm)‘

n—oo

La propriété de Markov forte de S assure que la loi de N, est la loi géométrique de parametre
1 — w4 et que, pour tout ¢t € R,

tN"O Z (1 —mg k_letk =< 1—myet & 7d,
k=1 +oo sinon.
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15.4. Energie libre moyenne

On obtient ainsi une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (Wy(8)),, soit
bornée dans L? :
sup E(W,(B)?) < oo <= 7(8) < log(1/m,).

n=1

Si 7(8) < log(1l/mg), la martmgale (Wn( ))n>1 converge dans L? et p.s. vers W (). En
particulier, E(W4(8)) = lim,, E(W,,(5)) = 1 et par suite, W (8) > 0 p.s. . O

Corollaire 15.9 (Critére de non nullité). Si d > 3 alors pour tout environnement, 3. > 0.

Démonstration. La fonction 7 est nulle en 0 et réguliére sur R. Elle est de plus strictement
croissante car

T(8) =2(X(28) = N(B)) > 0,

par stricte convexité de A. La condition (15.1) est donc toujours vérifiée pour § assez petit et
ce, quel que soit ’environnement. O

Exemple 15.10 (Environnement gaussien). Si l’environnement est gaussien, 7(3) = 5% et

7(8) < log(1/my) si et seulement si 3 < \/log(1/m4). On a donc Be > +/log(1/my).

Exemple 15.11 (Environnement Bernoulli). Sin suit la loi de Bernoulli B(p), alors

A(B) = log (peﬁ r1- p) et lim 7(8) = — logp.

B—o0

Ainsi, dés que p > g, la condition (15.1) est satisfaite pour tout 8 > 0, et B, est infini.

15.4 Energie libre moyenne

L’objet principal de cette section est de démontrer le théoreme 15.2. On démontre tout
d’abord que I’énergie libre moyenne converge.

Lemme 15.12 (Convergence de ’énergie libre moyenne). Pour tout > 0, il existe une
constante u(f) inférieure a A(B) telle que

un () m u(B).

Démonstration. L’'inégalité de Jensen assure que

n(B) = ~E(log Zu(5)) < + log B(Z,(9))

Puisque E(W,,(8)) = 1, on a E(Z,(8)) = "B et un(B) < A(B).
Conditionnellement a G, la propriété de Markov de la marche S assure que

E<6/3Hn+m(30:n+m)‘g> — ( BHn(So:n) Zsm’g)

Par définition de Z,(8) et u,, on a simplement
= Hn (ZS%) Zn(B).

Zn(B)

B 75306) =

En d’autres termes,

lOaner(B) = IOgZ +10g Z ,un n — 513 Zx
reZ4

151



15. POLYMERES DIRIGES EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE

L’inégalité de Jensen pour la mesure u, assure que

108 Zntm(B) =108 Zn(B) + > pin(Sn = ) log Z3 ,,
zeZ4

La mesure aléatoire p, est G,-mesurable et Zy m €st indépendante de G,,. On a donc

Bl > un(Sn =2)log 2 = > (S = 2)E(log Z ,,|Gn)-

reZ4 reZ4

Les v.a. Zy ,, et Zy, ont méme loi car les v.a. (n(n,)),, , sont i.i.d. En prenant I'espérance,
on obtient que la suite (E(log Zm))n>1 est sur-additive, et donc, d’apres le lemme de Fekete,
(un(B)),>, converge dans R U {+oo}. Comme elle est bornée par A(3), sa limite u(3) est
finie. O

Le phénomeéne de seuil va découler d’une propriété de monotonie.
Lemme 15.13 (Monotonie). La fonction 8 +— u(8) — A(B) est décroissante sur RT.

Démonstration. On étudie tout d’abord les variations de 5+ wup( .Ona

B) = AB)
Soun)€PHn(S0:n)|G) >
)

B, IE(Hy(
gpE08 Zn(9)) = E(

Z.(5)
1 Hn(ﬁy)eﬂHn(w
" Bar E( Zu(B)

veln n

Remarquons que H, () (resp. Z,1(8)) est une fonction croissante (resp. décroissante) des
variables (n(i, m))(i,x)EEn‘ D’autre part, la mesure de densité e?Hn(V)=nAB) par rapport a la
mesure P est une mesure de probabilité. L’inégalité FKG du lemme 15.4 assure donc

Hn(7) BHn (v)—nA(B) BHn(v)— —1 _BHn(v)—
n n < n(y)—nA(B) Lo BHn(v)—nA(B) )
]E< X )e \IE(Hn(’y)e )]E(Zn(ﬁ) e )

On obtient ainsi

0 1 _n eﬁHn(’Y)
P08 Z,(5) < e 3¢ A(B)E(Z?l(ﬁ))]E(Hn(weﬁHn(w))

eBHn('Y)

, 1
<SVOR| G 2 75

veln

<nX(8).

En d’autres termes, (u, — A)’(8) < 0 : pour tout n > 1 la fonction u, — A est décroissante.

C’est encore vrai en passant a la limite quand n — oo : la fonction u — X est décroissante sur

R.. O
Les fonctions u et A sont nulles en 0. Il existe donc S, € [0, +o0] tel que

{uw) = \(B) sifB< B
u(B) < A(B) si B> B
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15.5 Borne supérieure sur le parametre critique

Le but de cette section est d’établir une borne supérieure sur g..

Lemme 15.14. Les fonctions (qn)n>1 et u vérifient les propriétés suivantes :
1. g, est une fonction réguliére, strictement conveze, q,(0) = 0; u est conveze et nulle en
0.
2. B+ B Lq.(B) est croissante.
3. B B qn(B) + log(2d)) est décroissante.

Démonstration. La fonction 8+ ng,(53) est le logarithme de la transformée de Laplace de la
variable aléatoire H,,(So.,) (les variables n(-,-) étant fixées). La fonction ¢, est donc de classe
C?, convexe et nulle en 0. Ces propriétés sont stables par passage a l’espérance puis a la limite
quand n tend vers l'infini : u est convexe sur Ry et nulle en 0. Puisque g, est convexe, la
fonction (pente de la corde entre (0,0) et (8,¢.(8))) B+ an(5)/8 = (gn(B) — ¢n(0))/3 est
croissante.

Pour le point 3. on dérive pour obtenir

(qn(ﬁ) Jrﬂlog@d))/ _ —%(qn(ﬂ) T log(2d)) + —pin (o).

8 np
Par ailleurs, I'entropie de p,, définie par
ePH(Y) eBH()
b (pn) = — o7 108 | ——5
() = Zn(2d)" %\ Z,(2d)
v,
= B pn(Hy) — (log Z, + nlog(2d))

est négative. Ainsi,

1 (8) +log2)\ _ 1
(B2 ) = i <

La fonction 8 +— B7!(q,(B) + log(2d)) est décroissante sur R . O
Le lemme 15.14 fournit une majoration de u et de f..

Théoréme 15.15 (Majorations). Si la condition suivante est vérifiée :
lim AN(8) — \(8) > log(24),
B—+o0

alors Uéquation BN (B) = A(B) + log(2d) admet une unique racine 1 et, pour tout § > [,

u(B) < é(A(ﬂn + log(2d)) — log(2d),

Enfin, on a B < Bi.

Démonstration. Puisque A est strictement convexe, 8 — BN(B) — A(B) est strictement
croissante sur R4 (sa dérivée vaut S — BN’(B)). Elle est de plus nulle en 0. L’équation
BN (B) = MB) +1og(2d) a donc au plus une solution. Elle existe si et seulement si la condition
du théoréme est satisfaite.

Le lemme 15.14 assure que la fonction 5 +— (un(8) + log(2d))/3 est décroissante. Comme
de plus u,, < A, on obtient

wn(B) + log(2d) (@) + log(2d)

= inf
B a€l0,8] a
< inf M) + log(2d) .
«€]0,0] o
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La fonction a — (A(«) + log(2d))/a atteint son minimum sur [0, 5] en 8 ou au point ou sa
dérivée s’annule a savoir en 1. Donc, pour tout 5 > (1,

(A(B1) + log(2d))
A1

u(B) < B —log(2d).

Il reste a remarquer que pour 3 > (31,

(A(B1) + log(2d))
A1

puisque A est strictement convexe et qu’il y a égalité en ;. ]

B —log(2d) < A(B)

Exemple 15.16 (Environnement gaussien et environnement Bernoulli). Sin ~ N(0,1) alors

BN (B) — A(B) = B?/2, et dans ce cas By = /2log(2d). En revanche, sin ~ B(p) alors

RV L Boi1_n) ~ _
BN (8) /\(ﬁ)—peﬂJrl_p 10g<pe +1 p) o log p,

et By est fini si et seulement si 2dp < 1.

15.6 Notes et commentaires

Ce modele de polymere dirigé en environnement aléatoire a été introduit par John Imbrie
et Thomas Spencer [IS88]. La notion de fort désordre a été étudiée en détail par Erwin
Bolthausen dans [Bol89], qui démontre en particulier les théorémes 15.1 et 15.8. Plus tard la
notion de tres fort désordre a été étudiée notamment par Francis Comets et Nobuo Yoshida
[CYO06], qui démontrent le théoréme 15.2. En utilisant une inégalité de concentration pour
¢n autour de sa moyenne, il est possible (voir [CH02, LW09]) d’améliorer les conclusions du
théoreme 15.2, en démontrant que pour tout 8 > 0,

qn(B) —— u(B) p.s. et dans L.
n—oo

En dimension 1 et 2, on sait démontrer que . = 0. Philippe Carmona et Yueyun Hu ont
établi dans [CHO2] que B. =0 pour d =1 et d = 2 lorsque Ienvironnement est gaussien. Le
cas général est traité par Francis Comets, Tokuzo Shiga et Nobuo Yoshida dans [CSY03]. Par
la suite, Francis Comets et Vincent Vargas ont établi dans [CVO06] que [, est nul pour d = 1.
Enfin, Hubert Lacoin a démontré dans [Lacl0] que c’est encore vrai pour d = 2. La question
de I’égalité des deux parametres critiques en dimension supérieure ou égale a 3 semble toujours
ouverte a I’heure actuelle.

Pour conclure, signalons que par soucis de clarté nous avons modifié légerement les notations
classiques utilisées dans les articles de recherche cités plus haut. En effet, la mesure de référence
est en général écrite comme le produit de deux mesures, 'une pour ’environnement et 'autre
pour la loi de la marche. Il faut alors introduire deux signes d’espérance, qui correspondent
aux espérances conditionnelles par rapport aux tribus F et G dans le présent chapitre.
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CHAPITRE ]. 6

Matrices aléatoires

Mots-clés. Matrice aléatoire ; matrice de covariance ; spectre ; convergence étroite ; théo-
reme des moments ; fonction caractéristique ; combinatoire ; nombres de Catalan ; théoréme de
Wigner ; loi du demi-cercle ; théoreme de Marchenko-Pastur ; loi du quart de cercle ; vecteurs
gaussiens.

Nous commencons par une motivation statistique. Soit X1, ..., X, des vecteurs colonnes
aléatoires i.i.d. de R¢ de moyenne 0 et de matrice de covariance . La matrice ¥ est symétrique
d x d et ses valeurs propres sont positives ou nulles. On a ¥;; = E(X;Xy;) pour tous
1<, <dettout 1 <k < nouencore

Y =EX1X]) = =EX.X,).

La matrice de covariance empirique ¥, est la matrice symétrique d x d définie par

5, =

S

n

1
§ XX = E(Xl---Xn)(Xl---Xn)T.
k=1

On a E(in) =3, et par la loi des grands nombres appliquée a chacune des d X d entrées,

~

Y, 2% 5.

n—o0

On souhaite étudier le comportement de la matrice aléatoire f]n lorsque la dimension des
données d = d,, dépend de n et tend vers oco. Simplifions en posant 3 = I. Cela nous conduit
au modele suivant : on se donne une famille (Yij)m'?l de v.a.r. i.i.d. de moyenne 0 et de
variance 1, et pour tout entier n > 1, on considere la matrice aléatoire d,, x d,, symétrique

lyyT

n
o Y = (Yij)i<i<dn,1<j<n- Si n — dy est constante et égale a d alors %YYT converge p.s. Vers
1. 1l est naturel de chercher a comprendre le comportement de la matrice %YYT lorsque d,,
dépend de n, par exemple en étudiant son spectre. L’analyse de la matrice symétrique YY"
est rendue difficile par le fait que ses coefficients sont dépendants. Cela suggere d’analyser en
premiére approche des matrices aléatoires symétriques dont les entrées sont indépendantes,
ce qui conduit au théoréme de Wigner, objet principal de ce chapitre. Nous reviendrons
brievement aux matrices de covariance empiriques en fin de chapitre.
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FiGURE 16.1 — Hlustration du théoréme 16.1 : densité de la loi du demi-cercle ,u?c et
histogramme des valeurs propres d’une matrice symétrique de taille n = 1000 avec la loi

uniforme sur [—4/3/n,/3/n] (dont la variance vaut 1/n).

16.1 Théoreme de Wigner

Soit M une matrice symétrique aléatoire obtenue en extrayant le carré n X n situé dans le
coin supérieur gauche d’un tableau symétrique infini de variables aléatoires i.i.d. de moyenne

m et de variance finie et non nulle 2. Soit An,1s- -5 Ann les valeurs propres de la matrice
symétrique ﬁM , ordonnées de sorte que A, 1 = -+ = A, 5. On s’intéresse a leur mesure de

comptage, appelée mesure spectrale empirique, définie par

1 n
U = E Z 5)\%;9'
k=1

Il s’agit d’'une mesure de probabilité aléatoire, de méme nature que la mesure empirique
dans le théoreme de Glivenko-Cantelli!, mis & part que les atomes Andy -5 Anp sont ici des
variables aléatoires dépendantes?. Pour tout borélien B de R on a

card{l<k<n: \,p €B
,U,n(B) _ { S S n,k } )
n
La fonction de répartition F,, de u, est donnée pour tout z € R par

card{l <k <n:A <z}
- )

Fo(2) := pin(] — 00, 2]) =
Le théoréme de Wigner constitue une sorte d’analogue de la loi des grands nombres.

Théoréme 16.1 (Théoreme de Wigner). Presque sirement, la suite de mesures de probabilités
(un)n>1 converge étroitement® vers la loi du demi-cercle MUDC de densité

1
x 5 VAo? — 221 _95 95)(2).

2o
1. Si (Yn)T@1 sont i.i.d. de loi 7 alors presque siirement, la mesure empirique % > r_, Oy, converge en loi
vers 1) quand n — 0o, et la convergence des fonctions de répartition est uniforme. Il s’agit d’une conséquence
de la loi forte des grands nombres, et du fait que la topologie de la convergence en loi sur R est séparable.
2. Ce sont des fonctions non linéaires des coefficients de M (racines du polyndme caractéristique!).
3. Il s’agit de la convergence faible pour les fonctions continues et bornées, ou alternativement de la
convergence ponctuelle des fonctions caractéristiques, ou encore de la convergence ponctuelle des fonctions de

répartition en tout point de continuité de la limite. Pour les v.a., cela correspond a la convergence en loi.

156



16.1. Théoreme de Wigner

Le nom loi du demi-cercle utilisé pour désigner ,uUDC vient du fait que la densité est donnée
par un demi-cercle (en vérité une demi ellipse en raison de la constante de normalisation,
égale & la moitié de laire du cercle). Comme pPC n’a pas d’atomes, le théoréme de Wigner
affirme que presque siirement, pour tout intervalle I C R,

1
lim g, (I) = p2C(1) = /I s }\/402—x2d1’.
N|—20,20

n—00 T 9102

Ainsi, la proportion de valeurs propres de M n’appartenant pas a U'intervalle [—20+/n, 20+/n]
tend vers zéro quand n — oo. Le théoreme de Wigner met en lumiere un phénomene
d’universalité, en ce sens que la loi limite ,uUDC ne dépend de la loi des coefficients de la matrice
M qu’a travers leur variance 2. Le fait que la moyenne m n’intervient pas dans la loi limite
peut étre compris en observant que le spectre d’une matrice symétrique est peu sensible aux
perturbations de faible rang, et le rang de M — [E(M) est au plus 1.

Le comportement de la moyenne de u,, peut étre compris en observant que

1 « 1 1 1 b,
Jrimtor= 3 e= (o) = o 3 a2 0= [raCio
k=1 1<i<n

ou la convergence presque siire provient de la loi forte des grands nombres. La normalisation
en 1/y/n de M peut étre comprise & son tour en observant tout d’abord que

1 o 1 1 2 1

2 2 9 ps. 92 2

/‘T dn(@) = 3 2 A = nTT<<ﬁM> ) =7 2. M T ot +m
k=1 1<i,5<n

ou la convergence presque siire provient ici encore de la loi forte des grands nombres. D’autre
part, grace a l'inégalité de Markov, presque stirement, pour tout r > 0,

1 0% +m?
c 2
pn(=rr1%) < o [ (o) 3 T
Par conséquent, presque stirement, pour tout € > 0 il existe un compact K. = [—rg,r¢] tel

que jin(Ke) < € pour tout n > 1. Ainsi, presque stirement, la suite (un),-, est tendue, et
le théoréme de Prohorov affirme alors que cette suite est relativement compacte pour la
convergence étroite, en ce sens que si elle possede une unique valeur d’adhérence pour la
convergence étroite alors elle converge étroitement. Malgré cette observation réconfortante,
nous allons utiliser une autre approche pour démontrer le théoréeme de Wigner. Pour simplifier,
on se propose de démontrer la version faible suivante du théoreme de Wigner, qui concerne la
suite de lois* (Ettn),,»,- La réduction du théoréme de Wigner au théoreme de Wigner faible
se fait en utilisant des techniques regroupées dans la section 16.6 pour faciliter la premiere
lecture.

Théoréme 16.2 (Théoreme de Wigner faible). Si les M;; sont centrées (m = 0), réduites
(02 = 1), et a support compact, alors pour toute fonction continue et bornée f : R — R,

lim E/fdun = /fdu]fc.
n—oo

La preuve du théoréme 16.2 consiste a se ramener a des fonctions test f polynomiales (théo-
réme 16.3 ci-dessous), puis a établir la convergence des moments (théoréeme 16.6 ci-dessous),
en s’inspirant de la méthode utilisée ci-dessus pour les moments d’ordre 1 et 2.

4. La loi Eu, est définie par /f dEu, =& /f dpy, pour f mesurable et positive ou mesurable et bornée.

157



16. MATRICES ALEATOIRES

16.2 Convergence des moments et convergence étroite

Soit P I'ensemble des lois de probabilité p sur R telles que R[X] C L'(u), muni de la
relation d’équivalence piy ~ pg ssi [Pdps = [P dus pour tout P € R[X], c’est-a-dire que
et uo ont les mémes moments. On dit que p € P est caractérisée par ses moments lorsque sa
classe d’équivalence est un singleton.

Théoréme 16.3 (Convergence des moments et convergence étroite). Si u, pi1, pi2, . .. sont des
éléments de P vérifiant, pour tout P € R[X],

n—o0

lim [ Pdu, = /P dp

et si p est caractérisée par ses moments alors pour toute f: R — R continue bornée,
lim [ fdu, = /f du.
n—oo

Démonstration. Par hypothese, pour tout P € R[X],

Cp:= sup/Pd,un < 00.

n>1
Par conséquent, par 'inégalité de Markov, pour tout réel R > 0,

Cix

([~ R, %) < =5

et donc (pn)n>1 est tendue. Grace au théoreme de Prohorov, il suffit donc d’établir que si
(tn,, )k>1 converge étroitement vers v alors v = p. Fixons P € R[X] et un réel R > 0. Soit
¢r: R —[0,1] continue telle que 1_g g) < ¢r < Lj—g_1,r+1)- On a la décomposition

/Pdunk :/@RPd,unk+/(1—goR)Pd,unk.

Comme (pt, )g>1 converge étroitement vers v on a

lim /ngP dpin, = /ngPdu.
k—o00

De plus, par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Markov, on a

2 < Ox2Cpz.

[0 P | < (R [P, < 5

D’un autre c6té, on sait que
lim [ Pdpy,, = /Pd,u
k—oo '
et on obtient donc
lim /goRPdV = /Pdu.
R—o0

En utilisant cela pour P2, qui est > 0, on obtient d’abord par convergence monotone que
P € L*(v) C L'(v), puis par convergence dominée que

/Pdu—/Pdu.

Comme P est arbitraire et p est caractérisée par ses moments, on obtient u = v. ]
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16.3. Moments de la loi du demi-cercle

Un théoréme de Weierstrass affirme que pour tout compact K C R, les polynéomes R[X]
restreints & K sont denses dans C(K, R, |||, ). Ainsi, toute loi de probabilités a support
compact est caractérisée par ses moments parmi l’ensemble des lois a support compact. Le
théoreme suivant permet d’aller plus loin, car il implique que toute loi a support compact est
caractérisée par ses moments parmi ’ensemble des lois dont tous les moments sont finis. C’est
le cas en particulier de la loi du demi-cercle uD¢.

Théoréme 16.4 (Analycité de la transformée de Fourier et moments). Soit u € P. On pose
o(t) = [e"™ du(x) et ky, = [2"du(z). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est analytique sur un voisinage de 0,

2. ¢ est analytique sur R,
1
. 1 -
3. limy, (4]kn|)™ < oco.
Si ces conditions sont vérifiées alors p est caractérisée par ses moments.
En particulier, une loi a support compact est caractérisée par ses moments.

La formule de Stirling n! = v/2wn(n/e)*(1 + O(1/n)) donne (1/n!)Y/™ = O(1/n) et donc

si limy, o0 %|/<an\1/ ™ < oo alors u est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Pour tout n, on a [|z|"du < oo et donc ¢ est n fois dérivable sur R. De plus,
<p(”) est continue sur R et pour tout ¢t € R,

o) = [ e duo)
R
En particulier, ¢(™(0) = i"k,, et la série de Taylor de ¢ en 0 est déterminée par la suite
(Kn)n>1. Le rayon de convergence r de la série entiere y  anz™ associée a la suite de nombres
—_— 1
complexes (a,)n>0 est donné par la formule de Hadamard 7! = lim,, |a,|". Ainsi, 1< 3
(prendre a, = i"ky,/n!). D’autre part, comme pour tout n € N, s,¢ € R,

18T itx itw (itx)n_l |t$ | "
S [ A IR i
¢ (e 1 (n—1)! n!

)

on a pour tout n € IN pair et tous s,t € R,

t tn_l

[t"
_ﬁgpf(s)_..._

v D < g 2

)

‘Ms )= ols)

qui montre que 3 = 2. Comme 2 = 1, on a bien équivalence de 1<2<-3. Si ces propriétés
ont lieu, alors les arguments précédents donnent un r > 0 tel que ¢ est développable en série
entiere en tout z € R avec un rayon de convergence > r. De proche en proche, on obtient que

@ est caractérisée par ses dérivées en zéro. Si p est & support compact, alors sup,, |I€n|% < 00
et donc 3 a lieu (via Stirling n! = (n/e)"v2mn(1 + O(1/n))). O
16.3 Moments de la loi du demi-cercle

Comme MUDC est & support compact, elle est caractérisée par ses moments. Les voici :

Théoréme 16.5 (Moments de la loi du demi-cercle). Pour tout entier r > 0,

1 /2
/avz’"+1 dpPC(r) =0 et /l’Qr duP€(r) = o (:).

r+1

En particulier, la loi du demi-cercle pPC de support [—20,20] a pour moyenne 0 et variance
o2, et les moments pairs de la loi du demi-cercle standard ,ulljc sont les nombres de Catalan.
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16. MATRICES ALEATOIRES

Démonstration. Les moments impairs sont nuls car MUDC est symétrique. Pour calculer les
moments pairs, on observe tout d’abord par dilatation et parité que

/ 2rd,u / \/—73:2da;

A présent, en utilisant le changement de variables z = 2 cos(u) et une intégration par parties,

2 3 47"—1—1 3
/ 24— 22 dx = / 4™ cos? (u) sin® (u) du = / cos?" ) (u) du
0 0 2r+1Jo
et cette derniere expression n’est rien d’autre qu’une classique intégrale de Wallis. 0

16.4 Convergence des moments et théoreme de Wigner faible

Théoréme 16.6 (Convergence des moments). Sous les hypothéses du théoréme de Wigner
faible 16.2 on a, pour tout entier r > 1,

E/Jrrdun — /xr duP°c.
n—oo

Démonstration. Les moments de ,u]fc sont donnés par le théoréme 16.5. Comme par hypothese,
les coefficients de la matrice aléatoire M sont centrés et réduits, on a

1 DC
/mdpn—]EZ)\nk /]ETr(M):nS/QZ;]EMiizoz/xd,ul (x)

et

1
/a: dpin = —]EZ)\M = BT (M?) = Z]E /a:2 duPC(z).

1<1,j<n
L’étude du moment d’ordre 3 est un peu plus subtile. On a

1. <« 1
3 3 3
E/x dun_E]EE AD = 1+3/2]ETr(M) pyw=y; E E(M;; M Mys).
k=1

1<i,j,k<n

Si deux éléments parmi {{7,j},{j,k},{k,i}} sont distincts alors IE(M;;M;,My;) = 0 par
indépendance et centrage. Dans le cas contraire, ona ¢ =%k out=j ou k = j. Si ¢ = k alors
E(M;; M, My;) = E(M2M;;) qui est nul si j # i et qui n’a pas de contribution asymptotique
sij =i.Sii=j alors E(M;jMjxMy;) = E(M;M2) et le raisonnement est identique. Si
k = j alors IE(M;; M, My;) = E(MZ-QJ-ij) et le raisonnement est a nouveau identique. Ainsi,
le moment d’ordre 3 de p, converge quand n — oo vers 0, qui est le moment d’ordre 3 de
T
Plus généralement, pour le moment d’ordre r > 1, on écrit (avec i,41 := 1)

n

1 . 1 . 1
[ @ = L3N = O = i S B M)

k=1 1<it,..,0r <N

Nous allons associer a chaque r-uplet d’indices i1,...,%, un graphe orienté, obtenu en
positionnant leurs valeurs sur une droite horizontale figurant IN*, cf. figure 16.2. Les sommets
du graphe sont les valeurs distinctes prises par ces indices, et on note ¢ leur nombre. Les arrétes
du graphe sont les liaisons (i, ig+1) avec 1 < k <7+ 1 et 4,41 := i1. Elles peuvent avoir une
multiplicité, et une orientation. On obtient ainsi un graphe cyclique de longueur r+1 possédant

160



16.4. Convergence des moments et théoreme de Wigner faible

3 14

FIGURE 16.2 — Graphe pour r = 4 et iy = i3 = 1, i3 = 4, iy = 3, correspondant a
E(Miy4 My MisMsq). Les arrétes successives sont 14, 41, 13, 31. On a t = 3.

t sommets distincts, appelé graphe G(r,t). Deux graphes G(r,t) sont équivalents lorsque qu’on
peut passer de I'un a 'autre en permutant les indices. Des graphes G(r,t) équivalents donnent
la méme valeur & IE(M;;, - - M;,4,,,), notée E(Mg). 1y an(n —1)---(n —t+ 1) graphes
G(r,t) dans chaque classe d’équivalence (nombre d’arrangements de ¢ objets parmi n). Afin
de calculer les contributions, on distingue trois types Gi, Ga et G3 de graphes G(r,t) :

— type 1 : ceux pour qui chaque arréte présente ne ’est qu'une fois et dans chaque sens,
et le graphe des arrétes montantes est un arbre (i.e. sans cycles) ;

— type 2 : ceux pour qui une arréte au moins n’apparalt qu'une seule fois;

— type 3 : ceux qui ne sont pas de type 1 ou de type 2.

Nous abordons & présent la phase finale :

— Les graphes de type 2 ont une contribution nulle. En effet, si G est un graphe de type
2 alors E(Mg) = 0 par indépendance et centrage ;

— Les graphes de type 3 ont une contribution asymptotiquement nulle. En effet, si G est
de type 3 alors il contient au moins trois arrétes de mémes extrémités ou un cycle
d’arrétes d’extrémités différentes, ce qui implique dans les deux cas I'inégalité 2t < r+1,
qui donne la majoration n(n —1)---(n —t + 1) < n* < n'/?¥7/2. D’autre part, on a
card(Gs) < card(G(r,t)) < C" = O(1), et comme les coefficients de M sont bornés, on
a également E(M¢g) < C" = O(1), d’out enfin

) n(n — 1)n1+£72 t+ 1)]E(Mc:) =0(n™?) = 0n50(1);
Gegs

— Seuls les graphes de type 1 contribuent asymptotiquement. En effet, pour tout graphe G
de type 1 on a E(M¢) = 1 par indépendance car les coefficients de M ont une variance
de 1. Cela ramene le probleme a la détermination de card(G;). Si r est impair alors
card(Gy) = 0, tandis que si r est pair, disons r = 2s, alors t = r/2 et les classes de type
1 sont en bijections avec les parenthésages ou les excursions de la marche aléatoire

1

simple sur Z, (théoréeme 2.5 page 16). ill y en a donc H—l(is), et

Zn(n—l)--~(n—t+1) n n—s+1 1 [2s 1 [2s
= nltr/2 (Me) n n  s+1\s)ns0l4+s\s
cl. t.
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16.5 Retour aux matrices de covariance empiriques

Considérons le modele de covariance du début du chapitre. Soit A\, 1 < -+ < Ay g, le
spectre de %YYT ordonné de manieére croissante. On définit la mesure de comptage

1 G

i = Sy,
dp

k=1

On dispose alors du théoréme de Marchenko-Pastur ci-dessous, qui se démontre avec la méme
méthode que le théoreme de Wigner, bien que la mise en ceuvre soit plus lourde.

FIGURE 16.3 — Hlustration du théoréme 16.7 : histogramme des valeurs propres non nulles
d’une matrice de covariance empirique avec n = 800 et d = 1000 et loi de Marchenko-Pastur.

Théoréme 16.7 (Marchenko-Pastur). Si ¥ = I et silim, o %" = p €10, 00[ alors, presque
strement, pour toute fonction continue et bornée f: R — R,

/ fdpn — / fdup)'"

1 ‘
— p=1
— r=4
08 -_‘ _—— p — 2 [
SRR p 0.5
0.6 % 1
0.4 \ ™ :
0.2 %.'.‘\ |
0 b T S et
0 2 4 6 8

FIGURE 16.4 — Partie a densité de ,LLMP pour différentes valeurs de p.
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16.6. Quelques outils

ot ,u%’lp est la loi de Marchenko-Pastur

avec

g=max(0,(1-p 1) et a=(1-p)? et b=(1+p)>

De plus, les moments de uglp sont donnés pour tout v = 1 par
= ok (r—1
" dMP () — '
/x o (@) kz_()k+1 A

MP

o G pour moyenne 1 et variance p.

En particulier, la loi p

La loi ,ug/lp est un mélange entre une masse de Dirac en 0 et une loi a densité par rapport a
la mesure de Lebesgue. L’atome en 0 disparait lorsque p < 1. Le théoréme de Marchenko-Pastur
affirme que p.s., pour tout z € R, avec x # 0 si p > 1, en notant [ :] — oo,x],

lim (1) = ().

n—oo

Lorsque p = 1, la matrice %YYT est en quelque sorte asymptotiquement carrée. Dans ce

cas, a = 0 et b = 4. Par changement de variable, p.s. la mesure de comptage du spectre
de \/%YYT converge étroitement quand n — oo vers la loi du quart de cercle de densité

x> V4 —a? Ljg,)(w) (une ellipse a cause de la constante de normalisation).

16.6 Quelques outils

Cette section présente brievement quelques outils de portée tres générale qui permettent
en particulier de réduire le théoreme de Wigner 16.1 au théoréme de Wigner faible 16.2.

Lemme 16.8 (Formules variationnelles min-max de Courant-Fischer). Soit A € M,(C)
hermitienne de valeurs propres A (A) = --- > A\, (A). Alors pour tout 1 < k < n, en notant
G Uensemble des sous-espaces vectoriels de C™ de dimension k, on a

Ae(A) = max min (Az,z) = min max (Az,x).
VeGr zeV VEgn_k+1 zeV
lzlla=1 l[zll,=1

Les cas k = 1 et k = n sont familiers. Ces formules fournissent un entrelacement pour le
spectre des perturbations additives : si A, B € M, (C) sont hermitiennes de valeurs propres
AM(A) == (A et M(B) = -+ = \y(B) et sir :=rang(B—A) alors pour tout 1 < k < n,

Aktr(A) < Ae(B) < Ap—r(A)

avec la convention A\;y(A) = +oo si k < 1 et A\g(A) = —o0 si k > n. Il en découle que si
Sk<n: < Sk<n: <
Fat) = card{1 < k \: Me(A) <t} et Fp(t) = card{1 < k : A(A) < t}

sont les fonctions de répartition des mesures de comptage

1< 1<
pa=— > Oa.(4) €t ppi= - > " Oa.(m)
k=1 k=1
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16. MATRICES ALEATOIRES

alors
rang(A — B)

|Fa — Fpllo ==sup [Fa(t) — Fp(t)| < ——.
teR n

Le membre de gauche est la distance de Kolmogorov-Smirnov entre les lois de probabilités
discretes pa et pup. Voici un exemple d’application : si H est une matrice aléatoire hermitienne
telle que (Hij),; ;, sont de méme moyenne m alors on a rang(E(H)) = rang(mly,) < 1 et
donc pip_g(g) et pp ont les mémes limites en loi!

Lemme 16.9 (Inégalité de Hoffman-Wielandt). Si A, B € M, (C) sont hermitiennes de
spectres respectifs A\ (A) = -+ = M(A) et \i(B) = -+ = M\y(B) alors

n

(Ae(A) = Me(B)* < DD Ay — By*
1 i=1 j=1

3
3

k

Notons P, 'ensemble des lois sur R possédant un moment d’ordre 2 fini. La distance de
couplage (ou de Wasserstein) d sur Pz est définie pour tous vy, vy € Py par
2 - 2
d(Ul,I/g) = ( inf ) E(|X1 —X2| )
1,42
Xi~vp,Xo~vs
ou l'infimum porte sur I’ensemble des couples de variables aléatoires de lois marginales v et
v9. La convergence pour d entraine la convergence en loi (ainsi que la convergence des deux
premiers moments). Dans le cas de loi discrétes de la forme vy = % > peq0q, et vy = % > r—q Ob,
avec a1 < -+ < ap et by < --- < by, on trouve

n
d(Vl, 1/2)2 = Z(az — bi)z.
k=1
Par ailleurs M,,(C) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (A, B) := Tr(AB*). La
norme associée est appelée norme de Schur, de Frobenius, ou encore de Hilbert-Schmidt :
|A|Zg = Tr(AA*) = 37, > et A7 = Y0 Mi(A4)2 L'inégalité de Hoffman-Wielandt
s’écrit

S

2
|1A— B
d(:U'AnUfB)2 < THS

Voici un exemple d’application : si H est une matrice hermitienne aléatoire a valeurs dans
M, (C) telle que (Hii)lgigjgn sont i.i.d. de carré intégrable, alors pour tout réel C' > 0, en
désignant par Hc la matrice tronquée définie par (Hc)ij == H;jl{y,;|<cy, et en utilisant
Iinégalité ci-dessus et la loi forte des grands nombres, on a

1 n n
d(pr, pre)” < ng;zlfbﬂ L 1>0y =2 Bl He[ N m,>0)-
=1 j=

Par convergence dominée ou monotone, le membre de droite peut étre rendu arbitrairement
proche de 0 en choisissant C' assez grand. Cela permet de se ramener, dans la preuve du
théoreme de Wigner, au cas ou les coefficients de H sont bornés. La méme méthode permet
d’établir que la diagonale de H ne joue pas de role dans le théoréeme de Wigner. On peut en
particulier la supposer nulle, ou de variance arbitraire.

Lemme 16.10 (Inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding). Si G(X1,...,X,) est une
variable aléatoire intégrable fonction de vecteurs aléatoires Xi,..., X, indépendants (pas
forcément de méme dimension), alors pour tout r > 0,

,,,,2
PG(X1,.... X)) — B(G(X1,.... X)) >7) <2 -
(6(X1.- ) = E(G X1 X)) 2 1) < 2050 (~ g0

0t Ck = SUP(y wyep, |G (%) — G(2')| et Dy := {(w,2') 1 v; = 2] si i # k}.
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16.7. Notes et commentaires

Ce résultat, de méme nature que 'inégalité familiere de Bienaymé-Tchebychev, est démontré
dans le chapitre 17.1 (lemme 17.3). Donnons un exemple d’application aux matrices aléatoires.
Soit f: R — R de classe C' et & support compact, et soient A, B € M, (C) hermitiennes. Le
lemme 16.8 donne ||Fy — Fg|, < 7/n ot r:=rang(A — B), et par intégration par parties,

+o0 r +oo r
[raua= [saus|=| [ s - mena < - [ iroia =),
On note A(z1,...,x,) € My(C) la matrice hermitienne dont les lignes du triangle supérieur
sont x1,...,Z, (ce sont des vecteurs de C*,C"~1 ... C), et on pose

G(l‘l, e 7xn) - /f d:U’A(zl,.A.,xn)‘

On observe que

rang{A(a:l, ey Ty Thy Thg 1y - > T) — A(T1, ooy T 1, Ty Tho 1y - - - ,a:n)} <2
et donc
/ 2 /
|G(IE1,-- . a$k—1)xka$k+1v"'7xn) - G(l‘l,. oy L—1y Ly L1y - - - ,l‘n)‘ < ﬁHf Hl

A présent, si H est une matrice hermitienne aléatoire a valeurs dans M, (C) telle que les lignes
de son triangle supérieur (Hj;),, <j<n Sont indépendantes (ce sont des vecteurs aléatoires
de €™, C"1, ..., C), alors, grace a 'inégalité de Azuma-Hoeffding, pour toute fonction f de

classe C! et & support compact, et pour tout réel r > 0,

nr?
P<'/fdMH—]E/fd,UH‘ >7"> < 2exp <_W>

Cette inégalité exprime le fait que la distribution spectrale empirique est tres concentrée autour
de son espérance. C’est pour cette raison que les fluctuations sont si faibles dans les simulations,
dés que la dimension dépasse quelques dizaines. La variable aléatoire [fduy —E [ fdpy
converge en probabilité vers 0. Pour tirer parti de la rapidité de convergence, on pose par
exemple 7 = n~ /2 avec € > 0 petit fixé, de sorte que la borne exponentielle dans le membre
de droite de I'inégalité soit sommable en n. Le lemme de Borel-Cantelli® entraine alors que la
convergence de la variable aléatoire vers 0 a lieu presque stirement. Cela permet de ramener
I’étude de la convergence en loi presque stire de pyr a celle de la convergence en loi de Epyy.

16.7 Notes et commentaires

L’étude des matrices aléatoires constitue un immense champ de recherche dont I’ampleur
provient de la rencontre de deux domaines ubiquitaires : I'algebre linéaire et les probabilités.
Les travaux les plus anciens sont dus principalement & John Wishart (années 1920) sur
les matrices de covariance empiriques des échantillons gaussiens, a John von Neumann et
Herman Goldstine (années 1940) sur I’analyse numérique matricielle, et & Eugene Wigner,
Freeman Dyson, et Madan Lal Mehta (années 1950-1960) sur les niveaux d’énergie des noyaux
atomiques en physique mathématique. Le théoréme de Marchenko-Pastur a été obtenu par
Vladimir Marchenko et Leonid Pastur dans les années 1960. Le phénomene d’universalité
le plus classique de la théorie des probabilités est sans conteste celui mis en lumiere par le
théoréme limite central. Il se trouve que la loi du demi-cercle constitue a bien des égards
un analogue, pour les grandes matrices aléatoires, de la loi gaussienne, comme 'explique

5. SiE(D., 1a,)=>,P(An) <ococalors P(3 14, <oo)=1. Note: {d 1a, =00} =NnUnzn An.
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la brillante théorie des probabilités libres développée a l'origine par Dan-Virgil Voiculescu.
Ces derniéres années, plusieurs conjectures importantes concernant des modeles de matrices
aléatoires ont été résolues.

Le théoréme de Wigner a été obtenu par Wigner dans les années 1950 sous des hypotheses
plus restrictives. La version la plus aboutie date de la fin des années 1970. La loi uP€ est
centrée et de variance 2. Le moment d’ordre 1 de p, converge vers le moment d’ordre 1
de pPC, mais il n’en va pas de méme pour le moment d’ordre 2 si m # 0. Cela est dii au
comportement explosif de la plus grande valeur propre A; lorsque m # 0. Il n’y a pas de
contradiction : la convergence faible de la mesure de comptage u, n’empéche pas une fraction
asymptotiquement négligeable d’atomes d’exploser quand n — co. Cependant, il est possible
d’établir que si m = 0 et E(M fl) < oo alors p.s. le support de u,, converge vers le support
limite [—20, 20], c’est-a-dire que p.s. lim, 00 Ay, = —20 et lim,, 00 A\ = 20.

La partie combinatoire de la preuve du théoreme de Wigner est détaillée par exemple dans
le livre de Zhidong Bai et Jack Silverstein [BS10], et dans le livre de Greg W. Anderson, Alice
Guionnet et Ofer Zeitouni [AGZ10]. Le théoréme de Wigner peut également étre obtenu par
une méthode analytique, en utilisant la transformée de Cauchy-Stieltjes, faisant apparaitre la
loi du demi-cercle comme solution d’'une équation de point fixe. Le théoréeme de Wigner est
également présenté dans les notes de cours de Mireille Capitaine [Cap12] et celles de Charles
Bordenave [Borl4b]. Le contenu de notre section 16.6 est tiré de [Chal3]. Un panorama
sur la décomposition en valeurs singuliéres des matrices se trouve dans [CGLP12]. Notons
enfin qu’au dela du théoreme 16.4, il existe une condition suffisante pour que p € P soit
caractérisée par ses moments (/in)n>1, connue sous le nom de condition de Carleman, et liée a

la quasi-analycité ¢ de la transformée de Fourier : don /12_711 /) _ o,

6. Une fonction f: R — R infiniment dérivable est quasi-analytique lorsqu’elle est caractérisée par la suite
de ses dérivées a l'origine, parmi ’ensemble des fonctions infiniment dérivables.
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CHAPITRE ]. 7

Probleme du voyageur de commerce

Mots-clés. Optimisation combinatoire randomisée ; concentration de la mesure; sous-
additivité ; poissonisation.

Voici trois problemes phares de I’optimisation combinatoire randomisée :

— Probléme du voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem ou TSP)

— Arbre couvrant minimal (Minimum Spanning Tree ou MST)

— Appariement euclidien minimal (Minimum Euclidean Matching ou MEM)
Parmi les méthodes utilisées, on compte la sous-additivité, la concentration, la poissonisation,
et la méthode objective. Nous allons aborder le premier probleme, et mettre en ceuvre certaines
techniques. Le probléeme du voyageur de commerce consiste a trouver une tournée, c’est-a-dire
un chemin circulaire ', de longueur minimale passant par des points prescrits X1, ..., X, € R%
n,d = 2. Cela revient a résoudre sur le groupe symétrique

n
min ; [Xot) = Xo(rtn)]

ol |-| désigne la norme euclidienne de R?, et avec la convention o(n + 1) = o(1). Il est clair
que la notion de distance choisie a une influence sur la solution du probléme. L’explosion
combinatoire du groupe symétrique fait que des que n dépasse quelques dizaines, il n’est plus
possible de tester toutes les permutations pour trouver la meilleure. Il est cependant possible
d’utiliser un algorithme d’optimisation globale comme par exemple le recuit simulé, abordé
dans la section 8.5, pour produire en un temps raisonnable une solution approchée : une
permutation pour laquelle le minimum est (presque) atteint.

Plutot que de rechercher une permutation optimale, nous nous intéressons dans ce chapitre a

la valeur du minimum, et & son comportement lorsque n est grand et les points Xy, ..., X, sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi y sur R?. On note L,, = L,(X1,...,Xn)
la longueur minimale de la tournée, qui est une fonction de Xi,...,X,,.

Théoréme 17.1 (Bearwood-Halton-Hammersley). Il eziste une constante 0 < vq < 0o qui
dépend de d > 2 telle que si  est a support compact et de densité f alors

Ln(Xl, e ,Xn) p.s. (d—1)/d
RSy E——— /Rdf (z) de.

En particulier L, (Xy,...,X,) est d’ordre y/n en dimension d = 2. Nous allons établir
ce théoréme lorsque p est la loi uniforme sur le cube [0, 1]¢. Nous allons montrer que la
variable aléatoire L,(Xi,...,X,) est d’autant plus concentrée autour de son espérance
E(L,(X1,...,Xy)) que n est grand, puis que cette espérance est d’ordre n(?=1/d,

1. On parle parfois de circuit hamiltonien.
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17. PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE
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FIGURE 17.1 — Trajet le plus court pour n = 20 points uniformément répartis dans le carré
unité obtenu par l’algorithme stochastique du recuit simulé (chapitre 8).
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FIGURE 17.2 — Tracé d’une approximation de la courbe n — n~"/2IE(L,,) dans le cas uniforme,
avec une méthode de Monte-Carlo et I’algorithme stochastique du recuit simulé (chapitre 8).
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17.1. Concentration pour le cas uniforme

17.1 Concentration pour le cas uniforme

Théoréme 17.2 (Concentration autour de la moyenne). Si p est la loi uniforme sur le cube
[0, l]d alors pour tout n > 1 et tout réelt > 0 on a

c fd=2
——  sid=
1 )
P(ILy —B(L)| > 8) < 2exp] 8
ct .
—m St d > 2,

ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de la dimension d. Ainsi,

"

La preuve du théoreme 17.2 nécessite les deux lemmes suivants.

On dit qu’une variable est concentrée lorsqu’elle reste proche de sa moyenne avec grande
probabilité. Une telle propriété peut étre obtenue en contrdlant la queue de distribution
de la variable, par exemple au moyen de moments, comme dans I'inégalité quadratique de
Tchebychev basée sur la variance, I'inégalité exponentielle de Chernoff basée sur la transformée
de Laplace (moments exponentiels), ou l'inégalité exponentielle de Bernstein basée sur la
variance. L’inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding fait partie des outils les plus simples.
Elle exploite une information sur l'oscillation de la variable (diamétre du support). On note
osc (f) = sup f — inf f = diametre(support(f)), et on a alors osc (f) < 2| f|| -

2

L L _
n___ _n 1
pld-1)/d E(n(d—l)/d>‘ Z t) <2exp{ 1og(n)

—cnt? sid> 2,

st d =2,

Lemme 17.3 (Inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding). Si Y : (Q,F,P) — R est
une vartable aléatoire intégrable, alors pour tout r = 0,

9 2
P(Y — E(Y)] > r) < 2exp (— S )
osc (d1)” 4 -+ osc (dy)

pour la décomposition télescopique de Doob en somme de différences de martingales
n n
Y —E(Y) =) EBY|F) -BY|Fi1) =) ds
k=1 k=1

associée d une filtration arbitraire d’interpolation {&,Q} = Fo C F1 C --- C F, = F.

Démonstration. Soit U une v.a.r. telle que E(U) =0 et a < U < b. La convexité de u +— e
donne, pour tout t > 0 et tout = € [a, b],

r—a 4 b—u
S b—a b—a

etw

et

En posant p = —a/(b—a) et f(u) = —pu + log(1 — p + pe) il vient donc
b

E(etU) < — aeta - f aetb _ eta((l ) +pet(b—a)> — oJ(t—a))
A présent on a
/ pe" 1" et 1
S —p(l—p)— <~
f(w) T f7(u) = p( p)(l_p+€u)2 1
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17. PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

Comme f(0) = f/(0) = 0, on en déduit que f(u) < u?/8 et donc
B(eV) < o5 (b-a)®
Appliquée a U = dj, = E(Y | Fi) — E(Y | F—1) sachant Fj_1, cela donne
B | F, 1) < o Gosc(dr)®
Ensuite, en écrivant la somme télescopique Y — E(Y) = d,, + --- + d; on obtient
E(/Y "BY)) = (-1t +d) R (ldn | £ 1)) < oo < o5 (0sc(dr)?+-+osc(dn)?) |

A présent, pour tout ¢,r > 0, avec ¢ := osc (dy)* + - - - 4 osc (dy)?, par Pinégalité de Markov,

P(Y —E(Y) > r) = P(!V B > ¢
< eftrE(et(Yf]E(Y)))

2
—tr+<t-
<e 8.

Ainsi, pour tout r > 0,

. ot ;
P(Y — B(Y) 3 r) < ™0 ((7+5) _ o~
En utilisant cela pour Y et —Y, on obtient le résultat souhaité pour P(|Y — E(Y)| > r). O

Lemme 17.4 (Lemme géométrique). Il existe une constante cq > 0 telle que si X1,..., Xg
sont i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]? alors pour tout x € [0,1]¢,

gk (x) == IE)< min |X; — :U|> < eqk™ M4,

1<i<k

Démonstration. Si B(x,r) désigne la boule de centre z et de rayon r > 0 dans R, le
volume minimal de B(z,r) N [0,1]¢ quand = parcourt [0,1]? est atteint lorsque x est un
coin du cube [0, 1]¢. Lorsque 7 < 1, la valeur du minimum est 27¢|B(0,r)| = 27¢|B(0,1)|r?
(dessin). Si 1 < 7 < V/d, la valeur du minimum est difficile & calculer. Elle reste néanmoins
supérieure ou égale a celle du cas r = 1. Ainsi, pour tout 0 < r < v/d, ce volume minimal est
> 279 B(0,1)|(r/vVd)? = agr?. Donc pour tout z € [0,1]¢ et tout 0 < r < V/d, en utilisant &
la fin (1 —u)k < e Fu,

P(X; € B(z,r))

::v

IP(min | X — x| > r) =
1<i<k N

1 B nlo.1)"
1-— adrd)k

< exp (—adkrd>.

I

N

Ceci reste valable si 7 > v/d car dans ce cas P(minj;< | X; — x| = 7) = 0. A présent,

> o0 r(1/d
E(min |Xi—x|> :/ IP<min | X; — x| 27“) dr et / o g — 1/ )
0 0

1<i<k 1<i<k dbl/d
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17.2. Evaluation de la moyenne du cas uniforme

Preuve du théoréme 17.2. Appliquons 'inégalité d’Azuma-Hoeffding du lemme 17.3 a la va-
riable aléatoire Y = L, (X1,...,X,) et a la filtration Fj, = o(X1,..., X) avec Fo = {2, Q}.
Cela ramene le probléeme a la majoration uniforme de

dp = E(Lp (X1, ..., Xn) | Fx) — E(Lp (X1, ..., X0) | Fro1)-
Si X{,...,X] est une copie indépendante de X1,..., X,, on remarque que
E(Ly(X1,. .oy Xgy ooy X)) | Fre1) = B(Ln (X1, .o, Xpy oo, X)) | Fi)

et donc
dp = E(Ly(X1,. o, Xgy ooy X)) — Ln( X1, oo, X0 oo, X)) | Fre)-

Nous allons maintenant majorer ||dy|| .. Soit L la fonction qui associe & un ensemble fini de
R? la longueur minimale de la tournée. On a, pour tout S C R? fini et tout = € RY,

L(S) < L(Su{z}) < L(S) + 21;16% |z — yl.

En appliquant cette inégalité & S = {z1,...,z,} \ {21} et & x = z, et © = z}_ on obtient
’Ln(azl,...,xk,...,xn) —Ln(xl,...,ﬁw...,xn)‘ < 2min|$§€ —x¢| + 2min |z — ;]
i#k i#k

. / .
< 2rlr;1]£1|xk—x,| +21g1}1€1|xk—a:i\.

En posant gi(x) := E(lgljgk | X; — a:|> on obtient pour 1 < k < n —1,
\Z\

\di| < 2E<min | Xk — Xi| + min [ X}, — X;|
i>k 1>k

Fi) = 20,060 + 2B(g,1(X).
Le lemme géométrique 17.4 donne, pour d > 2 et 1 <k <n—1,

ldkl|oo < ca(n — k)4,
Comme ||d,||,, < ¢qg pour une autre constante car les X; sont bornées, on obtient

zn: ldu]2. < cqlog(n)  pour d =2,
k=1 dn pour d > 2.

17.2 Evaluation de la moyenne du cas uniforme

Lemme 17.5 (Un bon début). Si p est la loi uniforme sur [0,1]% alors pour tout n > 1,
c;n(dfl)/d < E(Lp(X1,...,Xp)) < cjn(dfl)/d

ou0<c; < cj < oo sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension d.

Démonstration. Le cube [0,1]? est I'union de (1/¢) petits cubes isométriques & [0, ]?. Avec
e = n~ Y4 on obtient que [0,1]% peut étre recouvert par O(n) petits cubes de diametre
O(n=%). Le principe des tiroirs? entraine alors que pour tous 1,...,z, € [0,1]% on a

1/d

min ’{L‘Z — l‘j‘ < cdn_
I<i#j<n

2. Pigeonhole principle en anglais : si on dispose n objets dans m boites avec n > m alors au moins 'une
des boites contient deux objets ou plus.
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17. PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

ou cg est une constante qui peut dépendre de la dimension d. Par conséquent, si £, est le
maximum sur xi,...,x, de la longueur de tournée minimale pour x1,...,x,, alors

by < Uy + 2cqn~ 14

qui donne, pour une nouvelle constante ¢y qui peut dépendre de la dimension d,
1Ln(X1, -y X))l < can™ Y44 = ¢qnld=D/d, (17.1)

Par ailleurs, en reprenant la preuve du lemme 17.4, on voit que |B(x,r) N [0, 1]¢| est maximal
quand z est au centre du cube, d’ot1, pour tout z € [0,1]¢ et tout 0 < r < 1/2,

IP< min ) | X — x| > r) > (1 — wgrd)™!

1<i<n—
avec wg := |B(0,1)|. En utilisant I'inégalité (1 —u)® > 1 — au pour 0 < u < 1/a, on en déduit
que

1/2
]E( min | X; —a:|> 2/ (1 — war®" Vdr > cqn™ 4.
0

1<i<n—1
Ainsi,

min ]E< min |X1-Xj|) = min ]E[IE( min ]XinHXJ)] > cqn 14

1<j<n 1<i#j<n 1<j<n 1<i#j<n

ou c¢q est une constante qui dépend de la dimension d. Or le circuit optimal a travers
X1,..., X, possede n arétes et passe par chacun des n sommets. On dispose donc d’une
éeriture Ly, (Xq,..., Xy,) = >0, | Xi — Xj,| pour des entiers aléatoires ji,. .., jn, ce qui donne

I<i#j<n

n
E(Ln(X1,. .., Xn)) = Z]E( min | X; — Xj|> > negn—V4 = ¢ pld=D/d,
j=1

Théoréme 17.6 (Le bon résultat). Si u est la loi uniforme sur [0,1] alors

. E(Ln(Xy,..., X))
A n(d—1)/d =7

ot 0 < g < 00 est un réel qui dépend de d.

Nous savons déja que a, := E(L,) ~ nd=1/d co qui rend naturel de chercher a établir
que n%/(@=Dgq converge quand n tend vers I'infini. Ce comportement non linéaire empéche
l'usage direct d’une technique de sous-additivité. Il est cependant possible de linéariser le
probleme par poissonisation puis dépoissonisation. L’heuristique est la suivante : si IV est une
v.a.r. & valeurs entitres alors E(ay) ~ E(N(@1/4) ~ E(N)@=1D/ qui est linéaire en ¢ lorsque
N ~ Poi(t¥(4=1). Par ailleurs si N ~ Poi(n) alors a,, ~ E(ay).

Démonstration. Poissonisation. On note L(.S) la longueur minimale de la tournée pour un
ensemble fini de points S = {x1,...,z,} C R%, avec la convention L(S) = 0 si card(S) < 2.
Soit P un processus ponctuel de Poisson sur R? de mesure d’intensité Lebesgue. Soit (Zt)t>0
le processus défini par Z; = L(P N [0,¢]?) c’est-a-dire la longueur minimale de la tournée pour
les atomes du processus de Poisson P se trouvant dans le cube [0, ]%. Pour tout n > 0,

Loi(P | card(P N [0,t]%) = n) = Unif([0, £])®".
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17.2. Evaluation de la moyenne du cas uniforme

D’autre part, L(tS) = tL(S) et card(P N [0,t]%) ~ Poi(t?), ce qui donne
d tdn
E(Z;) = B(E(Z; | card(P N [0,)%)) = e Y tan— ol ay := B(Ln(X1, ..., Xn)).
n!
n=0

Le facteur t devant a,, vient du fait que a, concerne [0,1]¢ et non pas [0,#]¢. Le lemme
17.5 entraine que a, = O(n{41/4) et donc t — E(Z;) est continue et méme analytique. La
suite (an),~; peut donc s’obtenir a partir de la donnée de ¢ — E(Z;) au voisinage de ¢ = 0.
Cependant, nous allons plutét montrer que limy . ¢t 'E(Z;) existe, ce qui suffira.

Sous-additivité. Soit C1, . .., Cja une partition (aux bords pres) de [0, #]¢ en k¢ cubes simi-
laires & [0, t/k]%. Pour tous z1, . . ., z, € R%, les k% tournées des ensembles S; = {1, ..., 2, }NC;
peuvent étre concaténées pour former une tournée pour {z1,...,x,} N[0,#% avec un cofit

supplémentaire @(k4~1) : choisir un point dans chacune des k% tournées et les connecter avec
une tournée de cotit O(k9~!) grace a la borne (17.1) ce qui donne une grande tournée en
chapelet. Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout £ > 1 et tout ¢ > 0,

k‘d
L({zr,. .2} 00,67 < L{ar, ... 20} N C) + etk
=1

Cela donne E(Z;) < k:d]E(Zt/k) + ctk@1, d’ott I'inégalité

E(Z) | 14
(th)d S —g7 tct (17.2)
En prenant ¢ = 1 on obtient
E(Z
0<vy:= lim (dk> < E(Z)) 4 ¢ < 0.
k—00 k

Par définition de v, pour tout € > 0 on peut choisir kg assez grand pour que

E(Zko)
kg

—|—c/<:é_d <v+e.

Comme t — E(Z;) est continue, on peut choisir 6 > 0 tel que pour tout kg < t < kg + 9,

E(Z)
td

+ ettt <y 2. (17.3)

Gréce a (17.2) on voit que (17.3) a lieu pour tout kko < t < k(ko + 6). Or pour k > ko/0 les
intervalles Iy :=]kko, k(ko + 0)[ et Iry1 se recouvrent. On en déduit que (17.3) a lieu pour
tout t > |k2/8], ce qui implique en particulier

E(Z:)

— E(Z
\Z:) T T2 =7+ 2

lim <1
t—oo {4 t—00

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient donc

E(Z
lim ( t):'y

t—oo 14

Ainsi, le développement en série de IE(Z;) donne, apres le changement de variable u = 7,

[e.e]

uk‘
Z e_“akﬁ oo vu(d_l)/d. (17.4)
k=0 ’
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17. PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

Dépoissonisation. On commence par montrer que n — a, est assez réguliere. Comme
il est possible de concaténer un circuit pour Xj,..., X,, et un circuit pour X;m+1,..., Xm+n
avec un cofit inférieur a 2v/d (diametre du cube) on en déduit que

an+m < an +am + 2\/&

ce qui donne 0 < a, — ar < Ap_g + 2v/d pour tout 0 < k < n. Or le lemme 17.5 donne
an = O(nl4=1/d) et on en déduit

|an — ag| < |an_p + 2Vd| < cjn — k|@=D/4,
Si N est une v.a.r. de Poisson de moyenne n alors E(ay) = > 72, ake_""k—llC et donc
k

o0
. n
la, — E(ay)| < kzo lan — axle "y

— (d—1)/d —nnk
CZ In — k| e
k=0

N

CE(IN — E(N)[“@1/9)

< CB(|N — ()2 D/
— cv(N)(d—l)/(Qd)

- (f)(n(dfl)/(?d)) — O(H(dfl)/d)_

Or (17.4) avec t = n donne E(ay) = Y.5% s are™™nF /k! ~p_s00 70D/ et donc

B (X, X)) an  _
Al T i @y
Le fait que v > 0 découle de la borne inférieure du lemme 17.5. O

17.3 Preuve du cas uniforme

On se place dans le cas ol y suit la loi uniforme sur le cube [0, 1]9. Par le théoréme 17.2
et le lemme de Borel-Cantelli, presque stirement,

On—)oo(log(n)) sid= 27
Onsoo (424 flog(n)) sid > 2

tandis que par le théoréme 17.6 on a B(L, (X1, ..., X)) ~nooe 779 D/% pour un 0 < v < oo.
Ceci acheve la preuve du théoréme 17.1 dans le cas uniforme.

L, —EL, =

17.4 Notes et commentaires

Lorsque d = 2 et Xi,...,X, sont i.i.d. uniforme sur [0,1]?, on peut se convaincre in-
tuitivement que probablement L, (X7,...,X,) est de l'ordre de /n lorsque n est grand en
parcourant le carré par zigzag paralléles régulierement espacés, par exemple horizontaux : il y
a approximativement /n lignes de longueur unité contenant chacune approximativement /n
points. Plus rigoureusement, cela conduit a aborder le probleme du voyageur de commerce en
dimension d = 2 en utilisant une courbe qui «remplit 1’espace».

Le contenu de ce chapitre est directement inspiré du joli livre de Michael Steele [Ste97]. On
pourra également consulter sur ce théme le livre de Joseph Yukich [Yuk98] ainsi que le livre de
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17.4. Notes et commentaires

Marc Mézard et Andrea Montanari [MMO09]. L’inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding
est étudiée par Colin McDiarmid dans [McD89, McD98]. Le théoreme 17.1 a été obtenu par
John Hammersley et ses éleves Jillian Beardwood et John Halton vers 1959 et peut étre
démontré par réduction au cas uniforme sur le cube [0, l]d. On sait par ailleurs que v2 ~ 0,7
et que Vg ~id_oo Vd2me.

En théorie de la complexité algorithmique, la complexité d’'un algorithme est le coiit
d’exécution en fonction de la taille (n pour TSP) du probleme. Un algorithme polynomial est
préférable a un algorithme exponentiel au dela d’une certaine taille. On dit qu’un probleme est
NP lorsqu’il est possible de vérifier la validité d’une solution avec un algorithme polynomial.
L’explosion combinatoire fait qu’un probleme NP n’est pas automatiquement résoluble par un
algorithme polynomial en testant toutes les solutions. On dit qu’un probléme est NP-complet
lorsque le probleme est au moins aussi difficile a résoudre que tout autre probleme NP,
c’est-a-dire que tout probleme NP se réduit a celui-ci avec un algorithme polynomial. Les
probléemes NP-complets sont donc des problemes clés. A I'heure actuelle, tous les algorithmes
connus pour résoudre les problemes NP-complets sont exponentiels, ce qui les rend assez
rapidement inexploitables. La question ouverte la plus fameuse de I'informatique consiste a
trouver un algorithme polynomial pour résoudre un probleme NP complet. On sait démontrer
que TSP est NP-complet, et on ne connait pas d’algorithme de résolution polynomial. Il est
cependant possible de rechercher une solution approchée, par exemple avec un algorithme
stochastique générique comme 'algorithme du recuit simulé, comme expliqué dans le chapitre
8. Contrairement a TSP, les deux autres problemes phares de ’optimisation combinatoire
(MST et EMM) sont résolubles en temps polynomial. Pour en savoir plus, on renvoie par
exemple aux livres [AHU75, ACGT99] ainsi qu’au cours [Borl4a).
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CHAPITRE ]. 8

File d’attente M/M/Infini

Mots-clés. Loi exponentielle ; loi de Poisson ; file d’attente ; chaine de Markov & temps
continu ; mesure invariante ; fonction génératrice ; convergence a 1’équilibre.

On considere un fragment de kryptonite, constitué d’atomes radioactifs susceptibles de se
décomposer en atomes instables qui se décomposent eux-mémes pour donner une forme stable
et inerte. La premiere décomposition est tres lente et, durant I’expérience, peu d’atomes de
kryptonite se seront décomposés. Nous notons 0, 1 et 2 les états successifs dans lesquels les
atomes sont susceptibles de passer. Un atome donné se décompose indépendamment des autres
(pas de réactions en chaine) et sans que son age n’ait d’influence sur son taux de décomposition
(pas de vieillissement). Le séjour d’un atome dans la forme instable est beaucoup plus court
mais obéit au méme principe d’absence de vieillissement et d’indépendance par rapport aux
autres atomes. Les instants d’apparition d’un atome sous forme instable 1 sont modélisés par
les temps de saut d’un processus de Poisson homogene d’intensité A\. Un atome instable se
décomposera a nouveau (pour rejoindre la forme inerte 2) au bout d’un temps exponentiel
de parametre p. Le processus de Poisson et les temps de séjour dans ’état instable de tous
les atomes sont supposés indépendants. On s’intéresse & X; le nombre d’atomes au temps ¢
présents sous la forme instable.

18.1 Lois exponentielles

Le résultat suivant justifie le fait que ’on modélise le temps de vie d’un atome dans un
état donné par une loi exponentielle.

Lemme 18.1 (Absence de mémoire). Si S et T sont deuz variables aléatoires exponentielles
indépendantes de paramétres respectifs A et u, alors

LT —-S|T>S)=Exp(u) =L(T)
c’est-a-dire que P(T > S +t|T > S) = e pour tout t > 0.

Démonstration. P(T > S) = ﬁ et P(T>S+t,T>8)=P(T>S5+t) = ﬁe*“t. O

Lemme 18.2 (Horloges exponentielles en compétition). Si (Ty),cx une collection finie ou
dénombrable de variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de paramétres respectifs
(M) reic tels que A =34 xc A, < 00, alors T' = infyexc Ty, suit la loi exponentielle Exp()), et
de plus, presque surement linfimum est atteint en un unique entier aléatoire K, indépendant
de T, dont la loi est donnée par P(K = k) = A/ pour tout k € K.
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Démonstration. On détermine la loi du couple (K,T) en écrivant, pour tous k € K et t > 0,

P(K=FkT>t) = P(Tp>t,T; >TVj#k)= / e MEP(T; > 5,V # k) ds
t

—_ A Py )\Js ds = / A As ds = )\t'
/t k€ | | e S ; k€ S 7)\ e

itk

Les lois de K et de T s’obtiennent en prenant ¢ = 0 et en sommant sur k respectivement. [J

18.2 Temps de demi-vie d’un fragment de métal radioactif

Considérons un fragment de métal contenant un grand nombre N d’atomes radioactifs
dans I’état 0 et supposons que chaque atome passe dans I’état 1 apres un temps exponentiel de
parameétre « (petit). Notons (Tf(LN))KngN les instants ol un atome passe de 1’état 0 & 1'état 1,
avec T(SN) =0et,pour1<n <N, quN) = T,gN) — Trsﬁq Les variables aléatoires (quN))KngN
sont indépendantes de lois exponentielles de parametres respectifs ((N —n + 1)a); <y On

(N)

s’intéresse au temps de demi-vie Ty /2 du fragment, c’est-a-dire au temps au bout du quel la
moitié moitié des atomes se sont décomposés.

Théoréme 18.3 (Convergence du temps de demi-vie).

(N) p.s, log2
TN Now @

Démonstration. On omet la notation (N) et on abrége par exemple T), par T,(lN). On a

N/2 L N2 .
TN/2 ZET” N ZN—n—&—l
L v 82 1 o),
ou H(n) est la série harmonique. De plus,
N/2
Tns2 —E(Tnj2) = Z(Tn — E(7)),
n=1

ou les variables (7, — IE(7,)),, sont indépendantes et centrées et 7, — E(7,) a la méme loi que
(E—1)/a(N +1—n) ou E suit la loi exponentielle de parametre 1. On a donc

N/2

E[(TN/2 - TN/2 ] ZE ))4] +6 Z E[(Tn - E(Tn))Q}E[(Tm - E(Tm))2]

1<m#n<N /2

E[(E-1)*] <& 1 (B[(E-1)?2])

— 1 1
= X ot 2 e

n
n=N/24+1 1+N/2<m#n<N
N N 2
MESEI IV
nt ot n2 |’
n=N/2+1 n=N/2+1

puisque E((E —1)?) =1 et E((E —1)*) = 9. Ainsi
E|(Tw/2 — B(Twp2)'| = 0(N72).
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L’inégalité de Markov assure alors que, pour tout r > 0,

C
P(|Tw2 = B(Tnp)| > 7) < FAN2
On en déduit que la suite (Tly/2) ., converge presque stirement vers log(2)/cv. O

Voici quelques exemples concrets de temps de demi-vie moyens, en années :

Carbone 14 | Plutonium 239 | Iode 129 | Uranium 235 | Uranium 238 | Thorium 232
5734 25 x 10° 17 x 10° | 710 x 10° 4.5 x 10° 14 x 107

18.3 Loi du nombre d’atomes

Cette section est dédiée au calcul de la loi du nombre X; d’atomes dans 1’état 1 au temps t.
Pour tous t € R4 et n € IN, on note p,(t) = P(X; = n). Le résultat classique suivant affirme
que ces fonctions sont solutions d’un systéme (infini) d’équations différentielles linéaires.

Théoréme 18.4 (Equations de Chapman-Kolmogorov). Les fonctions (Pn)pen sont de classe
C! et satisfont le systéme d’équations différentielles linéaires suivant :

Vn €N, pl(t) = —(A+ n)pn(t) + Apn-1(t) + (n + Dppnia (t),
avec la convention p_1(t) = 0 pour tout t > 0, la loi initiale (p,(0)),c €tant donnée.

Démonstration. Pour calculer p,(t+h), on remarque que si Xy1 5 = n alors I'une des conditions
incompatibles suivantes est réalisée :
1. X, = n pour tout u € [t,t + h];
2. X; = n—1 et une seule transition a lieu (n — 1 — n) dans lintervalle de temps [t,t + h];
3. Xy =n+1 et une seule transition a lieu (n + 1 — n) dans Uintervalle de temps [¢,t + h] ;
4. dans l'intervalle de temps [t,¢ + h], au moins deux transitions ont lieu.
D’apres les lemmes 18.1 et 18.2, le processus reste dans 1’état n un temps aléatoire de loi
exponentielle de parametre A+ nu puis saute de n a n—1 ou n+ 1 avec probabilités respectives
nu/(A+np) et A/(A+nu). En conditionnant par I’événement { X; = n}, on en déduit I'égalité
pn(t + h) = pn(t){l — Ah — n:uh} + )‘hpn—l(t> + (TL + 1),Uhpn+1(t) + O(h)
Il reste a faire tendre h vers 0. O
Plutét que de chercher a résoudre le systeme d’équation du théoreme 18.4, on peut

déterminer la fonction génératrice de X; en montrant qu’elle est solution d’une équation aux
dérivées partielles. Pour tout ¢ € Ry et tout s € [—1, 1], on pose

G(s,t) :==E(s) = an(t)s".
n=0

Théoréme 18.5 (Expression de la fonction génératrice de Xy). Si Gy est la fonction généra-
trice de Xo alors, pour tout t > 0 et tout s € [—1,1],

G(s,t) = exp (2(1 —e M) (s — 1)> Go(1 — e M 4 se™H).
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Démonstration. On a, en vertu des équations du théoreme 18.4,

aG(s,t) = 3 P (D)5

= (=(A+ n@pa(t) + Apn-1(t) + (n+ 1) pp 1 (t))s"

n=0
=-\1-y9) an(t)s" +u(l—s) Z npn(t)s" L.
n=0 n=0

La fonction GG est donc solution de ’équation aux dérivées partielles suivante :
8tG(Sa t) = (1 - S)[:U’aSG(Sa t) - AG(S7 t)]

On pose H = log(G) puis on effectue le changement de variables (s, 7) = (s, (1 — s)e™). En
notant H la fonction telle que H(s,t) = H(s, 7), la fonction H s’écrit sous la forme

H(s,T)= 25 + h(7),

ou h reste a déterminer. Ceci revient a dire que H est de la forme
A
H(s,t) = =s+h((1 —s)e ).
1

On conclut en remarquant que la fonction h est caractérisée par le fait que H(s,0) est égal a
log Go(s) pour tout s € [—1,1]. O

La loi de X; n’est en général pas une loi classique, sauf dans certains cas remarquables.

Corollaire 18.6 (Loi de X;). Pour tout k € IN et tout t > 0,

L(Xi|Xo=k)= Poi(A(l - e_“t)> * Bin(k, e~ ).
w

avec la convention Bin(0,p) = 8. De plus, si Xo ~ Poi(a) alors
A
X~ Poi<(1 — e_“t) + oze_“t>.
7
Voici une preuve du corollaire 18.6 plus probabiliste que le théoreme 18.5.

Démonstration alternative du corollaire 18.6. Supposons tout d’abord que Xg = 0. Notons
(Nt)t>0 le processus de Poisson de parametre A régissant ’apparition des atomes instables.
Pour ¢ > 0, la variable aléatoire IV; suit la loi de Poisson de parametre At. De plus, sachant
que Ny = n, la loi des n instants de saut est celle d’un n-échantillon réordonné de variables
aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0,¢]. D’autre part, un atome apparu a un
instant aléatoire de loi uniforme sur [0, ¢] est encore présent & l'instant ¢ avec probabilité

1 1

0ft) = ¢ [ (1= Fuls)ds = (1= ),

ou F, est la fonction de répartition de la loi Exp(p). Si Xo = 0, on obtient donc, par
indépendance des atomes, que pour tout k£ € IN,

n=~k
-3 (1)o@ = atoyrre 8
— o Ma(h) (AtQ(t))k‘

k!
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Donc la loi de X; sachant que Xy = 0 est la loi de Poisson de parametre A\(1 — e #*)/p.
Enfin, le nombre d’atomes présents au temps t est la somme de ceux présents a 'instant
initial et non encore désintégrés au temps t et de ceux qui sont arrivés ensuite et sont encore
présents. Par indépendance des désintégrations, la loi de X; sachant que Xy = k est la
convolution de la loi du nombre d’atomes non encore désintégrés a l'instant ¢ parmi les k
atomes initiaux et de la loi de X; sachant que Xy = 0, d’ou le résultat. O

Remarque 18.7 (Loi de désintégration quelconque). Si les temps de désintégration des
atomes instables ne sont plus de loi exponentielle mais sont indépendants et de méme loi de
fonction de répartition F, on montre de méme que la loi de X; sachant que Xo = 0 est une
loi de Poisson de paramétre )\fot(l — F(s))ds.

Le processus (Xt)@0 est un processus de Markov, c’est-a-dire une chaine de Markov a
temps continu. On lui associe de maniere naturelle une famille d’opérateurs de la facon
suivante. Définissons le semi-groupe (F;), associé a (X;),¢-

Pour tout t > 0 et toute fonction f : IN — R, on définit la fonction P;f par

P f(n) = E(f(X¢)|Xo = n).

Si v est une mesure de probabilité sur IN on notera v P; la loi de X; sachant que Xg suit la loi
v. On a, pour toute fonction f bornée,

vP f = Z v(n)P.f(n).
nelN
D’apres le corollaire 18.6, la mesure de probabilité P;(-)(n) est la loi
Bin(n, e ") x Poi((A/p)(1 — e H1)).

Lemme 18.8 (Propriétés essentielles du semi-groupe). Le semi-groupe (P;), satisfait les
propriétés suivantes :

1. Elément neutre : Py = I ¢’est-a-dire que Pof = f pour toute fonction f :

2. Positivité et normalisation : si f > 0 alors P,f 20, et PL1=1;

3. Propriété de semi-groupe : pour toute fonction f et tous s,t > 0,

Piisf = (PioPs)f;
4. Générateur infinitésimal : pour toute fonction f,
OPf =LPf=PRLf;
ot L est appelé générateur infinitésimal de X et est défini par

Lf(n) = A(f(n+1) = f(n)) + nu(f(n — 1) = f(n)).

Formellement, tout se passe comme si P, = etl.

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Le troisieme découle de la formule
explicite de P;. C’est une reformulation de la propriété de Markov. La derniére assertion
s’obtient grace a 3. et un raisonnement analogue a celui de la preuve de le théoreme 18.4. [

Remarque 18.9 (Lire la dynamique du processus dans le générateur). Si on définit le noyau

de transition Q(n,-) = ﬁ&ﬁl + 5 0n—1 et la «temporisation» D(n) = A + np alors

Lf(n) = D(n) / (f(m) — £(n)) Q(n, dm)

On lit dans le générateur infinitésimal un algorithme qui permet de simuler les trajectoires du
processus : le processus X saute de n vers n — 1 au taux un et vers n + 1 au tauzx \.

On peut associer a tout processus de Markov raisonnable son semi-groupe et son générateur
infinitésimal. Si ce dernier est souvent explicite, il est rare que ce soit le cas pour les mesures
P,(-)(x). En ce sens, le processus étudié dans ce chapitre est assez remarquable.

181



18. FILE D’ATTENTE M /M /INFINI

18.4 Comportement en temps long

Notons p = A/u et m la loi de Poisson Poi(p). Si X suit la loi 7, le corollaire 18.6 assure
que c’est encore le cas pour X; pour tout ¢ > 0. La mesure 7 est donc invariante sous ’action
de P;. De maniere équivalente, 7L = 0. Comme pour tous les processus de naissance et mort,
la probabilité invariante m, si elle existe, est de plus réversible pour L (ou P,), c’est-a-dire
que L et P; sont auto-adjoints dans L?(r). Enfin, pour toute loi initiale de Xy, la loi de X;
converge vers m lorsque ¢t — co. On souhaite ici quantifier cette convergence.

Soit Py (IN) I’ensemble des mesures de probabilité sur IN possédant un moment d’ordre 1.
La distance de Wasserstein sur P;(IN) est définie pour tous v, 7 € P;(IN) par

Wi (v, 7) = inf{]E|X X, X ~v, X~ 17}.

Cette distance fait penser a la distance en variation totale introduite dans le chapitre 1, et
utilisée par exemple dans le théoréme 1.8 page 5. Pour des variables aléatoires entieres, X # X
implique | X — X| > 1. On a donc

dyt (v,0) < Wi (v, D).
Théoréme 18.10 (Contraction en distance de Wasserstein). Si v, € P1(IN) alors
Wi (vP,, 0P;) < e MWy (v, 1),
ot, pour tout n € P(IN), nP; est la loi de X; si Xo suit la loin.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que v = 6, et 7 = 6, avec m < n. Soit
X, de loi 9,,P; et By de loi Bin(n — m, e #!) indépendante de X;. D’apres le corollaire 18.6,
la variable aléatoire X; = X; + By suit la loi 6,. On a donc

E[X, — X;| = E(B;) = (n — m)e "
Comme (Xt,Xt) est un couplage de (0,,P;, 0, P;), on a
W1(0m P, 60 P;) < e (n —m) = e " W1 (6, 0p).

Concluons a présent dans le cas général. Soit v et 7 dans Py (IN). Soit (Xo, X() un couplage
de v et . En procédant comme ci-dessous, on peut construire (X;) et (X;) tels que

L(|X: — X¢|| X0, Xo) = Bin(| Xo — Xo|,e ™).

On en déduit donc )
Wi (vP;, vP;) < e M| Xy — Xol.

Reste a prendre I'infimum sur tous les couplages pour obtenir la propriété de contraction. [

Ce résultat de contraction fournit une estimation pour la convergence de la loi de X; vers
la mesure invariante T = P(p) de X.

Corollaire 18.11 (Convergence a 1’équilibre). Si v € P1(IN) alors
Wi (vP;,m) < e MWy (v, 7).

Remarque 18.12 (Optimalité du taux de convergence). Le tauz de convergence est optimal
puisque, st v = 0, avec n supérieur a la moyenne p de la mesure invariante,

(n—ple ™ =E,(X;) — p < Wi(6, P, 7) < Eln — X|e ™,

ou X ~ m. Ce taux de convergence ne dépend pas du taux de naissance .

182



18.4. Comportement en temps long

Dans la méme veine, on peut montrer que la fonction P.f converge vers la fonction
constante égale a l'intégrale de f pour 7 en montrant que son gradient (discret) converge vers
0.

Théoréme 18.13 (Commutation). Soit f de IN dans R. Alors, pour tout t > 0,
DP,f(n) = e #P(Df)(n),
ot Dg est la fonction définie sur N par Dg(n) = g(n+ 1) — g(n).
Démonstration. D’apres le corollaire 18.6,
Pfin+1)=Ef(Z1+Za+ -+ Zn1+Y),

ol Z1, X2, .., Zny1 sont des variables aléatoires indépendantes de loi Ber(e #!) et indépen-
dantes de Y de loi de Poisson de parameétre p(1 — e™#*). On a donc

Pifin+ 1) =E(f(Z1+ Zo+ -+ Znia +Y))
= ME(f(Zi+ 4+ Zy + 1+ Y)) + (L= e "E(f(Z1+ -+ Zo +Y))
— ¢ M B(Df)(n) + Pof(n),

ce qui fournit le résultat. ]

Si f est une fonction 1-lipschitzienne, au sens ot |Df(n)| < 1 pour tout n € IN alors le
théoréme précédent assure que P f est une fonction e #!-lipschitzienne. On retrouve ainsi la
convergence pour la distance de Wasserstein par la formulation duale de cette distance® :

Wi(v,7) = sup {/f dv — /f dv : f 1—lipschitzienne}.

Remarque 18.14 (Files d’attentes, vie et mort). Le processus X modélise également le
nombre de clients en attente de service lorsque les arrivées des clients sont séparés par
des temps exponentiels de paramétre X, lorsque les temps de service sont exponentiels de
paramétre p, toutes ces variables étant indépendantes, et lorsque chaque client a un serveur
dédié immédiatement & son arrivée, ce qui revient a dire qu’il y a une infinité de serveurs.
On parle alors de file d’attente M/M /oo, ot le premier M indique l’absence de mémoire des
durées entre les arrivées, et le second M l'absence de mémoire des durées de service. On peut
également limiter le nombre de serveurs d un entier s > 1 ou introduire une salle d’attente
qui limite la capacité mazimale de la file ¢ un entier K, ce qui donne lieu d un processus
appelé M/M/s/K. Le processus M/M/K/K modélise un parking a K places. Le processus
M/M/1 modélise le nombre de clients en attente de service devant un unique serveur. La
figure 18.1 compare les trajectoires des files M/M/1 et M/M/co. Ces files d’attentes font
partie des processus de vie et de mort?, qui sont des processus de Markov & temps continu et
d’espace d’états IN. Leur générateur infinitésimal a la forme suivante :

Lf(n) = A(f(n+1) = f(n)) + pnlnso(f(n — 1) = f(n)).

Le cas ou Ay et py, sont linéaires en n correspond au processus de Yule.

1. Due a Kantorovitch et Rubinstein.
2. «Birth and death processes» en anglais.
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Trajectoires M/M/1 et M/M/infini de m*“me moyenne
100 T T T

80

60

40

20

60

FIGURE 18.1 — Un début de trajectoire de file d’attente M/M/1 de parametres 1 et 3, et de file
d’attente M/M /oo de parameétres 1 et .5. Les deux trajectoires sont issues de 100. Le premier
processus a pour loi invariante la loi géométrique sur IN de parametre 1/3, et le second la loi
de Poisson de parametre 1/.5 = 2. Dans les deux cas, la loi invariante a pour moyenne 2. La
premiére trajectoire a un comportement linéaire et la seconde un comportement exponentiel.

18.5 Notes et commentaires

Les résultats classiques concernant les lois exponentielles sont disponibles par exemple
dans le livre de James Norris [Nor98]. Dans le livre de Geoffrey Grimmett et David Stirzaker
[GS01], une version a temps discret du processus X est étudiée. Pour 1’anecdote, elle peut
modéliser par exemple le nombre de coquilles présentes dans un manuscrit apres n relectures :
a chaque relecture, Pauteur corrige chaque coquille avec probabilité p (indépendamment des
autres) et en ajoute par mégarde un nombre aléatoire de loi de Poisson (loi des événements
rares ou loi des petits nombres).

Dans le livre de Philippe Robert [Rob00], un résultat emblématique de résultats plus
généraux, est établi. Sous une renormalisation convenable, on peut montrer que ce processus a
espace d’états discret ressemble au processus d’Ornstein-Uhlenbeck étudié dans le chapitre 24.

On peut établir de nombreux autres résultats pour le processus X. On trouvera dans
[Cha06] des inégalités fonctionnelles permettant de fournir d’autres propriétés de comportement
en temps long. La relation de commutation du théoreme 18.13 est une propriété remarquable
du semi-groupe. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck satisfait la méme relation en remplacant
le gradient discret D par un gradient usuel sur R%, et cette liaison est une instance d’un
phénomene plus général qui fait ’objet du chapitre 26. On peut obtenir des versions un
peu plus faibles pour des processus plus généraux qui fournissent des estimations pour la
convergence vers la mesure invariante, voir par exemple 'article de Pietro Caputo, Paolo Dai
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Pra, et Gustavo Posta [CDPP09].
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CHAPITRE ]. 9

Ruine d'une compagnie d’assurance

Mots-clés. Processus de Poisson ; processus de Poisson composé ; transformée de Laplace ;
martingale.

Une nouvelle compagnie d’assurance veut entrer sur le marché. Elle souhaite évaluer sa
probabilité de faillite en fonction du capital initial investi et du prix de ses polices d’assurance.
On suppose que la compagnie a un capital initial ¢ et on note R; sa réserve a l'instant t. La
compagnie d’assurance

— percoit des cotisations de ses clients que ’on supposera mensualisées, uniformément
réparties sur I'année et constantes au cours du temps : les recettes de la compagnie
pendant un temps t sont donc égales & pt ou p est le taux de cotisations par unité de
temps;

— verse des primes a ses assurés sinistrés en fonction des dommages qu’ils subissent.

On modélise 'apparition et les cofits des sinistres de la maniere suivante :

— les cofits des sinistres (Xy),, sont des variables aléatoires indépendantes, de méme
loi v, d’espérance commune A et de variance finie;

— les temps d’apparition (Tn)n>1 des sinistres sont distribués selon un processus de
Poisson (Nt);, d’intensité p. Les intervalles de temps entre deux sinistres, notés
(Ap),s1 avec Ay =T, — Tp—1, sont i.i.d. de loi Exp(u).

La réserve de la compagnie d’assurance a l'instant ¢ est par conséquent :

N
R, = c—i—pt—ZXk.
k=1

Pour simplifier 1égérement les calculs, on considérera plutot la quantité
Ny
Ry=c—R =) Xi—pt.
k=1

La ruine survient lorsque la réserve R descend sous 0 ou que R excéde ¢. L’instant de ruine,
ou de défaut, de la compagnie est défini par 7(c) =inf{t > 0: Ry < 0} =inf{t > 0: Ry > c}.
La probabilité de ruine de la compagnie est donnée par

Y(c) = ]P<sup R; > c|Ry = o) = P(r(c) < o0).

>0
On notera enfin Y'(c) le découvert en cas de ruine : Y(c) = =R (o) = RT(C) —c.
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Ry

FIGURE 19.1 — Une trajectoire menant a la ruine au temps 7(c) avec un découvert Y (c).

Remarque 19.1 (Processus de Markov et générateur infinitésimal). On peut montrer que R
est un processus de Markov sur R de générateur infinitésimal

Li@) = —pf'(2) + 1 /O Tt y) — @) vldy).

Ce processus évolue de maniere déterministe entre ses temps de saut. On parle de processus
de Markov déterministe par morceaux.

19.1 Processus de Poisson composé

Rappelons qu’il est facile d’estimer 'intensité d’un processus de Poisson & partir d’une de
ses trajectoires comme le montre le résultat suivant.

Lemme 19.2 (Temps long). Soit N un processus de Poisson d’intensité pu alors

B2y o \/¥<Nt—u> =% N(0, ),
t t—oo t t—00

Démonstration. Pour tout ¢ € IN*, posons Y; = N; — N;_1. La variable Y; représente le nombre

de sauts du processus de Poisson dans l'intervalle de temps [i — 1,4[. Le processus de Poisson

est a accroissements stationnaires et indépendants. En particulier, les variables aléatoires

(Y:);>, sont indépendantes de méme loi de Poisson de parametre p. Donc, en vertu de la loi

des grands nombres, N/ |t] tp;s} w. On remarque ensuite I'encadrement suivant
—00

N lt] N o N [8] +1
t] ¢t ~ ot T |t]+1

qui permet de conclure que N/t tend vers p presque stirement. La convergence en loi se
déduit du calcul explicite de la fonction caractéristique de v/#(Ny/t — u) puisque Ny suit la loi
Poi(ut). O

Soit (Nt)yso un processus de Poisson d’intensité u et (Xp),, une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi v indépendante de N. Le processus C' défini par

Ny
W>0, Ci=) X,
k=1

est appelé processus de Poisson composé de parametre u et de loi de saut v.
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19.2. La ruine est-elle presque sire ?

Lemme 19.3 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de Cy est donnée par

oo, (u) = exp(ut(p(u) — 1)),

ou @ est la fonction caractéristique de v.
Si v admet un moment d’ordre 2 et que l'on note A et a ses deux premiers moments alors
Cy admet un moment d’ordre 2 et

E(Cy) = pAt,  V(Cy) = pat, (Zt A et ﬂ(? - M) =5 N(0, pa).

t —00
Démonstration. L’expression des moments de C; et le résultat de convergence en loi découlent
t

de l'expression de la fonction caractéristique de Cy. La convergence presque sfire s’obtient en
utilisant le lemme 19.2 et la loi des grands nombres. O

19.2 La ruine est-elle presque siire ?

Comme les trajectoires de R sont décroissantes entre les sauts, le franchissement du niveau

¢ ne peut intervenir qu’a un instant de saut. Définissons la suite (Sn)n>0 par S, = Rg,. On
dit que (Sp),, o est la chaine incluse de (Rt)te]R+' Par construction,

50:0 et V?’L}l, Sn:Z(Xk_pAkz)-
k=1

En particulier, S,, s’écrit comme la somme de n variables aléatoires i.i.d. de moyenne A — p/p.
La quantité Ay représente le montant moyen des sinistres par unité de temps et sa position
par rapport a p dicte, comme le montre le résultat suivant, la valeur de la probabilité de ruine
qui s’écrit encore

¥(e) = IP(Sup Sy > c).

n=>0

Théoréme 19.4 (CNS de ruine presque sure).
p< A = ¢Y(c)=1

Démonstration. Si p < A, le résultat découle de la loi forte des grands nombres appliquée a
la suite (X% — pAg) k>1- S1 p = A, la loi du logarithme itéré appliqué aux variables aléatoires
iid. (Xk — pAk)cpe, qui sont centrées et de variance o? finie assure que

lim inf Sn =—1 ps. et limsup Sn

n—oo qg4/2nlog(log(n)) n—oo  0/2nlog(log(n))

Enfin, si p > Ay, la loi forte des grands nombres assure ici que Sy, % —00. Supposons
n o0

=41 p.s.

que le temps d’arrét 7 = inf{n > 0 : S, > ¢} soit fini presque sirement. La marche
aléatoire (Sp4+r, — Sr )n>0 est de méme loi que (Sp)n>0. Par conséquent, le temps d’arrét
7o =inf{n > 0: 5,4+ — Sr, > ¢} est lui aussi fini p.s. En itérant le procédé, on montre que

limsup S,, = +00, d’ou la contradiction. O
n—-+o0o

Remarque 19.5. Comme le suggére l’intuition, la compagnie doit s’assurer que p > Al pour
éviter une ruine presque sire. Le lemme 19.3 permet, a partir d’un historique des sinistres,
d’estimer les parametres X et p. Ceci fournira des informations sur la fagon de choisir p.
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19. RUINE D’UNE COMPAGNIE D’ASSURANCE

19.3 Expression de la probabilité de ruine

On suppose dans la suite que la condition p > Ap est satisfaite et on cherche a exprimer la
probabilité de ruine ¢ (¢). On introduit la transformée de Laplace H de la loi des sinistres v :

Ve eR, H(z)=E(e"") € [0,+00].

Excluant le cas ou X est constante presque stirement, la fonction H est strictement convexe.
Elle est donc finie sur un intervalle I. Celui-ci contient | — 00,0] car X est une variable
aléatoire positive.

Lemme 19.6 (Allure de la transformé de Laplace des sinistres). Supposons que l'intervalle
I sur lequel la transformée de Laplace H est finie soit un ouvert. Alors la fonction x —
H(x) —px/pu—1 s’annule en 0 et en un unique réel strictement positif noté u.

Démonstration. La fonction H est de classe C* sur I et tend vers +oo au bord droit de I.
Soit xg > 0 tel que P(X > xg) > 0. Ainsi, pour tout x € I,

H(z) 2 "™ P(X > x).

De plus, H'(0) = E(X;) = A < p/p. Ainsi, la fonction  — H(x) — pz/u — 1 est strictement
convexe sur I, s’annule en 0, admet une dérivée strictement négative en 0 et tend vers ’infini

au bord droit de I. O

Théoréme 19.7 (Probabilité de ruine). Sous les hypothéses du lemme 19.6, la probabilité de
ruine est donnée par

6—’LLC

E(e*Y(©)]|7(c) < +00)

P(e) =
ot Y (c) = Sy — ¢ est le découvert de la compagnie a l'instant de ruine.

Démonstration. La suite (e”S")n>0 est une martingale positive pour sa filtration naturelle
(]:n)n>0' En effet,

E(eu5n+1 ‘]:n) — euSnE(eu(Xn+1—pAn+1)> .

Puisque les v.a. X, 11 et A1 sont indépendantes et que A, 41 suit la loi Exp(u), on a

E<eu(Xn+1—pAn+1)) — H(u) /'L e 1
[ — pu

En particulier, pour tout n > 0, E[e“"] = 1. Soit n > 0, alors 7(c) A n est un temps d’arrét
borné et

1=B(e"r @) = B(e" O 1 (an) + B 1ir()zn))-

Sous I'hypothése p > Au, S, 22 —oo. De plus, sur {r(c) 2 n}, on a S, < c. Ainsi, par
n—oo

convergence dominée, la seconde espérance ci-dessus converge vers 0 lorsque n — 4oc0. La
premiere espérance converge par convergence monotone. Par conséquent,

1= B(e"570 L < oep) = @B (e Olr(c) < +00)P(r(c) < +00),
ce qui fournit le résultat annoncé. O

Remarque 19.8 (Majoration de la probabilité de ruine). D’aprés le théoréme précédent, on
a toujours P(c) < e Ue.
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19.4. Sinistres exponentiels

La transformée de Laplace de la mesure de densité x — e~ */(1 + xz)]l[ojoo[(x) est finie
au point x ssi x < 1. Si H(1) < 1+ p/p, la fonction = — H(z) — px/pn — 1 ne s’annule
qu’en 0 : cette fonction, infinie sur |1, +ool, est strictement négative sur |0, 1]. Dans ce cas, le
théoreme 19.7 ne s’applique pas. Cependant, la suite (eS")n>0 est encore une sur-martingale :

H(1)
E(e5rt1|E,) = e5n 3 < 5,
( | n) 1+ px/u

On en déduit, en procédant comme dans la preuve du théoreme 19.7 que

19.4 Sinistres exponentiels
La probabilité de ruine est explicite pour des cofits de sinistres exponentiellement distribués.

Théoréme 19.9 (Probabilité de ruine). Si la distribution des cotts des sinistres est la loi
exponentielle de paramétre 1/X, ou de moyenne A avec p > A\, alors, pour tout ¢ > 0, on a

Y(c) = Mexp (—p;)\)\uc).

1 D — UA
H(:L‘)zl_/\x et u= o\

<1t
1

Il suffit de montrer que, sachant que 7(c) < +o0, la variable Y (c) = S;() — ¢ suit la loi
exponentielle d’espérance . Si 7(¢) =n alors Y(¢) =S, —¢c= X,, —pA, +S,-1 —c. On a
donc

P(Y(c) >y, 7(c) =n) = IP(Y(C) >y, max S; <, S, > c>

1<ig<n—1

IP(Sn>c+y, max Si<c>

1<i<n—1

—IP(Xn>y+pAn+c—Sn_1, max Sigc).

1<i<n—1

Puisque X, suit la loi Exp(1/\) et est indépendante de (A, So, ..., Sh—1), on obtient

P(Y(c) >y, 7(c) =n) =P(X, > y)]P(Xn > pA, +c—S,—1, max S; < c)

1<i<n—1
— e VAP (Sn >¢, max S; < c)
1<i<n—1
= ¢ VAP (r(c) = n).
Ainsi, P(Y(c) > y|r(c) < +00) = e7¥/* pour tout y > 0. Ceci assure que
E(euY(C)’T(C) < +Oo) — H(u).

On conclut en appliquant le théoreme 19.7. O
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19. RUINE D’UNE COMPAGNIE D’ASSURANCE

Considérons deux compagnies qui assurent le méme type de risques et pratiquent les mémes
politiques de tarif et d’indemnisation. Supposons que la clientele de la seconde est plus grosse
d’un facteur p que la premiere. Si (A, i, p) désigne les parameétres de la premiére compagnie,
ceux de la seconde sont donnés par (A, pu, pp). On suppose que les sinistres sont toujours
exponentiellement distribués. Par homogénéité, la probabilité de ruine de la compagnie ¢ = 1, 2
est donnée par le théoreme 19.9 :

AL < p—Au >
C;) = —¢€eX — Ci |-
Y(ci) , P )

Supposons a présent qu’elles s’unissent pour ne former qu’une seule compagnie. On supposera
a nouveau que les sinistres assurés par chacune des compagnies sont indépendants. Les
parametres de la nouvelle entité sont (A, (1 + p)u, (1 + p)p) et le capital initial vaut ¢; + co.
Une fois de plus, la probabilité de ruine est donc donnée par ¥ (c; 4 ¢2) qui est inférieure aux
probabilités de ruine de chacune des deux compagnies. Les assureurs ont donc intérét a se
regrouper pour mutualiser les risques.

19.5 Notes et commentaires

Pour la définition et les propriétés essentielles des processus de Poisson, on pourra consulter
par exemple le livre de Dominique Foata et Aimé Fuchs [FF04]. Les probabilités sont un
des outils essentiels de I'actuariat, nom donné a la science de ’assurance. Pour aller plus
loin, on pourra notamment consulter les ouvrages de Sgren Asmussen [Asm00] ou de Arthur
Charpentier et Michel Denuit [CD04].
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CHAPITRE 2 O

Naissances et assassinats

Mots-clés. Processus de Poisson ; processus de Galton-Watson ; théoréme de Chernov.

On s’intéresse a 'extinction ou & la survie d’une population organisée en clans. Chaque
individu vivant donne naissance a des enfants selon un processus de Poisson et ne peut pas
mourir tant que son pere est en vie. Dés que celui-ci disparait tous ses enfants sont exposés et
meurent aprés un temps aléatoire propre de loi F'. Une configuration a un instant donné est
une collection finie d’arbres généalogiques munis d’un patriarche qui seul peut étre assassiné.

Le patriarche de la population entiére sera noté (). Chacun de ses descendants est
identifié & un k-uplet d’entiers strictement positifs pour k& > 1. Par exemple, (1) est le premier
enfant de 'ancétre, tandis que (3,2) est le deuxieme enfant du troisieme enfant de I'ancétre.
Le nombre de coordonnées indique la génération de I'individu. Soit

N = Unzo(IN")"

I’ensemble des n-uplets d’entiers strictement positifs, avec la convention (IN*)? = @. Pour
n € N, notons k(n) le nombre de coordonées de n et o(n) = ny + --- + ny(y) le nombre
d’individus qui ont dii naltre pour que n naisse. On adopte les conventions naturelles suivantes :
k(@) =0=0(9).

Soit (X™),car une famille de processus de Poisson indépendants de méme intensité A. On
notera (13'),., les temps de saut du processus X™. Soit (Kn)pep une famille de variables
aléatoires indépendantes strictement positives de méme loi F'. On suppose que les familles
(X™)nenr et (Kn)pen sont indépendantes.

Le systeme de particules est initialisé a ¢ = 0 avec un unique ancétre étiqueté par &. Cet
individu donne naissance a des enfants aux instants de saut du processus de Poisson X< qui
entrent dans le systéme a leur tour avec les indices (1), (2), ... dans 'ordre de leurs naissances.
Chaque nouvel individu n entrant dans le systéme commence a donner des descendants aux
instants de saut du processus X™; les descendants de n sont indicés par (n,1),(n,2),...
toujours dans l'ordre chronologique.

Le patriarche est exposé des le temps 0. Il donne naissance a des enfants jusqu’au temps
Yy = Ky ou il disparait. Chacun de ses enfants devient le patriarche de son clan et est
a son tour exposé. Soit n = (ny,...,ng_1,n%) € N et n’ = (ny,...,n5_1). Quand n’ est
supprimé, au temps Y/, n devient exposé ; il continue a avoir des descendants jusqu’au temps
Yn = Y + Ky, puis est & son tour supprimé.

Exemple 20.1. Dire que (3,2) est né, c’est dire que
— @ a eu au moins trois enfants avant de mourir : Ty intervient avant la mort de @ a
linstant K?,
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20. INAISSANCES ET ASSASSINATS

3)

— (3) a eu au moins deuzr enfants avant de mourir i.e. T,
(3) @ Vinstant K2 + K®).
On a donc

intervient avant la mort de

{(3,2) est né} = {Téa < K°?, T§+T2(3) < KQ—FK(S)}.

On dit que le systéme de naissances et meurtres est stable si, avec probabilité 1, il existe
un temps fini a partir duquel le systeme est vide. Sinon on dit que le systeme est instable.

Théoréme 20.2 (Etude de la stabilité). Soit B le processus de naissances et meurtres
d’intensité A dont la transformée de Laplace ¢ est finie sur un voisinage de l’origine, et soit

o Ad(u)
= Imin .
u>0 u

Alors on dispose des conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité suivantes :
— le processus B est stable si o < 1,
— le processus B est instable si o > 1.

Les sections 20.1 et 20.2 sont consacrées a la preuve des deux conclusions du théoréeme 20.2.

20.1 Condition suffisante de stabilité

Considérons le nombre moyen de descendants de & :

m= Z]P(n est né) € [0, +o0].

Sim < oo alors le processus B est stable. Montons que c’est bien le cas dés que a < 1.

A Vindividu n = (n1, ..., ny), on associe sa lignée ancestrale formée des individus n(i) =
(n1,...,n;) pour 0 < i < k (avec n(0) = @). L’individu n voit le jour si, pour tout 0 < i < k,
son ancétre n(i — 1) a la génération i a eu au moins n; descendants :

J J
{n est né} = {ZTQ“_I) < ZKn(i_l), ji=1,2,.. .,k(n)}.
i=1 i=1

En particulier,
k(n)

P(n est né) ZT’” b <ZK“<Z R

L’inégalité de Markov assure que, pour tout u > 0,

k(n) k(n) k(n) k(n)
ZTnz 1) <2an 1) <E| exp UZKn(z 1) UZTn(z 1)
i=1

L’indépendance des processus de naissances et de meurtres permet d’écrire

kn) ko) Ko
Elexp | ud K070 —ud TR0 = o)™ [T (A n u) '
=1 =1 =1

En sommant sur n, on obtient

ZIP(n est né) < Z P(u)k
n k=1
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20.2. Condition suffisante d’instabilité

D’autre part,

3 (Aiu)’(n) = 3" card{n : k(n) =, o(n) :m}<Aiu>m

n, k(n)=k m>k

_ <2>k S cardin : k(n) = k, o(n) = m}<uiA>k<uiA>m_k.

m>=k

L’entier card{n : k(n) =k, o(n) = m} représente le nombre de m-uplets & coordonées 0 ou
1 contenant exactement k 1. Le terme général de la derniére somme ci-dessus est donc la
probabilité que dans un schéma de Bernoulli de probabilité de succes u/(u + A) le k¢ succes
survienne au temps m (c’est la loi binomiale négative). On retrouve au passage

k—1

> (R)7-0)
o A=k A+u U

En d’autres termes, on a donc montré que

m < Z (Aiiu))k.

k>1

card{n : k(n) = k, o(n) = m} = (m - 1).

On a donc

Si a < 1, alors le nombre moyen de particules créées est fini et le processus B est stable.

20.2 Condition suffisante d’instabilité

Démontrons a présent la seconde partie du théoreme 20.2. L’idée principale est de montrer
que, si a > 1, il existe k > 1 tel que

Z P(n est né) > 1

n, k(n)=k

puis de conclure grace a un argument de type branchement.

Soit (INV;) ;>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi gé¢ométrique de parametre
p indépendante du processus B. A la génération k, on considére I'individu N = (Ny,..., Ni)
ainsi que sa ligné ancestrale formée des individus N(i) = (Ny,...,N;) pour 0 < i < k.
Exprimons de deux manieres différentes la probabilité que N naisse. D’une part,

P(N est né) = 3 ]P(N est né‘N - n)]P(N — n)

n, k(n)=k
- Z ]P(n est né)pk(l — p)n1+...+nk_k
n, k(n)=k
k
- (1p> 3" P(nest né)(1—p)7™.
-v)

D’autre part, posons
i— N(i—1
Zi — KN(Z 1) _ TN(Z ),

K3
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20. INAISSANCES ET ASSASSINATS

pour tout ¢ > 1. Comme dans la premiére partie de la preuve,

i i ‘
P(N est né) = ]P(Z TN < STRNGD =0 k)
=1 =1

j
:IP<ZZ1>0, j:1,2,...,k>.

i=1
Pour estimer cette probabilité, on utilise le lemme suivant, démontré en fin de section.

Lemme 20.3 (Déviation asymptotique). Si (X;);, est une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X1) <
0, P(X; > 0) > 0, et si la transformée de Laplace ¥ de X1 est finie sur un voisinage de 0,
alors

1 k
lim — logIP< min X; > O) =log(p), ou p=mint(u).

n—oo N 1<k<n 1 u>0
1=

La variable Tg(l_l) suit la loi Exp(Ap) car somme géométrique de v.a. i.i.d. de loi ex-
ponentielle. Les variables aléatoires (Zl-)i>1 sont i.i.d. avec pour transformée de Laplace et
moyenne

E(%) = g(u) ot B(Z) =4/(0)~ -
Ainsi, 'espérance de Z est strictement négative pour p assez petit. De plus, si 'on note
a =1+ ¢, on peut choisir p suffisamment petit pour que

) . Ap(u)
E uzi _
minI(e*™) = pmin £

>p(1+¢/2).

Le lemme 20.3 appliqué a la suite (Zn)n>1 assure que, pour k assez grand,

J
P(min Zi>0> > pF(1+¢/2)k.

1<j<k
IS

On obtient donc

k
<p> Z P(n est né)g”™ > pF(1 4-¢/2)".

1-p n, k(n)=k
On divise par p* et on fait tendre p vers 0. Le théoréme de convergence monotone assure que

Z P(n est né) > (14¢/2)% > 1,
n, k(n)=k

ce qui fournit la relation

Z P(n est né) > 1.

n, k(n)=k

Achevons la démonstration du théoréeme 20.2. On dira qu’une particule est spéciale si c’est
I’ancétre ou si c’est une particule de la génération nk qui descend d’une particule spéciale
a la génération (n — 1)k dont le pére est mort. La relation obtenue ci-dessus nous apprend
que le nombre moyen de particules spéciales a la génération k est strictement supérieur a
(1+¢/2)*. De méme, le nombre moyen de particules spéciales & la génération nk est supérieur
a(l+e/ 2)”’“. Ainsi, le processus de comptage des particules spéciales est un processus de
branchement de Galton-Watson sur-critique. Avec une probabilité strictement positive, ce
processus ne s’éteint pas (voir le théoreme 5.6 page 5.6). C’est donc également le cas pour le
processus B.
Terminons cette section par la démonstration du lemme 20.3.
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20.3. Notes et commentaires

Démonstration du lemme 20.3. Sous les hypotheses du lemme 20.3, le théoréeme de Chernov

1 n
lim ~logP (S X, —1
Jim ~log <; > 0) og(p)

assure que le résultat du lemme 20.3 est vrai pour I'instant terminal. Montrons & présent que *

k n
1
P| min X;>0) >-P E X;>0].
Isksn i no\i=

Pour tout [ € {1,...,n} notons o; la permutation circulaire oy = (I,...,n,1,...,1 — 1) et
posons
o(k)
St = X; et MS = min S}’
k i n T ek
i=01(1)

La somme S7! = X1 +-- -4 X,, ne dépend pas de [. C’est également le cas pour les probabilités
P(MZ > 0|8, >0)

puisque (X1, ..., Xy) et (Xq,1), -5 Xo,(n)) ont méme loi pour tout [ € {1,...,n}. On a donc

k n
. 1
IP(féfgn iE: X;>0 ‘ S, > 0> = nIE(lE:l 1{MZZ>0} | Sy > O).

1

Il reste & remarquer que sur l’événement {S, > 0}, 'une au moins des variables aléatoires
Mt est strictement positive. Cette propriété n’a rien d’aléatoire. Notons

K_{max{lgkgn—lzsglegl} si MJ' <0,

0 sinon.

Notons que K < n — 1 puisque S, > 0. De plus, K peut étre constant égal 0. C’est par
exemple le cas si X; est a valeurs dans {—10,1} et que n = 5 : sur I’"événement {S5 > 0},
toutes les variables aléatoires (X;), ;<5 doivent étre positives (égales a 1) et K = 0. Par
construction, My, “*' > 0 (faire un dessin et comparer avec la figure 5.3 page 5.3). Ceci fournit
la minoration annoncée. O

20.3 Notes et commentaires

Le modele présenté a été introduit dans un article [AK90] de David Aldous et William
Krebs. Le lien avec un modele de file d’attente est abordé dans [TPHS86]. Le théoreme
de Chernov est démontré par exemple dans un article [DZ10] de John Tsitsiklis, Christos
Papadimitriou, et Pierre Humblet.

Le théoreme 20.2 laisse entiere la question de la stabilité éventuelle du processus B au
point critique. Une réponse précise peut étre apportée dans un cas particulier important.
Supposons que la loi de meurtre soit exponentielle. Par changement d’échelle de temps, on
peut supposer sans perte de généralité que son parametre vaut 1. Le théoréme 20.2 assure
que le processus B est stable si 0 < A\ < 1/4 et instable si A > 1/4. On note [E) I'espérance
par rapport a la loi de By et N le nombre total de particules qui sont nées, ancétre compris.
L’article [Bor08] de Charles Bordenave montre notamment que les moments de NN satisfont
les propriétés d’intégrabilité suivantes :

1. Cette inégalité évoque 'identité du principe de rotation du lemme 5.16 concernant une marche aléatoire
et intervenant dans I’étude de la loi de la taille totale des arbres de Galton-Watson sous-critiques.

197



20. INAISSANCES ET ASSASSINATS

— si A€ (0,1/4],
9
Ey(N) = — =
AY) 1++1I—4x
— si A € (0,2/9],
E)\(N?) = 2

C3VI—4AN -1

— pour tout p > 2, E\(NP) < oo si et seulement si A € (0, p(p + 1)72).
En particulier, si A = 1/4, le processus B est stable puisque [E; /4N = 2. 1l est aussi montré
dans [Bor08] que la loi de N a une queue polynomiale pour tout A € (0,1/4). En effet, pour
tout € > 0, il existe C tel que pour tout ¢ > 0,

14+ VT 4N
1= 1—4X

Les processus de branchement de type Galton-Watson (étudiés au chapitre 5) en régime
sous-critique ne présentent pas ce comportement a queues lourdes : il existe une constante
¢ > 0 telle que Ejy exp(cN) < oo pour A < 1. D’autre part, le nombre moyen d’individus est
donné par Ey(N) = (1 — X\)~! : il explose donc quand X tend vers la valeur critique 1.

Py(N > 1) < Ct7'NFe avec ()
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CHAPITRE 2 1

Croissance et fragmentation

Mots-clés. Processus de Poisson; processus de Markov déterministe par morceaux

b )

générateur infinitésimal ; couplage en Wasserstein ; processus auto-régressif; loi exponentielle ;
loi géométrique ; processus de branchement & temps continu de Yule.

21.1 Processus TCP window-size en informatique

Le débit instantané maximal sortant d’un ordinateur connecté a un réseau TCP /IP comme
Internet est régulé par l'algorithme suivant : le débit maximal est augmenté de maniére
déterministe d’une unité a chaque pas de temps, et en cas de signal de congestion, il est
multiplié par un facteur entre [0, 1], typiquement 1/2. Ce mécanisme simple permet a la fois
une bonne exploitation du réseau et une réaction efficace en cas de congestion.

Nous allons étudier un modele markovien idéalisé de ce mécanisme. Si on admet que
pendant une durée donnée, chacun des autres ordinateurs du réseau provoque une congestion
avec une petite probabilité, indépendamment des autres, alors la loi des petits nombres suggere
que les signaux de congestion suivent un processus de Poisson. Soit N = (Nt)t>0 un processus
de Poisson issu de 0 et d’intensité A comptant les signaux de congestion. On note (7, n)n;() ses
temps de saut successifs, avec la convention Ty = 0. Si B, = T,, — T,,_1 pour tout n > 1 alors
T,=FEi+---+E, et la suite £ = (En)n21 est constituée de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle
de moyenne 1/\. Ona Ny = > - 19 4(T,) pour tout t € Ry. Soit Q = (Qn),,; une suite de
variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [0,1] de méme loi Q. Soit X une variable
aléatoire positive. On suppose que Xy, F, et @ sont indépendants. On définit le processus
X = (Xt)450 & temps continu et a espace d’états Ry de la maniere suivante :

X XTn+t—Tn siT, <t <4,
t = .
Qn—&—l(XT" + Tn+1 - Tn) sit= Tn—l—ly

ou n = Ny € IN est le nombre de sauts avant I'instant ¢. Les trajectoires de X sont affines de
pente 1 par morceaux, continues a droite avec limite a gauche, et chaque saut correspond a
une multiplication par un nombre entre [0, 1]. On dit qu’il s’agit d’un processus de Markov
déterministe par morceauz ' et plus particulierement & celles des processus & croissance linéaire
et décroissance multiplicative 2. Le processus X est connu sous le nom de processus de taille
de fenétre TCP?3 car en informatique, le débit maximal sortant est réglé par une taille de «
fenétre TCP ».

1. «Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP)» en anglais.
2. «Additive Increase Multiplicative Decrease (AIMD)» en anglais, ou encore « Growth Collapse» lorsque
Q = do.

3. « TCP window-size process» en anglais.
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21. CROISSANCE ET FRAGMENTATION

Xy

Xo

0 T T t

FIGURE 21.1 — Allure d’une trajectoire typique du processus X.

Théoréme 21.1 (Générateur infinitésimal). Pour tout f € CL(R4,R) etz >0 on a

L(f)(z) := lim E(f(Xy) | Xo =) — f() +>\/ (qz) z)) O(dq).

Le processus X n’explose pas car N n’explose pas. L’espérance E(f(X;)| Xo =) a un
sens car sur {Xo =}, on a X; < x +t, et comme f est C1, la v.a.r. f(X;) est bornée.

Démonstration. Soit f € C'(R,,R) et soit ¢t < 1. On a, par définition de X et N,

E(f(X)1{n,=0 | Xo = z) = f(x +t)P(N; = 0) = f(z + t)e M

Conditionnellement a {N; = 1}, la variable T} suit la loi uniforme sur [0, ¢], donc

E(f(X:)| Xo =2, N, = 1) = B(f(Q1(zx + T1) +t — T1) | Ny = 1)
/ds/qu gz +s)+t—2s)
— /0 Q(dg) f(qz) + o(1)

ou le o(1) (quand t — 0) provient de la continuité de f, et donc
1
(/X1 vy Xo = ) = PO = 1) [ Qs +o0)

1
Y /0 Q(dq) f (xq) + ol).

Troisiemement, sur {Xo =z} on a X; < x 4+t et donc comme ¢ < 1, on a

‘E(f(Xt)]l{Ntm} ’XO = l‘)‘ < ( sup ‘f(“)‘)lP(Nt > 2) = O<t2)-
w€[0,x+1]
Finalement, la collecte des trois termes donne bien le résultat voulu. ]

Pour tout ¢ > 0 on considere 'opérateur P; qui a toute fonction f : R4 — R mesurable et
bornée associe la fonction mesurable et bornée

z € Ry — P f(x) = E(f(X¢) | Xo = ).
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21.1. Processus TCP window-size en informatique

Cette quantité fait sens pour f mesurable et localement bornée (par exemple continue) car
conditionnellement & Xo = z, X; prend ses valeurs dans l'intervalle borné [0,z + ¢]. On a
Py = I et la propriété de Markov entraine que (F;),-, est un semi-groupe :

Pt—i—s: s—i-t:PtOPs-

On dit que ce semi-groupe est markovien car il préserve la positivité et 'unité : P.(f) > 0 si
f=0et P(1) =1. On dit qu'une fonction mesurable et bornée f : Ry — R appartient au
domaine du générateur L du processus lorsque la limite suivante existe pour tout x > 0 :

R:(f)(wz =@ g oP() ).

L z) = lim
(£)(a) = lim
Tout se passe comme si « P, = e!L». On peut établir que la propriété de semi-groupe donne,
pour tout ¢ > 0 et toute fonction f de classe C!,

Pe(Ptf) Ptf

e—0

On dit qu’il s’agit des équations de Chapman-Kolmogorov progressive et rétrograde respective-
ment (forward et backward en anglais).

Le théoréme 21.1 affirme que le domaine du générateur L contient les fonctions de classe
C!. 11 se trouve de plus que le générateur conserve les polynémes sans augmenter leur degré.
Cela permet de calculer les moments de maniére récursive.

Théoréme 21.2 (Moments et loi invariante). Pour tout n € IN, tout x > 0 et tout t > 0,

E(X"| Xo=1x) = T 19k+n‘z<zkl H 7 _0 ) Ot

J#m

ou on a utilisé la notation 0, = \(1 — E(QY)). De plus, conditionnellement a {Xo =z}, la
variable X; converge en lot quand t — oo vers la loi p sur Ry dont les moments sont

nl
/x p(dz) = Hk O

pour tout n = 0. Enfin, tous les moments de X; convergent vers ceuz de p.

Démonstration. Posons ay,(t) = E(X]' | Xo = ) = Pi(fn)(x) avec fo(z) = 2™. Pour tout
n > 1, le théoreme 21.1 donne

1
Lin(a) = na" 4 3" [ (q" = 1) Q(da) = nfoma(@) ~ b fale)
0
et donc, en utilisant 1’équation de Chapman-Kolmogorov progressive (forward),

o (t) = O Pi(fn)(x) = Po(Lfn)(x) = Pe(nfn1 — Onfn) (@) = no_1(t) — Opan(t).

Comme «q est constante égale a 1, on obtient I'E.D.O. aj(t) =1 —61a:1(t) qui donne a;.
Une récurrence sur n (systéme triangulaire!) fournit la formule annoncée pour (), . Ainsi,
conditionnellement a { Xy = =}, chaque moment de X; converge quand ¢t — oo vers une limite
finie. Le fait que cette suite de limites soit la suite des moments d’une loi et que X; converge
en loi vers cette loi découle d’une étude similaire a celle menée dans la preuve du théoréme de
Wigner par la méthode des moments dans le chapitre 16. On prendra garde au fait qu’on se
trouve ici sur R4 et non pas sur R tout entier. O

201



21. CROISSANCE ET FRAGMENTATION

Remarque 21.3 (Growth-collapse). Si Q = &g alors le moment d’ordre n de la mesure
invariante p de X vaut n!/A\" ce qui assure que p est la loi exponentielle de paramére X.

Remarque 21.4 (Loi du processus & un instant donné). Plagons-nous dans le cas ot Q = J,
avec 0 < g < 1 et conditionnellement a {Xo = x} avec x > 0. Alors pour tout t > 0, il existe
une loi absolument continue u; portée par lintervalle [0, gx + t] telle que

LX) = e Moppp 4+ (1— e M)

et dist(z + t,supp(pe)) = (1 — ¢)x. En effet, conditionnellement a l’événement { Ny = n},

t =

T+t sin =0,
¢z + 0 R U — Ug—y)  sin >0,

o 0=Uy< Uy <+ < U, <Upy1 =t est une statistique d’ordre uniforme sur [0,t]. Ainsi,
L(X¢| Nt =0) = 034+ tandis que L(X¢| Ny = n) est absolument continue si n > 0, portée par
[q"(x +t),q"x + t]. Do le résultat avec py = L(X; | Ny > 0). Ceci montre que le processus
TCP est asymptotiquement régularisant, sans diffusion. C’est le mécanisme de sauts, seul
source d’aléa, qui en est responsable.

Remarque 21.5 (Irréductibilité). Pour tout x > 0 et conditionnellement a [’événement
{Xo =z}, le processus X entre dans tout intervalle en un temps fini avec probabilité positive.
En d’autre termes, sa trajectoire coupe toute bande horizontale en un temps fini avec probabilité
positive. Cela est immédiat si la bande est au dessus de x. Si la bande est en dessous de x, il
suffit de considérer une trajectoire en dents de scie.

2000
1500

1000

500

o

0

b
2 1

®

=] 2

FIGURE 21.2 — Histogramme d’un échantillon de X; pour ¢t =100, A =1, Q = 4y /».

Soit p > 1 un réel fixé. Si (E, d) est un espace métrique et p une loi sur E, alors la quantité
Jd(z,y)? p(dy) est soit infinie pour tout € E, soit finie pour tout = € E et on dit dans ce
cas que g a un moment d’ordre p fini. La distance de Wasserstein 4 W), sur 'ensemble des lois
sur ¥ possédant un moment d’ordre p fini est définie par

1/p
W, (1, o) = inf EdX,YPl/P:< inf / d(z, pHd:c,d)
(K1 p2) ) (d(X,Y)P) nen ExE( y)P 1l(dz, dy)
X1~
Xorvpa

4. On parle également de distance de couplage, de transport, de Kantorovich, de Mallows, de Fréchet, etc.
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21.1. Processus TCP window-size en informatique

ott M (1, p2) désigne ’ensemble convexe des lois de probabilité sur E x E qui ont pour lois
marginales p et po. Il est non vide car il contient la loi produit pq ® po. Un élément II de cet
ensemble constitue un couplage de p et po. Ici on prend E = R et d(z,y) = | — y|. On peut
montrer qu'une suite (y,), converge vers p pour W), ssi elle converge faiblement pour Cj, et si
tous les moments d’ordre < p de u, convergent vers ceux de .

Théoréme 21.6 (Comportement en temps long par couplage). Soient X = (Xi);5o et
Y = (Yi)i=0 deux processus TCP de méme paramétres A et Q, construits sur un méme espace
de probabilité. Si leurs lois initiales L(Xo) et L(Yy) possédent un moment d’ordre p > 1 fini
alors pour tout t > 0 et en posant 0, := A\(1 —E(QY)) on a

W(£(X0), £(Y)) < Wy(£(Xo), £(Ye)) exp (—"pt>

Démonstration. Considérons un couple (X,Y) ou X et Y partent de x et y mais utilisent le
méme N et le méme @ (mémes temps de sauts et coefficients multiplicateurs). Remarquable-
ment, la quantité | X; — Y;| reste constante entre deux sauts et au k¢ saut elle est multipliée
par Q. Par conséquent, pour tout ¢t > 0, on a

NE

B(IX; —Yi") =) E(|IX; — V[P Ly, —x})

e
Il
o

o

E(lz - yl'Qf ... QYL n=1})

il
=)

= |z =y’ > E(Q)'P(N; = k)
k=0
= |z — y|Pe MI-E@D),

Par conséquent, si & présent X et Y sont deux processus TCP de parameétres A et Q alors
pour tout couplage II de leurs lois initiales £(Xg) et £(Yp), pour tout ¢t > 0 et tout p > 1,

WL, LY < [ oy Ti(da.dy)
R+XR+

Il ne reste plus qu’a prendre I'infimum sur tous les couplages Il pour obtenir le résultat. [J

La chaine incluse X := (Xn)n>o = (X7,),50 de X est le processus pris aux instants de
sauts. Il s’agit d’une chaine de Markov homogene a temps discret et a espace d’états continu
R-. Elle vérifie Xg = Xg et constitue un processus auto-regressif linéaire :

)?nJrl — QnJrl()?n + En+1)-

Le noyau de transition K de X est donné pour tout f € Co(R4,R) et z > 0 par
R ) = B(f(Rus) | =) =X [ e f(gla+ ) Qo) dy.
[0,1]xR ¢

TAhéoréme 21.7 (Convergence en loi de la chaine incluse). Quelque soit X¢ la chaine incluse
(Xn)p=o converge en loi vers i = L(3 ;2 Q1+ QnEy).

Démonstration. En utilisant la formule auto-regressive et les hypotheses d’indépendance et
de stationnarité, on obtient, par récurrence sur n, la formule et ’identité en loi

n n

= d

Xn=Qn- Q1 X0+ E Qn Qnpr1Enpr1 = Q1 QnXo + E Q1 QrEy.
k=1 k=1

203



21. CROISSANCE ET FRAGMENTATION

On a E(Q1---Qn) = E(Q)". Or E(Q) < 1 car P(0 < Q < 1) = 1 et donc par conver-
gence monotone E(}° Q1---Qn) = >, E(Q)" < oo, donc P(}, @n < o0) = 1 et donc
P(Q:---Qn — 0) = 1. Par conséquent, Q1 ---Q,Xo — 0 p.s. D’autre part, par convergence
monotone, » ,_; Q1 ...QxE}) converge p.s. vers la série aléatoire Y 2 | Q1 - QnEy,, de loi .
Par conséquent, la chaine incluse converge en loi vers i quelque soit Xj. O

La loi /i a pour moyenne A" 'E(Q1)/IE(1—Q1). Pour la chaine incluse, I'oubli de la condition
initiale apparailt clairement sur la formule suivante :

1 - E(@Q1)"
A1 —TE(Q1))

La loi i vérifie ’équation en loi F' 4 Q1(F + Ey) ou F ~ i est indépendante de Q1, Fj.

E(X,) = E(Q)"E(Xo) + E(Q1)

21.2 Intensité des sauts variable selon la position

Il est possible de faire dépendre l'intensité de sauts du chemin parcouru par le processus.
On consideére une fonction localement intégrable A : x € Ry — A(z) € Ry et une suite (Ey),,»,
de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1. On construit la trajectoire du processus
(Xt)4>0 partant de Xo =z en posant X = xo + s pour tout 0 < s < T3 ot le premier temps

de saut Ty est défini par I’équation (instant ou I’ [ atteint E1)

Tl Tl
/ )\(Xs)ds:/ Mzo + s)ds = Ej.
0 0
Ensuite on pose )Z'Tl = Ql)?n = Q1(zo + ﬁ), et plus généralement, on pose
1

5 X~ +t—T, si T, <t < Ty,
t = = ~ ~ . ~
Qn+1(X:Fn + D1 —T) sit =T,

ou la suite croissante des temps de saut (fn)n>0 est définie par fo =0et

Thi1 . TnH—Tn ~
/ AMXs)ds = / AMXz +8)ds = Epy1.
0 n

T,

Par exemple, le cas spécial A\(z) = x donne

Thy1 — T = \/2En+1 + (an)2 _ an

Cette construction fournit la trajectoire t — )NQ sur U'intervalle [0, T so| ol TOO = limy, 00 Tn
est le temps d’explosion du processus. Si A est une fonction bornée, alors par comparaison au
cas constant, on obtient P(T, = c0) = 1 et on dit que le processus n’explose pas. Lorsque A
n’est pas bornée, par exemple \(z) = x, ce sont les propriétés de Q qui permettent d’établir

la non explosion. On peut montrer que le générateur du processus (Xi),5q est

1
E()@) = £/@)+Aa) [ (flar) = ) Qo)
Plus généralement, on peut construire les trajectoires d'un processus de générateur
L(f)(z) = G(f)(z) + Ax) /(f(y) — f(x)) K(x, dy)

ou K est un noyau markovien, ot A est une fonction positive localement intégrable, et ou GG
est le générateur d’'un processus quelconque, qui «agit» entre les temps de sauts.
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21.3. Branchement et croissance-fragmentation

21.3 Branchement et croissance-fragmentation

Le processus TCP permet de modéliser bien plus de choses que la taille de fenétre TCP du
protocole TCP/IP. On peut penser par exemple & la taille ou masse d’une cellule, qui grossit
linéairement puis subit une division cellulaire. On peut également penser & un polymere® dont
la longueur augmente linéairement au cours du temps puis subit une dislocation. Du point de
vue de la masse, la division ou la dislocation constituent une fragmentation qui conserve la
masse. Supposons pour simplifier que les fragments obtenus sont toujours au nombre de deux
et évoluent selon le méme processus, de maniére indépendante. Intéressons nous a la taille
N; de la population a l'instant ¢ > 0. Cela revient a étudier un arbre binaire ou la longueur
des segments de branches sont i.i.d. de loi exponentielle de parameétre A. A Dinstant ¢ > 0,
I’arbre possede N; branches, et Ny = 1. Le processus (Nt)t>0 est appelé processus de Yule de
parametre A. Il constitue une sorte de processus de branchement de Galton-Watson a temps
continu de loi de reproduction ds.

By
_—
I
F5
% .....................
Fy
—_—
Fy o
0

FIGURE 21.3 — Début de ’arbre binaire définissant le processus N.

Théoréme 21.8 (Taille de la population). Pour tout t > 0 la taille de la population Ny suit
la loi géométrique sur N* de paramétre e~ . En particulier,

E(N;) =eM et V(Ny) = (1 — e )M,

Démonstration. La propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles permet d’établir
que (Ni);q est le processus de comptage issu de No = 1 de la suite de v.a.r. (Sp),5; ol
S, = +---+ F, avec (Fn)n>1 suite de v.a.r. indépendantes et F;, de loi exponentielle
de parameétre nA pour tout n > 1. Ona Ny —1 = 3% 115 4(Sy). Or la v.ar. S, a la loi
de max(Ey,...,E,) ou Ey,..., E, sont i.i.d. de loi exponentielle de parameétre \ (propriété
également utilisée dans la preuve du théoréme 10.4). Donc, pour tout entier n > 0,

P(Ny—1>2n)=P(S,<t)=P(E; <t)---P(E, <) = (1_6—/\t>n_

O]

Considérons le cas ou chaque fragmentation donne lieu a k + 1 fragments ou k > 1 est
fixé. On note (Nt(k))t>0 le processus de comptage associé. Pour tout n > 2, le processus issu
de n est la somme de n copies i.i.d. du processus issu de 1. C’est la propriété de superposition
ou de branchement. On dit que (Nt(k))t>0 est un processus de Yule de loi de reproduction

5. Longue molécule constituée d’une chaine de molécules plus petites identiques appelées monomeres.
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21. CROISSANCE ET FRAGMENTATION

Or+1- 11 s’agit d’un processus de Markov homogene & temps continu d’espace d’état IN et de
générateur infinitésimal L¥) donné pour tous f: IN — R et n € IN par

By N® o\
L0 (f)n) = tim PIECINZW 2T 4 k) — )

t—0+ t

A comparer, au passage, avec le générateur \(f(n + 1) — f(n)) du processus de Poisson. Si
f(n) =net a,(t) = IE}(Nt(k) ]No(k) =n) = Pt(k)(f)(n) alors (L™ £)(n) = kAn = kXf(n) et

Iéquation de Chapman-Kolmogorov progressive (forward) donne 'E.D.O.
dran(t) = PP (f) = LW £) = kAP (f) = kAan ().

La condition initiale a,(0) = n donne alors E(Nt(k) |Nék) = n) = nefM. L’exploitation
systématique de cette méthode conduit au résultat suivant.

Théoréme 21.9 (Processus de Yule). Supposons que Nék) ~ d01. Pour tout réel t > 0 et tout

entier k > 1 si Z1,...,Z; sont des v.a.r. i.i.d. de méme loi que Nt(k) alors (Zy + -+ + Zx) [k
suit la loi géométrique sur IN* de paramétre e ¥ . En particulier,

E(NF) = b et V(NF)) = k(1 — e FM) 2k,
De plus e*kAtNt(k) converge en loi quand t — oo vers la loi Gamma(l/k,1/k) de densité

x mxl/k_le_x/kﬂmr (x).

Il est possible d’établir que le processus (e‘k’\tNt(k))t>0 est une martingale uniformément

intégrable, et converge donc p.s. et dans L! vers une v.a.r. de loi Gamma(1/k, 1/k).

Démonstration. On se raméne a A = 1 par changement de temps. Fixons a présent s € [0, 1]
et considérons la fonction f(n) = s". On a Pt(k)(f)(n) = E(sNt(k) | Nék) =n). On s’intéresse a
la fonction génératrice g;(s) := E(sNt( Y | Nék) =1)= Pt(k)( f)(1). La propriété de branchement
donne P (f)(n) = (P (£)(1))" = gi(s)" et donc
k k k n n
LO(PP (1)) =B (£ + k) = B (£)(0) = nlon(s)"F — an(s)").

L’équation de Chapman-Kolmogorov rétrograde (backward) donne & présent 'E.D.O.

091(s) = PP (1) (1) = LOPP () (1) = guls)* — guls).

La condition initiale go(s) = s donne enfin g;(s) = se *(1 — (1 — e ¥*)s*)~1/F, En particulier,
gF est la fonction génératrice de kG ol G est une v.a.r. de loi géométrique sur IN* de paramétre
ekt Pour la convergence en loi, pour # < 0, la transformée de Laplace

E(exp <Ge*ktNt(k)>) = exp (He*kt) e*t(l — (1 — e*kt) exp (er*kt»_l/k
= (ekt exp (—szefkt> — M4 1>_1/k

converge, lorsque t — oo, vers la transformée de Laplace de la loi Gamma(1/k,1/k) :

1/k
(1— ko)~ /% = (1/;/60 .
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21.4. Notes et commentaires

Remarque 21.10 (Fragmentation). La modélisation de la fragmentation peut étre faite plus
généralement en utilisant une loi sur les partitions de [0, 1] avec un nombre possiblement infini
de morceaux. Cela méne a la théorie probabiliste de la fragmentation.

Supposons que le mécanisme de fragmentation en k + 1 fragments consiste en une division
équitable de la masse. A I'instant ¢ > 0, la population de fragments est constituée de Nt(k)
individus, positionnés sur un arbre k+1 régulier (chaque individu fait £+ 1 enfants puis meurt).
Pour numéroter les individus, on introduit les étiquettes U = U2 ;(IN*)" avec la convention
(N*)? = &, et on (IN*)" sert & numéroter les individus de la génération r. Les individus vivant
a un instant ¢ donné peuvent appartenir a différentes générations. La population a I'instant
t est un sous-ensemble aléatoire Gy de U, et vérifie Nt(k) = |G¢|. Si X,,+ représente la taille
de l'individu v € G; vivant a l'instant ¢ alors la répartition des masses a l'instant ¢ dans la
population est capturée par la mesure de probabilité empirique u; = (1/ Nt(k)) D ueGy OXu -
Cette loi aléatoire donne la masse d’un individu choisi uniformément parmi ceux vivants
a l'instant ¢. Pour une fonction test f : Ry — R, on a E((l/Nt(k))Zuth f(Xu7t)> =

E(f(Xuv,+)) ot Uy est de loi uniforme sur Gy. Intuitivement, I’évolution de la masse le long
d’une branche quelconque de ’arbre suit le processus TCP. En réalité, il faut préciser ce
que l'on entend par « branche quelconque » car un phénomene de biais par la taille peut
apparaitreS.

21.4 Notes et commentaires

Le véritable modele de taille de fenétre TCP est plus complexe et incorpore notamment une
taille maximale de fenétre. Il est étudié par Teunis Ott et Johannes Kamperman dans [OKO08§],
voire également les écrits de Philippe Robert [Rob05, Rob10]. Le comportement en temps long
est étudié dans l'article [CMP10]. Des aspects graphiques sont explorés dans l'article [GR10]
de Carl Graham et Philippe Robert. La version branchante est étudiée par Vincent Bansaye,
Jean-Francois Delmas, Laurence Marsalle, et Viet Chi Tran dans [BDMT11, Clol13]. Le
processus de Yule doit son nom a Udny Yule et est étudié dans les livres [Har02, ANO4].
Un lien avec des équations d’évolution de transport-fragmentation se trouve dans le livre de
Benoit Perthame [Per07]. Une théorie de la fragmentation se trouve dans le livre de Jean
Bertoin [Ber06].

Les distances de Wasserstein sont au cceur de la théorie du transport optimal de la mesure,
objet du livre de Villani [Vil03b]. Si E = R et d(x,y) = |« — y| alors, en notant F, ' I'inverse
généralisé de la fonction de répartition de p, on montre que W), est une distance L? inter
quantiles :

1 1/p
W1, i) = < / |F;1<x>—F;1<x>\pdx) — 1Fpy = Full,

6. Il s’agit d’un biais d’échantillonnage classique en statistique : un individu tiré au hasard a plus de chance
d’étre issu d’une famille nombreuse.
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CHAPITRE 2 2

Modele du télégraphe

Mots-clés. Processus de Poisson ; chaine de Markov a temps continu ; générateur infinité-
simal.

On s’intéresse au mouvement d’une bactérie qui possede de quatre a six flagelles répartis
sur sa surface et se déplace en les faisant tourner a la maniére d’un tire-bouchon. Quand
ils tournent dans le sens anti-horaire, les flagelles forment un faisceau propulsif qui produit
un déplacement en quasi-ligne droite. Quand ils tournent dans le sens des aiguilles d’une
montre, les flagelles sont décorellés et produisent une rotation de la cellule sans déplacement
significatif. La cellule alterne donc les déplacements en ligne droite ou runs et les rotations
sur place. La durée moyenne d’un run est d’environ une seconde tandis que le temps moyen
d’une rotation est de 'ordre du dixieéme de seconde. Dans la suite, on néglige le temps de
rotation et on suppose que le mouvement s’effectue en dimension un. Dans un milieu isotrope,
le taux d’apparition d’une rotation au cours d’un run est essentiellement indépendant du
temps passé depuis la derniere rotation : la longueur d’un run peut donc étre modélisée par
une loi exponentielle de parametre a.

Notons X; et V; la position et la vitesse de la bactérie a I'instant ¢. La vitesse de la bactérie
prend ses valeurs dans l’ensemble {—1,+1} aprés un changement d’échelle adéquat. Soit
(Nt)t>0 un processus de Poisson d’intensité a et (Vp, Xo) une variable aléatoire a valeurs dans
E = {~1,+1} x R indépendante de (N¢),,. On définit le processus ((Vi, Xt));5o & valeurs
dans F en posant, pour tout ¢t > 0

t
Vi= (—1)NVp et Xt=Xo+/vsds.
0

On souhaite savoir comment évolue la répartition des bactéries au cours du temps connaissant
la répartition a l’instant initial.

Tout d’abord, le processus des vitesses (V) est un processus de Markov sur {—1,+1}
dont on peut déterminer entierement la loi. Pour tout ¢ > 0, notons

pr(t) =P(Vi=+41) et p_(t)=P(V; = -1).
Ces fonctions sont solutions des équations différentielles suivantes :

P (t) = alp—(t) —p(t) et p(t) = alpy(t) —p_(1)).

Théoréme 22.1 (Loi de la vitesse). Ce processus admet une unique mesure invariante :
%5_1 + %5“. De plus, pour tout t > 0, on connait la loi de Vi en fonction de celle de Vy :

P4(0) =5 (0) s0r

po(t) = £ 4 20 =P-(0) o :

1
top(t) == —
2 2 et p-(t)=3
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22. MODELE DU TELEGRAPHE

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

(p+ —p-)'(t) = —2a(p+ —p-)(t) et (p++p-)(t)=0
et de résoudre ces équations différentielles linéaires. O

Nous verrons notamment dans la suite que V et (X, V') héritent de la propriété de Markov
du processus de Poisson N, ce qui n’est pas le cas du processus X. Dans la section 22.1, on
étudie les propriétés markoviennes du processus complet (V, X) héritées de celles du processus
de Poisson. Nous faisons enstuite le lien entre ce processus et une équation aux dérivées
partielles dite du télégraphe dans la section 22.2.

22.1 Aspects markoviens du processus complet

Nous étudions dans cette section le semi-groupe de Markov et le générateur infinitésimal
associé au processus (V, X). L’approche est similaire & celle adoptée pour le processus de
croissance-fragmentation dans le chapitre 21 et pour la file d’attente M/M /oo dans le chapitre
18. Pour tout ¢ > 0 et toute fonction f mesurable bornée de E dans R, on note

P (0,) = B( 0 X0IVo = 0. X0 = ) = B[ (-1 o | 1y ).

Pour k£ € IN, on note CE I’ensemble des fonctions f : £ — R mesurables bornées qui sont de
classe C* en la deuxiéme variable & dérivées successives bornées.

Théoréme 22.2 (Semi-groupe de Markov). La famille (P;),- vérifie les propriété suivantes :
— pour tout t = 0, si 1 est la fonction constante égale a 1, alors P,1 =1
— si [ est positive, alors P;f l'est aussi;
— pour toute fonction f € Cg et toutt >0, P,f € Cg ;
— pour toute fonction f € C}E, P, f converge uniformément vers f quand t tend vers 0;
— pour tous t,s = 0 et toute fonction f mesurable bornée de E dans R,

Piysf(v,x) = Pyo Psf(v,x).
On dit que (Pt)yq est un semi-groupe de Markov.
Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Pour établir le troisiéme, on écrit

‘Ptf(?},.%')—f(?),.f)‘ E(‘f(v;HXt) U,.TJ)"‘/E):’[)’XO:.Z')

<
<SE(|f (Vi Xb) = (v, 2)[1 (v, =0y [Vo = v, X = )
+E(f(Vi, X) — f(v,2) 1y, 13 Vo = v, Xo = )

Si N, = 0, alors, pour tout s € [0,t], Vs = v et X; = 2+ tv. On a donc
E(|f(Vi, X3) = f (v, 2)[1n,—03 Vo = v, Xo = ) = |f (v, 2 + vt) — f(v,2)| < [|0xf[| ot
D’autre part,
E(|f(Ve, Xz) = f(v,2)[ 1,213 Vo = v, Xo = ) < 2| fll PN = 1) = 2| f[| o (1 — e™).
Démontrons la derniere propriété. Pour tous s,t > 0, on a
Prysf(v, ) = E{E{f(Vits, Xt+s)| Xo, Vo, X1, Vi} [ Xo = 2, Vo = v}.
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22.1. Aspects markoviens du processus complet

Par définition de (V, X) on écrit
S
Vigs = (D)"Y et Xpps = Xy + Vt/ (—1)Neru=Ne gy,
0

On utilise ensuite le fait que le processus de Poisson est & accroissements indépendants et
stationnaires, et, en particulier, que (N5 — N¢)4 est un processus de Poisson de parametre
« indépendant de (N,)y<,<; Pour obtenir que

t+s
E(f((—l)Nf“—Ntv;,Xt +Vi / (—1)Num e du) | X0, vo,Xt,v;) =P f(Vi, Xy).
t

On retrouve alors la relation de semi-groupe Py f(v,2) = Py o Psf(v,x). O

Théoréme 22.3 (Générateur infinitésimal). Pour tout t > 0 et toute fonction f € C},

H Piwf—Pf

— AP, —
h tfHoo h—0 O’

ot lopérateur A est défini par
Af(U, J}) = CY(f(—U,QS‘) - f(va 33‘)) =+ Uaxf(v¢$)7
pour toute fonction f € C}J. En particulier, pour tout t > 0 et pour toute fonction f € C};,
O P, f(v,x) = AP.f(v,2) = P,(Af)(v, z). (22.1)
Démonstration. Démontrons dans un premier temps le résultat pour £ = 0. Soit f € C}E. Alors
Pyof(v,2) =E(f(Vi, Xn)1{n, =0y | X0 = z, Vo = v)
+ E(f(Vi, Xn) 1N, =131 X0 = 2, Vo = v)
+ E(f(Vi, Xn)1in, 231 X0 = 2, Vo = v).
On étudie ces trois espérances séparément. La derniére est bornée en valeur absolue par
£ llaP(Nh = 2) = || flloo (1 — ™" (1 + ah)) = O(h?).
La premiere vaut
E(f(v,z +vh)l{n, =) = f(v,2 + vh)e "
= f(v,2) + h(vO0y f (v, ) — af (v, 2)) + o(h).

Enfin, la deuxieéme espérance s’écrit

h
B[ (<o o [0 du)1g,m] = ahe o (f(-v.) +o0)
0
puisque le terme intégral est borné (en valeur absolue) par h. On a ainsi obtenu

th(’U,.CI}) = f(v,x) + hAf(Uv .%') + O(h)v

ce qui acheve le cas t = 0. Pour étendre le résultat a tout temps ¢ > 0, on utilise la propriété
de semi-groupe et la premiere partie de la preuve :

Pwf—Pf P, - P

h _APtf:< h

I
—A|P =
) Gl

puisque que P, f € C}E. De méme, I’écriture alternative

Ponf—PBf P, — B
Ztth) W p (220
h t h fv
fournit la relation 0;P;f = P, Af. ]
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22. MODELE DU TELEGRAPHE

22.2 Lien entre équation et processus

Soit ¢ une fonction de classe C! sur R. Définissons u™ et v~ sur Rt x R par

U+(t,$) = Pt(b(l?x) = E((b(Xt)‘Vb =1, Xo = CC),
ui(tvx) = Pt¢(_1ax) - E(¢(Xt)“/0 =-1,X0= .Cl?),
ou l'on a commis ’abus de notation suivant : on note encore ¢ I'application (v, x) — ¢(x).
Par définition de u™ et v, la propriété (22.1) assure que
atu+(t7 JZ‘) = 875Pt¢(17 I‘) = APt¢(17 LU)
= a(Pt(b(_lv ZE) - —Pt¢(17 .73)) + axpt(b(l? .’L’)
=a(u (t,x) —ut(t,z)) + dpu™ (¢, ).

On peut faire de méme pour u~ et en déduire que le couple (u™,u ™) est solution du systéme
d’équations :

{aﬂﬁ(t, z) = a(u(t,z) —ut(t,2)) + Dt (t, ) (22.2)

o (t,z) = alu™(t,z) —u= (t,x)) — Opu (¢, ).
En posant v = (ut +u7)/2 et @ = (ut —u™)/2, le couple (u, @) est solution du systéme :
Owu(t, x) = wou(t, ),
ovu(t,x) = —2au(t, ) + Ogu(t, x).

Dériver la premiere équation par rapport a t et la seconde par rapport a x permet de supprimer
le terme 0,0,u(t, z) pour obtenir

Diu(t,z) = —20wd,u(t, r) + w202, ult, ).
11 reste alors a remplacer 0,u(t, x) par dyu(t, ) pour obtenir que

DAu(t,z) — w202 u(t, x) + 20dsu(t,z) = 0.
On a montré le résultat suivant.

Théoréme 22.4 (Représentation probabiliste de la solution d’une EDP). La fonction u
définie par u(t,z) = E(¢(z + X)) pour tout t > 0 et x € R ot Xo = 0 et Vy suit la loi
%(Lw + %511, est solution de [’équation du télégraphe :

Oiu(t,x) — 02, u(t, ) + 2adpu(t,x) = 0 pour tous t > 0, = € R,
u(0,2) = ¢(x) pour tout x € R,
Ou(0,2) =0 pour tout x € R.

L’équation aux dérivées partielles du théoréme 22.4 est une superposition de deux équations
classiques : I’équation des ondes ou des cordes vibrantes, et I’équation de la chaleur. La
premiere décrit la propagation d’un signal sans amortissement tandis que la seconde traduit
un phénomene de diffusion.

22.3 Modification ergodique

Dans cette section, on modifie légerement la dynamique du processus (V, X). La vitesse est
toujours a valeurs dans {—1,+1} et X l'intégrale de V. Toutefois, on complique légérement
le mécanisme de saut de V. Pour simplifier, on construit par récurrence les positions aux
instants de saut de V' et on compléte ensuite par interpolation.
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22.3. Modification ergodique

FI1GURE 22.1 — Une trajectoire.

Soit (Ep),>; une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramétre 1 indépendante de (Vp, Xo) € {—1,41} x R*. On note Ty = 0. On définit par
récurrence les quantités suivantes :

E,/b si Vo1 =1,

T, = Ty + )
noont {(En/a)/\Xn_l si Vo = —1,

puis

Vo==-Vh—1 et Xn = anl + anl(Tn - Tnfl)-

On construit alors le processus (X, V) en posant V = V et X comme interpolation linéaire de
X. Pour résumer, le taux de saut de V est donné par

b1 + < + ! )1
{o=1} a fo=—1}-
le—0y
Une excursion de (V, X) est une trajectoire issue de (+1,0) arrétée a I'instant
S=inf{t>0: X; =0}.

On appelle ¥ la transformée de Laplace de S :

¥ ANER B P(N) = gy (6)‘5).
Lemme 22.5 (Longueur d’une excursion). Le domaine de définition de v est | — 0o, Ac] ot

_a+b (Vb — a)?
W BN T L0

De plus, si A < A, on a

a+b—2\—/(a+b—2)\)2—4ab
2a '

P(A) =

En particulier, Y(A.) = \/b/a et B 0)(S) =2/(b—a).

Démonstration. Le premier temps de saut T3 = E pour V lorsque (Vp, Xo) = (1,0) suit la
loi exponentielle de parametre b. Si V' ne saute pas entre E et 2F alors S = 2FE. Dans le
cas contraire, (V, X) fait une excursion au dessus de X7, qui a méme loi que X. Apres cette
excursion, (V, X) se trouve en (—1, Xp,). Encore une fois, de deux choses 'une : X atteint
0 avant que V ne saute ou non (dans ce cas, une autre excursion se greffe). La figure 22.2
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22. MODELE DU TELEGRAPHE

Xy

E S

FIGURE 22.2 — Décomposition d’une excursion. Les points signalent les sauts de la vitesse.

illustre ce découpage. Le nombre N d’excursions incluses dans la descente depuis F suit la loi
P(aN). On peut donc écrire

N
S22E+ 35,
k=1
ot B, N et (Sk),~, sont indépendantes. Ainsi donc, on a
¢()\) _ E(E<62AE+)\ Efcvzl Sk|E, N)) — (62>\EE(1/J()\)N|E)>

b
— B P EaE@N-1)) —
(6 ¢ ) b+a—2x—ap(\)

pour tout A dans le domaine de définition de 1 (qui contient | — 0o, 0]), d’ot la formule. [

Plus de précision est possible sur la structure d’une excursion issue de (+1,0). Ceci va
permettre d’exprimer la quantité suivante en termes de variables aléatoires classiques :

S
I:/ M g(Vy) ds
0

ou g est une fonction sur {—1,+1}. Le premier temps de saut E suit la loi exponentielle
de parametre b. Conditionnellement, a 1’événement {E = z}, le nombre N d’excursions
« greffées » sur le retour a 0 est distribué selon la loi de Poisson de parametre a. Condi-
tionnellement & {E =z, N =k} les k hauteurs auxquelles elles ont lieu sont distribuées
comme (zU ), TU (g k-1, - - - » 2U(x,1)) ot les variables aléatoires (U;),-; sont indépendantes
et de méme loi uniforme sur [0,1] et (U gy, .-, Ugk)) représente I'échantillon réordonné

dans l'ordre croissant). Soient | (V (i),X (®) 0 des trajectoires indépendantes sur
t t J0<t<S 1
SUS >

une excursion issue de (+1,0). On a alors

E N s .

4 (2) .

I= () +9(-1) [ ay+ Y [Ty as
=1

On a alors
S; '
t (i ,
IB(/O AMEUG, Ny +Xs ))Q(VS(Z))ds]E,N, (Ui)i>1) = E(I)e*EVam,

On en déduit la relation suivante

E(l) =E (g(l) J;g(_l) (e = 1) + E(I) i e*EU@N))
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Enfin, par indépendance des variables aléatoires considérées,

N
E (Z AU |E> = (N E)

i=1

Ainsi, pour tout A < b — a, on obtient

() = S0 9D,

Le théoreme ergodique montre que si v est la mesure invariante de (V, X) alors

Az vidv,dz) = (1) :9(1)+9(_1) b—a
/{—1,+1}><]R+e g(v) (d ,d ) E(S> 2 b—a—\

Ainsi, la mesure invariante v est la loi (1/2)(0—1 + d4+1) ® Exp(b — a).

22.4 Notes et commentaires

De nombreux modeles mathématiques pour ces probléemes de déplacement de bactéries
se trouvent par exemple dans les articles de Hans Otmer, Steven Dunbar, et Wolfgang Alt
[ODAS8S|, et de Radek Erban et Hang Othmer [EOO05]. Le théoreme 22.4 est dii & Marc
Kac [Kac74]. L’équation aux dérivées partielles du théoréeme 22.4 est appelée équation du
télégraphe car elle modélise également 1’évolution de la tension dans un cable coaxial. On
trouvera dans l'article de Samuel Herman et Pierre Vallois [HV10] le lien avec les marches
aléatoires persistantes.
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CHAPITRE 2 3

Probleme de Dirichlet

Mots-clés. Chaine de Markov ; martingale ; méthode de Monte-Carlo ; mouvement brow-
nien.

Ce chapitre est consacré au probléeme de Dirichlet continu, en liaison avec le mouvement
brownien. La version discrete est abordée dans le chapitre 2 consacré aux marches aléatoires.
La motivation est ’étude de la répartition de la température dans un solide. Considérons
donc un solide homogene identifié & ’'adhérence D d’un ouvert connexe borné D de R? dont
on fixe la température de surface non nécessairement constante égale a une fonction b. La
température a l'intérieur du solide converge vers un équilibre thermique que I’on souhaite
exprimer en fonction de D et b. Intuitivement, la température en un point intérieur du solide
est égale a la moyenne des températures prises sur toute boule centrée en ce point et incluse
dans le solide : la température ¢ vérifie la formule de la moyenne. En analyse, on dit que ¢
est harmonique sur D si elle est localement intégrable et vérifie la formule de la moyenne :

1

La température devrait étre continue sur ’ensemble du solide si b I'est au bord 9D de D. On
peut donc formuler ainsi le probléme de Dirichlet : une fonction ¢ définie sur D a valeurs dans
R est solution du probleme de Dirichlet :

1. pour tout point = de 9D, ¢(z) = b(x),
2. ¢ est continue sur D,
3. ¢ harmonique sur D.

Il existe de nombreux théorémes étudiant ’existence et/ou l'unicité de la solution du
probléme de Dirichlet mais bien stir la solution n’est en général pas explicite. Dans certains cas
tres particuliers, il est cependant possible de donner une représentation intégrale relativement
explicite de la solution. Dans les autres cas, des méthodes numériques, déterministes ou
probabilistes, permettent de résoudre le probleme de maniere approchée.

Théoréme 23.1 (Fonctions harmoniques). Pour toute fonction ¢ : D — R les trois propriétés
sutvantes sont équivalente :

1. Moyenne sur les boules : ¢ est harmonique ;

2. Moyenne sur les spheres : ¢ est localement intégrable sur D et vérifie
Ve € D, r <dist(z,0D), ¢(x)= / oz +y) or(dy),
5(0,r)
ot o, est la mesure de probabilité uniforme sur la spheére centrée de rayon r ;
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3. Laplacien nul : ¢ est de classe C*° sur D et son laplacien est nul sur D.

De plus, si ¢ est harmonique sur D alors toutes ses dérivées partielles sont harmoniques sur
D. Enfin, si|¢| est bornée sur D, alors il en va de méme pour toutes les dérivées partielles ¢.

Le théoreme 23.1 permet de reformuler le probleme de Dirichlet en termes d’équations
aux dérivées partielles (EDP).

Corollaire 23.2 (Reformulation du probléme de Dirichlet en terme d’EDP). Une fonction ¢
est solution du probléme de Dirichlet sur D avec conditions aux bords b, si et seulement s,
elle est de classe C*° sur D et continue sur D et vérifie

Ap(z) =0  pour tout x € D,
¢(x) =b(x) pour tout x € OD.

Preuve du théoréme 23.1. Montrons que la seconde propriété implique la premiére. Supposons
sans perte de généralité que x = 0. Grace a un changement de variables polaires, on a

1
_ h(y)dy = // y) os(dy)|0B(0, s)| ds
|B(0,7)] /B0, w) Td|B 0,1)] 2B(0,5) OB, 5)

)os(dy =1 gs.
rd/ /8303 )

Ainsi, si h vérifie la formule de la moyenne sur les spheres, alors h vérifie la formule de la
moyenne sur les boules. Réciproquement, si h est harmonique, ’expression ci-dessus donne

0) = d/ / h(y) os(dy)s?~t ds.
o JoaB(o,s)

Une dérivation par rapport a r donne la formule de la moyenne sur les spheres.

Montrons que les deux derniéres propriétés sont équivalentes. Soit x € D, V un voisinage
de z inclus dans D et ¢ < dist(V,dD). La fonction ¥, donnée par z — c(e)exp((|z]* —
52)*1)1{|x‘<5} est de classe C*, positive, d’intégrale 1 pour c¢(¢) bien choisi, a support dans la

boule B(0,¢) et radiale. La fonction ¢ * W, est donc de classe C* sur V. De plus, pour tout
y € V, la formule de la moyenne sur les spheres assure que

b Wa(y) = /B o, S W

_ /< / ¢(y_|_sz)as(dz)>|S(0,s)|\115(s)ds
0 S(0,s)

— 4(y) /B LICEE

puisque W, est radiale. Elle est de plus d’intégrale 1 : ¢ et ¢ *x U, coincident sur V et ¢ est
ainsi de classe C* sur V. Enfin, pour ||y|| assez petit, on a

¢z +y) = o) + Vo(r) -y + %(HGSS(@(HZ)?J) -y + ol[lyl*)-

En intégrant cette relation sur la sphére centrée de rayon r contre la mesure uniforme et
en faisant tendre r vers 0, on obtient que A¢(x) = 0, tandis que la réciproque s’obtient en
intégrant la relation sur une petite boule.

Il reste a établir les propriétés de régularité automatiques des dérivées. La propagation de
I’harmonicité s’obtient par récurrence en dérivant la formule de la moyenne. De plus, pour
tout multi-indice a € IN?, il existe existe K (e, ) tel que, pour tout y € V,

0ad(y)| = | * OaVe| < K(e, @) sup [6(2)].

zeD

Un argument de compacité assure le résultat. O
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23.1 Interprétation probabiliste

La théorie des probabilités fournit les outils nécessaires a 1’étude du probleme de Dirichlet
sous sa forme EDP. Elle fournit notamment une fonction qui pourrait étre solution. Soit
(Bt),=0 est un mouvement brownien sur R% et 7 = inf{t > 0 : B, ¢ D} est le temps de sortie
de D pour (Bt)t>0. On notera P, la loi de (Bt)t>0 sachant que By = x et IE, 'espérance par
rapport a cette loi. Le mouvement brownien est un processus de Markov fort et la formule
d’Itd assure que si f est une fonction de classe C2 de R? dans R & dérivées bornées, alors

F(B)) = f(Bo) + / SAS(B.)ds + / Vf(Bs) dB..

L’intégrale stochastique ci-dessus est une martingale. La clé du lien entre probabilités et
analyse est contenue dans la remarque suivante : (f(Bt)) est une martingale si et seulement
si (ou presque) f est une fonction harmonique.

Théoréme 23.3 (Harmonicité de la représentation probabiliste). La fonction v définie sur
D par v(z) = E.[b(B;)] est harmonique sur D.

Démonstration. Soit x € D et r < dist(x,0D). Notons 7, = inf{t >0 : B; ¢ B(z,7)} le
temps de sortie de la boule centrée en x de rayon r pour le mouvement brownien issu de x.
Voir la figure 23.1. La propriété de Markov forte de (Bt),, assure alors que

(@) = By [Eg (b(Br)|Fr,)] = By [Ex,, (b(Br))] = Eu(v(Br,))-

Enfin, comme la loi du mouvement brownien est invariante par rotation, la v.a. B, est
distribuée selon la loi uniforme sur S(0, 7). Cette propriété assure que la fonction v vérifie la
formule de la moyenne sur les spheres. ]

FIGURE 23.1 — Découpage d’une trajectoire sortant de D apres étre sortie de B(z, ).

Remarque 23.4 (Noyau de Poisson). La représentation probabiliste ci-dessus montre que la
solution du probleme de Dirichlet en un point x de D s’écrit comme la moyenne des valeurs
auz bords pondérées par la loi du lieu de sortie d’un mouvement brownien issu de x. La densité
de cette mesure est appelée noyau de Poisson de D.

L’unicité de la solution du probleme de Dirichlet se déduit de I'interprétation probabiliste.
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Théoréme 23.5 (Unicité de la solution). Soit ¢ une solution du probléme de Dirichlet sur
D de condition aux bords b. Alors, cette solution est unique et s’écrit

Vee D, o) =E,[b(B,)].

Démonstration. La formule d’It6 fournit la décomposition suivante :

tAT
(Buns) = o) + /0 SAG(B,) ds + Min,

ou (Mt/\T)t>0 est une martingale bornée d’apres les propriétés de régularités automatiques
des fonctions harmoniques (théoréme 23.1). En effet, ¢ est une fonction harmonique sur D et
bornée sur D. Il en est alors de méme pour ses dérivées. En prenant I’espérance et en faisant
tendre ¢ vers l'infini, on obtient le résultat annoncé. ]

Remarque 23.6 (Preuve de I'unicité par principe du maximum). Une fonction h harmonique
sur un domaine D atteint nécessairement maximum sur un compact K en un point du bord
de K. Ce principe du maximum fournit ['unicité de la solution du probléme de Dirichlet : la
différence de deuz solutions est une fonction harmonique nulle sur 0D et donc nulle sur D.

Il est délicat d’établir la continuité sur D de la fonction v donnée par le théoréme 23.3.
Cela fait intervenir les propriétés géométriques du domaine D.

23.2 Cas de la boule unité

Il existe tres peu de domaines D pour lesquels une expression explicite de la solution du
probléme de Dirichlet est disponible. Cette section est consacrée au cas des boules euclidiennes.

Théoréme 23.7 (Représentation intégrale de la solution dans une boule). La solution du
probléme de Dirichlet sur la boule centrée de rayon r dans R® de condition aux bords b s’écrit

_ 2
P20~ [nf?)

o) = [ MR o), ot Py =

Ici encore ¢(x) s’écrit comme la moyenne de b sur 9D contre la densité P(z,y) par rapport
a la mesure uniforme sur S(0,7). Cette mesure donne plus de poids aux points de la sphere
qui sont proches de x, ce qui correspond bien & l'intuition en termes de température du solide.

Le probleme de Dirichlet sur une boule de R¢ se rameéne ainsi au calcul d’une intégrale sur
la sphére de dimension d — 1. Lorsque d > 1 les méthodes de calcul approché déterministes
deviennent tres difficiles & mettre en place car elles demandent de discrétiser la sphere. La
méthode de Monte-Carlo reste elle tres simple a utiliser grace au résultat suivant.

Théoréme 23.8 (Simulation de la loi uniforme sur la sphere). Si X est un vecteur aléatoire
dans R de loi Ny(0,1,), le vecteur aléatoire Y = X /| X| suit la loi uniforme sur S(0,1).

Démonstration. La v.a. Y est définie p.s. puisque l'ensemble {X = 0} est de mesure nulle. De
plus, la loi de X est invariante par toute rotation : si O est une matrice orthogonale alors OX
a méme loi que X. Il en est donc de méme pour Y. Or la seule loi de probabilité sur la sphere
unité munie de sa tribu borélienne qui soit invariante par rotation est la loi uniforme. O

Remarque 23.9 (Algorithme de Box-Muller). Si U est une v.a.r. de loi uniforme sur [0, 1]
et V une v.a.r. de loi exponentielle de paramétre 1/2 sont indépendantes alors

X =VVcos(2nU) et Y =+Vsin(2nU)

sont indépendantes et de méme loi gaussienne centrée réduite. Cette propriété a longtemps été
utilisée par les logiciels de calcul scientifique avant d’étre délaissé pour des procédures plus
efficaces comme Ualgorithme du Ziggurat de Marsaglia basé sur une méthode de polygonalisation.
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23.3 Approches numériques

Dans le cas d'un domaine général, on ne dispose pas d’une expression explicite du noyau
de Poisson. Il faut donc envisager des méthodes de résolutions approchées. Pour cela, on
discrétise le domaine D. Soit h > 0 le pas de discrétisation. On définit la grille Dj, comme
intersection de D et du réseau hZ? :

Dy = DN hZd = {xeD, i, ... ,iq) € Z8, = = (hz’l,...,hid)}.

On dit que z,y € hZ? sont voisins, et on note x ~ ¥, si |z — y| = h. La frontiere de Dy, s’écrit
6hDh:{y€D;:l : dx € Dy, l’fvy}.

L’opérateur laplacien est lui remplacé par 'opérateur aux différences :

Anf () = 53 3 () — F(&).

y~z

On dit que ¢y, est h-harmonique sur Dy, si Ay, = 0 sur Dy,. Il convient également de définir
une fonction by, sur 9y D) qui soit une approximation raisonnable de b définie sur 0D. Le
probleéme de Dirichlet discret est alors le suivant : trouver ¢y, sur Dy, U 9, Dy, telle que

Apép(xz) =0  pour tout & € Dy,
on(z) = bp(x) pour tout x € 9Dy,

C’est exactement le probleme de Dirichlet discret étudié dans le chapitre 2, qui possede une
solution probabiliste dans le méme esprit que celle du probléeme de Dirichlet continu, avec
la marche aléatoire simple en lieu et place du mouvement brownien. Cette substitution est
justifiée par la remarque suivante. Si f est une fonction de classe C? de R? dans R, alors

h2
Anf(z) = 55AF (@) + o(h?).

Ainsi, quand h est petit, A}, apparait comme une approximation du laplacien. D’autre part,
dire que Ap¢p(z) = 0 revient a dire que ¢p(x) est la moyenne (avec la mesure uniforme) des
valeurs de ¢y, en les 2d voisins de x, ce qui est un analogue de la propriété de la moyenne.

Remarque 23.10 (Approche déterministe matricielle versus approche probabiliste). Puisque
Dy, est un ensemble fini, résoudre le probleme de Dirichlet discret revient a résoudre un systéme
linéaire de card(Dy,) équations a card(Dy,) inconnues. On peut montrer que ce systéme posséde
une unique solution. Sa résolution est simplifiée par le fait la matrice associée au systeme est
tres creuse : au plus 2d + 1 inconnues sont impliquées dans chaque équation. Cette méthode
directe permet, au terme des calculs, de déterminer simultanément la valeur de la solution
on en tout point de la grille Dy. Cette méthode est payante lorsque 'on veut déterminer la
température du corps en tous les points du solide.

23.4 Demi-plan supérieur : du discret au continu

Le but de cette section est d’illustrer dans un cas particulier la convergence de la solution
du probleme de Dirichlet discret vers la solution du probléeme de Dirichlet continu formulé
dans le corollaire 23.2. Méme s'il n’est pas borné, le demi-supérieur dans R? posséde un noyau
de Poisson explicite. Il est également possible de déterminer la loi du lieu sortie de la marche
aléatoire sur le réseau de hZ2. Soit N un entier. Le pas de discrétisation est choisi de la forme
h=1/N. On note (X}Y,Y,N), la marche aléatoire sur hZ? issue de (X', Y{') = (0,1) telle
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que les suites de variables aléatoires (X}, ; — X2) et (Y| — V,IV) soient indépendantes entre

elles, formées de variables indépendantes de méme loi :
P((X)N., — XNy =-1/N)=P(X), - X)) =1/N) =1/2,
P((YN, - YY) = —1/N) = PV, - X}) = 1/N) = 1/2.

A chaque pas, la marche choisit au hasard entre les 4 points & distance /2 /N (nord-ouest,
nord-est, sud-ouest et sud-est). Cette modification légere de dynamique de la marche aléatoire
permet d’assurer que (X.V), et (Y,Y), sont deux marches aléatoires simples indépendantes,
ce qui simplifiera le raisonnement par la suite.

On s’intéresse a l'instant et & 1’abscisse de sortie du demi-plan supérieur pour la marche
aléatoire ainsi définie. L’instant de sortie est la variable aléatoire TV définie par :

TN =inf{k >0 : V¥ =0}.
L’abscisse de sortie U est I’abscisse de la marche aléatoire & Uinstant de sortie T :

Théoréme 23.11 (Convergence en loi du lieu de sortie). La suite (U™) N>1 converge en loi,
quand N tend vers l'infini, vers la loi de Cauchy de densité :

l 1
Tl4 a2

Démonstration. Notons Sy le temps d’atteinte de 0 pour la marche aléatoire simple (Zn)n>0
sur Z issue de 1 et G}, sa fonction génératrice du temps d’atteinte. La propriété de Markov
forte assure que

S 2 Sly... 4 gk
ou (S%)lgigk sont indépendants de méme loi que S;. On a donc Gi(s) = G1(s)*. De méme,

loi

S1 =14+ 259

ou Z est une v.a. de loi de Bernoulli de parametre 1/2 indépendante de Sy, d’ou
s
S 2
Pour tout s, G1(s) est solution de sz? — 2z + s = 0 et vaut donc
11— V1—s?

S

G (s) +§@@% se0,1].

G1(s)

puisque G1(s) < 1. En conclusion, 7% a méme loi que Sy et sa fonction génératrice G de
TN est égale a Gn(s) = G1(s)V.
On peut a présent déterminer la fonction caractéristique de Uy . Pour tout ¢t € R,

epn(t) = ]E(eitUN) _1- \/WN

cos(t/N) ’

puisque la fonction caractéristique de X~ vaut cos(t/N)". Enfin,

1 — Jsin(t/N)| Y 1\ _
=T (D) el
oo (t) cos(t/N) N—oo N Noeo
Le membre de droite est la fonction caractéristique de la loi de Cauchy standard. O

Remarque 23.12 (Noyau de Poisson du demi-plan). Le probléme de Dirichlet sur le demi-plan
supérieur admet la représentation suivante :

1
V(z,y) e R x RY, w(x,y) = /Rb(z)PH(a:,y,z) dz, avec P((z,y),z)= ;m
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FI1GURE 23.2 — Une trajectoire brownienne issue de = arrétée hors d’une couronne.

23.5 Récurrence, transience, et fonctions harmoniques

La connaissance des fonctions harmoniques radiales sur R¢ permet d’obtenir des propriétés
de récurrence et transience pour le mouvement brownien. Pour r < |z| < R, notons

Ty =inf{t >0 : B, € B(0,r)} et 7por =inf{t>0: B¢ B(0,R)}.
Le temps S = Tp(o,) A TB(o,r) st le temps de sortie de la couronne C(0,r, R).

Théoréme 23.13 (Récurrence ou transience du mouvement brownien). Soit (By),5, un
=
mouvement brownien sur R

1. Sid=2etr < |z| <R, alors
log(R) — log(|z|)

@) Pu log(R) — log(r) ’

Tpor) < TB(O,R) =

b) P,
c) P,
d) Pu(Tpoyy < o0 i.s.)=1.
2. Sid>3 etr <|x| <R, alors

| T 2—d _ RZ*d
@) Po(Th0,) < TB(0,8) = Mw

b) IPm(T{O} < o0) =0,
|.’E’2_d
C) IP:C(TB(O,T) < OO) =

T{O} < OO) =0,
Tpor) <o) =1,

~~ N

r2—d

Le théoréme 23.13 établit la récurrence du mouvement brownien dans R? : s’il n’atteint
aucun point donné, il atteint presque stirement tout voisinage de ce point une infinité de fois!
Ceci n’est plus vrai en dimensions supérieures.

Démonstration. Soit ¢ la fonction = — log(|z|), respectivement z — |z|>~%, pour d > 2,
respectivement d > 3. Dans les deux cas, ¢ est une fonction harmonique radiale sur R privé
de l'origine. Notons S = Tg(,) ATg(o,r)- Le processus (¢(Bins)),sq est une martingale bornée.
De plus, S est fini presque siirement puisque la premiére coordonnée de (B;) prend des valeurs
arbitrairement grandes. Le théoréme d’arrét assure donc que

¢(x) = By (¢(Bs)) = ¢(r)Po(Tp0,) < TB(0,R)) + P(R)Po(Tr0,) > TB(O.R))
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que 'on écrit encore

¢(z) — ¢(R)
P (Thio, < T AN Ak 40
(Toon <7o0m) = 50y =4(m
Pour obtenir 1.(b) et 2.(b) on prend les limites successives » — 0 puis R — oco. Le point 1.(d)
se déduit de 1.(c) et de la propriété de Markov forte. O

23.6 Notes et commentaires

Le probléme de Dirichlet continu date du dix-neuvieme siécle et doit son nom au mathé-
maticien Peter Gustav Lejeune Dirichlet. La solution probabiliste du probleme de Dirichlet
continu date du milieu du vingtiéme siécle et est due a Shizuo Kakutani. Le probléeme de
Dirichlet continu se situe & la confluence des probabilités (mouvement brownien), de la théorie
du potentiel, de 'analyse harmonique, et des équations aux dérivées partielles, confluence
fortement développée par Paul Lévy et Joseph Léo Doob au cours du vingtiéme siecle. Des
aspects variés sont développés notamment dans le livre de Richard Bass [Bas95]. La version
discrétisée constitue une ouverture vers ’analyse numérique matricielle (matrices creuses) et
I’analyse numérique des équations aux dérivées partielles, ainsi que vers 'analyse numérique
stochastique comme les schémas d’Euler stochastiques (voir la section 26.5 page 253). La
solution explicite du probléeme de Dirichlet dans le cas de la boule se trouve par exemple
dans le livre de Walter Rudin [Rud87]. L’existence et la continuité sur D sont abordées dans
le livre de Richard Bass [Bas95]. Notre section 23.4 est inspirée du livre de Bernard Ycart
[Yca02]. La plupart des résultats sont généralisables & des opérateurs différentiels bien au dela
du laplacien usuel.
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CHAPITRE 2 4

Processus d’'Ornstein-Uhlenbeck

Mots-clés. Diffusion ; mouvement brownien ; processus d’Ornstein-Uhlenbeck ; équation
différentielle stochastique ; processus gaussien ; semi-groupe de Markov ; vecteur gaussien.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt),5q sur R est la solution de 1'équation différentielle
stochastique linéaire suivante :

t
Xt:Xo—/Xsds+\/§Bt,
0

ot (Bt);5( est un mouvement brownien standard sur R indépendant de Xp. Le facteur V2
rendra certaines formules plus belles. On utilise aussi la version abrégée suivante de PEDS :

dX; = — X, dt +V2dB;.

Théoréme 24.1 (Changement d’échelle). Soit A > 0 et o > 0. Si X est un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck alors le processus X défini par
~ o

X
VY

est solution de l’équation différentielle stochastique

X

t
Xt:Xo—A/XSdS+GWt
0
ot (W)~ est un mouvement brownien standard.

Démonstration. Pour tout t > 0, en notant W; = ﬁBAt,

At
ag ag g g
T oxy=-Zx,- [ Tx.ds+-LB
N NGy S NGy ot

~ At o
=Xo— A Xsds+ —=B
0 0 S \/X At

;o At
—Xo—)\/ Xsds +oW;.
0

Le processus (W¢), est bien un mouvement brownien standard (par invariance d’échelle). [

Théoréme 24.2 (Vecteur gaussien). Si Xo = x, alors X; ~ N(ze™", 1 —e2!). Plus générale-
ment, le processus (Xt)t>0 est un processus gaussien de covariance donnée pour tous 0 < s <t
par

Cov(X,, X;) = (1 — e72)e (),
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24. PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

Démonstration. En appliquant la formule d’Itd au processus ¢t — e! X; avec Xy = x, on obtient

t
X, =xzet +/ e*tdB;.
0

On en déduit que la loi de X; est la loi gaussienne de moyenne ze* et de variance 1 — e~ 2.
Pour calculer la covariance de X, et X, on écrit de méme que

X; = Xe 79 1y,
ou Y; est une variable aléatoire centrée indépendante de Xj. O

Soit A I’ensemble des fonctions de classe C*° sur R dont toutes les dérivées sont a croissance
lente . Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R est la famille (Nt)tG]R+ d’opérateurs de A
dans A définis pour tout ¢t > 0 et tout f € A par

Ni(f)(x) = E(f(X1)|Xo = ).

D’apres ce qui précede, on obtient la formule de Mehler : pour tout t > 0 et tout f € A,

N @) = [ 5+ VT=e ) o),

ou v désigne la mesure gaussienne standard sur R.

Théoréme 24.3 (Propriété de semi-goupe). La famille (N¢),- vérifie les propriétés suivantes :
1. pour toute fonction f € A, Nof = f,
2. pour tous s,t >0 et f € A, (Nso N¢)(f) = Neysf.

Démonstration. Le premier point est évident. Pour établir le second, notons o; = /1 — e~ 2,
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi . Par définition de Ny,

(Nso Np)(f)(z) = E[Ne(f)(e*z+ 0.X)]
= E[f(e (e "z 4+ 0,X) +0.Y)]
E[f(e* 'z 4+ e o, X + 00Y)].

Il ne reste plus qu'a observer que e ‘o, X + 0, ~ N(0,02,,) et a utiliser la formule de
Mehler. O

Examinons a présent 1’évolution infinitésimale, sur un temps tres court, du processus.

Théoréme 24.4 (Générateur infinitésimal). Pour tout f € A et tout x € R,

i Ne () = Nof ()

t—0+ t

= (Af)(x) ou (Af)(x) = f"(z) - 2f'(2).

Plus généralement, pour tout f € A et tout t > 0, on a ’équation aux dérivées partielles
0N f = A(Nif) = Ne(AS).

L’équation aux dérivées partielles est parfois appelée équation de la chaleur avec dérive.
L’opérateur A est le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. 11 est
important de penser & la formule formelle N; = e, qui fait apparaitre que Ny = I et
Oy Ny = AN;.

1. Une fonction f: R — R est a croissance lente s’il existe un polyndéme P tel que |f| < P.
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Démonstration. Si f € A, par la formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste borné au voisinage
de z,

2
Flo 4 h) = f(a) + (@) + o (@) + O,

Remarquons dans un premier temps que pour h = (e™t — 1)z + o4y, on a

[rrtdn = = va, [rsn) = @ =12 o e [l (dn) =0,

Le développement limité ci-dessus assure que
_ 1, _
Nif(@) = f(@) + (™" = Daf'(x) + 5 ((e7" = 1)%2" + o7) [ () + O(t*?).

On a donc bien la limite annoncée :

lim (N f(z) — f(z)) = f"(2) — of' ().

t—0 ¢

On peut aussi obtenir ce résultat grace a la formule d’It6 : si Xy = z, alors pour tout ¢ > 0,

F06) = fo) + [ Arx)ds v [ 7x) db.

Puisque 'intégrale stochastique est une martingale, on obtient en prenant ’espérance

Nof(x) = fx) + /0 NL(Af)(x) ds.

Il reste a utiliser que Ns(Af)(x) — Af(x) quand s — 0 pour obtenir la premieére propriété du
théoreme. La seconde se déduit de la premiere en utilisant la propriété de semi-groupe. [

D’aprés la formule de Mehler, Ny f(z) converge vers [ fdy quand ¢ tend vers l'infini pour
tout x € R et f € A. De plus, si Xy suit la loi v, c’est encore le cas pour X;. La mesure +y est
donc une mesure invariante du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Si X ~ +, alors pour tous
t>0et feEA,

[N dy = (V) (X)) = B(F(X0) = B(F (X)) = [ £
Le résultat suivant va plus loin que I'invariance.

Théoreme 24.5 (Symétrie et réversibilité). Les opérateurs (N¢),5 et A sont auto-adjoints
dans L*(7y). En particulier, pour toutes fonctions f,g € A,

/Afgd'yz/ngd'YZ —/f’g’d'%

La mesure invariante v est réversible : si Xqg suit la loi 7y, alors pour tout T > 0, le processus
renversé (Xr—¢),epo, ) @ la méme loi que (X¢),e(o 11-

Démonstration. Par définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,
[ £Nigdy =E[f(X)g(e X +o11)].

ol X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi 7. Le couple (X, e X + 0,Y)
est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

1 et
et 1 )

On peut donc échanger les roles de f et g dans 'identité précédente, ce qui assure que N; est
auto-adjoint dans L?(7y). Enfin, une intégration par parties fournit la formule du théoréme. [
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Gréce aux propriétés ci-dessus, on peut facilement montrer que la loi de X; est absolument
continue avec une densité réguliere des que t > 0, quelque soit Xj.

Théoreme 24.6 (Equation d’évolution de la densité de la loi). Soit vy la loi de X;. Quelque
soit vy, pour tout t > 0, la loi vy admet une densité de classe C*° par rapport d la mesure de
Lebesgque. De plus, si vg est absolument continue de densité vg par rapport d la mesure v alors
v Uest aussi et sa densité vy par rapport ¢ v est solution de [’équation aux dérivées partielles
sutvante :

O () = Avi(x)

Démonstration. Si g est une fonction réguliere, la propriété de symétrie de N; assure que

Eg(X) = [E((X0)1X0 = 2)un(a)y(de) = [Niglohn(e)ldn) = [ o) Nifoo) (@) (do).

Par définition de v; on a vy = N¢(vg). Par définition de IV, la fonction x +— Ny¢(vg)(z) est de
classe C*° (méme si vy ne l'est pas). On conclut grace au théoreme 24.4. O

Remarque 24.7 (Equation d’évolution et aux dérivées partielles de Fokker-Planck). On peut
montrer par un changement de variables que la densité u; de la loi de Xy par rapport da la
mesure de Lebesque est solution de ’équation aux dérivées partielles suivante

Opur () = 02 ug(x) 4 Op(wus(z)).

Cette équation aux dérivées partielles est parfois appelée équation de Fokker-Planck. FElle
exprime [’évolution temporelle d’une densité spatiale, tout comme [’équation d’Euler en
mécanique des fluides, et I’équation de Boltzmann en théorie cinétique des gaz.

24.1 Décomposition spectrale

On se propose a présent d’étudier I'action du semi-groupe (NVt);- sur les polynomes. Les
polyndémes forment un sous-espace dense de L%(7y). En effet, soit f € L?(v). La transformée
de Laplace de la mesure signée v(dx) = f(x)y(dx) est finie sur R puisque, pour A € R, on a

‘ / A u(da)| < / Fdy / 2 (dz) < oo,

La transformée de Laplace de v est donc en particulier analytique au voisinage de 0. Si f est
orthogonale a tous les polyndémes, toutes les dérivées de cette transformée sont nulles en 0
et par suite elle est également nulle. Ceci implique que f est nulle y-presque siirement. On
peut donc trouver une base hilbertienne de L?(y) formée de polynémes. On lira avec profit le
théoreme 16.4.

Les polynémes de Hermite moniques (Hn)n>0 sont définis par leur série génératrice :

X n
G(S,l‘) _ 68(2_%32 = Z %Hn(gj),
n=0

c’est-a-dire Hy,(z) = 0"_,G(s,x). Ona Ho(z) = 1, Hi(z) = x, Ha(z) = 2> —1, etc. Ils vérifient
I’équation de récurrence a trois termes H,,11(z) = xHy(x)—nH,_1(z), ’équation de récurrence
différentielle H, (x) = nHy,_1(x), et Péquation différentielle H) (z) — 2 H],(z) + nH,(z) = 0. 1l
se trouve que les polynémes de Hermite sont les polynémes orthogonaux pour la loi gaussienne
v, et diagonalisent le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est-a-dire les opérateurs V; et A.

Théoréme 24.8 (Polynomes de Hermite et processus d’Ornstein-Uhlenbeck). La suite
(Hn/\/m)n>0 est une base hilbertienne de L*(v). De plus H, est vecteur propre de Ny
(respectivement de A) associé a la valeur propre e=™ (respectivement —n).
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24.1. Décomposition spectrale

Démonstration. Soient s,t € R fixés. Appliquons N; & la fonction x — G(s,z) :
Ny(G(s,-))(z) = exp(se”tx — 5% /2)E[exp(s0,Y)]
olt Y suit la loi 5. La transformée de Laplace de Y vaut E(exp(\Y)) = exp(A\?/2) donc
Ni(G(s,-)(z) = G(se™ !, ).
Par définition des polynémes de Hermite, on obtient

Ni(Hp)(x) = Ni(9i-0G(s,))(x) = O_gNi(G (s, ) (z)
= 0" G(se ' x) =e ™I G(se ' x) = e " H,(x).
Le polyndéme de Hermite H,, est donc vecteur propre de N;, de valeur propre e~™. En
appliquant le théoréme 24.4 a la fonction H,,, on obtient que H, est vecteur propre de A

associé a la valeur propre —n. La symétrie de N; par rapport a -, assure que, pour tous entiers
m et n et tout ¢ > 0,

e~ / H,H,dy= / Ny(Hp,)H, dy = / H, Ny(H,)dy=e ™ / H, H, dy.

En particulier, H,, et H,, sont orthogonaux dans L?(vy) dés que n # m. Pour voir enfin que
(Hp/vnl), 5 est bien une base orthonormée de L?(7), on peut utiliser la formule de Plancherel

o 7" 2 2 2 2 2 o 57"
> —llHalls = [ G(s,2)*y(dx) = exp(=5?) [ e y(dz) = exp(s®) = Y —,
n! n!
qui donne la valeur de la norme || H,||3 = n! en identifiant les deux séries. O

Le théoréme 24.8 permet d’obtenir la décomposition de N;f sur la base hilbertienne des
polynémes de Hermite a partir de celle de f, et fournit en particulier une estimation pour la
convergence de N;(f) vers une fonction constante dans L?(y).

Théoréme 24.9 (Décomposition spectrale et convergence dans L?(v)). Pour tout f € L?(v),
st

f= Zaan ol a, = /andfy avec Zn!a% < 00,

n=0

alors, pour toutt > 0,

Ny f = Ze_”taan.

n=0

De plus, pour toute fonction f € L?(v), la convergence exponentielle suivante a lieu :

INef =2(Dlliy < ¢ =1z 01 1= [Fa

Démonstration. La premiere partie découle du théoreme 24.8. Pour la seconde partie, on
remarque tout d’abord que Hp(z) = 1. Ensuite, pour tout ¢ > 0,

o= [rav= [ it ay = [Nty = [Nif an.

Ainsi, pour tout ¢ > 0,

[ Nef — ’7(f)||%2(7) = /(Ntf —ap)tdy = Eaie—%tn!

n=1

<e S aZnt = e f — ()2,

n>1

ce qui est le résultat annoncé. O
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24. PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

Remarque 24.10 (Trou spectral : mind the gap!). Le taux de convergence exponentiel (égal
a 1) du théoréme 24.9 correspond a l’écart entre les deux premiéres valeurs propres de A, a
savoir 0 et —1. Cette propriété se généralise d tous les processus de Markov réversibles dont le
générateur infinitésimal posséde la propriété dite de trou spectral : 0 est valeur propre simple
et isolée.

Remarque 24.11 (Lois de conservation et vitesse de convergence). Si f L Vect{H1,...,Hy_1}
dans L%(y) alors il en va de méme pour Ny (le semi-groupe préserve la décomposition spectrale)
et

INef =2(Dllaiy < I =2z 01 (D) = [ Fa

24.2 Entropie, couplage, et temps long

On souhaite a présent étudier la convergence de la loi de X; vers sa mesure invariante
quand t — oo en termes d’entropie relative et de distance de Wasserstein. Soit p; et ps deux
mesures de probabilité sur R?. L’entropie relative de pq par rapport & uso est définie par 2
dpy . dp

—log —dups  si pu1 K< poa,
Ent(pa|p2) = ./ dpz ~ dpa
400 sinon.

Ce n’est pas une distance mais c’est une fonction positive, nulle si et seulement si® y = v. La
distance de Wasserstein d’ordre 2 entre p; et uo est donnée par

ot 'infimum porte sur les couples (X1, X2) de variables aléatoires dont les lois marginales
sont 1 et po. Les distances de Wassertein de tous ordres sont définies dans le chapitre 21.
Ces deux quantités ont une expression explicite si p et v sont deux mesures gaussiennes.

Théoréme 24.12 (Gaussiennes). Si ju; = N(my, 1) et ps = N(ma, 8o) sur R? alors
WQ(M].’ /1/2)2 = Hml - m2||% + TI‘(2122 — 2(21/22221/2)1/2)

D’autre part, si les matrices de covariance sont inversibles alors

1 det 21
Ent(pz|p1) = 7 log (det =,

) + Tr (21_122) + (mq — mg)Tzl_l(ml — ma).

Dans le cas contraire, l’entropie relative est infinie.

Peut-on quantifier la vitesse de convergence du processus d’Ornstein-Uhlenbeck a 'aide de
I’entropie ou de la distance de Wasserstein, au dela du cas ou la loi initiale est gaussienne ?
Le cas de la distance de Wasserstein est simple. Celui de 'entropie fait 'objet de la section
suivante.

Théoréme 24.13 (Convergence en distance de Wasserstein). Si vy et ¥y sont deuz mesures
de probabilité de moment d’ordre 2 fini, et si vy (respectivement vy) est la loi de X; lorsque
Xo ~ vy (respectivement i), alors pour tout t > 0,

Wa(ve, 1) < e "Wa(vg, i)
En particulier, si g = v alors pour tout t > 0,

W2(Vt7’7) < e_tWQ(V(Jv’Y)'

2. En physique statistique, Ent(u|v) est une énergie libre si p1,y sont vues comme des mesures de Boltzmann.
3. Gréce a 'inégalité de Jensen pour la fonction strictement convexe z € R4+ — ulog(u) avec 0log(0) = 0.
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24.3. Inégalité de Sobolev logarithmique

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas ol vg = J, et 7y = dz. En prenant le méme
mouvement brownien, on construit deux processus X et X couplés issus de x et Z. On a alors

t
Xt—Xt:.T—jJ—/(XS—XS)dS.
0

On en déduit que

~ |2
X%

=e M|z — 7%
Par définition de Wa (14, 1¢), on obtient

Wo (v, 1) < e*t\x — I
On passe au cas général en conditionnant, et en considérant 'infimum sur le couplage
initial. O
24.3 Inégalité de Sobolev logarithmique

On dit qu’une mesure de probabilité u sur R vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante ¢ > 0 si, pour toute fonction f : R®™ — R de classe C! positive et a support
compact,

\v4 2
Ent,(f) = /flogfdu— /fdulog/fdu < C/‘]ﬂdu.
Note : Ent, f = Ent(v|u) ot dv = f du. La constante ¢ optimale est la plus petite possible.

Théoréme 24.14 (Inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne). Pour tout t > 0 et tout
r € R, la mesure de probabilité Ny(-)(z) = N(zet, 1 — e=2!) vérifie une inégalité de Sobolev
logarithmique de constante optimale (1 — e~2')/2. En particulier, la mesure v vérifie une
inégalité de Sobolev logarithmique de constante optimale 1/2.

Démonstration. Soit t > 0 et f réguliere. On définit la fonction « sur [0,t] en posant
a(s) = Ns(U(Ni—sf)) ou V(z)==xlogz.
Dans la suite, on notera g = N;_,f. Remarquons que
a(t) — a(0) = Ny(flog f) — Ny flog Ny f = Enty,(y(z)(f)-
D’autre part, grace au théoréme 24.4, on a
o/ (s) = Ns(A(¥(g)) — Ag¥'(g)).
Un calcul direct montre que

2
A(W(g)) — Agw'(g) = VI

On a donc

N B v\
a/(s) = Ny <Nt—sf>

Par définition de V¢, le semi-groupe vérifie la relation de commutation suivante :
VNtf = e_tNt(Vf),
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24. PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

qui fournit 'expression suivante pour o/(s) :

o (s) = e—(t—s) (Nt—8’vf|)2>
( ) NS( Ntfsf .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

(NIVf1)? = {N(‘Z}i’ﬁ)] < m(‘VJ{’Z)Nt(f).

Ainsi, on obtient, grace a la relation de semi-groupe, la majoration suivante

o/ (s) < e 29N, (WJ{’Q>

Une intégration entre 0 et t donne a présent I'inégalité de Sobolev logarithmique pour N;. On
en déduit celle pour v par passage a la limite ¢ — co. On remarque enfin que les fonctions
x — e saturent I'inégalité de Sobolev logarithmique : la constante 1/2 est optimale. O

Remarque 24.15 (Forme L? plutét que L' de Iinégalité de Sobolev logarithmique). On
préfere parfois définir Iinégalité de Sobolev logarithmique sous forme L? : pour toute fonction

f régqulieére,
/leogfzdu— /deulog/deu < 46/!Vf\2du-

Cette inégalité de Sobolev logarithmique permet d’obtenir une vitesse de convergence
exponentielle de I’entropie relative de la loi de X; par rapport a la mesure invariante ~.

Théoréme 24.16 (Convergence exponentielle de I’entropie). Supposons que la loi py de X
soit d’entropie relative finie par rapport a ~y. Alors, en notant p; la loi de Xy, la fonction
t € Ry — Ent(u|y) décroit et pour tout t > 0,

Ent(u|v) < e "Ent(uo|7)-
Démonstration. Notons v, la densité de p; par rapport a . On a alors

Ent(u|y) = /vt log vedry.

D’apres le théoréme 24.6, on a

d
— /vt log vidy = /8tvt(1 + logvy)dry

dt
= /Avt(l + log vy )dry
= /vtA(l + logvy)dry.
Or, pour toute fonction réguliere g, un calcul direct montre que
A /12
A(l+1logg) = 29 9—2
g g

D’apres la propriété d’invariance de A, on a / Agd~ = 0. On a donc

d D, 0)?
7 Ent(uey) = —/(t)dv-

Ut
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24.4. Notes et commentaires

L’inégalité de Sobolev logarithmique appliquée a la fonction vy assure que

d
77 Ent(uey) < —2Ent(uly).

Le lemme de Gronwall fournit enfin la relation souhaitée. O

Remarque 24.17. Le théoréme 24.6 assure que méme si la loi de Xo n’a pas de densité, la
loi de Xy a toujours une densité des que t > 0. On peut donc appliquer le théoréme 24.16 des
que t > 0.

24.4 Notes et commentaires

Tout ce qui concerne le processus d’Ornstein-Uhlenbeck se trouve dans les dix premieres
pages du cours de Dominique Bakry [Bak94]. L’expression de la distance de Wasserstein entre
deux mesures gaussiennes dans le théoreme 24.12 est établie notamment dans un article [GS84]
de Clark Givens et Rae Shortt. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est I'illustre représentant
d’une importante classe de processus stochastiques : les diffusions de Kolmogorov. Soit U une
fonction sur R de classe C? et (Bt)¢o un mouvement brownien standard a valeurs dans R
On appelle équation de Langevin 1’équation différentielle stochastique suivante :

dX; = V/2dB, — VU (X,)dt.

La solution (Xt)t20 de cette équation différentielle stochastique est appelée processus de
diffusion de Kolmogorov associée au potentiel U. Comme le processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
c’est un processus de Markov. La version intégrale de ’équation différentielle stochastique
s’écrit
t
X, = Xo+ V2B, — / VU(X,) ds,
0

Son générateur infinitésimal agit sur les fonctions f de classe C? de la maniére suivante :
Lf=Af—-V(U,Vf).

Si e~V est intégrable alors la mesure de probabilité
1
u(dz) = Ee_U(’“") dx avec Z = /e_U(m) dz,

est la mesure de probabilité invariante associée a X. L’opérateur L est méme auto-adjoint
dans L?(p). La décomposition spectrale du semi-groupe associé n’est pas explicite au-dela
du cas gaussien, mais il est toutefois possible d’obtenir des analogues des théorémes 24.9 ou
24.16. On peut par exemple montrer que s’il existe A > 0 tel que

Ve e RY,  HessU(z) > Mg,
ce qui revient a dire que p est uniformément log-concave, alors pour tout ¢ > 0,

Ent(pu|n) < e Ent(po|p)

ou ut est la loi de Xy. C’est un cas particulier du critére dit de I'y établi par Dominique Bakry
et Michel Emery [BES85]. Les processus de Kolmogorov sont étudiés en détail dans les livres
[Roy99, ABCT00, BGL14].
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CHAPITRE 2 5

Modeéles de diffusion

Mots-clés. Diffusion ; mouvement brownien ; équation cinétique ; vecteur gaussien.

25.1 Modele de Langevin

On considére une particule de poussiere dans un fluide comme ’eau. La particule est énorme
par rapport aux molécules du fluide. L’échelle de taille de la particule est dite macroscopique :
ses mouvements peuvent étre observés, au moins a 1’aide d’une bonne loupe, et mesurés.
Les molécules qui composent le fluide sont quant a elles beaucoup trop petites et surtout
beaucoup trop nombreuses pour étre observées une a une. Elles se situent a une échelle
dite microscopique. A chaque instant, d’innombrables chocs ont lieu entre la particule et les
molécules qui 'entourent. Ces chocs se répartissent en moyenne de maniere uniforme sur la
surface de la particule. Pourtant a un instant donné il peut y avoir des déviations par rapport
a cette répartition uniforme. Dans le modele de Langevin, ces fluctuations sont modélisées par
un mouvement brownien. On recherche un modele pour 1’évolution du couple position/vitesse
(X, V;) de la particule au temps ¢ qui découle du principe fondamental de la dynamique. Les
forces qui s’exercent sur la particule sont les suivantes :

— le poids de la particule;

— la poussée d’Archimede;

— la force de frottement qui s’oppose au déplacement de la particule;

— la résultante des chocs de molécules d’eau.

Le poids de la particule et de la poussée d’Archimede se compensent et nous négligerons
leur résultante en considérant 1’évolution de la particule dans le plan horizontal. On suppose
que l'intensité de la force de frottement est proportionnelle & la vitesse de la particule. Elle
s’écrit donc —AV; puisqu’elle s’oppose au mouvement. La modélisation de 'effet des chocs
des molécules d’eau demande un peu plus d’attention. Entre les instants t et ¢t + « avec «
grand dans I’échelle de temps microscopique, la particule subit un nombre de chocs Na ot
N, le nombre de chocs par unité de temps, est supposé tres grand. On adopte une approche
«statistique» ou «stochastique» et on modélise les chocs par des variables aléatoires (si)i>1
indépendantes et identiquement distribuées centrées de variance 72. On pose 02 = N72. La
force exercée pendant la durée a est donnée par

Na 1 Na
E Ei =V 0'2(1 —_— E (S
— VT2Na =
i=1 i=1

Y

Si Na est grand, le théoréme limite central suggere que la loi de Y est proche d’une loi
gaussienne centrée réduite. De plus, les forces aléatoires exercées sur les intervalles de temps
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25. MODELES DE DIFFUSION

disjoints sont diis & des molécules d’eau différentes (elles se déplacent beaucoup moins que
la particule). On peut donc les supposer indépendantes. En conclusion, il parait naturel de
modéliser ’action des chocs par un processus a accroissements indépendants dont la loi d’un
accroissement entre deux instants ¢ et ¢ + o est de loi gaussienne centrée de variance o2a. Ce
processus est le mouvement brownien (0 By)~. On retrouve ici I'idée du théoréme de Donsker
(théoreme 26.8). Comme la vitesse est la dérivée de la position, o obtient le systéme :

dXy =V dt
dVy = =AVidt + od B.

On dit qu’il s’agit d’une équation cinétique car elle fait intervenir position et vitesse.

Théoréme 25.1 (Processus de Langevin). Conditionnellement a {Xo = xo}, le processus

(Xt);=q est un processus gaussien de moyenne et de covariance données par
1—e M o2 o2 N N e .
?UO et p(tv 8) = F?L ﬁ(*?JrQe t+2€ S_ e [t—s] +e (t+s)>.

En particulier, la variance est donnée par

Ty =20+

0.2 o2

_9 9 (_ “M\—2xt
wua)_A2+2v( 3+ deN — ),

L’évolution de la vitesse ne dépend pas de la position.

Démonstration. Le processus (V;),, est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, étudié dans le
chapitre 24. Si le processus (U),- est solution de

t
w:m—/@@+ﬁ&
0
alors le processus (V;), défini par V; = (0/v2A\)Uy; est solution de

t
‘/t:‘/b)\/v;d5+O'Bt
0

A

On en déduit que (V;),5, est un processus gaussien de moyenne v; = e~ et de covariance
=

2
g —Alt—s — s
T(t, S) = a(e Alt ‘ — € )\(t+ ))

A présent le processus X est gaussien car image du processus V par une application linéaire :
X =Xo+ fg Vs ds (il s’agit d’une application immédiate de la formule d’Tt6). O

Remarque 25.2 (Ordres de grandeurs). La constante 1/\, homogéne a un temps, est appelée
temps de relaxation. Elle est en pratique de lordre de 1078 seconde. Ceci suggére qu’il est
imposible de distinguer le processus (Xi),~o d'un mouvement brownien de variance a2 /2.

25.2 Processus de Langevin confiné

On modifie a présent légérement le modeéle de la section précédente. Si la particule coule
au fond d'un récipient dont la forme est donnée par la fonction x — pux?/2 alors la particule
est soumise a une force de plus qui dérive de ’énergie potentielle et qui est de la forme —uzx.
L’évolution du couple vitesse/position est donnée par le systéme suivant :

dXy =Vidt
dVy = =AVidt — p Xy dt + odB,.

236



25.2. Processus de Langevin confiné

On dit que X est un processus de Langevin confiné'. Pour alléger les notations, on pose
Zy = (X, V). On peut réécrire le systéme sous la forme matricielle suivante :

t
Zt:ZO+/MZSdS+UWt ou M:<0 1) et Wt:((])
0 o By

La solution de cette équation linéaire est de la forme
t
Zy = eM 7y + U/ =M gy
0

Lemme 25.3 (Loi au temps t). Si (Xo, Vp) est un vecteur gaussien, alors il en est de méme
pour (X, Vi) pour tout t > 0. Si on note, pourt > 0,
. =E(Xy), vw=EW), a=EX}), b=EXY;) e c=EV).

alors (1) 0, (V)0 (at)ys0, (bt);=q €t (¢t);sq sont solutions des équations différentielles
linéaires :

d ( x T at a 0
t t
— =M t — | b =N| b 0
i) =) el =l )+
Ct Ct o2
ot
0 2 0
M:<_0 _1)\> et N=| —p =X 1
H 0 —2u -2\
Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence immédiate de la formule d’It6. O

Remarque 25.4 (Formules explicites). A propos de la matrice ™ | on distingue trois cas :

— 8 A2 > 4u, alors, en notant w = /N2 — 4y, a1 = (~A+w)/2, et ag = (=) —w)/2,
ast _ ait _
oM _ € <a1 1>+€<a2 1>;
w ey V6% w H —o

oM atj2 (1= As/2 ¢ :
—Nt/4 14 Xt/2)

— i A% = 4u, alors

— si A2 — 41 < 0, alors en notant w = /. — \2/4,

. Asin(wt) in(wt)
oM N2 (Cos(wtz ; (w:;ww SmwwAsin (wt)> .
- COS(Wt) - T

L’expression explicite de eV est beaucoup plus pénible a obtenir. On peut toutefois remarquer
que les valeurs propres de N ont toutes une partie réelle strictement négative.

Les équations différentielles linéaires du lemme 25.3 sont simples a résoudre numériquement
(illustration donnée par la figure 25.1).

Lemme 25.5 (Densité de la loi a tout instant). Pour toute loi initiale et tout instant t > 0,
la loi du processus de Langevin confiné (X, Vi) admet une densité strictement positive sur R?.

1. «Damped Langevin process» en anglais.
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FIGURE 25.1 — Evolution des vecteurs moyenne (x¢,v) (& gauche) et covariance (at, by, ct) (&
droite) pour 0 =1, A =1 et p = 10.

Démonstration. 1l suffit d’établir le résultat lorsque la loi initiale est une masse de Dirac en un
point (z,v), car obtient le cas général en conditionnant par la valeur initiale. Si la loi initiale
est une masse de Dirac, le couple (X, V;) est un vecteur gaussien. Sa loi admet une densité
strictement positive sur R? si et seulement si le déterminant de sa matrice de covariance
est strictement positif. Sans perte de généralité, on peut supposer que (Xg, Vp) = (0,0). Le
déterminant de la matrice de covariance alors est donné par d; = a;c; — bf avec les notations
du lemme 25.3. Donc

d, = —2\(agc; — bf) + o%a; = —2Xd; + o2ay.
Comme dy = ag = 0, la dérivée de t — d; est nulle en 0. En itérant, on obtient

df = —2X\d} + 20°b,
dig) = —2)\d) + 202 (—pay — by + ¢;)
A = —220d®) + 202 (Apas + (A2 — 4p)by — 3A¢y) + 20

En particulier, les trois premieres dérivées de t — d; sont nulles en 0 et d(()4) = 20*. Donc le
déterminant devient strictement positif pour ¢ > 0 s’il est nul a 'instant initial. ]

Remarque 25.6 (Hypoellipticité). Dans la preuve du lemme 25.5, on peut noter que

Pour une diffusion sur R? avec un bruit brownien non dégénéré, le déterminant serait de
Pordre de t*. Ce retard a Uallumage est di au fait que seule la composante des vitesses est
perturbée par un mouvement brownien. Cependant, la structure subtile du coefficient de dérive
dans ’équation du processus de Langevin confiné assure que ce bruit se propage sur les deux
composantes et que la loi du couple (X, Vi) a une densité dés que t > 0. Il s’agit d’un cas
particulier du phénomene de l'hypoellipticité, étudié dans un cadre général par Hormander
puis par Malliavin notamment.

La figure 25.1 illustre 'apparition de densité lorsque la loi initiale est une mesure sans
densité sur R? au travers de I’évolution du déterminant de la matrice de covariance. Sa valeur
converge vers celui de la mesure invariante qui vaut o/(4\%u).
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25.2. Processus de Langevin confiné

o.

o.

020 /\ 1
] \ 0.020-]

0.15-] /
4 “ ] /
] ( 0.010-
ot07 | ]
it ]
1 0.005
0.057/ 1
b 0.000-

FIGURE 25.2 — Evolution en fonction du temps du déterminant de la matrice de covariance
issu de (zo, vo, ag, by, co) = (0,0,1,1,1) a gauche et (0,0,0,0,0) a droite pour o =1, A =1 et
w=10.

Comme pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, on associe au processus de Langevin
confiné Z = (X, V) un semi-groupe (@), donné pour t > 0, 2 € R?, et f réguliere par

Qi f(2) = E(f(Z:)|Zo = 2).

Lemme 25.7 (Générateur infinitésimal). Si f est une fonction de classe C*° sur R? et a

support compact, alors pour tout t > 0 et z € R?,
9Quf(2) = Qu(Af)(2)
ot, avec la notation z = (x,v),
Af(z,v) =v-Vyf(z,v) — (px+ M) - Vi f(z,v) + Ay f.

Démonstration. On applique la formule d’Ité a f avec Zy = 2 :
t
120 = 1(20)+ [ AF(Z)ds+ M,
0

ot (M), est une martingale. Ainsi,
lim Quf(2) = /(2) = Af(2).
t—0 t

Pour obtenir la relation a tout temps ¢ > 0, on applique la propriété de Markov. ]

Théoréme 25.8 (Mesure invariante). La mesure de probabilité gaussienne produit

0'2 (72

est une mesure invariante du processus (X, V). Elle vérifie, pour toute fonction f réguliére,

/Afdwzo.

Démonstration. Puisque (X, V) est un processus gaussien, sa probabilité invariante doit étre
une loi normale. De plus, le point o2/(2Ap)(0,0, 1,0, i) est 'unique point fixe des équations
différentielles du lemme 25.3. On remarque enfin que

0.2

(@1, vg, ag, by, ct) P m((),(), 1,0, u)

pour toutes conditions initiales finies.
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25. MODELES DE DIFFUSION

Remarque 25.9 (Irréversibilité). Contrairement au cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
on peut vérifier que A n’est pas auto-adjoint dans L*(7). En d’autres termes, le semi-groupe
(Qt)@[) n’est pas réversible pour la mesure invariante m.

Dans la suite, on cherche a quantifier la convergence de la loi de X; vers la mesure invariante
7 lorsque t tend vers 400 en termes de distance de Wasserstein ou d’entropie relative comme
cela a été fait pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck dans le chapitre 24. Il s’avere cependant
que I’étude du comportement en temps long de ’entropie relative est plus délicate a mener
pour le processus (X, V), en partie a cause de I’absence de composante brownienne sur la
coordonnée de position. On peut toutefois obtenir sans trop d’efforts le résultat de monotonie
suivant.

Théoréme 25.10 (Décroissance de 'entropie). Si m; est la loi de (X¢, Vi) et hy est sa densité
par rapport a la mesure w, alors

d o |vvht|2
@Ent(m\ﬂ') = —/ h dr.

Démonstration. Pour alléger les calculs, on suppose sans perte de généralité que o est égal
4 v/2. En vertu du lemme 25.5, la loi m; de (Xt, Vi) admet une densité u; par rapport a la
mesure de Lebesgue. Elle est solution de ’équation aux dérivées partielles suivante :

Opur + v - Vaup — px - Vyur = Ayug + Vo - (Avug).

La structure de cette équation est intéressante : le membre de gauche est conservatif et décrit
les trajectoires d’un systéme dynamique dans R? x R? associé & "hamiltonien

o) gl ol
x,v 5 a5

) 2
tandis que le membre de droite est dissipatif mais n’agit que sur la variable de vitesse. Notons
hi(x,v) = u(z,v)/m(xz,v) ou 7w(x,v) désigne par abus de notation la densité de 7w au point
(z,v). On vérifie que la fonction h est alors solution de 1’équation aux dérivées partielles (EDP)

suivante :

8tht +v- Vxht — U - Vvht = Avht — AU - Vvht.

La variation d’entropie relative est donnée par

d d
aEnt(wthr) = dt/ht log hydm = /atht(l + log hy) dr.

L’expression de dyh; est donnée par 'EDP ci-dessus. Les intégrations par parties suivantes

— /(v - Vght)(1 +loghy) dm = — /v - Vg (helog hy) dm = —Ap /(:c -v)hilog hy dm
/(MZL‘ - Voht)(1 +log hy) dm = /,ua: - Vy(htloghy) dm = )\,u/(:v - v)hy log hydm

Uh ) Uh
/(Avht)(l +loghy) dr = — /V'fhvt dr + )\/(1 + log hy)Vyhy - vdr
t

fournissent le résultat annoncé. O

Il est plus facile d’obtenir un résultat de convergence pour la distance de Wasserstein
d’ordre 2.
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25.2. Processus de Langevin confiné

Théoréme 25.11 (Convergence en distance de Wasserstein). Soient v et v deur mesures de
probabilité sur R? possédant un moment d’ordre 2 fini. Soient vy (respectivement ;) la loi de
Zy lorsque Zy suit la loi v (respectivement v). Alors il existe ¢ et d telles que

Wa(vi, o) < (c+ dt)e " Wa(v, D),

avec

AN A L

5 si A > 2\/1,

si A < 2, /H.

p:

| >

p:

Démonstration. On proceéde par couplage. On suppose tout d’abord que v et U sont des
masses de Dirac aux points z = (z,y) et Z = (Z,). Notons Z = (Xy,V}), (respectivement
Z = (X, f/t)go) le processus de Langevin confiné issu de z (respectivement de Z), tous les

deux dirigés par le méme mouvement brownien (Bt>t>0- Notons z; = Z; — Zt. La fonction
t — z; est déterministe. En effet, elle est solution de I’équation différentielle

=M
# th avec M:( 0 1 >
20=2—2Zz —p —=A

Ainsi, z; = "™ 9. Le comportement en temps long de la fonction ¢ — z; dépend des valeurs
propres de la matrice M, qui sont données par :

At /A2—4
L
_iiiv4ﬂ_>‘2

2 2

Supposons que A > 2,/u. Puisque les deux valeurs propres de M sont réelles et distinctes, il
existe une matrice inversible P & coefficients réels et une matrice diagonale A telles que

tM

207,

si A< 2y/p.

M = P'AP.
Par conséquence, Pz; = e!® Pz et

A— /A2 —4p

|Pzi|y < e [Pz, ou p= 2

Puisque P est inversible, I'application z +— || Pz||, est une norme équivalente & z — ||z||,. Il
existe donc une constance c telle que, pour tout zy € R?,

J2tly < ce™[zo].
En particulier, on a
Wa(0:Q1, 8:Q0)% < B(|Zi[?) < ce™"]z - 22,

Supposons a présent que A < 2,/u. Alors la matrice M a deux valeurs propres qui sont ou
confondues et égales & —\/2, ou complexes conjuguées et de partie réelle égale & —\/2. Dans
ce cas, on peut établir qu’il existe deux constantes c et d telles que

™M) < (e+dt)e ™2 avec [|A| = D lail-
ij=1,2

On en déduit que
221y < (c+ di)e 2|z .

On conclut dans les deux cas en prenant I'infimum sur les couplages de v et ». O
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25. MODELES DE DIFFUSION

Grace au théoreme 24.12, on peut estimer la distance de Wasserstein entre la loi de
(X, Vi) et la mesure invariante lorsque la loi initiale est gaussienne. La figure 25.3 représente
I’évolution de I'entropie relative de la loi au temps t par rapport a la mesure invariante et du
carré de la distance de Wasserstein entre ces deux lois. La figure 25.3 suggere que ’entropie
relative de la loi au temps ¢ par rapport a la mesure invariante décroit par paliers. Ceci est a
relier a ’expression de sa dérivée qui ne fait intervenir que des dérivées partielles de h; en la
variable vitesse, ce qui est une conséquence de ’absence de composante brownienne sur la
position. Contrairement a ’entropie relative, la distance W5 n’est pas du tout une fonction
décroissante du temps!

35 \
4 100

FIGURE 25.3 — Evolutions comparées de 1'entropie relative et de la distance de Wasserstein
d’ordre 2 entre la loi au temps t et la mesure invariante (zg, v, ag, by, co) = (1,0,0,0,0) pour
o=1,A=1et p=10 (a gauche) et = 60 (a droite).

25.3 Notes et commentaires

En 1828, un botaniste du nom de Robert Brown ? rend compte de ses observations : une
particule de pollen, observable au microscope, plongée dans ’eau, contient des grains animés
de mouvements aussi rapides qu’irréguliers. La these qui s’est imposée est la suivante : le
mouvement serait lié aux chocs de la particule de pollen avec les molécules d’eau. A la fin du
19° siecle, les points suivants avaient été établis empiriquement :

1. le mouvement est tres irrégulier et la trajectoire semble ne pas admettre de tangente ;

2. deux particules de pollen se déplacent indépendamment (si elles ne se choquent pas),
méme si la distance les séparant ne dépasse pas leur diametre;

. le mouvement est d’autant plus rapide que la particule est petite;

3

4. la composition et la densité de la particule n’ont aucun effet ;
5. le mouvement est d’autant plus lent que le fluide est visqueux;
6

. le mouvement est d’autant plus rapide que la température est élevée;
7. le mouvement est incessant.

Le dernier point fut admis apres une expérience de trente ans et 'observation de liquides
prisonniers de quartz vieux de plusieurs milliers d’années. Il a alors été admis que le mouvement
ne pouvait pas s’expliquer par une force interne a la particule de pollen. Les travaux de Albert
Einstein, en 1905, sont souvent présentés comme les premiers pas mathématiques vers ce qui
va devenir la théorie du mouvement brownien. Norbert Wiener fournira ’essentiel du travail
de la mathématisation de la théorie du mouvement brownien et on parle aussi de processus de

2. ..resté dans I’histoire pour cette découverte, anecdotique dans son oeuvre, par ailleurs oubliée.
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25.3. Notes et commentaires

Wiener. Cependant, un peu avant les travaux d’Einstein, et dans un tout autre contexte, Louis
Bachelier avait déja obtenu, en 1900, la loi du mouvement brownien dans sa these intitulée «La
théorie de la spéculation», qui n’a pas eu d’impact a ’époque. Il y a également les travaux de
Marian Smoluchowski, contemporains de ceux d’Einstein. Le modele étudié dans ce chapitre
a été introduit par Paul Langevin et perfectionné par Leonard Ornstein et George Uhlenbeck
dans les années 1930. On trouvera dans 'ouvrage de Edward Nelson [Nel67] la modélisation
du début du chapitre, des perspectives historiques et des prolongements mathématiques.

On peut généraliser le processus de Langevin, en sortant du monde confortable des processus
gaussiens, en considérant la solution de I’équation différentielle stochastique suivante :

dX,; = Vdt

dVy = =A\Vidt — VU (X})dt + odBy,
ou la fonction U joue le réle d’un potentiel de confinement (penser a une fonction convexe).
Dans ce cas, la mesure invariante est encore explicite et s’écrit comme le produit de deux
mesures sur les espaces de position et de vitesse. C’est un modele simple de processus
hypoelliptique ergodique. Lorsque la diffusion agit sur toutes les coordonnées, on parle de
processus de diffusion non dégénéré, I’équation aux dérivées partielles de Kolmogorov décrivant
I’évolution de la loi du processus au temps t est dite elliptique et admet une solution de classe
C®°. Cependant, beaucoup d’équations d’évolution, comme les équations cinétiques décrivant
I’évolution de la vitesse et de la position d’une particule, sortent de ce cadre. Lars Héormander
dans [Hor67] classifie les diffusions dégénérées dont la loi au temps ¢ est absolument continue
et réguliere.

Les résultats précis de convergence a 1’équilibre pour ces processus sont assez récents.
L’article de Denis Talay [Tal02] fournit des estimations pour la convergence de la densité
de la loi au temps vers la densité invariante dans des espaces LP a poids. Les travaux de
Cédric Villani [Vil06, Vil09] proposent une autre approche via les inégalités fonctionnelles
(inégalité de Poincaré, inégalité de Sobolev logarithmique) et la théorie de Lars Hormander
sur ’hypoellipticité.

Le théoreme 25.10 qui établit que 'entropie relative par rapport a la mesure invariante
est une fonction décroissante du temps est un résultat qui est vrai dans de trés nombreux
modeles. I peut toutefois étre tres difficile a établir. Par exemple, pour la célebre équation
de Boltzmann, qui régit 1’évolution de la densité de particules de gaz en interaction, il a
fallu attendre les travaux de Cédric Villani [Vil03a], une centaine d’années apres les travaux
précurseurs de Ludwig Boltzmann.
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CHAPITRE 2 6

Des chaines de Markov aux processus
de diffusion

Mots-clés. Convergence de processus; approximation par une diffusion; chaine d’Eh-
renfest ; chaine de Fisher-Wright; file d’attente M/M /oo ; processus de Yule; processus
d’Orstein-Uhlenbeck ; mouvement brownien.

26.1 Paresse et échantillonnage

Soit P une matrice de transition sur un espace d’états fini &/ et I la matrice identité sur

E. Pour tout N > 1,
P-1I

1 1

Py = <1—N>I+NP—I+ N
est une matrice de transition. La chaine X ¥ associée reste en un état i € F pendant un temps
aléatoire de loi géométrique de parametre 1 — (1 — P(4,7))/N puis, si cette probabilité n’est
pas nulle, saute sur E\{i} avec la mesure de probabilité proportionnelle & (P (i, j)), ;- On
dit que X pour N > 2 est une chaine paresseuse. Posons YiN = X|n¢ pour ¢ € Ry. La
suite de processus (Y) N>1 converge vers le processus de Markov a temps continu sur £
de générateur A =P — I et de semi-groupe (F}),-. La convergence pour un temps donné ¢
s’écrit simplement :

A i A\

P=e"= lim P = lim (- — .
t N—oo N N—o0 ( N)

La propriété de semi-groupe permet d’étendre cette relation a tout n-uplet de temps t; <

o < -0 <ty

Réciproquement, si X est une chaine de Markov a temps continu sur E de générateur
A alors (Y, Jnz0 = (Xon) >0 est une chaine de Markov a temps discret sur E' de matrice de
transition Ps = e*A. Elle est appelée chaine échantillonnée.

Les processus de Markov (X}), ., (Y20),cn €t (Xt)ter, sont trés liés : les propriétés
de récurrence et transience coincident et ces processus ont les mémes mesures invariantes.
Cependant méme si la chaine X! est périodique, ce n’est pas le cas pour Y9 et X. En effet,
on montre facilement par récurrence sur n que si P, (X} = z0) > 0 alors P,(X; = z,) > 0
pour tout ¢ > 0.

Remarque 26.1 (Bernoulli vers Poisson). Un processus de Bernoulli rendu de plus en plus
paresseuzr convenablement renormalisé en temps converge vers un processus de Poisson. Ceci
entraine notamment la loi des petits nombres déja croisée au chapitre 1.

245



26. DES CHAINES DE MARKOV AUX PROCESSUS DE DIFFUSION

Remarque 26.2 (Généalogie et paresse). Dans le chapitre 10, la chaine a temps discret
décrivant le nombre de lignées a suivre pour trouver l’ancétre commun le plus récent dans
une population de taille N converge, quand N — oo vers un processus de mort pur a temps
continu de maniere semblable a la convergence des chaines paresseuses.

26.2 Diffusion sur un intervalle
On consideére le processus (X¢),-, solution de I'équation différentielle stochastique
dX; = o(X;) dB, + b(Xy) dt.
ou o et b sont des fonction régulieres sur l'intervalle I = ][, 7] & valeurs dans ]0,00[ et R

respectivement. Le générateur infinitésimal de X est I'opérateur agissant sur les fonctions f
de classe C? sur I donné par

Lf(x) = 50*(@)f"(x) + b(a) ' (x).

Soit ¢ € I. Introduisons
— la fonction d’échelle p :

= [on (2 55 )

— la mesure de vitesse m est définie par

m(dz) = 1I($)# dr = 1I(x)022(21:) exp <2 /m biiij;) dx,

p'(z)o?(x)

— et pour [ < a < b < r la fonction sur |a, b,

x — nla b
Masle) = = [ (ole) = plo))mla) + m [ 60~ tman)

Le choix des fonctions p et M, j, ne doit rien au hasard ! Elles vérifient les relations cruciales
suivantes :

Lp(z) =0 pourz €I, LMyp(z) =1 pour z € Ja, b,
p(c) =0, et M, p(a) =0,
pe) =1, Mg p(b) =0

Théoréme 26.3 (Sortie d'un intervalle). Soitl < a <b<r etTy, =inf{t >0 : X; ¢ [a,b]}
le temps de sortie de lintervalle [a,b] pour X. Alors

P,(Xr,, =a) =1-P,(Xr,, =b)

et
Ez (Ta,b) = Ma,b(x)-

Remarque 26.4 (Mouvement brownien). Ce résultat généralise le cas bien connu du mouve-
ment brownien pour lequel la probabilité de sortir en a est égale a (b— x)/(b— a).
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26.3. Convergence d’une chaine de Markov vers une diffusion

Démonstration. La fonction p est croissante par définition. Ceci assure que, pour a < y < b,
les fonctions

xe[y,b]HM et xe[a,b]w/me(dy)

sont croissantes. En conséquence, la fonction M, est positive [a, b]. Posons, pour n € IN*,

¢
Ty = inf{t >0; / 0?(X,)ds > n}
0

Puisque LM, () = 1 pour x € ]a,b], la formule d’It6 appliquée a M, ,(X;) assure que

tATR AT p
Ma,b(Xt/\Tn/\Ta’b) = Ma,b(XO) — (t AN WAN Ta,b) + / (,l,b<Xs)0—<Xs)st'
0

Grace a 'arrét au temps 7, A Ty Uintégrale stochastique ci-dessus est une martingale. En
prenant I'espérance avec X = x, on obtient grace a la positivité de M, j,

Ex(t AN Tp A Ta,b) = Ma,b(x) — I, [Ma7b(Xt/\Tn/\Ta7b):| < Ma,b(x) < 0.

Il reste a faire tendre n puis ¢ vers oo pour obtenir, par convergence monotone, que IE, (75 )
est fini. Le temps 7,3 est donc fini p.s. et, par convergence dominée, on obtient

lim E[Ma,b(XtATa,b)] = ]E[Ma,b(XTa,b)] =0,

t—o00

puisque Mg, est bornée et nulle en a et b. On obtient ainsi I'expression de E;(T5).
De méme, la formule d’It6 appliquée a p(X;) donne

p(l‘) =E, [p(XTu.,b)] = p(a)IPff (XTa,b = a) + p(b)IPI (XTa,b = b)'

On conclut en utilisant la relation P, (XTa,b = a) +P, (XTa,b = b) = 1. 0

26.3 Convergence d’une chaine de Markov vers une diffusion

L’objet de cette section est d’énoncer un théoréme assurant la convergence en loi d’une
suite de chaines de Markov convenablement renormalisées en temps et en espace vers un
processus de diffusion dont les coefficients de diffusion et de dérive sont explicites.

Théoréme 26.5 (Approximation diffusive). Soit (Pn)y~, une suite de noyauz de transition
sur R et posons

by(x) =N (y —2)Pn(z,dy) et an(z)=DN (y — a:)QPN(x, dy).
ly—z|<1 ly—z|<1

Supposons qu’il existe deux fonction réquliéres a et b a valeurs dans |0, 00[ et R respectivement
telles que pour tous r >0 et e > 0,

sup |by(x) —b(x)| —— 0, et sup |any(z)—a(x)] —— 0
|z|<r N—00 |z|<r N—o0

et
sup NPy(z,[x — e,z +¢]) —— 0.
|z|<r N—o00
Soit (Y;N),en la chaine de Markov de noyau de transition Py et (ZtN)te]R+ le processus

défini par Z)N = YLJJVVtJ' Si (YON)N21 converge en loi vers v alors, pour tout T > 0, la suite
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26. DES CHAINES DE MARKOV AUX PROCESSUS DE DIFFUSION

de processus ((ZiN)te[O,T])N>1 converge en loi vers le processus de diffusion (X¢),cqo 1) de loi
initiale v de générateur A donné par

1

Af(w) = sa(z) f"(w) + b(x) f'(2),

pour toute fonction réguliére f.

Idée de preuwve. Le semi-groupe (Pt)t>0 associé au générateur infinitésimal A vérifie, pour
toute fonction réguliere f et ¢ > 0,

t
Pf = f+/OPSAfds.

Pour tout N > 1, notons Ay = Py — I. Soit ¢t > 0. Alors

. [(N-1t] Ll
PR =r+ > PhAnf=[+5 Y Py(NAN)S

i=0 =0
[N=Dt] 1)/ N
SPRTD D B A
=0 YN

On obtient ainsi que, pour tout ¢ > 0,
|Ni] "pLNs)
P f:f+/PNS (NAN)f ds.
0

Ainsi, la famille de mesures de probabilité (P]LVNtJ) i~ est-elle liée & NAy comme (1), Uest
a A. De plus, si f est de classe C? & dérivées bornées,

NAxf(z) = N / (F(9) — F(2) Py (z, dy)

1
=by(2)f (z) + EQN(«T)f”(x) + O(NPy(z, [z — 1,2 + 1])).
Les hypotheses du théoreme assurent que N Ay f converge vers Af. Reste a en déduire la
convergence en loi des processus associés. Cette étape dépasse le cadre de cet ouvrage. On
trouvera dans la section Notes et commentaires des références pour la preuve complete de ce
résultat. O

Remarque 26.6 (Rien n’est simple). En pratique, la chaine de Markov YN est en général d
valeurs dans un sous-ensemble Iy discret et souvent fini de R. Ainsi, son noyau de transition
Py nlest-il pas défini sur tout R. Il faut alors étendre sa définition da extérieur de In de
maniére un peu artificielle.

Exemple 26.7 (Marche aléatoire et mouvement brownien). Soit SV la marche aléatoire sur

Z, définie par
n
S,]LV = Z E;
i=1

ot (6?7)2.21 est une suite de v.a. i.i.d. de loi pn61 + (1 —pn)o_1.

Sipn =1/2, (Sf\]fv,J/\/]\f)N>1 converge en loi vers le mouvement brownien issu de 0.
Sipn =p #1/2, (S|n.] /N);V>1 converge en loi vers le processus déterministe t — (2p—1)t.

Sipy =1/2+a/(2VN), (S|N-)/N) s, converge en loi vers le mouvement brownien avec
dérive o issu de 0. -
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26.4. Application aux processus de Fisher-Wright

Le premier cas de I'exemple ci-dessous est une instance du théoréme de Donsker ', analogue
du théoreme limite central pour la convergence des processus.

Théoréme 26.8 (Théoreme de Donsker). Soit (Y,),,-, une suite de variables aléatoires i.i.d.
centrées et de variance 1. Notons

[Nt
1
XN - — Y, — (Nt — | Nt])Y,
t \/N ; k ( L J) |_NtJ+1

La suite de processus (X)y~, converge en loi vers le mouvement brownien.
=

Remarque 26.9 (Interpolation linéaire). Dans l’énoncé du théoréeme de Donsker, les trajec-
toires de XN sont construites par interpolation linéaire entre les points d’abscisses multiples
de 1/N. Cette précaution permet de considérer la convergence de (XtN)oglgT comme une
variable aléatoire a valeurs dans C([0,T]) muni de la norme infinie et de la tribu borélienne.

Exemple 26.10 (Chaine d’Ehrenfest et processus d’Ornstein-Uhlenbeck). Pour N > 1, soit
ZN la chaine d’Ehrenfest (voir chapitre 3) d valeurs dans {0,..., N} dont la matrice de
transition est donnée par

i/N sij=1i—1,
P(ZN =j1ZN =i)={1-i/N sij=i+1,
0 sinon.

On définit la chaine (YnN)n>0 a valeurs dans En = {—(1/2)\/N+ E/VN : 0< k< N} en
posant

zN o1
YN VN[22 -2 ).
n (N 2)

Son noyau de transition est donné par

Pate) = (5 + 7 )0 yuw©+ (5 = 7 S

pour x € En. Aprés avoir étendu Py raisonnablement sur R, on obtient

o[l 7)) G ) )]

De méme, an(x) = 1. L’hypothése de concentration du noyau Py est clairement satisfaite
puisque son support converge vers {x}. Ainsi, si (YON)N21 converge en lot vers v, alors la

suite de processus (YLJ]V\,,J converge en loi vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de loi

Jvs1
initiale v solution de ’équation différentielle stochastique

dX; =dB; — 2X, dt.

26.4 Application aux processus de Fisher-Wright

Considérons le modele de Fisher-Wright introduit au chapitre 4. Il s’agit de la chaine de
Markov (X}Y), e sur {0,..., N} de transition

LX Xy =) = Bin(N, n,)

1. Ce résultat est également appelé principe d’invariance.
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26. DES CHAINES DE MARKOV AUX PROCESSUS DE DIFFUSION

avec
(1+s)x

(1+s)x+N-—=x

Le réel s représente 'avantage sélectif de A sur B et u4 est la probabilité de mutation d’un
allele A vers un allele B. Notons YnN = Xév /N la proportion d’alléles A dans une population
de taille N & la génération n et posons Z}¥ = L]J\\fftj pour t € R;.

Ne = ”%(1 - UA) + (1 - wz)uB et wac =

Théoréme 26.11 (Limite diffusive de Fisher-Wright). Supposons que les tauz de sélection s
et de mutation ug et up (qui dépendent de N ) soient tels que

Ns—a, Nuy—Ba et Nup— Bpg.

Alors la suite de processus (Z,JV)N>1 converge en loi vers le processus de diffusion (Zi)eg,
solution de l’équation différentielle stochastique suivante :

dZt = O'(Zt) dBt + b(Zt) dt.

0%(2) =2(1-2) et b(x)=oaz(l—2)—Baz+ Bl —2).

Démonstration. Soit z € Ex = {0,1/N,...,1}. Alors

NNz = Unz(1 —ua) + (1 —Yn2)up

. —Baz+ Bp(1l ;Vz)—kaz(l—z) L O(1/N).

Puisque la loi de NZ} sachant que Z{¥ = z est la loi Bin(NV, ny2), on a

NE[Z) — 2|Z) = 2] = N(nn» — 2)
= —Paz+ Pl —2)+az(l—2)+ O(1/N).

De méme
N]E[(Z{V — z)leéV = z] =nnz(1 —1nnz)
=2(1-2)4+O(1/N).

Enfin,
NE| (2 - 2)'128 = 2| = o(v ),

puisque, si X suit la loi Bin(V, p), son moment centré d’ordre 4 est tel que
B|(X ~ Np)'| = BNp(1 = p) +1 = 6p(1 = p)) Np(1 — p) = O(N?).
Toutes ces estimations sont uniformes en z € Ep. Le théoreme 26.5 permet de conclure. [J

Remarque 26.12 (Echelles de temps). Pour transférer les estimations de temps d’absorption
de la diffusion d la chaine de Markov, il faudra prendre garde a les multiplier par N. Les
probabilités d’atteinte ou les profils de mesures invariantes sont pour leurs parts insensibles a
ce changement d’échelle temporelle.

Exprimons la fonction d’échelle : pour ¢,z € (0,1)

X
S(z) = / y (1 —y) A dy,
C
et la mesure de vitesse :

m(x) = 22298711 — g)2Pa—1e20 gy
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26.4. Application aux processus de Fisher-Wright

Exemple 26.13 (Ni mutation, ni sélection). On suppose ici que s = 34 = Bp = 0. Dans ce
cas, la dérive de la diffusion est nulle : la diffusion est une martingale et Po(Zg,, = 1) = .
On a aussi Uexpression de 'espérance et de la variance du temps de fixation.

E,(To,1) = —2[zlogz + (1 — z)log(1 — z)].

Espérance du temps de sortie

—— Estimation

—— Theorie

-10 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

FIGURE 26.1 — Estimation du temps de fixation pour N = 40 en ’absence de sélection et de
mutation.

Exemple 26.14 (Sélection sans mutation). On choisit ici o > 0 et f4 = g = 0. Alors Ty 1
est fini p.s. et la probabilité de disparition de [’alléle B

1— 6—2az

]PZ‘(ZT()J == 1) == m

La figure 26.2 propose une illustration de l’estimation de la probabilité de fixation de l’alléle
A pour N = 30 et a = 2. Supposons que N = 10°, s = 107* et x = 0,5. Alors o = 20
et la probabilité de firation de l’alléle A vaut environ 0,999955. Ce faible avantage sélectif,
inobservable en laboratoire ou par des mesures statistiques, est pourtant suffisant pour avoir
un effet déterminant sur la fization des alléles. Le calcul de ’espérance du temps de fixation
est plus délicat. L’équation différentielle suivante :

1

2(x) + 202 (z) = “2i=a)

avec z(0) =0 et z(1) =0,

n’a pas de solution explicite. La figure 26.3 propose une illustration de [’estimation du temps
d’absorption pour N = 30 et a = 10.

Exemple 26.15 (Mutation sans sélection). On suppose ici que a est nul. La diffusion est
solution de

dX; =/ Xi(1 — X;) dB; — BaXy dt + Bp(1 — X;) dt.
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26. DES CHAINES DE MARKOV AUX PROCESSUS DE DIFFUSION

Probabilité de sortir a droite

B —— Estimation
B 1dC
B —— Theorie

0.0 T L — L — L — LA N R
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 26.2 — Probabilité de fixation de A pour N = 30 et o = 2.

Espérance du temps de sortie

]
18+ 1dC

[ T L — L — L — L — T

F1GURE 26.3 — Espérance du temps de fixation pour N = 30 et a = 10.

Cette diffusion reste dans lintervalle |0, 1], ¢’est-a-dire que T 1 est infini p.s. De plus, elle
admet pour mesure invariante v la loi Beta de parameétres 208p et 284, c¢’est-a-dire que

- Bl

En particulier, si Y suit la loi v,

__ BB
Ba+ Bs

BabB
(Ba+BB)*(2(Ba+BB)+1)

E(Y) et V)=

Remarque 26.16 (Modele multi-alleles). Dans le modéle a k alléles distincts avec un taux
de mutation total 0/2 et des probabilités respectives de mutation (Wi)lgz'gkr le processus des

proportions des alléles est & valeurs dans le simplexe A de R, de dimension k — 1, et la
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26.5. Schéma d’Euler

densité de sa mesure invariante par rapport d la mesure de Lebesgue sur A est

['(9) L(0m)-1 T(6mk)-1
... = e 1 ... .
l/(yla 7yK) F(Qﬂ‘l)F(Qﬂ'K)yl Y A(yla 7yk‘)

26.5 Schéma d’Euler

Considérons le processus de diffusion X solution de I’équation différentielle stochastique
suivante :

dXt = O'(Xt) dBt + b(Xt)dt

Sauf cas particulier, cette équation n’admet de solution explicite. On cherche donc & ’approcher
par une chaine de Markov facile a simuler. L’idée la plus simple, et la plus robuste en pratique,
est de procéder comme pour les équations différentielles ordinaires en introduisant le schéma
d’Euler associé a une discrétisation du temps. Soit a > 0, le schéma d’Euler de pas « est la

chaine de Markov (Y,%) a valeurs dans R associée au noyau
n /n=0

P(z,) = N(az + ab(a), ag(;)2> :

On peut I'étendre & un processus de diffusion (X{*),,, dont les coefficients sont constants
entre de temps multiples de « : pour ¢ € [an, a(n + 1),

t

t
X=X, +/ b(X,‘j‘a)ds—F/ o(Xy,)dBs
ta

no
= X7OLCO¢ + (t - na)b(Xgoa) + U(Xga)(Bt - Bn&)'
On a alors Y = X2 pour tout n € IN.

a

Théoréme 26.17 (Erreur faible). Si les coefficients b et o sont des fonctions de classe C* a
dérivées bornées, alors, pour toute fonction f mesurable bornée et tout t > 0, il existe C' > 0
tel que

Ea f(Xt) — Eo f(X{)] < Con.

Démonstration. Esquissons ici une idée de la preuve. On écrit
PLf—Panf =Y PL'(Po—Pu)Pym_plf
k=1
Or les développements limités des deux noyaux de probabilité P, et P, coincident jusqu’a
l'ordre 2. En effet, puisque 0, P; = LP;,
Pag(z) = g(x) + aLg(x) + O(a?)
Soit Y de loi N(0,1). En posant §(z) = /ao(z)Y + ab(z), on a
P,g(z) = Eg(z + ab(z) + Vao(x)Y)
) 2
. E(gm T 5(@)g' @) + Ll g

X 3
2 g ( ) 5( ) "
= g(z) + aLg(z) "‘O(aQ)

o) + 06

puisque les moments d’ordres 1 et 3 de Y sont nuls. L’erreur entre diffusion et schéma d’Euler
sur un pas de temps « est donc de l'ordre de a?. Au bout de n itérations, Ierreur sera
donc d’ordre a (puisque an est de 'ordre de t). Reste une difficulté de taille : montrer que
I'on controle les dérivées de Py (,—r)f pour que le développement limité ci-dessus soit valide.
Ceci découle de propriétés de régularité de la solution de ’équation aux dérivées partielles
parabolique dyu = Lu. O
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26. DES CHAINES DE MARKOV AUX PROCESSUS DE DIFFUSION

Il est également possible de controler ’écart trajectoriel entre les processus X et X¢.
Théoréme 26.18 (Erreur forte). Sl existe C > 0 tel que pour tous x,y € R,

b(z) = b(y)| + |o(z) — o(y)| < Clz —yl,
alors, pour tout p > 1 et tout T > 0, il existe K,(T) tel que

]E< sup | X; — X,?yp> < K, (T)a??.
0<t<T

La démonstration de ce résultat est technique mais assez directe. Elle repose essentiellement
sur la formule d’Ito, le lemme de Gronwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy.

26.6 Notes et commentaires

De nombreux ouvrages sont consacrés au calcul stochastique et aux processus de diffusion.
On trouvera notamment dans [GS72] I’étude des diffusions sur un intervalle de R et leurs
comportements aux bords du domaine. Les différentes variantes et subtilités des résultats de
convergence de processus sont rassemblées dans le livre [EK86] de Stewart Ethier et Thomas
Kurtz. La section 7.4 de cet ouvrage trés dense concerne notamment ’approximation diffusive
et propose une démonstration du théoreme 26.5.

Citons encore deux exemples classiques de convergence pour des processus de Markov a
temps continu et espaces d’états discrets vers une diffusion.

Pour N € IN*, soit ZNM 1a file d’attente M/M/o0? de taux d’arrivée N\ et de taux de
service p. Pour tous N > 1 et t > 0, posons

ZNM N N
XN =vVN tN — =] avec Z, "M =|NAp+VNzx].
p
La suite (X f\va | )N>1 converge en loi vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck solution de

dXt =V2A dBt — MXt dt avec XO =,

De méme, soit une suite (Y) ~n>1 de processus de Yule de parametres respectifs (Ay, un),
c’est-a-dire que Y est le processus de naissance et mort de taux respectifs (ANT) e €t
(N1, On suppose que

NAN —pun)=b+O(1/N) et Ay+pun =2a+ O(1/N).
Alors la suite de processus (YL]X,_ [ /N )N>1 converge vers la diffusion X solution de I’équation

différentielle suivante :
dX; = v/2aX;dB; + bX; dt.

Les schémas d’Euler associés & des processus de diffusion ont été tres largement étudiés.
Citons les ouvrages de synthese de Peter Kloeden et Eckhard Kloeden [KP95], Nicolas Bouleau
et Dominique Lépingle [BL94] pour la preuve du théoréme 26.18. La contribution de Denis
Talay [Tal96] propose également une synthése sur les estimations de l'erreur faible. Il est
possible d’améliorer le théoreme 26.17 en obtenant un développement limité de I'erreur faible
en puissances de a. Ceci permet d’accélérer la convergence : en combinant des schémas de
pas 2a et a on obtient une erreur de I'ordre de a?! Cette méthode, appelé extrapolation de
Romberg, est également utilisée en analyse numérique des équations différentielles ordinaires.
Les deux travaux fondateurs dans cette directions sont dus a Denis Talay et Luciano Tubaro
[TT90] qui supposent que la fonction test est trés réguliere puis & Vlad Bally et Denis Talay
[BT95] qui, grace au calcul de Malliavin obtiennent le résultat pour des fonctions mesurables
bornées si les coefficients o et b sont réguliers.

2. Ce processus de Markov est étudié dans le chapitre 18.
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