ECS1.1 - TD N ° 11 : Introduction aux espaces vectoriels

‘Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels‘

Exercice 1 Dans chacun des cas suivants, justifier si la partie considérée est un sous-espace vectoriel.

1. A={(z,y) €eR? 2? —y? =0} 2. B={(z,y) eR% 2? +y? =0} 3. C={(z,y) eR} z—y=0}
4. D={(a+b,a—b,a); (a,b) € R?} 5. E={(1+4=z,2); z €R} 6. F=7>=7Zx1Z

Exercice 2 On note R® I’ensemble des fonctions numériques. Déterminer si les parties suivantes sont des sous-espaces
vectoriels de R¥ :

1. A={f eR®/ f continue }
2. B={f €R®/ f paire }

3. C= {f € R®/ f impaire }
4. D= {f €R®/ f sannule }

Exercice 3 On note RY I’espace vectoriel des suites réelles. Les parties suivantes sont-elles de sous-espaces vectoriels

de RN ?
1. A= {(un)neN € RY/ (up)nen bornée }
2. B= {(un)neN € RY/ (uy)neny monotone }
3. C= {(un)neN € RY/ (un)nen convergente }
4. D = {(un)neN € RY/ (up)nen arithmétique }
5. B = {(un)neN ERY/Vn € N, upio = —tpi1 + %Hun}

Exercice 4 On note K[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K. Les parties suivantes sont-elles de
sous-espaces vectoriels de K[X]?

1. A= {P € K[X]/ 0 est racine de P}

2. B={P € K[X]/ 0 est racine double de P}

3. C = {P € K[X]/ 0 est racine au moins d’ordre 2 de P}
4

. Pour n € N fixé : D = {P € K[X]/ deg(P) =n}
. . a+b b 9
Exercice 5 1. Montrer que la partie A = b —a—b / (a,b) € K? } est un sev de M3 (K).
2. Soit p € N*. La partie B, = {A € M, (K)/ A? =0, } est-elle un sev de M, (K)?
0 1 1 0 0 O
On pourra considérer |0 0 1| e |0 0 O
0 0 0 1 00

Exercice 6 Soient F et G deux sev de E K-ev. Montrer que F UG est un sev de E si et seulement si F C G ou G C F.

Familles libres, génératrices |

Exercice 7 Les familles suivantes sont-elles libres (si non, on donnera une combinaison linéaire nulle, dont les coeffi-
cients sont non tous nuls) ? génératrices de R? (si non, on donnera un vecteur de R qui ne s’exprime pas en fonctions
des vecteurs de la famille) ? Sont-elles des bases de R? ?

Fo= ((2,4,3),(1,5,7))
Foo= ((1,2:3),(2:3,4),3,45),(4,5,6))
Fy = ((9,—3,7),(1,8,8),(5,—5,1))



Exercice 8 Les sev de K™ peuvent étre définie de 3 fagons différentes :

e Par des équations cartésiennes : A = {(z, y,2,t) ERY v —y+2=0ety—2t = 0}.

e Par un paramétrage : B = {(2a —3b+c,a+2b—c,—b+c¢,a); (a,b,c) € Rg}.

e Par la donnée d’une base (ou d’une famille génératrice) : C' = Vect((l, 2,-1,0),(0,1,3, —1)).
Ecrire chacun de ces ensembles sous les trois formes possibles.

Exercice 9 Les famille suivantes sont-elles des familles libres de 1’espace vectoriel indiqué ?

(X —1)%, (X —2)%,(X —3)?) dans R[X]

X2 41,2X,2X% + X) dans R[X]

x> cosx, T+ cos(3x), x > cos® ac) dans RR
(1)nen, (cos® n)nen, (cos(2n))neN) dans RN

(2")nen; (3")nen, (n)neN) dans RN
T e

Exercice 10 Donner une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :

1. E= J%(un)nem/Vn eN, uprg = 2un}

AT o o B N

o

2. F={P €K[X]/O0 est racine de P}
3. G =S8;3(R)
Exercice 11 On dit qu'une famille de polynémes (Py, Py, ..., P,) (ot n € N) est échelonnée lorsque, pour tout k €
[0,n] : deg(Py) = k.
Montrer que toute famille échelonnée de polynomes (P, ..., P,) forme une famille libre de K[X].
Exercice 12 Soit E un K-ev et (?1, cee ?n) une famille libre de vecteurs de E.
Pour tout k € [1,n], on note =+ ?k.ﬂrl
Montrer que la famille (?1, ..., &€n_1) est libre.



