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6 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

1 Notations

Traditionnellement, les objets mathématiques (nombres, fonctions...) sont notés avec une lettre
de I'alphabet pouvant étre minuscule, majuscule, capitale etc...

Lorsqu’on se donne une liste de n objets on utilise un indice : x, x2, ..., Xj.

On peut aussi utiliser un indice supérieur, placé entre parenthéses pour ne pas le confondre
avec la puissance : x1), x@, ..., x,

Lorsqu’on considére un tableau de nombres, on a recourt au double-indigage : x; ; désigne
I'élément situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Pour varier les notations, on utilise aussi I'aplhabet grec, dont nous rappelons ci-dessous les
minuscules et majuscules. Il est impératif de bien le connaitre (sous peine de faire sourire son
examinateur a 'oral).

Minuscule | Majuscule | Nom Minuscule | Majuscule Nom
a A Alpha v N Nu
i B Béta & = Xi
Y r Gamma o O Omicron
0 A Delta /4 I Pi
€ E Epsilon P p Rho
¢ 4 Dzéta o z Sigma
n H Eta T T Tau
0 ] Théta v Y Upsilon
L I Iota ) ) Phi
K K Kappa X X Chi
A A Lambda /4 v Psi
7} M Mu w Q Omega

On utilisera aussi les abréviations suivantes :

- cqfd = ce qu'il fallait démontrer :

- ie =1id est = c’est-a-dire;

- p/r =parrapporta;

- resp. = respectivement.
Ce cours de mathématiques est organisé selon une série de définitions, signalées par un cadre
vert et par une série de théoremes signalés par un cadre rouge.
Le tout est illustré par des exemples et des exercices, ces derniers étant signalés par un crayon a
papier. Certains chapitres comportent des explications sur la maniere de rédiger; celles-ci sont
elles aussi en italique.

Le mot théoréme est réservé a des résultats mathématiques jugés importants. Dans le cas d'un
théoreme «facile », on utilise le mot proposition. Parfois, on reformule certains théoremes dans
des cas simples, directement utilisables en pratiques : on parle alors de corollaire. Enfin
certaines démonstrations plus ardues que les autres nécessiteront de démontrer des petites
propositions intermédiaires appelées lemmes.
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2 Logique 7
2 Logique

2.1 Prédicats et opérations sur les prédicats

Un prédicat (ou une assertion) est un énoncé mathématique qui est soit juste, soit faux. On dit
qu'un prédicat ne peut prendre que deux valeurs logiques : V ou F (i.e. Vrai ou Faux).

Par convention, lorsqu’on énonce un prédicat, on sous-entend toujours qu’il est vrai.
Exemple: « La fonction f est croissante sur 'intervalle I. »
Soient A et B deux prédicats. On définit les opérations suivantes.

e Négation. La négation (ou contraire) de A est notée non(A). Elle est définie par la table de
vérité suivante :

A | non(A)
\% F
F %4

On voit facilement que non(non(A)) et A prennent les mémes valeurs dans la table de vérité.

e «Et». Le prédicat (A et B) est défini par :

BN
Q
~
!

o< mo< |
o m < < |
o <

On voit facilement que (A et B) et (B et A) prennent les mémes valeurs dans la table de vérité.

e «Ou». Le prédicat (A ou B) est défini par:

B
Q
<
oy

o< T
S S|
< <<

On voit facilement que (A ou B) et (B ou A) prennent les mémes valeurs dans la table de vérité.

Remarquons qu'’il s’agit d'un « ou » inclusif, c’est-a-dire que les deux prédicats peuvent étre vrais
en méme temps (contrairement au « ou » exclusif).
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8 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

== Proposition 1 - Lois de Morgan

1. Les prédicats non(A et B) et (non(A) ou non(B)) prennent les mémes valeurs
dans une table de vérité.

2. Les prédicats non(A ou B) et (non(A) et non(B)) prennent les mémes valeurs
dans une table de vérité.

2.2 Implication et équivalence

o Implication : Le prédicat A= B est défini par:

A|B|A=B
Vv |4
F |V |4
V| F F
F | F |4

En francais, on traduit le prédicat A— B par:
* si A est vrai alors B est vrai;
* pour que A soit vrai il faut que B soit vrai;
* pour que B soit vrai il suffit que A soit vrai.
On dit aussi que :
* A est une condition suffisante pour B;

* B est une condition nécessaire pour A.

S Exemple. On pose A = « Paul est en Supl » et B = « Paul est en PCSI ». Il est clair que A= B
est vrai. Par contre on n'a pas B = A (Paul est peut-étre en Sup2). Dans ce cas, on dit que la
réciproque de I'implication A = B est fausse. On peut donc dire :

* «pour que Paul soit en Supl, il faut qu'il soit en PCSI »

* «pour que le Paul soit en PCS], il suffit qu’il soit en Sup1 ».

/\ On ne peut pas dire « pour que Paul soit en PCSI, il faut qu'il soit en Sup]1 ».

Rédaction. Pour montrer que A = B, on doit proceder de la facon suivante : on suppose que le
prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai.

X Exemple. Soit n un entier naturel. Montrer que : 6 divise 7 = 3 divise 7.

Proposition 2 — Raisonnement par contraposée

Les prédicats A— B et non(B) = non(A) prennent les mémes valeurs dans une table de
vérité.
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2 Logique 9

Pour montrer que A = B, on peut donc a la place montrer que non(B) = non(A) : cela
s'appelle le raisonnement par contraposée. 11 est parfois beaucoup plus simple que le raison-
nement « direct ».

LS Exemple. Soit n un entier naturel. En raisonnant par contraposée, montrer que :
n? est pair = n est pair.

=i Proposition 3 - Négation d’'une implication

Les prédicats A = B et (non(A) ou B) prennent les mémes valeurs dans une table de

vérite. La négation de A= B estdonc (A et non(B)).

Pour montrer qu'une implication est fausse, on montre donc que A est vraie et que B est fausse.

X Exemple. Donner une valeur de l'entier naturel n, pour laquelle la réciproque de
(6divisen:>3div1'sen)est fausse.

/\ Pour une implication ne pas confondre sa réciproque, sa contraposée et son contraire
(= négation).

S Exemple. Donner la réciproque, la contraposée et le contraire de I'implication
«Paul est en PCSI» = «Paul est en Sup1 ».

o Equivalence: Le prédicat A < B est défini par :

A|B|A<B
VIV %4
F |V F
V | F F
F | F %4

Il est clair que les prédicats A < B et B < A prennent les mémes valeurs dans une table de
vérité.
En francais, on traduit la proposition A <= B par:

* A estvrai si et seulement si = (ssi) B est vrai;

* pour que A soit vrai il faut et il suffit que B soit vrai.

On dit aussi que B est une condition nécessaire et suffisante pour A.
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10 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

== Proposition 4 —- Double implication

Les prédicats A < B et ((A = B) et (B= A)) prennent les mémes valeurs dans une
table de vérité.

Pour montrer qu'une équivalence est vraie on raisonne donc généralement par double
implication : on montre que A= B est vrai puis que la réciproque B— Al’est aussi.

Rédaction. Pour montrer que A <= B, on procéde par double implication.

On suppose que le prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai.
On en déduit que A= B.

On suppose que le prédicat B est vrai; on doit alors montrer que A est vrai.
On en déduit que B—= A.

On peut alors conclure que A < B.

K5 Exemple. Soit n un entier naturel. Montrer que : n? est pair < n est pair.

2.3 Autres types de raisonnement

e Raisonnement par 'absurde. Pour montrer qu'un prédicat A est vrai, on peut choisir de
raisonner par I’absurde : on suppose que A est faux, et on essaye d’aboutir a une contradiction
évidente du type2<1ou0< x <0 etc...

LS Exemple. Montrer que /2 n’est pas un nombre rationnel.
/\ Ne pas confondre avec le raisonnement par contraposée qui sert a prouver une implication.

» Raisonnement par disjonction de cas. Pour montrer qu'un prédicat A est vrai, on peut choisir
de le montrer dans différents cas particuliers plus simples, a condition que I'union de tous ces
cas particuliers redonne le cas général. Il est préférable que ces différents cas soient disjoints,
mais ce n’est pas une obligation.

S, . . n(n+1) .
Exemple. Montrer quesin est un entier naturel alors T en est un aussi.

e Raisonnement par analyse-synthese. Le raisonnement par analyse-synthése permet de
déterminer toutes les solutions d'un probléme.

La partie analyse consiste a raisonner sur une hypothétique solution au probleme (on suppose
donc qu'il en existe au moins une). On accumule alors des déductions de propriétés qu’elle doit
vérifier, du seul fait qu’elle est solution.

La partie synthese consiste a examiner tous les objets vérifiant les conditions nécessaires
précédemment accumulées (ce sont les seuls candidats pouvant étre des solutions) et on
détermine, parmi eux, lesquels sont réellement des solutions.

N Exemple. Résoudre I'équation x2 + x + 1 = 0 par analyse-synthése.
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2 Logique 11
2.4 Raisonnements par récurrence
Soit P(n) un prédicat qui dépend d’'un entier naturel n.

X Exemple. P(n) = «6 divise n» ou P(n) = «3 divise 2" ».

On se donne aussi un entier naturel np € N fixé, et on souhaite démontrer que P(n) est vraie
pour tout les entiers naturels n supérieurs ou égaux a ny.

Pour cela on ne peut pas le vérifier en égrénant une a une les valeurs de n, puisqu’il y en a une
infinité! Cette méthode prendrait donc un temps infini.

N

Par contre on peut utiliser un raisonnement par récurrence, qui consiste a montrer une
initialisation (ou amorce) et une hérédité pour le prédicat P(n).

Ce raisonnement se décline sous plusieurs formes.

p==i Théoréme 5 - Récurrence simple

Initialisation. P(r) est vrai.
Hérédité. Pour n entier naturel fixé tel que n = ng, ona: ( P(n)vrai—= P(n+1) vrai)
Conclusion. Alors on sait que P(n) est vrai pour tout entier naturel n tel que n = ny.

C’est un peu comme une chaine infinie de dominos : I'initialisation consiste a faire tomber le
premier domino, et I'hérédité consiste a s’assurer que chaque domino va entrainer le domino
suivant dans sa chute. La conclusion est que tous les dominos vont tomber.

> Exemple. Pour n entier naturel non nul, montrer par récurrence simple que
nn+1)

2

14243441

/\ Ne pas oublier l'initialisation! Le prédicat P(n) = «3 divise 2" » est héréditaire mais n’est
jamais initialisé.
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12 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

==t Théoréme 6 — Récurrence a deux pas

Initialisation a deux pas. P(ng) et P(ng + 1) sont vrais.

Hérédité a deux pas.

Pour n entier naturel fixé tel que n = ng,ona: ( P(n) et P(n+1) vrais = P(n+2) vrai )
Conclusion. Alors on sait que P(n) est vrai pour tout entier naturel n tel que n = ny.

On peut reprendre 'analogie des dominos mais cette fois ils sont plus difficiles a faire tomber :
il faut le poids de deux dominos successifs pour faire tomber le suivant (c’est I'hérédité a deux
pas), et pour amorcer le processus il faut pousser assez fort pour faire tomber les deux premiers
dominos (si on ne pousse que le premier, son poids ne suffit pas a faire tomber le second).

£ Exemple. On pose F = F} = 1 et pour n entier naturel, F;,,» = F,, + F;,; (suite de Fibonacci).
Montrer par récurrence a deux pas que pour 7z entier naturel, F;, = 0.

Ce principe se généralise : on peut démontrer un propriété par récurrence a trois pas, a quatre
pas...et méme a p pas pour p un entier naturel fixé.

==l Théoréme 7 — Récurrence forte

Initialisation. P(ng) est vrai.
Hérédité forte.
Pour n entier naturel fixé tel que n = ng,ona:

(P(no),P(no +1),..., P(n) vrais = P(n+1) vrai)

Conclusion. Alors on sait que P(n) est vrai pour tout entier naturel n tel que n = ny.

Cette fois les dominos sont de plus en plus difficiles a faire tomber : pour faire tomber un
domino, il faut le poids de tous les dominos précédents. Pour amorcer il suffit de pousser le
premier.

2

N Evemple. Onpose u; =3 etpour n> 1, ty1 = —(Ug + Uz + -+ + Up).
n

Montrer par récurrence forte que pour n =1, u, = 3n.

3 Ensembles

3.1 Définitions
Définition 8 —- Ensembles
l Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. ]

On note x € E lorsque x est élément de E, et on dit que x appartient a E. On note x ¢ E dans le
cas contraire, et on dit que x n'appartient pas a E.
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3 Ensembles

13

S Exemple. Un ensemble peut étre défini par extension ie en énumérant la liste de ses

éléments entre accolades :
{a} = ensemble formé d'un unique élément a, appelé « singleton a»
E = ensemble des couleurs d'un jeu de 32 cartes = {coeur, carreau, trefle, pique}
N = ensemble des entiers naturels = {0,1,2,3,...} (infinité d’éléments)

Soit P(x) un prédicat dépendant de x élément de E.

sl Définition 9 — Quantificateurs

1. Lorsque P(x) est vrai pour tous les éléments x de E, on le note::
VxeE, P(x)

Le symbole V est appelé quantificateur « quel que soit ».

2. Lorsque P(x) est vrai pour au moins un élément x de E, on le note::
dx € E; P(x)

Le symbole 3 est appelé quantificateur « il existe ».

3. Lorsque P(x) est vrai pour un unique élément x de E, on le note :
Alx € E; P(x)

Le symbole 3! est appelé quantificateur «il existe un unique ».

Rédaction.

1. Pour montrer que «V x € E, P(x) », on procede de la maniére suivante : on se donne x € E

fixé quelconque et le but est alors de montrer que P(x) est vrai pour cet x.

2. Pour montrer que «3x € E; P(x) », on procede de la maniere suivante : on doit trouver x € E

tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d’inconnue x et en prouvant

que cette équation a au moins une solution.

3. Pour montrer que «3x € E; P(x) », on procéde de la maniere suivante : on doit trouver un

unique x € E tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d’inconnue x et

en prouvant que cette équation a une unique solution.

Remarque importante. Pour montrer qu'un prédicat P(n) est vrai pour tout entier naturel n, on
peut donc faire une preuve « directe » a la place d'une preuve par récurrence. On fixe n entier
naturel quelconque, et on montre que P(n) est vrai. On obtient alors qu’il est vrai pour tout

entier naturel n.

/\ Pour montrer que « Vn € N, P(n) est vrai», il ne faudra donc pas mélanger preuve par

récurrence et preuve directe.
£ Exemple. Montrer que Vn € N, 2+l > 9
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14 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

Il faut connaitre la négation de ces quantificateurs.

i Proposition 10 - Négation des quantificateurs

1. Les prédicats non(Vx € E, P(x)) et 3x € E; non(P(x)) sont égaux.

2. Les prédicats non(3x € E; P(x)) et Vx € E, non(P(x)) sont égaux.

En particulier dire que «il n’existe pas x € E pour lequel le prédicat P(x) est vrai» revient a dire
que « pour tout x € E, le prédicat P(x) est faux».

Nous allons maintenant voir comment comparer deux ensembles.

===t Définition 11 — Inclusion

Soient E et F deux ensembles. On dit que F est inclus dans E et on le note F < Eou FC E,
lorsque tout élément de F est aussi élément de E, i.e. lorsque :

VxeF xeE

ou encore :
xeF—xeE

On dit aussi que F est un sous-ensemblede E, ou que F est une partiede E.

Dans le cas contraire, on le note F € E et on le traduitpar: 3x€ F; x ¢ E.

X Exemple. N c 7.

N Exemple. Lensemble des éleves de Supl est inclus dans 'ensemble des éleves du lycée.

/\ ATTENTION : dans I’ensemble R des nombres réels, on peut toujours comparer deux nombres
xety:onax<yetx=y.Ondit que larelation d'ordre < est totale. Mais ce n’est pas le cas
pour la relation d’inclusion sur les ensembles : si F et E sont deux ensemble quelconques, on
peutavoir FZEetEZF.

D Exemple. Dans R,si F=Z et E=R* =[0,+oo[,alors FZEet EZF.

D Exemple. Sur 'exemple suivant,ona: FZ Eet EZ F.
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3 Ensembles 15

Rédaction. Pour montrer que F < E on se donne x € F fixé quelconque, et on démontre que x € E.

D Exemple. Montrer que N <] — 1, +00].

=t Proposition 12 — Propriétés élémentaires de la relation d’inclusion

Si E, F, G sont trois ensembles :
1. onaECE,;
2. siGcFetFcEalorsGSE.

/\ Ne pas confondre les symboles € et <. Ils sont liés par la propriété :

xeE<—={x}cE

Définition 13 - Egalité de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles.
Onditque E=Florsque EC Fet FC E,i.e.lorsque: x€e E<= x€ F.

Dans le cas contraire on le note E # F.
® Exemple. Ecrire le prédicat E # F avec des quantificateurs.
Si F € E mais E £ F alors on dit que F est strictement inclus dans E, et on le note F C E.

X Exemple. N C 7.

X Exemple. Lensemble des éleves de Supl1 est strictement inclus dans I'ensemble des éleves
du lycée.

/\ Ne pas confondre les symboles :

e noninclus FZ E

o strictementinclus F C E

Dans les deux cas F # E.
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16 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

Rédaction. Pour montrer que E = F on procéde donc par double-inclusion.

On se donne x € E fixé quelconque; on doit alors montrer que x € F. On en déduit que E< F.
On sedonne x € F fixé quelconque; on doit alors montrer que x € E. On en déduit que F € E.
On peut alors conclure que E = F.

® Exemple. On peut dire que I'ensemble E des éleves de Supl est égal a I'ensemble F des
éléves du lycée qui ont des cheveux bruns, si tous les éleves de Supl ont les cheveux bruns
(E € F) etsitous les éléves du lycée qui ont des cheveux bruns sont en Sup1 (F € E).

On définit un ensemble particulier qui ne possede pas d’élément.

=== Définition 14 — Ensemble vide

On appelle ensemble vide, noté @, 'ensemble qui ne posséde aucun élément.
Il est inclus dans tout autre ensemble.
Il ne possede qu’'un sous-ensemble : lui-méme.

Trés souvent on définit un sous-ensemble par compréhension ie en imposant que ses éléments
vérifient une certaine propriété.

st Définition 15 - Sous-ensemble défini par compréhension

Soient E un ensemble et P(x) une propriété dépendant de x élément de E. Lensemble F
des éléments de E vérifiant la propriété P(x) estnoté: F = {x € E; P(x)}.
C’est un sous-ensemble de E.

Avec cette notation il n’est plus nécessaire d’énumérer les éléments (comme dans la définition
par extension), ce qui est tres pratique pour les ensembles infinis. Pour montrer que x € F il est
donc équivalent de montrer que P(x) est vrai.

D Exemple. A={xeR; x2—3x+2=>1}estune partie de R.

X Exemple. Montrer que {x € R; x> —2x+1=0} = {1}.

==t Définition 16 - Ensemble des parties

Si E est un ensemble, on note 2 (E) l'ensemble des parties de E.
On a donc pour F un ensemble quelconque :

FCE < Fed?(E)

Un ensemble E a toujours comme parties @ et E, donc on a toujours @ € Z(E) et E € P (E).
X Exemple. Si E estvide : (@) = {@} # @ (ensemble 2 un élément : I'ensemble vide).

Si E est un singleton : 2({a}) = {®, {a}}.

Si E a deux éléments : 2 ({a, b}) = {®, {a}, {b}, {a, b}}.
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3 Ensembles 17

X Exemple. Onadonc: x € E < {x} € E < {x} € P(E) < {{x}} c P (E).

Terminons ce paragraphe par un paradoxe célebre et d’énoncé simple, appelé paradoxe de
Russel : il n'existe pas d’ensemble de tous les ensembles. Ce paradoxe est plus facile a
comprendre sous la forme du paradoxe du barbier : il n'existe pas de barbier qui raserait tous
les hommes qui ne se rasent pas eux-mémes (et seulement ceux-la). En effet, qui raserait ce
barbier?

3.2 Opérations sur les ensembles

el Définition 17 — Intersection et union de deux parties d'un ensemble

Soient A et B deux parties d'un ensemble E.

1. On définit l'intersection de A et B, notée AN B, comme étant I’ensemble des élé-
ments de E qui appartiennenta Aeta B, ie:

VxeE, (xeAmB — xeAetxeB)

2. On définit l'union de A et B, notée AU B, comme étant '’ensemble des éléments de
E qui appartiennenta Aoua B, ie:

Vx€eE, (xeAuB — xeruxeB)

AN B et AU B sont donc deux parties de E.

Les figures suivantes représentent I'union et I'intersection de deux ensembles A et B.

== Proposition 18 — Regles de calcul

Si A, B et C sont trois parties d'un ensemble E :
1. AnNBS A< AUB
2. Associativité: (ANB)NnC=An(BnC) et (AuB)uC=AuU(BuUC)
3. ANA=AUA=A AN =9 Aug=A
4. Commutativité: AnNB=BNA et AUB=BUA
5. Distributivité de N par rapportau: An(BUC)=(AnB)u(AnC)
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18 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

l Distributivité de U par rapportan: AU(BnC)=(AuB)n(AuC) J

La propriété d’associativité de 'union permet de se dispenser des parentheses et d’utiliser la
notation AU B U C pour l'union de trois ensembles : en effet, cette notation désigne
indifféremment (AU B) U C ou AU (B U (), et ces deux quantités sont égales donc cela ne pose
pas de probléme de confusion.

La méme remarque est valable pour I'intersection : on peut utiliser la notation An BN C.

/\ Par contre, dans une expression mélangeant union et intersection, on ne peut pas se
dispenser des parentheses.

Par exemple la notation AU Bn C n'a aucun sens! En effet, elle peut désigner (Au B) n C ou
AU (BnC), et comme ces deux quantités sont différentes, on ne sait plus de quoi on parle!

Les figures suivantes représentent I'union et l'intersection de trois ensembles A, B et C.

Q-

Les propriétés de distributivité sont aussi tres importantes : elle sont a rapprocher de la
distributivité de la multiplication par rapport a I'addition des nombres. Les figures suivantes
permettent de visualiser les formules An(BUC) = (AnB)U(ANC) et AU(BNC) = (AUB)Nn(AUC).

Ai i :B Ai % :B
C C
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Définition 19 - Parties disjointes/incompatibles

On dit que deux parties A et B d'un ensemble E sont disjointes ou incompatibles lorsque
ANB=¢.

/\ ATTENTION! Ne pas confondre A et B disjoints : An B = @, et A et B distincts : A # B. Deux
ensembles disjoints sont distincts (ou vides), mais deux ensembles distincts ne sont en général
pas disjoints.

Les figures suivantes représentent deux ensembles distincts mais non disjoints, et deux
ensembles disjoints (donc distincts).

A B

=i Définition 20 - Complémentaire

Soit A une partie d’'un ensemble E. Le complémentaire de A dans E, noté Cg A, est défini
par:
CcA={x€eE; x¢ A}

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur E, Cz A est noté plus simplement A.

Les figures suivantes représentent une partie A et son complémentaire (E est représenté par un
rectangle).

i Proposition 21 — Regles de calcul

Si A est une partie de E :
= A;

E et E=9;
A=E et AnA=g.

S ST N
Il

1.
2.
3. AU

X Exemple. Soient A et B parties de E. Montrer que ANB =@ < A< B.
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Théoréme 22 - Lois de Morgan
| Si Aet Bsontdeuxpartiesde E: AnB=AUB et AUB=ANB. ]

Les deux figures suivantes permettent de visualiser les lois de Morgan.

== Définition 23 — Différence

Si A et B sont deux parties de E, on appelle différence de A et B, notée A— B ou A\B, la
partie de E définie par: _
A\B=ANB={xeA x¢B}

3.3 Produits cartésiens et familles d’éléments

==t Définition 24 — Produit cartésien

1. Soient E et F deux ensembles.
On note E x F '’ensemble des couples (x, y) telsque xe Eet ye F :

ExF={(x,y); xeEety€F}

E x F est appelé produit cartésien de E et de F.

2. Plus généralement, si E;, Es, ..., E, sont n ensembles, on note Ej x E; x -+ x E,
I’ensemble des n-uplets (x1,...,x,) telsque x; € E}, xo € Es, ..., X, € Ej,.
3.SiEy=E,=---=E, = E, alors E] x E, x --- x E,, est noté E", et ses éléments sont

appelés n-listes d’éléments de E.
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X Exemple. R®*=R xR xR =1{(x,5,2); xe R, ye Retze R}.

===t Définition 25 — Famille finie d’éléments de E

Soient I = {iy, iy,..., i} un ensemble fini (appelé ensemble d’indices), et E un ensemble.
On dit que (x;);es est une famille d’éléments de E indexée par I lorsque, pour chaque i € I,
Xx; est un élément de E.

£S5 Exemple. Pour I =1{1,2,...,n}, (x;)je; = (x1,...,X,) estun n-uplet d’éléments de E.

Une famille généralise donc les n-uplets a des éléments qu’on veut indicer de maniere générale,
alors que pour les n-uplets on les numérote toujours de 1 a n. Les n-uplets sont donc des cas
particuliers de famille.

S Exemple. (xpjerre Xpaul’ x]acques) est une famille de 3 éléments mais n’est pas un 3-uplet.
Dans la suite, I = {iy, io,..., i;} est un ensemble fini.

Définition 26 — Famille finie de parties de £
I 0]

n dit que (A;);es est une famille de parties de E, lorsque pour i € I, A; est une partie de E. ]

Dans ce cas (A;);e; est une famille d’éléments de 22(E), au sens de la définition donnée
précédemment.
est une famille de parties de R.

1
X Exemple. ( 1,1+ P

)lsksn

g Définition 27 — Union/Intersection d'une famille finie de parties

Si (A;j)ies est une famille finie de parties de E, on définit ['union des A; pour i € I, notée
|J Ai, par:

iel
Vx€eE, (xe U4 <= EIieI;xEA,-)
iel

De méme on définit aussi leur intersection ﬂ Aj, par:
iel

Vx€E, (xeﬂAi — Viel;xeAi)

iel

n n
Lorsque I ={1,2,..., n} ces deux parties sont notées |_J Ay et [] Ay et vérifient :
k=1 k=1
n
Vx€eE, (xEUAk<:>EIk€{1,2,...,n};x€Ak)
k=1
n
Vx€E, (xeﬂAk<=>Vk€{1,2,...,n};x€Ak)
k=1
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n

1
=[1,2[ et ﬂ[1,1+—
k=1 k

n 1
X Exemple. Montrer que | J [1, 1+
k=1

1
= [1,1+—
n

=i Proposition 28 — Regles de calcul

Si B est une partie de E et (A;) ;e est une famille de parties de E, alors :

U4

iel

nB=|J(AinB),

iel

1. Distributivité de N par rapporta u:

etde U par rapportan: ([ ]A;

iel

2. LoisdeMorgan: | JA;=(A; et [A=UA.

iel iel iel iel

uB=()(A;UB).

iel

g Définition 29 — Famille de parties deux a deux disjointes

Si (A;)ies famille de parties de E, on dit que les A; sont deux a deux disjointes lorsque :

Vi,Jel?, i#j= AinAj=¢

/\ Si A, B et C sont des parties de E deux a deux disjointes alors ANBNC=¢:

OO

Par contre il est possible que An BN C = @ mais que A, B et C ne soient pas deux a deux

disjointes :
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/\ Prendre garde aux notations.
Les accolades définissent des ensembles et les parentheses définissent des familles.
Pour les ensembles, les répétitions ne sont pas prises en compte, contrairement aux familles :

{a,a,b} ={a,b} mai (a,a,b)+# (a,b)
Pour les ensembles l'ordren’est pas pris en compte, contrairement aux familles :

{a,b} ={b,a} mais (a,b)# (b a)

4 Applications

4.1 Définitions

=t Définition 30 — Application

Soient E et F deux ensembles. Une application définie sur E a valeurs dans F se note :

f: E— F
est une "relation" qui a chaque x € E associe un unique élément y € F, noté f(x).

On la note plus simplement f: E— Foux€eE . f(x)€eF.
f(x) est appelé image de x, et si y = f(x) alors x est appelé antécédentde y.

Vocabulaire :

e f: E— Fselit « f est une application de E vers F » ou encore « f est une application définie
sur E a valeurs dans F ».

e x— f(x) selit «a x on associe f(x) ».

e f(x) selitaussi f évaluéeen x.

Lorsque f n'est pas définie sur E tout entier, on dit que f est une fonction, mais les confusions
de vocabulaire entre applications et fonctions sont fréquentes.

/\ On suppose donc dans tout ce chapitre que les applications sont définies sur E tout entier.
On ne donnera donc pas 'ensemble de définition de f, puisque ce sera a chaque fois E tout
entier.

Si a chaque x € E la «relation » associe plusieurs éléments de F, on ne parle pas d’application
mais de correspondance de E vers F (mais ce n’est pas du tout au programme).

X Exemple. On associe 2 x € R sa valeur absolue : c’est une application de R vers RR.
® Exemple. On associe a n € N ses diviseurs positifs : c’est une correspondance de N vers N.

D Exemple. f: R> — R définie par f(x, y) = x> + Xy est une application.
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==t Définition 31 - Graphe d’une application

Le graphede f estle sous-ensemble de E x F donné par :

G={(x,f(x) eExF; x€E}

Notation. On note & (E, F) ou FF 'ensemble de toutes les applications définies sur E a valeurs
dans F.

Une application peut étre représentée par un diagramme :

=2

Sur le diagramme précédent on voit qu'un élément de ’ensemble d’arrivée peut n’avoir aucun
antécédent, ou en avoir plusieurs.

Important. Lorsque f: E— F, ie f va de E vers F, on suppose en particulier que :

VxeE, f(x)eF

p==d Définition 32 — Egalité de deux applications

Soient f: E— F et g: E' — F' deux applications. On dit que f et g sont égales, et on le
note f = g,lorsque E=E', F=F'et:

VxeE, f(x)=gx)

En particulier, si E = E' et F = F alors f # g si et seulementsi: 3x € E; f(x) # g(x).
/\ On considere que les applications sin: R — R et sin: R — [—1, 1] sont différentes.

A\ Légalité f = g a lieu dans FF alors que I'égalité f(x) = g(x) a lieu dans F. Ne pas confondre
les deux! f = g entraine toujours que f(x) = g(x), par contre f(x) = g(x) doit étre vraie pour tout
x € E pourqu’on puisse en déduire f = g.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



4 Applications 25

= Définition 33 — Applications constantes

Soient E et F deux ensembles. Une application f : E — F est dite constantelorsqu’il existe
ac Ftel que:
VxeE, f(x)=a

On dit alors que f est constante égale a a.

Si F =R on dit que f est constante nulle lorsque Vx € R, f(x) =0.

/\ Ne pas confondre f constante nulle avec f s’annule : 3xg € E; f(x) = 0.

=i Définition 34 — Application identité

Si E est un ensemble on définit 'application :

idEZ E— E
x— idg(x)=x

® Exemple. Le graphe de la fonction numérique idg est la droite d’équation y = x appelée
premiere bissectrice.

Nous verrons plus loin qu’elle joue le role d’élément neutre pour la loi de composition.

=== Définition 35 — Restriction

Soit f : E— F une application.

1. Si E; € E alors on appelle restriction de f a E;, notée f|g,, I'application :

ﬁEl: E1—> F
x—  fi,(x) = f(x)

Onadonc: Vxe€ Ej, fig (x) = f(x).

2. Soient E; c Eet F; S Ftelque:Vxe E, f(x) € Fy.

On appelle restriction de f a E; audéparteta F, al'arrivée, notée f| IF1

B’ I'application:

filEI.le E,— F
x— [0 = f&)

Ona:VxeEy, fiil(x) = f(x).

® Exemple. La fonction sin: R — R peut étre restreinte a [0, 7] au départ et 2 [0,1] a I'arrivée.

Larestriction est alors notée sin:{g’}[]].
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Définition 36 — Prolongement

Soit f: E— F une application.
1. Si E ¢ E; alors on appelle prolongement de f a E, toute application g : E; — F telle
que g = fietelleque: Vx € E, g(x) = f(x).
2. Si EC E, et F € F,, alors on appelle prolongement de f a E, au départ et F, a l'arri-
vée, toute application g: E» — F, telle que gllg = f ie telle que :
Vx€E, gx)=f(x).

4.2 Loide composition

=i Définition 37 - Composée d’applications

Soient deux applications f: E— Fet g: F' — G tellesque FS F'.
On définit I'application composée go f : E— G par:

Vx€eE, (gof)x)=g(fw)

On a le diagramme de composition :
F-E-¢

|

E

/\ Ne pas écrire g(x)o f(x) alaplace de go f(x)!
En effet la notation g(x) o f(x) n'a pas de sens, et tout calcul qui 'emploie est donc
irrémédiablement faux.

/\ Alaplace de (go f)(x) on écrit souvent go f(x) mais ce n’est pas la fonction g composée avec
I'élément f(x) (ce qui n’a pas de sens), c’est 'application g o f évaluée en x.

® Exemple. On considere les applications f: x€e R — x> e R* et g: x € R* — X € R*.
Les applications fo g et go f existent-elles? Si oui, donner leur expression.

X Exemple. Méme question avec f:xe R— x*c RTetg:xe R* — VxeR.
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X Exemple. On définit deux applications f et g de [0,1] vers [0,1] par
1/2—x si0=x<1/2 0 si0=x<1/2

fto= { 0 sinon et g0 = { x—1/2 sinon

Montrer que les fonctions f o g et go f sont définies et donner leur expression.

Proposition 38 — Propriété de I'application identité
I Soit f: E— F une application.On a foidg = f etidpo f = f. ]

C’est pour cette raison que l'identité a un role d’élément neutre (un peu comme 0 pour
I’addition et 1 pour la multiplication des nombres).

i Proposition 39 — Associativité de la loi de composition

On se donne trois applications E 7, F&¢G LR H.
On ala propriété d’associativité: ho(go f) = (hog)o f.

On peut donc sans ambiguité utiliser la notation i o go f (les parenthéses sont omises).
Onaalorspour x€ E: hogo f(x) = h(g(f(x))).

X Exemple. Soient les applications f : x — 1+ x?, g: x— /X et h: x — In(1 + x). Montrer
que ho go f est définie et donner I'expression de ho go f(x).

4.3 Injection, surjection, bijection

=t Définition 40 - Application injective

Soit f : E— F une application.
On dit que f est injective sur E (ou que f est une injection) lorsque :

V(x1, %) € B2, f(x) = f(x) = X1 = X2
Oou encore par contraposée :
V(x1,Xx2) € E?, X1 # % = f(x1) # f(x2)

Deux points distincts ont donc toujours des images distinctes.
De maniere équivalente ont peut dire que les points de F ont au plus un antécédent par f.

Rédaction. Pour montrer que f est injective sur E on fixe x, et x, éléments de E tels que
f(x1) = f(x2). On doit alors montrer que x; = x».

Pour montrer que f n'est pas injective sur E on cherche deux éléments distincts x, et x, dans E
tels que f(x1) = f(x2).
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Q. Exemple. Montrer que f : R — R définie par f(x) = x

g:R* — R définie par g(x) = x? est injective sur R™.

n'est pas injective sur R, et

== Définition 41 — Application surjective

Soit f : E — F une application. On dit que f est surjective de E vers F (ou que f est une
surjection) lorsque :
VyeF dxeE; y=f(x)

De maniere équivalente on peut dire que les points de F ont tous au moins un antécédent
dans E.

Rédaction. Pour montrer que f est surjective de E vers F on fixe y élément quelconque de F. On
doit alors trouver au moins un x élément de E tel que f(x) = y.

Pour montrer que f n'est pas surjective de E vers F on cherche y élément de F qui n'a pas
d'antécédent par f dans E, ie tel que f(x) # y pour tout x € E.

® Exemple. Montrer que f : R — R définie par f(x) = x> n’est pas surjective de R vers R, et
g:R — R* définie par g(x) = x° est surjective de R vers R*.

/\ Attention a la subtilité suivante : si x € E on peut toujours poser y = f(x) et on définit y € F.
Par contre si y € F, on ne peut pas en général définir x € E en posant y = f(x). En effet ceci
suppose que y a un antécédent par f. Si f est surjective, il est possible de définir x en posant
y = f(x), mais il est plus clair de dire « on note x un antécédent de y par I'application surjective
f »; en effet, x n’est en général pas unique.

= Définition 42 — Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective de E vers F (ou que f est une
bijection) lorsque f est ala fois injective et surjective :

VyeFE 3xeE; y=f(x)

Un point de F a donc toujours un unique antécédent dans E.

Rédaction.

1. Pour monter que f est bijective de E vers F on fixe y élément quelconque de F. On doit alors
trouver un unique x élément de E tel que f(x) = y.

2. On peut aussi procéder en deux temps en montrant que f est injective, puis surjective.
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Le diagramme suivant illustre ces notions d’injection/surjection/bijection.

-
T

/\ Attention, en général une application n’est ni injective, ni surjective.
Considérer par exemple f: R — R définie par f(x) = x°.

X Exemple. Montrons que f : R — R* définie par f(x) = x> n’est pas bijective de R sur R*,
g:R™ — R définie par g(x) = x*> n’est pas non plus bijective de R* sur R, mais 7: R* — R*
définie par h(x) = x? est bijective de R* sur R™.

4 Proposition 43 - Composée d’'injections/surjections/bijections

Soient deux applications E R j-Nel
1. Si f estinjective sur E et g injective sur F, alors go f est injective sur E.

2. Si f est surjective de E vers F et g surjective de F vers G, alors g o f est surjective de
Evers G.

3. Si f est bijective de E vers F et g bijective de F vers G, alors go f est bijective de E
vers G.

Le diagramme suivant donne un exemple montrant qu’on peut avoir go f et g surjectives, mais
f non surjective.
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==t Définition 44 - Inversibilité pour la loi de composition

Soit f : E— F une application.

On dit qu’elle est inversible pour la loi de composition lorsqu’il existe une application g :
F— Etelleque go f =idget fog=idp.

Une telle fonction g est appelée application réciproque de f.

Proposition 45 - Unicité de I'inverse pour la loi de composition

Soit f': E— F inversible pour la loi de composition.
Alors elle admet une unique application réciproque : on la note f*.

Si elle existe, I'application réciproque de f: E — F a donc les propriétés suivantes :
ofL:F—E

o f_lonidE ethf_l =idp

sPourxeEetyeF:f(x)=y <> x=f"1(y)

A\ Lorsque f est a valeurs dans R* (ou dans C*), ne pas confondre f~! avec I'inverse de f pour

1
la multiplication! Pour cette raison, I'inverse de f pour la multiplication est souvent notée —.

ped Théoréme 46 — Théoréme de la bijection réciproque

Soit f: E— F une application. On a équivalence de :
(i) f estbijective de E vers F;
(ii) f estinversible pour laloi de composition.
Lapplication f~! est donc bijective de F sur E, on 'appelle aussi la bijection réciproque de

f.Deplus, ()" = 7.

Sur un diagramme, I'inverse f correspond a inverser le sens des fleches.
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On dispose donc de trois méthodes pour montrer qu'une application f est bijective :

1. Montrer que f est injective et surjective.

2. Pour y € F, résoudre I'équation y = f(x) d'inconnue x € E.
Si on obtient une unique solution, on montre que f est bijective. De plus, 'expression
obtenue donne la fonction f~1: x = f1(y).

3. On cherche une fonction g: F — E telleque: fog =idret go f =idg.
Si on trouve une telle fonction, on montre que f est bijective. De plus f~! = g.

Remarquez que les deux dernieres méthodes donnent aussi la fonction réciproque de f, en plus

de la bijectivité.

X Exemple. Montrons que f : x € Rt — e® € [1,+oo| est bijective de réciproque

fliyell,+oo[— /In(y) e R*.

> Exemple. Montrons que ¢ : z € C — Z € C est bijective et ¢! = ¢ (on dit alors que ¢ est
une involution).

S Exemple. Montrons que idy est bijective et idg1 =idg.

/\ On peut avoir go f = idg et fo g # idr. Dans ce cas f n’est pas une bijection. Considérer
f:R* — Ret g:R— R" définies par f(x) = /X et g(x) = x*>. On peut aussi visualiser cette
propriété sur le diagramme suivant (ou f est non surjective) :
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Dans le cas d’'une fonction définie sur un intervalle de R et a valeurs dans IR, on a aussi une
quatrieme méthode pour démontrer la bijectivité qui repose sur le théoreme suivant.

pumed Théoréme 47 — Théoréme de la bijection monotone

Soit f: I — RR. On suppose que :

(i) Iestunintervallede R;

(ii) f estcontinue sur I;

(iii) f eststrictement monotone sur /.
Alors f induit une bijection de I vers un intervalle J, a déterminer avec le tableau de varia-
tions.

« f induit une bijection de I vers J » signifie que c’est la restriction flllj est bijective. En général
f:9f — Rnel'est pas, donc il faut toujours préciser les intervalles I et J.

® Exemple. Pour n€ N*, la fonction f: x € R* — x” € R induit une bijection de R* vers R™.

=== Définition 48 — Fonction racine n-iéme

La bijection réciproque de la fonction f: x € R* — x" € R* est appelée fonction racine
n-ieme notée g/
Pour xet ydans R*,ona: x" =y < x= {/y.

A\ ¢/ West définie que sur R*. Par exemple v/—1 n’est pas défini, bien que (-1)3 = 1.

Proposition 49 - Bijection réciproque d’'une composée

Soient E L F 5. G bijectives. Alors go f est bijective et (go f) ™' = flog™L.

Lordre a été inversé, mais cela parait logique intuitivement : pour inverser f composée par g,
il faut inverser g puis ensuite f.

O »--@
f—l 91®
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4.4 Fonctions caractéristiques

=t Définition 50 - Fonction caractéristique d’'une partie

Soit A une partie d'un ensemble E.
On appelle fonction caractéristique de A ou encore fonction indicatrice de A'application :

Tg: E— {0,1}

lsixeA
e ﬂA(x):{ six

Osix¢ A

® Exemple. La fonction 1, est constante égale 2 0.
La fonction 1 est constante égale a 1.

== Proposition 51 — Regles de calcul

Soient A, B parties de E.

1. Ona: A€ B<<—= VxeE T4(x) =1g(x),
et:A=B << VxeE, 14(x)=15(x);

2. Vx€E, ﬂz(x) =1-T4(x);
3. Vx€E, Tgqnp(x) =Ta(x) x 15(x);

4. Vxe E, Tgup(x) =T4(x) +15(x) — T4 (x) x T1p(x).

X Exemple. Redémontrer les lois de Morgan a I'aide des fonctions caractéristiques.

4.5 Images directe et réciproque

Dans tout ce qui suit f : E— F est une application.

Définition 52 — Image directe/réciproque

1. Si Ac E, on appelle image directe de A par f 'ensemble:

fA) = {f);xeA}

= ensemble des y € F qui ont un antécédent dans A

Ona f(A)<F.Deplus,siyeF:ye f(A) <= Axe A y=f(x)

2. Si B < F, on appelle image réciproque de B par f I'ensemble :

1B = {xeE f(x)eB}

ensemble des x € E qui ont leur image dans B

Ona f'(B)SE.Deplus,sixe E:xe f1(B) < f(x)€B.
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/\ La notation f~!(B) ne suppose pas que f est bijective, et donc f~! n'est pas la bijection
réciproque de f (puisqu’il n’en existe pas!).

Si f est bijective (et donc f~! existe), f~1(B) peut désigner deux choses : 'image réciproque de
B par f oul'image directe de A par f. Heureusement, on peut montrer que ces deux quantités
sont égales! Il n'y a donc pas d’incertitude dans la notation employée.

Ona f(@)=@et f (@) =0.

X Exemple. Montrer que A< f~(f(A)) et que f(f~'(B)) < B.

i Proposition 53 - Regles de calculs

On considere A; et Ay deux parties de E et B; et B, deux parties de F.
1. Ona: f(AjUA)=f(ANUf(A2) et f(AINA)CS[f(A)NSf(A2)
2. Ona: f1(BIUB)=f1BIUf 1B et fLBINB)=f1BI)Nf1(B)

Proposition 54 — Restriction surjective

Si f: E— F estune application, alors f induit une surjection de E sur f(E).
De plus, f est surjective de E vers F si et seulementsi f(E) = F.

|f(E)

f induit une surjection signifie que c’est une restriction de f qui est surjective : ici f|;

Définition 55 — Partie stable

Soient f : E — E une application et A < E. On dit que A est stable par f ou que A est
f-stablelorsque f(A) < A, ieVxe A, f(x) € A.

& Exemple. Pour'application f : x — x?, étudier si les parties suivantes sont stables: A= R*,
B=10,2], C=[2,+00[?

4.6 Relations d’équivalence

On commence par la notion de relation binaire.

=== Définition 56 — Relation binaire

On appelle relation binaire Z sur un ensemble E toute propriété vraie pour certains couples
(x,y) d’éléments de E, et fausse pour les autres. Lorsqu'un couple (x, y) vérifie la relation
R, on écrit xRy ; sinon, on écrit x# y.
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® Exemple. Egalité, inférieur ou égal et inclusion sont des relations binaires classiques.

® Exemple. Sur E = R, on définit une relation binaire % par x%y <= sin(x) = sin(y).
b/
Alors 0% 7 et 0% >

=i Définition 57 — Propriétés des relations binaires

Si Z est une relation binaire sur E, on dit que :

X est réflexivesi Vx € E, XR&x;

R est symétriquesi ¥V (x, y) € E?, xRy = yRX;

R est transitivesiV (x,y,z) € B3, xRy et yRz — XRz;

A est antisymétriquesiV (x,y) € E?, xRy et yRx = x = y.

QD Exemple. Les relations d’ordre sont, par définition, les relations réflexives, antisymétriques
et transitives.

On définit ensuite la notion de relation d’équivalence.

Définition 58 — Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire a la fois réflexive, symétrique et
transitive.

 Exemple. 1égalité est une relation d’équivalence sur n'importe quel ensemble E.

® Exemple. Sur E = R, considérons la relation 2 définie par xZy <= sin(x) = sin(y).
On vérifie aisément que Z est une relation d’équivalence.

X Exemple. Plus généralement, pour f : E — F, la relation % donnée par
XRy < f(x) = f(y) est une relation d’équivalence sur E.

En fait une relation d’équivalence peut se comprendre comme « une égalité modulo certains
criteres ».

X Exemple.On fixe a € R. Sur E = R, considérons la relation % définie par
XRy <= 3dkeZ;x=y+ka.

On vérifie aisément que Z est une relation d’équivalence.

Onl'appelle congruence modulo a etonlenote: x=y [aloux =y [a] ou x =y (mod a)
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= S’exprimer de maniére rigoureuse en francais ou a I’aide de quantificateurs.

@ Lorsqu’on utilise un élément x, préciser avant dans quel ensemble il est, et s’il est
quelconque ou non.

= Montrer une implication A= B.
& Supposer que A est vrai et montrer que B est vrai.

& Raisonner par contraposée : montrer que non(B) = non(A).

= Montrer une équivalence A < B.

& Par double-implication : montrer que A= B et que B = A.

w Raisonner par I'absurde.

& Pour montrer A, on supposer que A est vrai et on cherche une contradiction évidente.

w Raisonner par disjonction de cas.

© Montrer A dans différents cas particuliers dont le regroupement redonne le cas général.

= Résoudre un probléme par analyse-synthese.
& Pour I'analyse se donner une solution du probleme et essayer de la calculer.

& Pour la syntheése prendre la solution du calcul précédent et vérifier qu’elle est une vraie
solution du probléeme.

w Raisonner par récurrence et étre capable de choisir entre récurrence simple, a deux pas ou
forte.

w Montrer une inclusion entre deux ensembles F € E.

& Fixer x € F quelconque, et montrer que x € E.

= Montrer I'égalité de deux ensembles E = F.
& Raisonner par double-inclusion : montrer que E < F et que F S E.

& Montrer I'égalité de leurs fonctions indicatrices.

= Connaitre les regles de calcul sur les parties d'un ensemble E avec les opérations : union,
intersection, complémentaire.

= Connaitre les régles de calcul sur les fonctions indicatrices des parties d'un ensemble E.
w Connaitre et différencier les notions de produits cartésiens et de familles.

w Utiliser un diagramme de composition d’applications.
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w Etudier I'injectivité d’'une application f : E — F.

© Pour montrer qu’elle est injective : supposer que (x1, x2) € E? et que f(x;) = f(x), puis
montrer que xj = X».

& Pour montrer qu’elle n’est pas injective : donner deux valeurs distinctes de x; et x, dans
E telles que f(x;) = f(x2).

& Pour montrer qu’elle est injective, on peut aussi I'écrire comme une composée de deux
injections.

w Etudier la surjectivité d'une application f : E — F.
& Pour montrer qu’elle est surjective : supposer que y € F et montrer I’existence de x € E tel
que y = f(x).
& Pour montrer qu’elle n’est pas surjective : donner une valeur de y dans F pour laquelle
y # f(x) pour tout x € E.

& Pour montrer qu’elle est surjective, on peut aussi I’écrire comme une composée de deux
surjections.

= Montrer la bijectivité d'une application f: E — F.
& Montrer qu’elle est injective et surjective.
& Supposer que y € F et montrer I'existence d'un unique x € E tel que y = f(x).

& Montrer que f estinversible en donnant g : F — E telle que go f =idg et fog =idp, puis
conclure avec le théoréme de la bijection réciproque.

@ SiE=Iintervallede R et F = f(I), utiliser le théoreme de la bijection monotone.

& Lécrire comme une composée de deux bijections, ou comme une application réciproque.

w Déterminer 'application réciproque d’'une application f: E — F, c’est-a-dire calculer f~!(y)
pour y € F (ce qui va prouver sa bijectivité).

& Supposer que y € F et montrer |'existence d'un unique x € E tel que y = f(x) : dans ce cas
Tty =x
© Donner g:F— Etelleque go f =idp et fog=idr:danscecas f! = g.

& Dans le cas ou la bijectivité de f est connue, donner g: F — E telle que go f =idg ou
telle que fog =idr:danscecas f ! =g.

& Lécrire comme une composée de deux bijections, et utiliser la formule d’inversion d'une
composée.

= Connaitre les définitions de I'images directe d'une partie, de 'image réciproque d'une partie,
et de partie stable.

= Connaitre la définition d'une relation d’équivalence.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



38 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

6 Exercices

Logique et
raisonnements

EXERCICE 1. Quantificateurs et connecteurs

Ecrire avec les quantificateurs et les connecteurs appropriés les propositions mathématiques
suivantes:

1. 1l existe un rationnel compris entre v/3 et /5.
2. Il n'existe pas d’entier naturel supérieur ou égal a tous les autres.

3. Sila somme de deux entiers naturels est nulle, alors ces deux entiers naturels sont nuls.

EXERCICE 2. Un peu de logique

Les propositions suivantes sont-elles vraies? Sinon donner leur négation :
1. 3JAeR};VneN, Vn< A
2. VxeRY, dne N*; L<x

n
3. VxeR,IneN* L <x

EXERCICE 3. Des maths vers le francais

Soit I un intervalle de R et f : I — IR une fonction définie sur I et a valeurs réelles. Exprimer en
francais les prédicats suivants :

1. ICeR;Vxel, f(x)=C

2. Vxel,(f(x):0:>x:0)

3. VyeR,Ixe; f(x)=y

4. Y(x,y) 612,(x5y:>f(x) sf(y))

5. (g e 12 (f) = f() = x=y)

EXERCICE 4. Du francais vers les maths

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I et a valeurs réelles. Exprimer a
I'aide de quantificateurs les assertions suivantes :

1. «lafonction f s’annule »

«la fonction f est la fonction nulle »

«fn’est pas une fonction constante »

«fne prend jamais deux fois la méme valeur »
«la fonction f présente un minimum »

«fprend des valeurs arbitrairement grandes »

N g e

«fne peut s’annuler qu'une seule fois »
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EXERCICE 5. Raisonnements par récurrence

1. Montrer que pour tout entier 7€ N*, ona: n! > 2",

2. On définit une suite réelle (i,,) e par: ug = u; =3 et Vne N, U2 = U1 +2u,. Etablir

que:
VvneN, wu,=2""+(=1"

3. On définit une suite réelle (u,)en par: up =0, u; =1, up=2etVvne N, u,yi3 =7Tupi2 —
161,11 + 12u,,. Etablir que :

VneN, u,=-2x3"4+2""1 13,21

EXERCICE 6. La différence symétrique de deux parties

Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :
AAB = (AUB)\(ANB).

1. Montrer que : AAB = (A\B) U (B\ A).

2. Soient A, B et C trois parties de E vérifiant : AAB = AAC. Montrer que : B = C.
Si AUB = AU C peut-on dire que B=C?

EXERCICE 7. Ensemble des parties d'un ensemble

1. Déterminer £ (E) pour E ={a, b, c,d}; a, b, c, d étant distincts deux a deux.

2. Déterminer Z(E) et 22 (Z(E)) pour un ensemble a deux éléments.

EXERCICE 8. Equations ensemblistes
Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E.
1. Montrerque: AcB <= AUB=E.

. | AuB=AuC _
2. Demontrerque.{ AAB=AAC < B=C.

. | AuB=AnC o
3. Demontrerque.{ ANB=AUC <~ A=B=C.

EXERCICE 9. Une nouvelle opération sur les parties d’'un ensemble

Soit E un ensemble non vide. L .
Si A et Bsont deux parties de E, on pose AxB = (ANB)U(ANB), ol A désigne le complémentaire
de Adans E.

1. Représenter sur un dessin ’ensemble A * B.
2. Soient A, B, C trois parties de E.
(a) Calculer Ax Aet AxE.
(b) Vérifier que: A* B = B * A. Comment s’appelle cette propriété?
(c) Montrer que: (Ax* B) * C = A* (B * C). Comment s’appelle cette propriété?
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40 CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

3. Soient A, B, C trois parties de E. Démontrer les formules suivantes :
(@ A*xB= AxB.
(b) AxB=A*B=AxB.
(c) AxB=AxC = B=C.

Applications

EXERCICE 10. Théoreme de la bijection monotone
On considere 'application f définie par :
f: R — R
x +— sin(x)+2x
1. Est-ce que l'application f est injective? surjective? bijective?

2. Montrer que I'équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution
est strictement positive.

EXERCICE 11. Lafonction carré

On considere I'application :
f: R — R
x — x?
1. Est-elle injective sur R ? surjective de R sur R*?
2. Montrer que fig+ est bijective de R* sur R* et déterminer son application réciproque.

3. De méme montrer que fir- est bijective de R~ sur R* et déterminer son application
réciproque.

4. f est-elle injective sur N ? bijective de N sur N? de Z sur N ?

EXERCICE 12. Une homographie

On considere I'application :
f: R{1} — R
x—=2

S
Montrer que Vx € R\{1}, f(f(x)) = x. Que peut-on en déduire?
EXERCICE 13. Inversibilité a gauche ou a droite pour la loi de composition
Soient E, F deux ensembles et f: E — F et g: F — E deux applications.
1. Montrer que si go f = Idp, alors g est surjective et f est injective.

2. Onsuppose que go f = Idg, et que 'une des deux applications f ou g est bijective. Mon-
trer que l'autre est aussi bijective.

3. Monter que si go f et f o g sont bijectives, alors f et g sont bijectives.
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EXERCICE 14. Réciproques partielles pour les composées d’injection/surjection
Soient E, F, G trois ensembles et f: E — F et g: F — G deux applications.

1. Montrer que : go f injective = f injective.

2. Montrer que : go f surjective = g surjective.

3. Montrer que: ( go f injective et f surjective ) = g injective.

4. Montrer que : ( g o f surjective et g injective ) = f surjective.

EXERCICE 15. Applications idempotentes

Soient E un ensemble quelconque et g : E — E une fonction idempotente, c’est-a-dire telle que
§°8=8§-

Montrer que les propositions suivantes sont deux a deux équivalentes :

(i) g estinjective;

(ii) g est surjective;

(iii) g estla fonction identité de E.

EXERCICE 16. Une variante

Soient E un ensemble quelconque et f : E— E une fonction telle que fo fo f = f.
Montrer que les propositions suivantes sont deux a deux équivalentes :

(i) f estinjective;

(ii) f estsurjective;

(iii) f est bijective.

EXERCICE 17. Applications et produits cartésiens

Soient f: E — F et g: E— G deux applications. On considere I'application suivante :

h: E — FxG
x — (f,g)

1. Montrer que si f ou g est injective alors h I'est aussi. La réciproque est-elle vraie?

2. Montrer que si h est surjective, alors f et g le sont aussi. La réciproque est-elle vraie?
Dans la recherche de contre-exemples, on pourra considérer les fonctions f : x€e R — x*> e R™ et
g:xeR— (x-1?eR".

EXERCICE 18. Propriétés des images directes et réciproques

Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On considere A; et A deux parties de
E et B; et By deux parties de F.

1. (a) Si f estinjective sur E, montrer que : f(A; N Az) = f(A1) N f(A2).
2. (a) Si f estinjective sur E, montrer que : f(E\A;) < F\f(A;).
(b) Si f estsurjective de E sur F, montrer que : F\ f(A;) © f(E\A;).
(c) Si f estbijective de E sur F, montrer que : f(E\A;) = F\ f(Ay).
3. (a) Sif estinjective sur E, montrer que : f~1(f(A;)) = A;.
(b) Si f estsurjective de E sur F, montrer que: f(f~'(B)) = B.
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EXERCICE 19. Parties stables par une application

Soient E un ensemble et i : E— E une application.
On dit qu’'une partie X de E est h-stable (on dit aussi stable par h) si et seulement si
h(X)cX.

1. Dans cette question, on suppose que h est constante, c’est-a-dire qu'il existe a € E tel
que:VxeE, h(x) = a.
Montrer que, si A€ & (E) : Aest h-stable <= a € A.
2. On sereplace dans le cas général h: E — E.
(@) Montrer que si A;, i € I, sont des parties h-stables, alors U Aj; est h-stable.
iel
(b) Etablir le méme type de résultat pour I'intersection.
3. Soit X une partie de E. On pose C(X) = {A € P(E)/ Aesth —stableet X c A} et

m(X)= ()| A= intersection de tous les parties A qui appartiennenta C(X).
AeC(X)

(a) Montrer que E € C(X).
(b) Vérifier que m(X) € C(X).

(c) Dans le cas ou X est h-stable, montrer que m(X) = X.

EXERCICE 20. Par analyse-synthese

Montrer que toute fonction f: R — R se décompose de maniere unique en la somme d'une
fonction paire et d'une fonction impaire.

Sujets de synthése

EXERCICE 21. Propriétés d'une mesure sur un ensemble E

Soient E un ensemble non vide et m : 2(E) — R* telle que
V(A B) € 2(E)?>, AnB=¢ = m(AUB)=m(A)+m(B)

Démontrer les propriétés suivantes :
1. m(@)=0
2. Y(A,B) e (E)?>, m(AuB)=m(A)+m(B)-m(AnB)
3. V(A,B)e (E)?>, AcB = m(A) <m(B)

EXERCICE 22. Une application ensembliste

Soit E un ensemble. Soient A et B deux parties non vides de E. On note Z(E) '’ensemble des
parties de E. On définit I'application suivante :

[:P(E) — PA)xP(B)
X — (XnAXnB)

1. Déterminer f(E), f(®), f(A), f(B), f(AUB), f(ANB).
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2. (a) On suppose que f est injective. En déduire une relation entre A, B et E.
(b) On suppose que AU B = E. Montrer que f est injective.
3. (a) Soit X € Z(E) tel que X N A = A. Quelle relation y a-t-il entre A et X?
(b) Soit X € Z(E) tel que X N B = @. Quelle relation y a-t-il entre B et X ?
(c) Onsuppose que f est surjective de Z22(E) sur 2(A) x P (B). Montrer que AN B = @.

4. On suppose que ANB =@.
Soit Y une partie de A et Z une partie de B, déterminer f(Y U Z).

5. Déterminer une condition nécesaire et suffisante sur les parties A et B, pour que f soit
bijective. Dans ce cas donner I'application réciproque de f.

EXERCICE 23. Applications de N dans N

Soit p un entier naturel.
Le but de cet exercice est de déterminer s'il existe une application f : N — N telle que, pour
toutndeN, fof(n)=n+p.
Cas1: p est pair.
Donner un exemple d'une telle application dans le cas ou p est pair.
Cas 11 : p est impair.
Dans le cas ol p est impair, on se donne une application f : N — N telle que, pour tout n de
N, fof(n)=n+p.
On note I = [0,p—1] = {0,...,p—1}. On note aussi ), = In f1() = {i € I/ f(i) € I}
eth=Inf"YIp,+ool)={jel/ f(j)=p}.
1. Montrer que f est injective sur N.

2. (@) Pour n € N, calculer de deux manieres différentes f o f o f(n). En déduire que, pour
toutneN, f(n+p)=f(n)+p.

(b) Vérifier alors que, pourtout je N:VneN, f(n+jp)=f(n)+jp.

3. Montrerque I=L1ubhetque1 NI, =@.

4. (a) Montrer que f (1) c .
(b) Soit j € I,. Notons k = f(j) — p. Alaide de la question 2.(a), établir que j = f(k).
(c) Endéduire que f(I;) = L.

5. (@) Déduire des questions 1. et 4.(c) que f induit une bijection de I; sur I, (c’est-a-dire
que fi, est bijective de I; sur I).

(b) Grace ala question 3., en déduire que Card(/) est pair.

(c) Conclure.

EXERCICE 24. Une autre application ensembliste

On fixe, dans tout I’exercice, un ensemble E et deux parties A et B de cet ensemble.
Si X est une partie de E, on note f(X) = (Xn A) UB.
On définit ainsi une application f : 22(E) — 2 (E).

1. (@) On suppose, pour cette question, A = @. Calculer f(X) pour tout X € Z(E).

(b) Méme question si B = E. Que remarque-t-on dans ces deux cas particuliers?
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(9]

2. (a)

(b)

3. (a)
(b)
4. (a)

(b)

(9]
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Calculer, dansle cas général ou A et B sont deux parties quelconquesde E: f(®), f(A),
f(B) et f(E).

Montrer que la fonction f est croissante au sens de I'inclusion, c’est-a-dire que, pour
X et X' deux parties de E vérifiant X < X', ona f(X) < f(X').

Soit Y une partie de E. Montrer que les propositions suivantes sont deux a deux
équivalentes :

(i) Y admet un antécédent dans Z?(E) pour la fonction f’;

(i) B€Y<C AUB;

(iii) f(Y) =Y.

Résoudre I'équation f(X) = A (oul'inconnue X est une partie de E).
Résoudre I'équation f(X) = B.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les parties A et B pour que la
fonction f soit constante.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les parties A et B pour que la
fonction f soit surjective.

Déterminer que cette derniere est aussi une condition nécessaire et suffisante sur les
parties A et B pour que la fonction f soit injective.

EXERCICE 25. Théoreme de Cantor-Bernstein

Soient M et N deux ensembles. On suppose qu'’il existe une injection f : M — N et une injec-
tion g: N — M. On souhaite démontrer qu’il existe une bijection ¢ : M — N.
On définit I'application

F: 22M) — 2M)
A — F(A) = M\g(N\f(A)

1. (@) Soit (A;);e; une famille de parties de M. Montrer que f( N Ai) =) f(A).

iel iel

(b) Soit (B;);c; une famille de parties de N. Montrer que g( U Bi) =JgBy.

iel iel

(c) En déduire que si (A;) ;e est une famille de parties de M, alors F( N Ai) = F(A).

iel iel

2. Dans la suite on pose F° = idgyy) et pour tout k€ N : F¥*1 = Fo Fk,

(a) Démontrer que F est croissante pour l'inclusion.
(b) Etablir par récurrence que: Vke N, FK1(M) < F¥(M)
3. On définit E comme étant I'ensemble E = (| F¥(M).

keIN

(@) Montrer que E est une partie de M.
(b) Montrer que F(E) = E.

(c) Endéduire quesix € M et x ¢ E, alors x aun unique antécédent y, € N par la fonction

g. De plus, vérifier que yy ¢ f(E).
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4. Dans cette question on considere I'application ¢ : M — N définie par :

fx)sixeE

VxeM, X) =
o) {yxsixEE

ol y, a été défini a la question 3.(c).
(a) Montrer que g~} (M\E) = N\(f(E)). En déduire que ¢ est surjective de M vers N.

(b) Montrer que g est injective sur E et que ¢\ g est injective sur M\ E. En déduire que
@ est injective sur M. Conclure
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48 CHAPITRE 2 : Arithmétique, dénombrement et manipulation des symboles X et I1

1 Ensemble de nombres usuels

e Ensemble des entiers naturels: N = {0, 1,2,...}.
On définit des intervalles d’entiers, notés avec des doubles crochets :
si (n,p) € N? esttel que n < p, onnote [n,p] ={ke N/n< k< p}.

e Ensemble des entiers relatifs: 2 =1{...,-2,-1,0,1,2,...}.
e Ensemble des nombres rationnels : ( = {E; peZ,qeN* }

Il contient strictement ’ensemble D des décimaux.

e Ensemble des nombres réels : R .
Les intervalles sont notés avec des crochets simples [a, b| etc...

» Ensemble des nombres complexes: C ={a+ib; (a,b) € R2}.

Ils vérifient la chaine d'inclusions: NCZ CDC QCR C C.

La propriété d’intégrité de la multiplication est fondamentale dans la résolution d’équations :
si a et b sont deux nombres alors: ab=0<= (a=00ub=0)

Onen déduitque: ac=bc< (c=0oua=D>)

2 Rudiments d’arithmétique dans 7,

2.1 Divisibilité dans 7

g Définition 1 — Diviseur/Multiple

Soit (a, b) € Z2.

On dit que b divise a lorsqu'’il existe k € Z tel que a = kb.

Onle note alors b | a.

On dit alors que b est un diviseur de a, et que a est un multiple de b.

> Exemple. 2 est un diviseur de 6; 6 est donc un multiple de 2.
Lensemble des diviseurs de 6 est {-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}.
L'ensemble des diviseurs positifs de 6 est {1,2, 3, 6}.

> Exemple. 2 ne divise pas 3.
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2 Rudiments d’arithmétique dans 7. 49

£S5 Exemple. Pour tout be Z, b | 0. Par contre pourtoutaeZ:0|a <= a=0.

£S5 Exemple. Si a € Z alors a admet toujours 1 et |a| pour diviseurs positifs.

Proposition 2 - Divisibilité et relation d’ordre

Soit (a, b) € Z? tel que a # 0.
Si b|aalors|b| <|al.

Donc les diviseurs d’'un entier relatif a # 0 sont tous dans I'intervalle [—|al, |al].

== Proposition 3 - Régles de calcul pour la relation de divisibilité

Soit (a, b, c,d) € 7*.

Transitivité. c | betb|la= c|a
Réflexivité. a | a

blaetalb=— a=+b
claetc|b=c|(a+b)etc|(a—D>b)
blaetd|c= bd|ac
bla=VYpeN,bP|a”

2B o

X Exemple. Soit (a,d) € 7Z? telque d | aet d | a*> + a+ 1. Montrer que d = +1.

2.2 Division euclidienne

Le résultat suivant est fondamental.

== Théoreme 4 - Division euclidienne dans 7.

Pour tout a € Z et b € N*, il existe un unique couple (q, r) € Z? tel que :
a=bqg+r et 0sr<bh-1

g et r sont respectivement appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de
apar b.

X Exemple. Pour a=23etb=6,0na:g=3etr=5.
Poura=12etb=3,ona:g=4etr=0.
Poura=5etb=9,0ona:g=0etr=>5.

Q Exemple. Soit ne N.Pour a=2""'—letb=2,0na:g=2"—-1letr=1.
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50 CHAPITRE 2 : Arithmétique, dénombrement et manipulation des symboles X et I1

== Proposition 5 - Division euclidienne et divisibilité

Pour toutae Z et be N*, on a équivalence de :
(i) bla;

(ii) le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

2.3 PGCD et PPCM

==t Définition 6 - PGCD

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

On appelle PGCD de a et b le plus grand diviseur commun a a et b, c’est-a-dire le plus
grand entier naturel d telque d | aetd | b.

On le note pgcd(a, b) ou encore a A b.

Noter qu’on a toujours pgcd(a, b) = 0.
Par convention pgcd(0,0) = 0.

On peut aussi remarquer que par définition : pged(a, b) = pged(b, a).

Proposition 7 - PGCD et divisibilité

Soit (a, b) € N2,
Sib| a alors pged(a, b) = b.

X Exemple. pged(1,a) =1 et pged(0, a) = a.

i Proposition 8 — Algorithme d’Euclide

Soientae Z et be N*.
En notant r le reste de la division euclidienne de a par bon a:

pged(a, b) = pged(b, 1)

On en déduit 'algorithme d’Eculide qui permet de calculer le PGCD de deux entiers naturels a
eth:
— on veut calculer d = pgcd(a, b). On pose ay = max(a, b) et a; = min(a, b), de sorte que
a; < ap et d =pgced(ag, a;).
— Etape 1. Si a; =0 alors d = gy et 'algorithme s’arréte.

Si a; # 0 alors on note a le reste de la division euclidienne de a par a;.
On a alors d = pged(ay, ay) et a; < a;. On passe alors a I’étape suivante.
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2 Rudiments d’arithmétique dans 7.

— Etape 2. Si a, =0 alors d = a, et’algorithme s’arréte.

Si ay # 0 alors on note as le reste de la division euclidienne de a; par a.
On a alors d = pgcd(ay, as) et as < ax. On passe alors a l’étape suivante.

— Etainsi de suite...

Ce processus s’arréte car ayg = a; > a; > az > --- = 0 et comme ces nombres sont des entiers
naturels, il va exister m € N tel que a,,+; = 0. On alors d = pgcd(am,, am+1) = pged(am,,0) = am,

c’est-a-dire que le PGCD cherché est le dernier reste non nul.

X Exemple.Poura=24eth=9:
24=9%x2+6,9=6x1+3et6=3x2+0.Le pgcd de 24 et 9 vaut 3.

_—

Définition 9 - PPCM

Soient a et b deux entiers relatifs tous les deux non nuls.
On appelle PPCM de a et b le plus petit multiple commun a a et b, c’est-a-dire le plus petit
entier naturel mtelque a| metb| m.

On le note ppcm(a, b) ou encore a V b.

Par convention si @ = 0 ou b =0, on pose ppcm(a, b) = 0.

On peut aussi remarquer que par définition : ppcm(a, b) = ppcm(b, a).

Proposition 10 - PPCM et divisibilité

Soit (a, b) € N2,
Si b| a alors ppcm(a, b) = a.

> Exemple. ppcm(1, a) = a et ppcm(0, a) = 0.

—_—

Lemme 11 - Propriétés arithmétiques du PGCD et du PPCM

Soient (a, b) € Z2.

1. Soité € N. Alors : (6laetd|b) < &|pged(a,b)
2. SoitpeN.Alors:  (alpetb|p) < ppem(a,b)|p

Théoreme 12 — Calcul du PPCM

Pour tout entiers relatifsa et b :

pged(a, b) x ppcm(a, b) = |al x |b|

Lalgorithme d’Euclide permet de calculer pgcd(a, b), et on peut ensuite en déduire ppcm(a, b).

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/




52 CHAPITRE 2 : Arithmétique, dénombrement et manipulation des symboles X et I1

2.4 Nombres premiers

==t Définition 13 - Nombres premiers

Soit pe N tel que p = 2.

On dit que p est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
Sinon, 'entier p est dit composé.

On note 22 'ensemble des nombres premiers.

> Exemple. 2, 3, 5,7, 11 sont premiers alors que 4, 6, 8, 9, 10, 12 sont composés.
/\ 1 n’est ni un nombre premier, ni un nombre composé.

Pour calculer des nombres premiers, on peut utiliser le crible d’Eratosthéne qui consiste a
éliminer les nombres composés.
On figure dans un tableau, les entiers allant par exemple de 1 a 100.

on élimine 1 qui est a part;

— 2estunnombre premier et on élimine tous les multiples de 2 qui sont, de fait, des nombres
composeés;

— le premier entier restant, ici 3, est alors un nombre premier et on élimine tous ses
multiples;

— le premier entier restant, maintenant 5, est un nombre premier, on élimine tous ses
multiples;

— le premier entier restant, désormais 7, est un nombre premier, on élimine tous ses
multiples;

— enfin puisque I'’entier qui suitest 11 > 10 = v/100, on est assuré que tous les entiers restant
sont premiers!

En effet les entiers composés inférieur a 100 possede un facteur premier inférieur a v/ 100 et ont
donc été éliminés.

gl Théoréme 14 — Décomposition primaire d'un entier naturel

Pour tout n € N tel que n = 2, il existe N € N*, py, ..., py nombres premiers deux a deux
distinctset ay, ..., ay € N tels que :

— a1 .,a2 anN
n—pl p2 ...pN

De plus cette décomposition est unique a ’ordre pres des facteurs.
Elle est appelée décomposition primaire de 'entier naturel n.
Les p1, ..., pn s'appellent les facteurs premiers de n.

D Exemple. 12=22x3,50=2x5%,84=22x3x7.
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3 Ensembles finis - Dénombrement

3.1 Ensembles finis

==t Définition 15 - Cardinal

Soit E un ensemble non vide.
On dit qu'il est finilorsqu'il existe un entier naturel n # 0 et une bijection ¢ : E — [1, n].
Le choix de n est alors unique : on 'appelle le cardinal de E, noté Card(E), #E ou |E]|.

On adopte aussi la convention suivante : @ est un ensemble fini de cardinal égal a 0.

PN

Si E est fini de cardinal n # 0 alors on peut numéroter ses éléments de 1 a n :
E ={x1,X2,...,Xxn}. Le choix de la numérotation est donné par la bijection ¢ : E — [1, n].

Proposition 16 - Un exemple important

Soit (n, p) € N? tel que n < p, alors [n, p] est un ensemble fini et Card ([, p]) = p—n+1.
En particulier Card ([0, n]) = n+1 et Card ([1, n]) = n.

Pour dénombrer un ensemble fini de maniére rigoureuse, il faut le mettre en bijection avec
un ensemble de référence, et utiliser le théoreme suivant. En pratique, cette méthode sera peu
utilisée.

== Théoréme 17 — Ensembles finis en bijection

Soient E et F deux ensembles. On suppose que :
(i) E estfini;
(ii) il existe une bijectiony : E— F.

Alors F est fini et Card(E) = Card(F).

==t Théoréme 18 — Parties d’'un ensemble fini

Soit E un ensemble fini.
1. Toute partie A de E est finie et vérifie Card(A) < Card(E).
2. SSIACE: A=E < Card(A) = Card(E).

/\ ATTENTION : en général si Card(A) < Card(E), on ne peut pas dire que AS E.
Et bien str si Card(A) = Card(E), on ne peut pas dire que A = E.
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==t Théoreme 19 - Principe des tiroirs

Soient E et F deux ensembles finis et f : E— F une application.
1. f estinjective = Card(E) < Card(F)
2. f estsurjective = Card(E) = Card(F)
3. Si Card(E) = Card(F) alors:

f estinjective < f est surjective <= f est bijective

Pour les deux premieres implications les réciproques sont fausses (en général).

Ce résultat est aussi connu sous le nom de Schubfachprinzip de Dirichlet : « Si n chaussettes
occupent m tiroirs, et si n > m, alors au moins un tiroir doit contenir strictement plus d’'une
chaussette. »

Une autre formulation serait que m tiroirs ne peuvent contenir strictement plus de m
chaussettes avec une seule chaussette par tiroir; ajouter une autre chaussette obligera a
réutiliser 'un des tiroirs.

£S5 Exemple. Si on se donne 11 réels dans l'intervalle [0, 10], alors au moins deux d’entre eux
ont la méme partie entiere.

Définition 20 — Ensembles infinis
I Si E n’est pas fini, on dit qu'il est infini. On dit aussi qu’il est de cardinal transfini. ]

A\ Les cardinaux transfinis ne sont pas tous égaux : on peut ordonner les différents « infinis »
selon leur taille. Par exemple on peut montrer que Card(N) < Card(R).

3.2 Dénombrement des ensembles finis

Théoréme 21 - Dénombrement des parties d'un ensemble fini

Si E est fini alors 2 (E) I'est aussi et Card (2 (E)) = 2¢3d(E), ]

X Exemple. Un ensemble a n éléments a donc 2” sous-ensembles.

® Exemple. Un groupe de 10 personnes effectue I'ascension de 1'Everest. Combien y a-t-il de
possibilités pour la composition du groupe de survivants au retour?
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p==d Théoréme 22 - Principe d’addition

1. Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints alors AU B est fini et :
Card(Au B) = Card(A) + Card(B).

2. Si Ay, ..., Ap sont des ensembles finis et deux a deux disjoints :
Card(A; UAyU---U Ap) = Card(A;) + Card(Ap) +--- + Card(Ay).

Dans le cas ou les parties Ay, ..., A, ont toutes le méme cardinal, ce résultat porte le nom de
principe des bergers : « Quand les bergers veulent compter leurs moutons, ils comptent leurs
pattes et divisent par quatre ».

® Exemple. Une classe est composée de 14 filles et 15 garcons. Combien y a-t-il d’éleves au
total?

Corollaire 23 — Cardinal d’'une différence
l Si A et B sont deux finis alors B\ A I'est aussi et : Card(B\ A) = Card(B) — Card(AnN B). ]

® Exemple. Dans une classe de 35 éleves, 20 sont des filles et parmi elles 12 font de I'anglais.
Déterminons le nombre d’éléves de sexe féminin qui n’étudient pas I'anglais.

gt Corollaire 24 - Cardinal d’'une union quelconque

Si A et B sont deux ensembles finis alors AN B et AU B sont finis et :

Card(AuU B) = Card(A) + Card(B) — Card(An B)

® Exemple. Dans une classe de 40 éleves, 30 font de I'anglais et 23 font de I'allemand.
Déterminons le nombre d’éléves qui étudient les deux langues.

Ces formules se retrouvent facilement a ’aide d’'un diagramme, ot le cardinal d'un ensemble
est représenté par son aire :

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



56 CHAPITRE 2 : Arithmétique, dénombrement et manipulation des symboles X et I1

Corollaire 25 - Cardinal du complémentaire
| S

i E est fini et A est une partie de E alors : Card(A) = Card(E) — Card(A). ]

® Exemple. Un classe est formée de 50 éléves. 27 ont des lunettes. Déterminer le nombre
d’éléves qui ne portent pas de lunettes.

Théoreme 26 - Principe de multiplication
I Si E et F sont finis alors E x F est fini et Card(E x F) = Card(E) x Card(F). ]

® Exemple. On lance deux dés a 6 faces distinguables (par exemple un dé rouge et un dé
blanc). Déterminer le nombre de déroulements possibles.

D Exemple. Donner le cardinal de {-1,; 1}2.

3.3 Dénombrement des applications entre ensembles finis
Théoréme 27 - Dénombrement de F*
| Si E et F sont deux ensembles finis alors FZ est fini et Card (FF) = Card (F)C2d(E), ]

X Exemple. En 2012, 'ONU reconnaissait 197 pays dans le monde.

Un éleve de PCSI dispose de 25 crayons de couleurs différentes, et veut attribuer une couleur a
chacun de ces pays.

De combien de facons différentes peut-il colorier une carte du monde?

Définition 28 - Listes
| On appelle p-liste d’éléments d'un ensemble F, tout élément de F”. ]

Une p-liste est donc un cas particulier de p-uplet (qui est un cas particuler de famille).

Théoreme 29 - Dénombrement des p-listes
| L

e nombre de p-listes d’éléments de F est égal a (Card(F))". ]

> Exemple. Une urne contient 10 boules numérotées. On en tire 4 avec remise.
Combien y a-t-il de déroulements possibles?

On va maintenant dénombrer les applications injectives. Pour cela, commencons par définir la
notion de factorielle d'un entier naturel.
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=== Définition 30 — Factorielle

Sine N*,onposen!=1x2x3x---xn.
On adopte aussi la convention 0! = 1.
Ainsi n! est définie pour tout n € N. On I'appelle la factorielle de n.

Parexemple 1! =1, 2! =2, 3! =6, 4! = 24, 5! = 120.

g Définition 31 — Arrangements

Soient F un ensemble fini de cardinal n, et p € N* tel que p < n.

On appelle arrangement de p éléments de F, toute p-liste d’éléments de F dont les élé-
ments sont deux a deux distincts.

g Théoréme 32 - Dénombrement des arrangements

Le nombre d’arrangements de p éléments parmi n est égal a :

|

AP = nxn-1)xn-2)x---x(n—p+1)= =)l

0 sin<p

sin=zp

X Exemple. AL=0et A3=7x6x5.

® Exemple. Une urne contient 10 boules numérotées. On en tire 4 sans remise. Combien y
a-t-il de déroulements possibles?

Q Exemple. Donner le nombre d’arrangements de 2 éléments de {—1,1}.

=t Théoreme 33 - Dénombrement des applications injectives

Soient E et F deux ensembles finis. On note p = Card(E) et n = Card(F).

1. Sip<n,ilyaautotal = p) = AP applications injectives définies sur E et 4 valeurs
dans F.

2. Si p > n,ilyn’aaucune application injective définie sur E a valeurs dans F.

X Exemple. On reprend I'exemple de I'éleve de PCSI qui veut colorier la carte du monde
constituée de 197 pays, mais cette fois il dispose de 250 crayons de couleurs différentes.

De combien de fagons différentes peut-il colorier la carte du monde, de telle sorte que deux pays
distincts ne soient pas de la méme couleur?
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i p = n alors le nombre de bijections de E sur F est égal a n!.

Corollaire 34 - Dénombrement des bijections
S
Si p # n alors il n’existe pas de bijection de E vers F.

Définition 35 — Permutations
On appelle permutation de E toute bijection de E sur E. ]

Une permutation modélise un « mélange » des éléments de E, puisqu'on a modifié leur
numérotation.

[— Théoréeme 36 - Dénombrement des permutations
S

i E est fini de cardinal n, le nombre de permutations de E est égal a n!. ]

® Exemple. De combiens de facons différentes peut-on mélanger un jeu de 32 cartes?.

Le dénombrement des surjections est plus compliqué et n’est pas au programme.

3.4 Coefficients binomiaux

== Définition 37 — Coefficients binomiaux

Soient (1, p) € N? tel que p € [0, n].
n n! AP
On pose = —

p —m: p' etonlelit«pparmin».

Dans certains ouvrages on utilise la notation C!, mais celle-ci n’est plus utilisée en France
depuis longtemps.
Nous allons voir que ces nombres interviennent dans de trées nombreuses formules.

Si (n, p) € Z? et que 'une des deux conditions 7 = 0 ou p € [0, n] n’est pas vérifiée on adopte la

. n
convention =0.
p

6 6! 2 6
@Exemple.():—ZIS,():O:( )
2 4! x 2! 6 -2

Définition 38 — Combinaisons

Si F est un ensemble fini et p € N, on appelle p-combinaison de F toute partie de F dont
le cardinal est égal a p.
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===t Théoreéme 39 - Dénombrement des combinaisons

Si F est fini de cardinal n et p € N, le nombre de p-combinaisons de F est égal a (Z)

Noter que ce résultat est vrai méme si p > n (car 0 = 0).

X Exemple. Une urne contient 10 boules numérotées. On en tire 4 simultanément en un seul
tirage. Combien y a-t-il de déroulements possibles?

=i Proposition 40 — Regles de calcul

Soit (n, p) € Z2.
n—1
p—-1

1. Factorisation ou formule du pion. Si p #0, p) =—x (

La formule p x (n) =nx (n ) est valable méme si p = 0.
P

p—-1

+1
2. Addition ou formule de Pascal. (Z) + ( " ) = (n ) (saufsin=p=-1)

p+1 p+1
3. Symétrie =l "
' "~ \p) \n-p

. n
4, Sin=0: ():1
0

[l
—_——
S S

n
En pratique on peut calculer les p) al’aide de leur définition avec des factorielles :

n| n! _nx(n—l)x---x(n—p+1)
p _p!x(n—p)!_ p!

20 20x19x18
X Exemple. = —20x19x3=1140.
3 Ix2x1

Pour de petites valeurs de n la formule de factorisation permet de construite le triangle de
Pascal. Dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont numérotées a partir de 0, on place

n
la valeur de a l'intersection de la ligne 7 et la colonne p. La formule de Pascal donne que
p

la somme de deux coefficients consécutifs sur la méme ligne (colonnes p et p + 1), donne le
coefficient situé sur la ligne suivante,colonne p + 1. Au départ on part d'un tableau avec des 1
sur la colonne 0 et sur la diagonale.
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1 1
11 11
11 12 1
1 1 13 3 1
X Exemple. 1 1 donne 1 4 6 4 1
1 1 1510 10 5 1
1 1 1 6 15 [20] 15 6 1 —6

!
3

6
et on en déduit (3) =20.

Visualisations de la formule du pion et de la formule de Pascal

=== Proposition 41 - Les coefficients bindmiaux sont des entiers naturels

Pour tout (n, p) € Z? : (Z) e N.

3.5 Techniques de dénombrement

Pour bien dénombrer les éléments d'un ensemble fini E il faut :
* ne compter que les éléments de E;
* ne pas en oublier;
* ne pas compter plusieurs fois le méme élément, ou penser a rectifier le résultat final.

Principe de multiplication. Si on dénombre des objets en les décrivant par étapes successives
(pour une carte : on choisit sa couleur puis sa hauteur), il faut a la fin multiplier les résultats.

Principe d’addition.Si on dénombre par disjonction des cas, il faut a la fin additionner les
résultats.
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o | p-listes: |si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition autorisée,
Pordre des tirages étant pris en compte, alors on a n” possibilités au total.

S Exemple. Le nombre de coloriages possibles d'une carte des 27 pays de 'UE, avec 4 couleurs
est égal 2 427,

X Exemple. Le nombre de tirages successifs avec remise de p boules dans une urne de n
boules est égal a n”.

Arrangements : | si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, sans répétition,

Pordre des tirages étant pris en compte, alors on a A}, possibilités au total.

S Exemple. Le nombre de coloriages possibles d’une carte des 27 pays de I'UE, avec
40 couleurs, de telle sorte que chaque pays ait une couleur différente de celle des autres est
égala A7l

X Exemple. Le nombre de tirages successifs sans remise de p boules dans une urne de n
boules est égal a AL

. ‘Combinaisons: si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, sans répétition,

P'ordre des tirages n’étant pas pris en compte, alors on a ( ) possibilités au total.
p

LS Exemple. Le nombre d’équipes de football possibles dans une classe de 45 éleves est

coal 3 | 2
égal a :
& 11

X Exemple. Le nombre de tirages simultanés de p boules dans une urne de n boules est
égal a "
o

A\ Le cas du choix de p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition, 'ordre des
tirages n’étant pas pris en compte, n’est pas au programme.

. \Permutations: si on permute n éléments, alors on a n! possibilités au total. n! est aussi le
nombre de facons de choisir successivement, un a un, tous les éléments d’'un ensemble de
cardinal n; en effet A} = n!.

S Exemple. Le nombre de facons de ranger 10 manteaux dans une penderie est égal a 10!.

A\ Lorsqu’on permute les éléments, certains peuvent revenir a leur position intiale! (on parle
de points fixes).
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. \ Le modele des urnes. \

* Urne bicolore. On dispose d’'une urne de nboules dont n; sont noires et n, sont blanches.
On tire p boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents donnant p; blanches et
p2 noires (p; + p2 = p) qu’on peut obtenir est :

ny\(n. . ., . .
— si les boules sont tirées simultanément;;
p1]\p2

—_————
Choix des boules

. AP AP y PiP—P1
— = pi)\ p2
Choix des boules

S
Choix des tirages
si les boules sont tirées successivement et sans remise ;e

. nflngz y PP~ P1
——— p1 p2

Choix des boules  ~—~—
Choix des tirages

siles boules sont tirées successivement et avec remise.
* Urne tricolore. On dispose d'une urne de n boules dont n; sont noires, n, sont blanches
et nz sont rouges. On tire p boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents don-
nant p; noire, p, blanches et p3 rouges (p; + p2 + p3s = p) qu'on peut obtenir est :

ny\|nz2\|ns
p1)\P2J\P3
S

Choix des boules

N AﬁiAﬁiAﬁi y pl[P—P1||P—P1—P2
N—— P1 p2 p3

Choix des tirages
siles boules sont tirées successivement et sans remise;

N niﬂlnéﬂzngg « pPllP—PL|[P— P
—_— pP1 p2 p2

Choix des boules

—_—

siles boules sont tirées simultanément;;

Choix des boules -

Choix des tirages
siles boules sont tirées successivement et avec remise.
* Etc... Ces formules se généralisent facilement 4 couleurs ou plus.

> Exemple. Une urne est constituée de 3 boules blanches, 6 boules noires et 5 boules bleues.
On en tire 5 au hasard. Donner le nombre de déroulements possibles qui vont donner 2 blanches,
2 noires et 1 bleue si :

i. on tireles 5 boules simultanément;
ii. on tire une par une sans remise;
ii. on tire une par une avec remise.

X Exemple. Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On en tire simulaténement 5.
De combien de manieres peut-on avoir un plus grand numéro égal a 7?
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4 Calculs de sommes et de produits

4.1 Sommes

Nous allons définir des notations qui permettent de manipuler des additions avec un nombre
quelconque de termes.

p==t Définition 42 — Symbole Z

Soient ay, ay, ..., a, des nombres complexes.
n

Onpose: Y ay=dp+a+-+ap.
k=0

n
Sipel0,n],onposeaussi: Y ar=a,+aps1+-+an.
k=p

Plus généralement si (a;) jc; est une famille finie de nombres complexes, on pose :

Z a; = somme de tous les nombres de la famille (a;) ;¢1
iel

Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : Z a; =0.
iel

i Proposition 43 — Regles de calcul

Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.
1. Linéarité. SileC: ) (Axa;)=Ax)_ a;.
iel iel
2. Linéarité. Z(Cli +b;) = Z a; + Z b;.
iel iel iel

3. Relationde Chasles.Si I =[p,nletgel:

n q n q-1 n
Zak:Zak+ Z ak:Zak+Zak
k=p k=p k=g+1 k=p k=q

Remarquer que la relation de Chasles permet de modifier les bornes de la somme, sans toucher
au terme général. La pluaprt du temps on l'utilisera pour isoler le premier ou le dernier terme :

n n n—1
Y ag=ap+ ). ak:(Zak)+an
k=p k=p

k=p+1

Lindice de la somme est une variable muette :

n n n
Y ai=) aj=) ar ouencore Y ar=) aj=) a;
k=p i=p i=p

iel jel kel
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On en déduit la propriété de changement d’indices, qui va permettre de modifier le terme gé-
néral de la somme (et aussi ses bornes).

=i Proposition 44 - Changements d’indice

De plus on peut décaler les indices. Si on fixe g € Z, et sionpose k' =k +q :

n n+q
Y ar=ap+apatoFan=Aprg-q+ Aprgrn—q F o F Aneg-g) = Y, Aki—g
k=p kK'=p+q

D’autre part on peut aussi inverser 'ordre des termes de la somme, en posant k'=n—k:

n n-p
Y ar=ap+apitotan1+an=an+an1+-+tapatap= Y. anpp
k=p k'=0

=t Proposition 45 - Sommation par paquets

SiI=Lul,avec1nl, =@ alors:

Yoai=) ai+) a

iel iel; i€l

La sommation par paquets peut s’effectuer selon les indices pairs ou impairs :

n n n
Zak = Z aj + Z aj
k=0 k=0 k=0
ke2IN ke2N+1
n n
= E: aj + z: ay
k=0 k=0
k=012] k=112]
ln/2] [(n=1)/2]
= Z A + Z A2k +1
k'=0 k'=0

ol la notation | x| désigne la partie entiere de x.

4.2 Sommes usuelles a connaitre

n
» Sommes télescopiques. Pour toute famille (ar) p<k<pn+1 dans C: Z (k41 — ax) = Aty — ap.

k=p
n n

De méme ) (ak — ak+1) = Ap — Ans1 €t Y (x— Ax-1) = An — Ap-1
k=p k=p

» Sommes a terme général constant. Pour toutae C:

n
Y a=(n-p+1)a=(nbdetermes) x a.
k=p
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_ nn+1)

n n
e Sommes arithmétiques. Pour tout n € N,on a: Z k= Z k=1+2+---+n >

k=0 k=1

2 nn+1)2n+1)

n n
« Somme d’Euler. Pour tout ne€ N,ona: Y k=) k*=1°42°+--+n 5
k=0 k=1

* Sommes géométriques. On a :
n+l sig=1

n
k 2 n n+1
kgoq qa+q q liiq Sig#l

n
1
CSY Exemple. Pour n € N*, calculer Z et
k=12

4.3 Formule du bindme de Newton

C’est une des formules les plus importantes sur les sommes.
Commencons par rappeler la convention suivante : si z € C on pose z° = 1. En particulier 0° = 1.

p==et Théoreme 46 — Formule du bindme

Si a et b sont deux nombres complexes et n un entier naturel :

(a+b)"=Y (Z)akbn—k =y (Z)bkan—k

k=0 k:O

Onadonc:

-1
(a+b)" = (Z)aob”+(?)alb”_l+---+(Z)a”b° = b”+nab”_1+%a2b”_2+---+nba”_l+a”

1
11
n 1 21
S Exemple. Grace au triangle de Pascal on calcule les k © 13 3 1
1 46 41
Donc:
(a+b)?* = a*+2ab+b°
(a+b)?® = a’+3a*b+3ab*+b°
(a+b)* = a*+4a’b+6a*b® +4ab® + b*
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p==i Corollaire 47 — Cas particuliers a connaitre

1. (a_b)n — Z (n)(—l)n_kakbn_k
k=0 k

2. l+a)" =) (Z)ak

k=0

" (n " (n 1sin=0
3. PourtoutneN: Y [|=2" et Y | |-DF=0"={ "
i—o\k i—o\k Osinz=1

n n
X Exemple. Soit n € N. Calculer Z (k+1)* - k4] et en déduire la valeur de Z k3.
k=0 k=0

4.4 Sommes doubles

Si (xi) 1=i=n estun «tableau» de nombres a n lignes et p colonnes on note :
1<j<p

Z x;j = somme de tous les nombres du tableau

l<isn
1<j<p

Visualisons le tableau :

X111 X122 ... xlj xlp
X21 Xo2 ... Jng pr
Xi1 Xj2 ... xi]- xip
x”]_ x”z ces xn] cee x”p

Nous avons encadré la ligne i et la colonne j.

p
Notons S; la somme des nombres de lalignei: S; = Z x;j; etnotons T la somme des nombres
Jj=1

n
delacolonne T;: Tj = )_ x;j.
i-1

Il est clair que la somme des sommes obtenues pour chaque ligne (resp. chaque colonne) donne
la somme de tous les nombres du tableau. On en déduit le théoreme suivant sur les sommes
doubles.
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Théoréeme 48 — Théoréme de Fubini

n

D Xij = Zsi:é

l<i<n i=1
1<j<p

Plus généralement :

> Xij = ZSFZ(ZW)
iel iel iel\jeJ

jel

£ =% (L)

jeJ jeJ \iel
Dans un calcul, on peut donc permuter deux signes Z consécutifs.
n n
N Exemple. Pour ne N*, calculer S, = Y [ Y. (i + ) |.
i=1\j=1
Examinons maintenant le cas plus compliqué d'un tableau triangulaire (x;;) 1=j=» a nlignes et n

jsisn

colonnes. On note:

Z x;j = somme de tous les nombres de ce tableau

sl j<i|sn

Visualisonsle :
X11
X21  X22
le ij x]-j
Xi1 Xi2 ... x,-j oo Xii
xnl xnz cee xnj ces xni cee xnn

Encore une fois, nous avons encadré la ligne i et la colonne j. Si S; est la somme des nombres

] :

delalignei: S; = Z Xij; si Tj estla somme des nombres de la colonne j : Tj = Z Xij. Avec

méme raisonnement que ci-dessus on obtient le théoreme suivant.
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g Théoréme 49 — Théoréme de Fubini triangulaire

Nous allons maintenant voir une formule pour calculer le produit de deux sommes.

/\ En général (Z ai) x (Z bi) #Y_aixb;!

iel iel iel

Le théoreme suivant donne la bonne formule. Remarquer que le résultat est une somme double.

===t Théoréeme 50 — Produit de deux sommes

Si (a;)ier et (bj) jej sont deux familles finies de nombres complexes, on a:

o)) sl o) 2l

iel jej iel \jeJ jeJ\iel

4.5 Produits

gy Définition 51 — Symbole I1

n
Soient ay, ay, ..., a, des nombres complexes. On pose : H ap=0ag % a; X - x ay.
k=0
Plus généralement si (a;);e; est une famille finie de nombres complexes (ie I est fini), on
pose: l_[ a; = produit de tous les nombres de la famille (a;) je;.
iel
Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : H a;=1.
iel

On peut remarquer qu’'on a H a; =0 des qu'un nombre (a;);c; est nul.
iel
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i Proposition 52 — Regles de calcul

Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.
1. Factorisation. Sidle C: [[(A x a;) = ACardD o [1ai.

iel iel

2. Multiplicativité. [ [(a; x b;) = (H al-) x (H bl-).

iel iel iel

. 1 1
3. Inverse. Si tous les a; sont non nul alors : H — =

iel Qi - Hai

iel
[1ai
. . a; el
4. Quotient. Si tous les b; sont non nul alors : H R
ierbi b
iel

n
Il faut connaitre la formule suivante : pour tout n € N*, on a H k=n!
k=1

n n
X Exemple. Soit n € N. Calculer A, = [] 2k) et B, = [] 2k +1).
k=1 k=0

De plus on peut aussi calculer les produits télescopiques. Si (ap, ai, ..., a,) est une famille de
nombres complexes non nuls :

ﬁ Ak+1 _ Qn+l

k=p %k ap

Les symboles Z et H sontliés I'un a I'autre par les fonctions In et exp. On a en effet les formules
suivantes.

Théoreéme 53 — Liens entre Z et H

1. Sia,b>0,onaln(ax b) =In(a) +1In(b), et si (a, b) € R, ona e?? = e? x e?.

2. Plus généralement, si (a;) ;<7 famille finie de nombre réels : exp (Z a,-) = l_[ e,
iel iel

et siles (a;)ic; sont strictement positifs : In (H al-) =Y In(a;).

iel iel
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CHAPITRE 2 : Arithmétique, dénombrement et manipulation des symboles Z et I1

Compétences a acquérir sur ce chapitre
Connaitre la définition et les régles de calcul de la relation de divisibilité dans 7.

Effectuer une division euclidienne.
& Utiliser I'algorithme d’Euclide pour en déduire PGCD et PPCM.

Connaitre les formules de dénombrement.

@ Principes des tiroirs, d’addition et de multiplication.

& Nombre de parties, de listes, de combinaisons, d’arrangements, de permutations.
& Connaitre le modele de I'urne bicolore et 'adapter a un dénombrement de succes.

& Connaitre le modele de I'urne tricolore et 'adapter a un dénombrement avec condition
sur le min ou le max des numéros obtenus.

Connaitre les propriétés des coefficients binomiaux.
@ Définition avec des factorielles.
© Formules du pion, de Pascal et de symétrie.

& Calcul d’'un coefficient donné avec des factorielles ou avec le triangle de Pascal.

Calculer en utilisant les symboles ) et [ ].
& Bien connaitre les formules pour les sommes arithmétiques et géométriques.

& Bien connaitre la formule générale du bindbme mais aussi savoir 'appliquer pour de
petites puissances avec le triangle de Pascal.

& Voir une double somme comme deux sommations successives, et étre capable
d’échanger les signes Z avec les théoréemes de Fubini.
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6 Exercices

Arithmétique

EXERCICE 1. Equation de divisibilité

Déterminerles x € N tels que (x—2) | (x +2).

EXERCICE 2. Recherche de solutions entieres

Résoudre dans N? I'équation xy +1=3x+ y.

EXERCICE 3. Algorithme d’Euclide

Déterminer le PGCD et le PPCM des entiers a et b suivants :
1. a=33etb=24;
2. a=37etb=27,
3. a=270et b=105.

EXERCICE 4. Une propriété remarquable

1. Montrer que si r est le reste de la division euclidienne de a € N par b€ N* alors 2" — 1 est
le reste de la division euclidienne de 2% — 1 par 2% — 1.

2. Montrer que pged(2% — 1,20 — 1) = 2pgcd(@b) _ 1

Dénombrements

EXERCICE 5. Numéros de téléphone

Combien de numéros de téléphone peut-on attribuer en France, sachant que :
e Lindicatif de région est 01, 02, 03, 04 ou 05.

* Les deux chiffres suivant doivent étre distincts.

» De nouveaux numéros "internet" sont disponibles, commencant tous par 08.

EXERCICE 6. Coloriages

Un étudiant en PCSI veut colorier ses notes de cours en attribuant la méme couleur pour chaque
matiere : physique, chimie, SI, mathématiques, informatique, LV1 et francais. Il dispose de 10
couleurs différentes.

1. Combien y a-t-il de coloriages possibles?

2. Combieny a-t-il de coloriages, de sorte que chaque matiere ait une couleur différente des
autres?

3. On choisit autant de couleurs différentes qu’il y a de matieres. Combien y a t-il de colo-
riages possibles en utilisant seulement ces couleurs? De sorte que chaque matiére ait une
couleur différente des autres?
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4. Combien y a-t-il de coloriages, de sorte qu’au moins deux matiéres aient la méme cou-
leur?

5. Combieny a-t-il de coloriages, de sorte qu’exactement deux matiéres aient la méme cou-
leur?

EXERCICE 7. Formule de Pascal

Dans une urne, on place n boules blanches et une noire. On tire simultanément k boules.
1. Combien y-a-t-il de tirages sans boule noire.
2. Combien y-a-t-il de tirages avec au moins une boule noire?

3. Combien y-a-t-il de tirages possibles en tout? Quelle propriété du cours venez-vous de
démontrer?

EXERCICE 8. Formule de Vandermonde
Dans une urne, p boules sont blanches et g sont noires. On pioche simultanément »n boules.
1. Soit k € [0, n]. Combien y-a-t-il de tirages vont donner exactement k boules blanches?

2. En déduire la formule de Vandermonde :
i P\ .| a4 |_(p+d
i—o\k n-k n

On dispose d’'une urne avec 8 boules blanches, 7 boules noires et 5 boules vertes.

EXERCICE 9. Dans une urne (...)

1. Quel est le nombre de tirages simultanés de 5 boules donnant 2 blanches, 1 noire et 2
vertes?

2. Quel nombre de tirages successifs et sans remise de 5 boules donnant 2 blanches, 1 noire
et 2 vertes? 2 blanches, 1 noire et 2 vertes dans cet ordre?

3. Mémes questions avec des tirages successifs et avec remise de 5 boules dans I'urne.

EXERCICE 10. Dénombrement de k-uplets
Soit E I’ensemble de cardinal [1, n].
1. Combien y-a-t-il de parties de E formées de k éléments?
2. Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E?
3. Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E?
4

. Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E, tel que le premier
élément est le plus petit et le dernier élément est le plus grand ?

5. Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E ordonnés dans |'ordre strictement crois-
sant?
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EXERCICE 11. Anagrammes et cie

1. Combien d’anagrammes peut-on former avec les lettres du mot PCSI? du mot SCIENCE?
du mot ANAGRAMME?

2. Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres? de 5 lettres distinctes? de 5 lettres dis-
tinctes dans I'ordre alphabétique? de 5 lettres et de sorte qu’il soit un palindrome?

EXERCICE 12. Nombre de surjections dans des cas simples

Soit (1, p) € N. On note S!, le nombre de surjections d’'un ensemble 4 p éléments sur un en-
semble a n éléments.

1. Calculer S, S; et Sj.

2. Plus généralement calculer S?, S} et S”.

EXERCICE 13. Dénombrements de permutations
Soit n € N. Combieny a-t-il de fagcons de mélanger n éléments :
1. de n'importe quelle maniére?
. de sorte qu'un seul élément change de place?
. de sorte que seulement deux éléments changent de place?

2
3
4. de sorte que seulement trois éléments changent de place?
5. de sorte que le premier élément change de place?

6

. de sorte que le permier et le dernier éléments changent de place?

EXERCICE 14. Cardinalde AUBUC

Dans une classe il y a autant de filles que de garcons. Tous les éléves étudient au moins une
langue. Parmi eux : 10 étudient 'espagnol, 15 étudient 'allemand, 20 étudient I’anglais, 7 étu-
dient 'espagnol et I'allemand, 8 étudient I'allemand et I’anglais, 9 étudient I'anglais et ’espa-
gnol. Quel est I'effectif de la classe?

EXERCICE 15. Le poker

Un joueur de poker recoit une "main" de 5 cartes d'un jeu de 32 cartes (sans joker). Donner
le nombre total de mains différentes que le joueur peut obtenir. Quel est le nombre de mains
contenant :

1. une seule paire? 2. deux paires? 3.un brelan?

4.un carré? 5. un full? 6. une couleur?
7.une paire deroi? 8. au moins un coeur?
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Manipulations des
symboles ) et ][]

EXERCICE 16. Calculs de sommes et de produits
Calculer les sommes et produits suivants, pour tout entier n € N (éventuellement non nul) :
1 n k(k-1) )

(12 [ S
k(k+1)" i k+1’ kzle’ Frar) k?

1. kéln(H%)' éln(l—%), >

k=1

EXERCICE 17. Un calcul abstrait de somme
Soient n € N* et (ay, ay, ..., an+1) une famille de nombre complexes. Alors montrer que :
n

n
> karer — ax) = nag - ) ax
k=0 k=1

EXERCICE 18. Calculs de sommes faisant intervenir des coefficients binomiaux

Calculer les sommes et produits suivant, pour tout entier n € N (éventuellement non nul) :
nfnl =11 (n " (n "1 (n n n n n-1| & n+1
, _ , k , , k2 , 2k—1 ( ) 2k/2( )
S0 a2 el BeG) B0 Bl

EXERCICE 19. Formules de combinatoire

1. Soient n et p deux entiers naturels tels que n = p. Calculer la somme :

£

" (p+k
2. Pour (n, p) € N? calculer lasomme ) ( ) )

k=0

S

P [k
3. Pour (n, p) € N? tel que p = n, calculer la somme ) ( )

)

toy

n
n n n
4. Pour (n, p) € N?, calculer lasomme Y | Y 3"°%
p=0\k=p k
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EXERCICE 20. Sur les sommes géométriques

Soitne Netxe R tel que x #1.
n 1-— xn—p+1
1. Si p € [0, n], montrer que Z xk = xl’ﬁ par deux méthodes différentes :
k=p -

(a) en utilisant la relation de Chasles,

(b) en utilisant un changement d’indice.

n n
2. En déduire la valeur de sommes )_ 22K et Y K2k
k=0 k=0

n
3. Onsuppose n #0 et on pose S, = Z fex*1,
k=1
nx™ —(n+1Dx"+1

(1-x)?
(a) en dérivantla formule de la question 1.,

de trois manieres différentes :

Vérifier que S, =

(b) en calculant (1 —x)S;,

n k
(c) enremarquant que S, = Z ( xk_l).
k=1 \¢=1

EXERCICE 21. Calculs de sommes doubles

n n
Soit n € N*. Calculer les sommes: ) ) I et Y ij.

i=i=y i 1<j<i<n
EXERCICE 22. Exemples de sommations par paquets
Soit n € N. On considere les sommes

e £l wegeorld g i) e m )

k=0 k=0 0<2k<n 0<2k+1<n

1. Calculer A,, et B,, en fonction de n et en déduire S;, et T,, en fonction de n.

2n
2k

n
2. Déterminer )
k=0

Sujets de synthese

EXERCICE 23. Dénombrements de parties
Soit n € N* et E un ensemble possédant n éléments.
1. Déterminer le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que A c B.
2. Déterminer le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que AN B = @.

3. Déterminer le nombre de triplets (A, B, C) de parties de E qui sont deux a deux disjointes
et tellesque AUBUC =E.
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EXERCICE 24. Nombre de surjections
Pour n € N* et p € N*, on note S/, le nombre de surjections d’'un ensemble & p éléments vers un
ensemble a n éléments.

1. Calculer S%, S” et S}, pour p > n.

2. On suppose p < n et considere a un élément de '’ensemble de départ noté E. En remar-
quant que la restriction d’'une surjection a E\{a} est ou n’est pas surjective montrer que :

Sh=px(sh +sh_)

p
3. En déduire que S, = ) (—1)P‘k(’2) k"
k=0

EXERCICE 25. Nombre de partitions d’'un entier

Pourne N* et pe N, onnote aﬁ le nombre de n-uplets (xy,...,x,) € N" telsque x; +---+x, = p.

0 1 2

2 . p p
1. Déterminero,, 0,, 0%, 0, eto,.

2. Vérifier que :

p
P _ k
0n+1 - Z On
k=0

n+p-1 . . .
p ( p . Aurait-on pu trouver ce résultat directement?

3. En déduire que 0}, = p

EXERCICE 26. Formule d’inversion de Pascal

1. On considére deux suites de nombres réels (u,,) ,ew €t (V) neN Vérifiant :

L)
YreN, u,=) Uk
=0 \k

Montrer la relation réciproque suivante :

1 n
VneN, v,=Y (D" |uy
k=0 k

2. Pour n € N, on appelle dérangementd’'un ensemble a n éléments une permutation ot les
n éléments changent de place, et on note d,, le nombre de dérangements d’'un ensemble
a n éléments (avec la convention dy = 1).

. " (n
Vérifierque: n!= Y | " |dy—k-
izo\k
En déduire la valeur de d,, en fonction de n.
3. Pour n€ N et p € N*, on note S}, le nombre de surjections d’'un ensemble 2 p éléments
vers un ensemble a n éléments (avec la convention Sg =0).
" n
2. . _ p
Vérifier que: n” = )_ (k)sk'
k=0
En déduire la valeur de S}, en fonction de 7 et p.
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EXERCICE 27. Applications croissantes et strictement croissantes

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
1. Déterminer le nombre d’applications strictement croissantes de [1, n] vers [1, p].
2. Déterminer le nombre d’applications croissantes de [1, ] vers [1, p].

EXERCICE 28. Chemins monotones

Un point mobile se déplace sur le quadrillage
enreliant O(0,0) a un point M de ce quadrillage
de coordonnées entieres (x, y). 3
Le point mobile est contraint de se déplacer par
pas de longueurs 1, soit vers la droite, soit vers 2
le haut. Un tel parcours est appelé un chemin
monotone.La figure ci-contre représenteuntel ;
chemin de O(0,0) a M(3,4).
1. Un exemple.
(a) Dessinez un chemin monotone de l'origine O at poinf M décoordonnées (6,6).

(b) Dans un chemin monotone reliant I'origine au point de coordonnées (6, 6), combien
le point effectue-t-il de déplacements.

(c) Dans un chemin monotone reliant |'origine au point de coordonnées (6,6), combien
de déplacements vers le haut effectue le point mobile? Méme question vers la droite.

(d) En déduire le nombre de chemins monotones de I'origine O au point de coordonnées
(6,6).
2. Soit p € [0, n]. Combien existe-t-il de chemins monotones reliant I'origine O au point de
coordonnées (n—p, p)?
3. Enremarquant que le premier pas d'un chemin monotone de 'origine au point (n - p, p)
se fait soit vers le haut, soit vers la droite, démontrez la formule d’addition de Pascal :

HRE

4. Reprenez I'exemple en début de partie. Tracez sur ce graphique la droite (A) d’équation
¥ = 6—x. Remarquez que tout chemin monotone reliant O(0,0) au point de coordonnées
(6,6) coup nécessairement (A).

De maniere générale, on admettra que tout chemin reliant O au point A de coordonnées
(n, n) coupe la droite (A) d’équation x+ y = n.
5. Soit k € [0, n], on note By le point de (A) d’abscisse k. Précisez 'ordonnée de k.
(a) Combieny a-t-il de chemins monotones de I'origine jusqu’a By ?
(b) Combien existe-t-il de chemins de By jusqu’a A?
(c) En déduire le nombre de chemins monotones de l'origine a A qui passent par Bg.
6. Déduisez de ce qui précede la formule :
? _[2n
17

i n
k
qui est un cas particulier de la formule de Van der Monde.

k=0
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80 CHAPITRE 3 : Nombres complexes
1 Propriétés des nombres complexes

1.1 Construction rapide de C

Dans R, I'équation x> = -1 na pas de solution. On va donc construire un ensemble C,

contenant R, et dans lequel cette équation a des solutions.

On se place dans R? munit des opérations :

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + az, by + bo) et (a1, by) x (ag, b2) = (a1a2 — b1 b2, a1 by + ax by)

De plus on identifie a € R avec (a,0) € R2:a=(a,0).
Si on pose i = (0,1), alors on a i2 = (=1,0) = —1. On a donc donné une solution a I’équation
x?=-1.0npose:

C={z=(a b); (ab) e R?}

De plus on remarque que si (a, b) € R2, a+ib=(a,0)+(0,1) x (b,0) = (a,0)+ (0,b) = (a,b), donc:
C={z=a+ib; (a b) € R?}

On a R < C et on peut démontrer que les regles de calcul sont les mémes que dans R. Les
éléments de C sont appelés nombres complexes, ceux de C\IR sont appelés nombres complexes
purs, et ceux de iR = {ib; b € R} nombres complexes imaginaires purs.

=t Théoreme 1 - Identités remarquables

Pour (a,b) e C?etne N:
1. (a+b)?=a*+2ab+b* et (a-b)?=a’>-2ab+b?
2. a>-b*=(a+b)x(a-b) et a’+b*=(a+ib)x(a—ib)
3. Formule du binome.
n

@+b) =3 ["|akpm % et (@a-b=Y ["|nrkakprk
k=0 \k i=o\k

4. Formule de Bernoulli.

n-1
a"-b"=(a-b)(a" ' +a"*b+a"Pp*+--+ab" 2+ b" ) =(a-b) Y a*bp"F

k=0
Si n estimpairona b" = (- (-b))" = (-1)"(-b)" = —(-b)" donc :
n-1
a"+b" = a"-(-b)" = (a+b)(a" ' ~a" Fb+a" b —--—ab"*+b" ") = (a+b) Y (-)FaFp" 1 F
k=0
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1 Propriétés des nombres complexes 81

1.2 Notions de base

=i Définition 2 — Parties réelles et imaginaires

Siz=a+ibe C avec (a,b) € R?, alors le choix des réels a et b est unique.
Le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z).
Le réel b est appelée partie imaginaire de z, notée Im(z).

OnadoncRe(z) e R, Im(z) € R et z=Re(z) +iIm(z).

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; i, j ). Géométriquement, un nombre complexe
z est représenté dans le plan par le point M, de coordonnées (Re(z)),Im(z)). On dit alors que
M, est le point d’affixe z. De méme, si U = (a, b) est un vecteur du plan, on dit que 7 est d’affixe
z=a+1ib.

Si z; et z; sont deux nombres complexes, alors le nombre complexe z; + z; est réprésenté par le
point My, ,, défini par:

OM,,,,, = OM,, + OM,,

M21+Zz

= Proposition 3 — Régles de calcul

Soient z1, 2, ..., z, € C.

1. Re(z; + z20) =Re(z;) +Re(zp) et Im(z; + 2p) =Im(z;) +Im(zy)
Plus généralement : Re i zZi | = i Re(z;) et Im(i zZr| = i Im(z;).
k=1 k=1 k=1 k=1
Re(z1) =Re(zy)
Im(z,) = Im(zp)
3.SileR: Re(Axz))=AxRe(z;) et Im(Axz)=AxIm(z).

4. Re(Zl.Zg) = Re(zl) Re(Zg) — Im(zl) Im(Zz)
et Im(z;zy) = Re(z;)Im(zy) + Re(zp) Im(z;).

2. z1:z2<:>{

5. z17eR<=1Im(z;)=0 et 2z €iR < Re(z;)=0.
1 ) Re(z) 1 Im(z,)

6. Siz1#0: Re|—|= et Im|—|=- .
17 (Zl Re(z1)? +Im(z1)? (Zl) Re(z1)? + Im(z1)?
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82 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

/\ Par contre : Re(z; x z5) # Re(z1) xRe(zz) et Im(z; x z2) #Im(z;) x Im(z»)
Etsile C\R,Re(A x z;) Z A xRe(z;) et Im(Axzp) # A xIm(z;).

D Exemple. Si z € C, Re(iz) = —Im(z) et Im(iz) = Re(z).

Définition 4 — Conjugué

Size C, on définitle conjuguéde z:  z=Re(z) —ilm(z)
On adonc: Re(z) =Re(z) et Im(z)=-Im(z)

Géométriquement le point M5 est le symétrique orthogonal du point M, par rapport a I'axe des
abscisses :

v

i Proposition 5 — Régles de calcul

Soient z1, 2o, ..., 2z, € C.

1. Z_l =21
1 _ 1 _
2. Re(z) = E(Zl +2z1) et Im(zp)= E(Zl —-2z1)

3. z71eR<<=>z1=71 et z1eiR<—z1=—-27

S 1z
4. z1+20=21+2p ,21%X2p=21 %2 et (_)::

22 <2
n n n n
Plus généralement : Y zk=) Zk et [Tax=11%
k=1 k=1 k=1 k=1
De plus: sileR, Az =A% et sineN, zl'=7%"

5. z; xZ1 =Re(z;)? +Im(z;)? e R*
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Définition 6 - Module

83

Pour z € C, on pose 1z] = /Re(2)? +Im(z)2 = Vzz

Graphiquement, le module de z est égal a la norme du vecteur OM, ie ala longueur OM .

i Proposition 7 — Régles de calcul

Soient z3, 2, ..., 2z, € C.
1.
2. |Im(z1)| <lz1] et |Re(z1)| <z
3.
4

. |lz1l|=0et]|z1|=0<= 21 =0

Dans R, valeur absolue et module coincident.

|zi| = 211 = | - 21|

Deplus: z; =|z;| <= z; € R*
|21 x 25| = 21| x |122] doncside R, [Az1] = Alz|
Pour tout n€ N : 2| = |z |"
_ a1l
|Z2]

21

22

Sizo#0:

/\ En général |z; + z,| # | z1| + | z2|. Par contre il faut connaitre le calcul suivant :

|21+ 221" = (21 + 22) x (21 + 22) = 2121 + 2122 + Z1 22 + 2222 = |21 |* + | 22* + 2Re (21 22)

® Exemple. Déterminer parties réelle et imaginaire de 77
i

® Exemple. Si z € C déterminer les parties réelles et imaginaire de 1+iz, ainsi que son module.

ESY Exemple. Si |z| = 1, que dire de z?

On aussi 'encadrement suivant, fondamental en analyse.

p=ed Théoréme 8 — Inégalité triangulaire

Plus généralementsi z;, 2o, ..., 2, € C:

Siz;,z2eC,ona:

llz11=122l| <121 + 22| < |21] + | 22

n n
Z Zr| = Z |z
k=1 k=1

Puisque | — z| = |z| on a aussi |z] — 22| < |z1] + |22].
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84 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

—_—
Si z1 et zp sont deux nombres complexes, z; — z; estlaffixe du vecteur M, M,,, donc |z — z;| est
lalongeur M, M,.

Le cercle de centre Q d’affixe w et de rayon r > 0 est donc {z€ C; |z—w| = r}.
Le disque ouvert de centre Q) d’affixe w et de rayon r > O est {z€ C; |z —w| < r}.

Le disque fermé de centre Q d’affixe w et de rayon r >0 est {z€ C; [z—w| < r}.

1.3 Rappels et compléments de trigonométrie

Les fonctions cos et sin sont définies géométriquement : si x € R estlalongueur algébrique d'un
arc de cercle sur le cercle trigonométrique (qui est le cercle de centre O d’affixe 0 et de rayon 1)
alors le point obtenu a pour affixe cos(x) + i sin(x).

sin(x)

\]

cos(x)

g Proposition 9 - Propriétés de symétrie

1.VxeRR, sin(x + 2x) = sin(x) et cos(x + 27w) = cos(x)
VYkeZ, sin(x+2km)=sin(x) et cos(x+2km) = cos(x)

2.VxeR, sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x)
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==t Proposition 10 — Valeurs remarquables

85

X 0| n/6 /4 /3 | /2
sin(x) [0 1/2 | v2/2|V3/2| 1
cos(x) | 1|vV3/2|v2/2]| 1/12 | 0

Pour retrouver ces valeurs ont peut se rappeler que :

\/E 1 \/T V2 f V3 f 4
0= - - = - —_—= - —_—= — et 1= -
4 2 4 2 4 2 4 4

== Proposition 11 - Formules de bases

1.VxeR, sin’(x) + cos®(x) = 1
2.VxeR, sin (x + E) =cos(x) et cos (x + f) = —sin(x)
2 2
sin(E - x) =cos(x) et cos (E — x) =sin(x)
2 2
3.VxeR, sin(x+m) =—sin(x) et cos(x+m)=—cos(x)
sin(w—x) =sin(x) et cos(m—x)=—cos(x)

Toutes ces formules se retrouvent aisément a I’'aide du cercle trigonométrique!

==t Proposition 12 - Formules fondamentales

1.VxeR, cos(a+ b)=-cos(a) x cos(b) —sin(a) x sin(b)
cos(a— b) = cos(a) x cos(b) + sin(a) x sin(b)
sin(a + b) = sin(a) x cos(b) + sin(b) x cos(a)
sin(a — b) = sin(a) x cos(b) —sin(b) x cos(a)
2.VaeR, cos(2a) = cosz(a) - sinz(a) = 2cosz(a) -1=1- Zsinz(a)

sin(2a) = 2sin(a) x cos(a)

1+ cos(Ca
donc cos’(a) = % et sin’(a) = >

B 1—-cos(2a)
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86 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Ces formules se démontrent géométriquement. Par exemple la formule d’addition pour le sinus
se démontre a I'aide des figures suivantes, ol les triangles sont tous d’hypothénuse de longueur
égale a 1 : I'aire du quadrilatere a gauche est égale a la somme des aires des deux rectangles a
droite.

==t Proposition 13 — Formules de transformation

Y(a,b) € R? cos(a) x cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a— b))
sin(a) x sin(b) = %(cos(a —b)—cos(a+ b))

sin(a) x cos(b) = %(sin(a +b) +sin(a— b))

, p=a+b a=(p+q)l2 . 2.
ATlaide desformules{ g=a-b <=>{ b=(p-q)/2 » on obtient pour tout (p, q) € R*:

cos(p) +cos(q) :2cos(p;q)co ( )
7)si (—‘7)
p

sin(p) +sin(q) =2 sin( ) (

cos(p) —cos(q) = -2 sin(

=)
=)

sin(p) —sin(q) :2003( ) (
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sin(x)
cos(x)

On définit la fonction tangentepar tan(x) =

et on pose z+71Z:{z+kﬂ;keZ}.
2 2

4 Proposition 14 - Fonction tangente

1.@tan:1R\«{g+kn;keZ}:{xeR;x;ég[n]}:]R\(gHtZ)

X 0| n/6 |n/4|nl3| /2
tan(x) [0 1/vV3]| 1 | V3 | 400
3.VxeR,VkeZ, tan(x + kx) =tan(x) et tan(—x)=—tan(x)

tan(a) + tan(b)

1 —tan(a) x tan(b)
tan(a) — tan(b)
1 +tan(a) x tan(b)

2.

4.Sia,b,a+ b€ Dian: tan(a+b) =

sia,b,a— b€ Diyy: tan(a—b) =

Elle peut s'interpréter géométriquement :

tan(x)

sin(x)

)

\]

cos(x)
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88 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

On rappelle que a = b [7] lorsqu'’il existe k € Z tel que a = b+ kx. On le lit « a = b modulo 7 ».
On défnit de méme [27], [7/2] ...

Autre notation : si a € R, on note aZ = {ak; k € Z} etonaalors:a=b[n] < a—-benZ.

p==t Corollaire 15 - Equations trigonométriques

1. Ona:
/2 /2
cos(x)zOmx:E[n]@x—EEﬂZ
et:
cos(x) =cos(y) < x=y[2nloux=-y[2n]
< x-ye2nZoux+ye2n/
2. Ona
sin(x) =0<= x=0[n] < xenZ
et:
sin(x) =sin(y) < x=y[2aloux=n-y [27]
< x-ye2nZoux+y—-me22n
3. Ona
tan(x) =0« x=0[n] <= xenZ
et:
tan(x) =tan(y) <= x=ynl < x-yen’

X Exemple. Résoudre dans R : sin(x) = sin(2x)
Pour résoudre des inéquations, on s’aide du cercle trigonométrique.

® Exemple. Résoudre dans IR : sin(x) < %

1.4 Nombres complexes de module 1

Définition 16 — Exponentielle d’'un imaginaire pur

Pour tout € R, on pose e’? = cos(0) + i sin(6).

On définit ainsi la fonction exponentielle sur i[R.

On a donc par définition Re (e??) = cos(6) et Im (&%) = sin(6).

. 4 . .3_]'[ .
X Exemple. Calculer e, ', ¢!, ei7 et ei?”,

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/
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elf = cos(0) + isin(0)

v

sin(0)

\]

e ——
cos(0)

Les propriétés des fonctions trigonométriques permettent de démontrer les propriétés suivantes.

Proposition 17 - Régles de calcul pour '’exponentielle d’'un imaginaire pur

Si (0, a) € R2.
1. |ei0| =1
. 1 L —
2. e0#£0 et —5 = e = ei0 = cos(0) — i x sin(0)
e
i0
3 ei(9+a) — ei@ % eia et ei(G—a) -
: eia
4. YneZ, e =(e)"
5. 8 — el est 2n-périodique:  Vke Z, e!0+2kD = ¢i6
6. elf =el® — 9 = a [27]
et en particulier : el =1=0=012n < 60e2nZ
7. Formules d’Euler : . ,
elB + e—lG elB _ e—lG
cos(@) = —— et sin(@) = ——
2 21

8. Formule de De Moivre : . '
VneZ, (cos@®) +ixsin@)" = (e?)" =e™ =cos(nd) + i x sin(nh)
9. Factorisation de I'angle moyen :

:0+a
2

. . Otra 0-a . . .
el + el =2elz xcos( 5 ) et elf —el® =2je¢!

X sin | ——
2

On retrouve notamment la propriété de « morphisme » de I'exponentielle : elle transforme
I’addition en multiplication. De plus elle ne s’annule pas sur iR.

£ Exemple. Pour 0 € R, factoriser 1+ elfetl1+e?,
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90 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

D Exemple. Pour x € R et n € Z, simplifier cos(x + nx) et sin(x + nn).

Dans la suite on notera U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC;lz| =1}

Géométriquement, ce sont les points d’affixe z situés sur le cercle trignométrique.

== Proposition 18 - Lien entre U et e’

Lensemble U coincide avec I'ensemble des nombres complexes de la forme e??, o1 e R :

U={e"?;0eR}

Par 27-périodicité de § — e'® on a plus simplement :
U={e"%;0¢€(0,2n[}

ou encore U = {e'%; 0 €] — 7, n]}.

On peut énoncer ce résultat de maniere plus complete.

==t Théoreme 19 - Surjectivité de 'exponentielle complexe

Lapplication :
R — U
0 — eiG

est non injective, mais est surjective.

Si on considere sa restriction a [0, 27[, on obtient une bijection de [0, 27| vers U.

1.5 Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

On munit le plan d'un repéere orthonormé direct (0; i, j).

p==ei Définition 20 — Argument

Soit z € C*. On appelle argument de z tout mesure de I'angle (7, O_M) ol M est le point
d’affixe z.
On le note arg(z).
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Im(z)

arg(z)

Y

Re(z)

st Définition 21 — Forme trigonométrique

SizeC*,onaz=|z|x (cos(arg(z)) + isin(arg(z))) = Izlei'argm

On dit qu’'on a mis le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

On a donc: Re(z) = |z| x cos(arg(z)) et Im(z) = |z| x sin(arg(z))

/\ Le nombre 0 ne peut pas étre mis sous forme trigonométrique. En effet son argument n’est
pas défini.

=i Proposition 22 — Regles de calcul pour I'argument

Soient z, z, € C*.
1. Forme trigonométrique — Forme algébrique :

z1 = |z1| x cos (arg(z1)) + i x |z1| x sin (arg(z))

=R(;((Zl) =III‘1((21)
2. Forme algébrique — Forme trigonométrique :
Re(z Im(z
cos (arg(z1)) = (z1) et sin (arg(z1)) = (21)
|z11 |z1]

3. 21 =2

{ |z1] = |z2|
arg(z;) = arg(zp) [27]

arg(z1) = —arg(z)) [27]

arg(zy x zp) = arg(zy) +arg(zp) [2m]

arg (2—;) = arg(z;) —arg(zp) [27]

N g e

VneZ, arg(z")=nxarg(z)|2nr]

QS Exemple. Donner la forme trigonométrique de 1 + i.

® Exemple. Donner la forme algébrique de e??"/3.
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La forme trigonométrique peut servir a factoriser des expressions trigonométriques.

4 Proposition 23 — Factorisation de acos(f) + bsin(0)

Soient (a, b) € R? tel que (a, b) # (0,0) et 6 € R.
Notons z=a+ibeC, r =|z| et @ = arg(z) [27] de telle sorteque z = a+ib = rei®,
Alors :

acos(0) + bsin(0) = r cos(6 — a)

Application. On peut résoudre des équations du type acos(0) + bsin(0) = c.

X Exemple. Résoudre dans IR : cos(2x) — v/3sin(2x) = 1.

1.6 Applications des formules de De Moivre et d’Euler

 Transformation de cos(n8), sin(n60) en polynd6mes en cos(9), sin(8).

Les formules de De Moivre et du bin6me de Newton donnent :

n
VneN,VOeR, cos(nd)+isin(nd) = cos@®) +isin@®)" =) (Z) cos"¥(9)i*sin*(6)
k=0

d’otl1 en séparant parties réelles et imaginaires, et en tenant compte du fait que i* = (-1)¥'? si k
est pair et i¥ = i(~1)k"D/2 5i k est impair, on a:

cos(n) = ) (—1)”( " )cos”_z” 0) sin®” (0)
0=2p=n 2]9
= cos"(0) - (Z) cos"2(0) sin?(0) + (Z) cos (@) sin*(0) - ...
n
sin(nf) = (-1P cos" 271 (@) sin*P*1(9)
052;;1571 (2P+ 1)

(rlz) cos"1(0)sin(0) — (;l) cos3@)sin® @) +...

> Exemple. cos(20) = cos?(0) —sin®(0) = 2 cos*(0) — 1, cos(30) = 4cos>(0) — 3 cos(6).

« Linéarisation de polyndmes en cos(8), sin(6).
Inversement on peut «linéariser » des expressions polynomiales en cos(f) et sin(8). En effet par-
0, o—if i0 _ ,—if
+e e’ —e
tant de cos(f) = — etsin(f) = — on peut développer cos”(0) et sin”(0) grace ala
i
formule du bin6me de Newton, et obtenir des expressions en cos(p) et sin(p8).
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Q Exemple. Linéarisation de sin®(x) x cos?(x) :

(eix_e—ix)3 (eix+e—ix)
X
2i 2

2
sing(x) X cosz(x)

1 . .
= g5 () -3(e ) e+ 36 () - (7))
x( ? 1 2ei x+(e_ix)2)

1 i3x ix ix —i3x i2x i2x
= —-—— —3e"+3e " — X +2+e

G (e )
— _L(ei5x_ei3x_Zeix+ze—ix+e—i3x_e—i5x)

25§

1
= —2—4(sin(5x) —sin(3x) — ZSin(x))

Retrouver le résultat avec les formules usuelles de trigonométrie.

Ce genre de calcul prendra toute son importance en calcul intégral.

1.7 Exponentielle d’'un nombre complexe

On va définir la fonction exponentielle sur I'’ensemble C.

=i Définition 24 — Exponentielle d'un nombre complexe

Soit z € C. Alors on pose :

ez — eRe(z) x

cos (Im(z)) + i.sin (Im(z))] _ eRe(d) i Im(@)

Le nombre complexe e, aussi noté exp(z), est appelé exponentielle de z.
La fonction exp : z — e* est appelée fonction exponentielle complexe.

La fonction exponentielle complexe a les propriétés suivantes.

Proposition 25 — Propriétés de '’exponentielle complexe

1. SizeC, |e*| = e et arg(e?) = Im(z).
2. Pourtout ze C, e* #0.

3. Siz1,z2eC:e?2 =% x 22,

4

.Siz1,20eC:e¥ =e?2 < z1 =2, [2in] < Ik €Z; z1 = zp + 2ikm.

La propriété de « morphisme » est donc valable sur C.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



94 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2 Equations polynémiales complexes

2.1 Racines n-iéemes réelles d’'un nombre réel

Rappel. Pour n € N*, la fonction x — x" est une bijection de R* sur R*. Elle admet donc une
e . P P 1l

bijection réciproque de R* sur R* notée x — x7 = {/x.

Ainsisixe R*,aeR":x"=a < x= {a.

X Exemple. /8 =2.

« Si n est pair et a > 0, ’équation x" = a a deux solutions réelles : x = + {/a.
Si a =0 elle a une unique solution: a = 0.
Si a <0, elle n’a pas de solution réelle car x" = (x?)"/? > 0.

« Si n est impair, et a quelconque dans R, I’équation x” = a a une unique solution : x = {/a si
az0etx=-y—-asia<O.

En particuliersia=0:
Y=ae=x=+va

et si a < 0 cette équation n’a pas de solution réelle.
D Exemple. x* =2 <> x = +v/2 et x* = —1 n'a pas de solution réelle.
De plus:

sia=0: xX*z=a = x=Va
sia<0: x¥*za < x=-V=a
D Exemple. *=1 = x=letx’=-1=x=-1.

Si n et p sont deux entiers naturels non nuls et x un réel positif, on sait que (x")” = x"? = (x?)".
On en déduit que:

(xl/n)llp:xl/(np) :(xllp)lln ie (/%: n{y/—: n/w

Si n est pair et x est un réel quelconque, alors 'expression x” est un réel positif et donc
I'expression v/ x" a donc un sens mais attention :

n X six=0
Vxn:|.7C|:

-x six<0

En particulier v x* = |x| # x en général.

2.2 Racines carrées complexes d'un nombre complexe

Dans ce paragraphe on considere a € C et on cherche z € C tel que z2 = a.

Si a =0, onsait d’apres le paragraphe précédent que z = 0. Dans la suite on suppose donc a # 0.
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= Proposition 26 - Racines carrées sous forme trigonométrique

Si a # 0 on le note sous forme trigonométrique a = re’? avec r >0 et 0 € [0, 27[.

Alors I'équation z? = a a deux solution complexes données par :

7= i\/;eie/z

Ces deux solutions sont appelées racines carrées de a. Elles sont opposées I'une de 'autre.

A\ 1l'y a deux racines carrées. On ne dit donc pas «la» racine carrée de a, mais « une » racine
carrée de a.

/\ On ne peut utiliser la notation /a car on ne sait pas quelle racine carrée on veut désigner.

Si a = 0, on a montré qu'une des deux racines carrées de a est positive, et c’est celle-ci qu'on
note v/a, mais dans le cas général les racines carrées sont des nombres complexes, et elle n’ont
donc pas de signe.

Cas particulier o1 a est un réel non nul.
Si a > 0 ses racines carrées complexes sont ++/a; elles sont réelles.
Si a < 0 ses racines carrées complexes sont +i+/a; elles sont imaginaires pures.

; 1
S Exemple. Les deux racines carrées de i sont +e’*/* = iﬁ (1+1).

Racines carrées sous forme trigonométrique. En général on a besoin de connaitre les deux
racines carrées sous forme algébrique. La proposition précédente les donne sous forme
trigonométrique, et on ne peut pas en déduire la forme algébrique car on ne connait pas les
valeurs de cos(0/2) et sin(f/2). On a donc besoin d'une autre méthode de calcul des deux ra-
cines carrées qui les donne directement sous forme algébrique.

On note donc z = x+iy et a= s+it ol x, y, s et t sont des nombres réels (x et y sont les
inconnues).

2_g4

. N PRI P PR TI Z
Lastuce consiste a remarquer que 1'égalité z> = a est équivalente aux deux égalités { 22 = |a]

-y*=s

On obtient le systéeme d'inconnue xet y: < 2xy=1¢

+y2=Vs2+12
Les premiere équagqtion et la troisiéme (ajoutée grace a 'astuce) permettent de calculer x° et
y?, puis x et y au signe pres (cela donne 4 solutions). On utilise alors la seconde équation pour

déterminer si x et y sont de méme signe ou non (et ne retenir que 2 solutions).

S Exemple. Donner les racines carrées de 1+ i. En déduire les valeurs de cos(7/8) et sin(/8).
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96 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2.3 Equations du second degré a coefficients complexes

On veut résoudre dans C I'équation (E) d’'inconnue z: az®> +bz+c =0, (a,b,c) € C3 et a # 0.

Pour cela on introduit le discriminant de I'équation : A = b> —4ac € C. On note § et -0 les deux
racines carrées du nombre complexe A (6 = -6 =0si A =0).

p—i Théoréme 27 — Solutions des équations du second degré a coefficients complexes [

b
1. SiA=0:(E) aune unique solution z = s

a
. ) -b+d
2. Sid #0: (E) adeuxsolutions z = VR

Dans le premier cas, on dis que I’équation a une racine double. Dans le second, on dit qu’elle a
deux racines simples.

N Exemple. Résoudre dans C I'équation 2z% — (1+5i)z—2(1 — i) = 0.

Inversement si on connait les solutions de I’équation (E), on peut retrouver ses coefficients.

= Théoréme 28 — Relations coefficients-racines

On note z; et z, les solutions de (E) (avec z; = zp si A = 0).

1. Ona:
VzeC, az’+bz+c=ax(z—2z)) x(z—2)

etdonc: {

- . . X . X+y
2. Réciproquement si x et y sont solutions du systéme « somme-produit » Xy

2

alors x et y sont les racines de I'’équation : z° —sz+ p =0.

Dans les pays anglo-saxons, ce résultat est appelé théoréme de Viéte.
S Exemple. Trouver les racines de 'équation 3z> — (2 +7i)z—1+7i=0

+y=-1

N Exemple. Résoudre dans C? le systeme somme-produit { o xy=1-i
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2.4 Equations du second degré a coefficients réels

On veut cette fois résoudre dans C 1'équation (E) d’'inconnue z : az? + bz+c =0, (a,b,c) € R3 et
a#0.

/\ a, b, c sont des nombres réels.

Dans ce cas le discriminant A est un réel. Si A > 0, ses racines carrées sont +v'A; si A <0, ses
racines carrées sont +iv —A; si A =0, il a une seule racine carrée qui est 0.

ped Théoréme 29 — Résolution des équations du second degré a coefficients réels [

b
1. Si A=0, (E) aune unique solution réelle z = ~o

-bt VA
2. SiA >0, (E) adeux solutions réelles distinctes : z = T\/_.
-btiv-A
3. SiA <0, (E) adeux solutions complexes pures conjuguées : z = B y—

Dans R connaitre les racines permet de faire une étude de signe.

p=i Corollaire 30 - Signe d’un trind6me du second degré a coefficients réels

Si(a,b,c) € R3 avec a #0.

1. Si A>0alors ax? + bx + c est «du signe de a en dehors des racines ».
Plus précisément, si x; et x» sont les deux racines réelles de I’équation
ax®+bx+c =0, avec xj < X, alors poura>0:

X —00 X1 X2 +00
signe de
)6 + 0 - 0 4+
axc+bx+c
etpoura<o0:
X —00 X1 X2 +00
signe de
8 - 0 o+ 0 -
axc+bx+c

2. Si A <0 alors ax? + bx + c est du signe de a sur R (donc de signe constant).
Si A <0 alors ax? + bx + c est du signe de a sur R, au sens strict.
Si A = 0 alors ax? + bx + ¢ s'annule en un unique réel x, et est du signe de a sur
R\{xy} au sens strict.

® Exemple. Donner le signe sur R des expressions x> + x + 1, —x> + 3x — 2 et x*> —4x + 4.
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98 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2.5 Racines n-iemes de 'unité

Soit n € N*. On va résoudre 'équation z"” = 1 d'inconnue z € C.

Dans IR, les solutions sont z = 1 si n impair, et z = +1 si n pair.

Dans C, on ale résultat suivant.

Théoreme 31 - Racines n-iémes de 'unité
i2km/n ]

L'équation z" = 1 a exactement n solutions distinctes: e pour k € [0, n —1].

Ces nombres complexes sont appelés racines n-iemes de I'unité.
On note U,, 'ensemble de ces nombres; c’est une partie de U.

On pose aussi w, = e’ » . Ce complexe est appelé racine primitive n-ieme de 'unité. Les racines
n-iemes de I'unité sont alors :

Up={l, 0, %,...,0" 1}

c’'est-a-dire que toutes les racines n-iemes s’expriment en fonction de la racine n-ieme
primitive.

/\ On doit dire une racine n-iéme, et la racine n-iéme primitive.

£S5 Exemple. Pour n=1,U; ={l}etw; =1; pourn=2,U,={-1,1} etwr =-1.
- 27 1 \/§

Pour n=3,Us={1,j,j}avec j=w3 =e'3 = —5 7t i?'
Pourn=4,U;={1,-1,i,—i}l etwys =1.

Q Exemple. Si n = 2, 1a somme des racines n-iemes de I'unité est égale 2 0.

Proposition 32 - Interprétation géométrique

Les racines n-iémes de I'unité forment les sommets d'un polygone régulier a n cotés. ]
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La figure suivante représente les racines cubiques, 4-iémes et 6-iemes de 'unité :

W= e2m/11

2.6 Racines n-iemes d'un nombre complexe

Soient n € N* et a € C. On va résoudre I'équation z" = a d'inconnue z € C.
Si a =0, on a une unique solution : z =0.

Si a #0, on a le résultat suivant.

==t Théoreme 33 - Racines n-iémes d’'un nombre complexe

Pour tout nombre complexe a = pe’* non nul, 'équation z" = a admet exactement n so-
lutions distinctes appelées racines n-iémes de a.

Elles sont de la forme {/p x gilar2kmin _ - w',g, k€ [0,n—1], ou zg = \/ﬁe“"/” est une
racine « évidente » de z"* = a.

X Exemple. Les racines 4-iemes de 1—i sont : 21/8g=iml16 _ol/8o=inl/16 o1/8,i7n/16 o 51/85=i97/16
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3 Nombres complexes et géométrie plane

-
l

On munit le plan d'un repére orthonormé direct (O; ,7)
3.1 Alignement et orthogonalité

Commencgons par rappeler le lien entre le calcul vectoriel dans la plan et le calcul avec les
nombres complexes.

== Proposition 34 — Calculs d’affixes

Soient U et U deuxvecteurs du plan, z et z/ deux nombres complexes, M et M’ deux points
du plan.

1. Si u est d’affixe z et v d’affixe 2’ alors u + v est d’affixe z + Z.
2. Si u est d’affixe z et A un réel alors 1. U est d’affixe Az.

3. Si M est d’affixe z alors OM est d’affixe z et inversement.

4. Si M est d'affixe z et M’ d’affixe 2’ alors MM’ est d’affixe 2/ — z.

On peut traduire I'alignement de trois points du plan en termes d’affixe.

i Proposition 35 — Affixes et alignement

Soient A, B et C trois points du plan deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c.
Alors :

eR

A, B, C alignés < arg( ) =0[n]

a—_c¢ a—=c¢

QN Exemple. Les points d’affixes i, 0 et —i sont alignés.

On peut aussi traduire 'orthogonalité de deux vecteurs en termes d’affixe.

i Proposition 36 - Affixes et orthogonalité

Soient A, B et C trois points du plan deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c.
Alors:
eiR

AB et AC sont orthogonaux < arg =3 (1] <= P

— — (a—b) b4 a—->b

QS Exemple. Les vecteurs d’affixe 1 et i sont orthogonaux.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



3 Nombres complexes et géométrie plane 101

3.2 Transformations planes

Définition 37 — Rotations planes

On appelle rotation plane de centre O et d’angle 0 € R, l’apphcatlon qui a un point M du
plan associe le point M’ tel qu'une mesure de I’angle orienté (OM oM oM ) est 6.

Proposition 38 — Rotations planes et affixes

Soit0 € R.
Lapplication z— e’z de C dans C est la rotation plane de centre O et d’angle 6.

/2
® Exemple. La multiplication par i correspond donc 2 la rotation de centre O et d’angle 3

===t Définition 39 — Translations

On appelle translation de vecteur 1, I'application qui a2 un point M du plan associe le point
M' tel que MM' =u.

Proposition 40 — Translations et affixes

Soit be C.
Lapplication z— z + b de C dans C est la translation de vecteur u d’affixe b.
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L'addition avec un complexe revient donc géométriquement a faire une translation.

® Exemple. Laddition avec i correspond donc 2 la translation de vecteur j .

Définition 41 - Homothéties

On appelle homothétie de centre O et de rapport k € R*, I'application qui a un point M du
plan associe le point M’ tel que OM’ = kOM.

Proposition 42 - Translations et affixes

Soit ke R*.
L'application z— kz de C dans C est 'homothétie de centre O et de rapport k.

OM' =30M v
7 M
L EE—
0 K

La multiplication par un complexe a # 0 correspond donc géométriquement a une rotation
d’angle arg(a) suivie d'une homothétie de rapport |al.

On rappelle aussi que la conjugaison correspond a la symétrie axiale d’axe (0;7) (I'axe des
abscisses).
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w (Calculer avec des nombres complexes sous forme algébrique ou trigonométrique.
& Savoir passer d'une forme a 'autre.
& Connaitre les propriérés des parties réelles et imaginaires.

© Connaitre les propriétés de l'argument et du module (notamment l'ingéalité
triangulaire).

= Connaitre les fonctions trigonométriques circulaires cos, sin et tan, et le formulaire associé.

w Simplifier les calculs de trigonométrie grace I’exponentielle complexe.
@ Utiliser les formules d’Euler et de De Moivre.
& Pour une somme d’exponentielles complexes, utiliser la factorisation de ’angle moyen.

@ Pour linéariser, utiliser la formule de De Moivre et la formule du bindéme.

= Connaitre les racines de l'unité et résoudre des équations polynomiales complexes.
& Connaitre les racines carrées, cubiques et 4-iemes de 'unité.
& Différencier la racine n-ieme primitive de I'unité des (n — 1) autres racines n-iemes de
I'unité.
& Trouver les deux racines carrées d'un complexes a sous forme algébrique ou
trigonométrique.

& Trouver les racines n-iemes d’'un complexe a sous forme algébrique.

& Résoudre une équation du second degré a coefficients réels ou complexes grace au
discriminant.

& Etudier le signe d’'un polynéme du second degré a coefficients réels grace a ses racines.
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5 Exercices

Calculs dans C

EXERCICE 1. Partiesde C

Déterminer les nombres complexes z tels que

|z| = |z—6+5i| Z+il=2 z2z+1) =1 12%| = |z]
z+4i z—1 z+1 T
eER Re =0 Arg|l— | =—-= [n]
5z-3 z+1 z—1 4

EXERCICE 2. Représentations d'un nombre complexe

1. (a) Donner les formes algébriques et trigonométriques de (1 + )3 et (1 +iv/3)!1.

1-4i
(b) Donner la forme algébrique de
1+5i
‘ ' _if
2. Soit 0 € [0,27]. Déterminer module et argument de 1 + el? 1- e et oo
e

EXERCICE 3. Identité du parallélogramme

Montrer que :
2 2 2 2 2
V(z1,22) €C°, |z1+ 22| + 21— 22|° =2 (12117 + | 2217).

Interpréter géométriquement.

Trigonométrie

EXERCICE 4. Equations et inéquations trigonométriques

Résoudre dans R les équations ou inéquations trigonométriques suivantes :
2cos(2x+%)=v3; sinx=-1; cos(2x)=0; tanx<1; tan(x+Z%)>-1;
2cos’x+3cosx+1=0; sin®x+3cosx—1<0; cos(2x)—+3sin(2x)=1;
sin? (2x + &) = cos® (x + ).

EXERCICE 5. Nombre de solutions d'une équation trigonométrique

Soit n € N*. Résoudre dans ]0, [ I’équation : cos(nf) = 0. Donner le nombre exact de solutions.

EXERCICE 6. Linéarisation

Linéariser les expressions :
cos®x; cos?xsint*x; sin’x; cos®(2x)sin®x; cos(2x)cosd x.

EXERCICE 7. Sommes trigonométriques

n n
Calculer les sommes: ) _ cos(kx) et )_ sin(kx) pour x e Ret n e N.
k=0 k=0
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EXERCICE 8. Somme trigonométrique

Calculer la somme pour tout entier n € N :

n n
Z %[ | sin(kb + a)
k=0 k
ol a et b sont deux réels donnés.

EXERCICE 9. Somme trigométrique

" cos(kx

Soit n€ N.Résoudre dans R : ) _ (k) _ 0.
= cos(x)k

EXERCICE 10. Antilinéarisation

Calculer cos(5a) et sin(5a) en fonction respectivement de cos(a) et sin(a). En déduire la valeur
de cos 5.

Equations
polynomiales

EXERCICE 11. Equations du second degré

Résoudre dans C les équations: z2 —2iz—1+2i =0et z* — (5—14i)z> - 2(12 +5i) = 0.
EXERCICE 12. Le nombre complexe j
Simplifier les expressions (1 + j)°, ﬁ, (1+)%et(1+j%)" (neN).
EXERCICE 13. Racines n-iéemes d'un nombre complexe
1. Résoudre les équations suivantes: z3 = -1,z —i =0 et 25 = —(2+1)3.
2. Résoudredans C:z6-2z3+2=0et 25— (3-2i)2% +(2-2i) =0.
EXERCICE 14. Systemes somme-produit

x+y = 2

1. Résoudre dans R : (S){ .
xy = -1

27 . .
2. Onpose:w=e'7, u=w+w?+o0* et v=0w’+w®+wb. Calculer u+ v, uv et en déduire la
valeur de u et v.

EXERCICE 15. Racine n-iéme d'un nombre complexe

3
=1

z—1

z+1

z+1)3
Résoudre dans C : (—1) +
.Z_

EXERCICE 16. Racine n-iéme d'un nombre complexe

Soit n€ N*. Résoudredans C: (z+ 1) = i(1 — z)".
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EXERCICE 17. Racine n-ieéme de 'unité
n-1

Soit ne N*. On pose: w = e’ZT etS;, = Z (k + 1)wF. Calculer (1 — w) x S, et en déduire S,,.
k=0

EXERCICE 18. Racine n-ieme de 'unité
Soit ne N*. Calculer: ) |z—1].

zelU,

EXERCICE 19. Racine n-iéme de I'unité
n-1

Soit ne N*. On pose : w = el . Calculer : Y a +obn,
k=0

Sujets de synthese

EXERCICE 20. Une fonction numérique a valeurs complexes

Onnote E={zeC/ ¥m(z)>0et F={zeC/|z|<1}.

z—1
1. Montrer que: Vz€C, zeE — ——€F|.
z+1
2. On définit alors I'application:
f:E — F
z—1
Z [ —
z+1

Etablir que f est bijective de E sur F. Déterminer 'application f~1.
3. On considere le plan muni d'un repere orthonormé direct.

(a) On note E; = {z € E; Ze(z) = 0}. Déterminer I'ensemble f(E;) et le représenter
graphiquement.

(b) On note E, = {z € E;|z| = 1}. Déterminer I'ensemble f(E,) et le représenter
graphiquement.

EXERCICE 21. Une fonction numérique a valeurs complexes

Soit f: C* — C définie par f(2z) =  (z+1). Onidentifie z € C et le point M, d’affixe z.
1. Quels sont les points z invariants par f?
2. Quelle est 'image par f du cercle trigonométrique T'?

3. Quelle est 'image réciproque par f de la droite réelle?

EXERCICE 22. Surjectivité de 'exponentielle complexe

Montrer que la fontion exponentielle est un surjection de C vers C*. Est-elle injective?
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EXERCICE 23. Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire

Il s’agit de montrer que, pour n=2,0ona:

n
= Z |zx| < tous les z; ontle méme argument
k=1

n
> 2k

k=1

V(Zl,-..,Zn) € (@*)n’ (
1. Montrer que:

tous les z; ontle méme argument —

n
> %k
k=1

n
=) |zl
k=1

2. (a) Vérifier que, pour z; et z; non nuls :

|z1+ 22l =1z11+121] = z; et zp ontle méme argument

(b) En déduire par récurrence que, pour n=2:

n
D %
k=1

n
= Z |zx] = tous les z; ont le méme argument

k=1

V(Zl,...,Zn)E(C*)n, (
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Généralités sur les fonctions numériques
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110 CHAPITRE 4 : Généralités sur les fonctions numériques

1 Etude d’'une fonction réelle d’une variable réelle

—

On munit le plan d'un repére orthonormé (O; 7,7 ).

1.1 Fonction réelle d’'une variable réelle

Définition 1 — Fonction réelle d’'une variable réelle

On appelle fonction réelle d'une variable réelle toute application f: A — R, ou A est une
partie non vide de R.

Pour simplifier on dira que f est une fonction réelle.

/\ ATTENTION : il faut veiller a ne pas confondre les notations f et f(x). f désigne 'application
et f(x) désigne I'image de x. L'application f peut étre aussi notée x — f(x).

1.2 Ensemble de définition

Définition 2 - Ensemble de définition

L'ensemble définition d’'une fonction réelle f est le sous-ensemble de R, noté Y, formé
des x € R pour lesquels 'expression f(x) est définie.

X Exemple. f(x) = /x donne 2 = R* = [0, +ool.
X Exemple. f(x) =In(x) donne 2¢ =R} =10, +ool.

X Exemple. f(x) = e* donne 2 r=R.

X Exemple. f(x) =

=2 donne ¢ = R\{-1,1} =] —oo,—1[u] — 1, 1[U]1, +ool.

1.3 Représentation graphique de f

p=i Définition 3 - Graphe de f

Soit f: 9y — IR. Le graphe de f est le sous-ensemble de R?, noté G, défini par :

Gr={(xf(0)/ xe Dy}

Représenter f c’est représenter Gy dans le repeére (0;7,7). On obtient une courbe du plan,
appelée représentation graphique de f, notée €.
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X Exemple. f: x — In(x) donne G; = {(x,Inx)/ x > 0}.

== Définition 4 — Périodicité

Soient f: 9y — RetT>0.

La fonction f est dite périodique de période T, ou encore T-périodique, lorsque :
() VxeDy, x+TePDy

(i) Vx € Dy, f(x+T) = f(x).

On peut remarquer que si 2¢ = IR, la condition (i) est automatiquement vérifiée. On montre
facilement que la condition (ii) entraine que :

VxeR,VkeZ, f(x+kT)=f(x)

Interprétation graphique de la périodicité. Si f est T-périodique alors son graphe est invariant
par toute translation de vecteur kT. i , avec k € Z.

Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle de longueur T, ie du type [a,a + T] avec a € R (on

choisit souvent [0, T] ou —%, %]) Le reste du graphe de f se déduit ensuite par translations de

vecteurs kT.T, keZ.

QN Exemple. La fonction cos est 2r-périodique.

/\]y” —271.7 M 27, 0 /\M’ Geos
L / ‘ \ L / L L /
-2 W J %\\7_[/37” 27T 57” 3n 7”
-1
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112 CHAPITRE 4 : Généralités sur les fonctions numériques

===t Définition 5 — Parité

Soient f: 2f — Ret ASDy.
1. Lafonction f est dite paire sur A lorsque :
(i) VxeA —x€eA
(i) Vx € A, f(—=x) = f(x).
2. Lafonction f est dite impaire sur A lorsque :
() VxeA —x€eA
(i) Vxe A, f(-x)=-f(x).

Evidemment si & ¢ =R, la condition (i) est automatiquement vérifiée.

Interprétation graphique de la parité

1. Si f est paire alors son graphe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées (0y).
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ou 2y nRR™.

2. Si f est impaire alors son graphe est symétrique par rapport au point O.
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ouZynRR™.

QX Exemple. La fonction x — x2 est paire sur R, et x — x3 est impaire sur RR.

4 A Cgf
3A
4 - €
2A
34 M
]‘A
2A
M 1. M 1 2
-2 -1 1 2
-1
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1.4 Opérations sur les fonctions numériques

==l Définition 6 - Somme de deux fonctions

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur le méme intervalle .
La fonction f + g est définie sur I et a valeurs dans R. Elle vérifie :

Vxel, (f+8x)=[f(x)+gx)

A\ Le signe + peut donc désigner différentes additions : celle des nombres ou celle des fonc-
tions.

===y Définition 7 — Produit de deux fonctions

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur le méme intervalle .
La fonction f x g est définie sur I et a valeurs dans RR. Elle vérifie :

Vxel, (fxgx)=[f(x)xgx)

Souvent la fonction f x g estnoté fg.

La somme et le produit de fonctions numériques héritent des propriétés de la somme et du
produit de nombres : associativité, commutativité, distributivité etc...

e Définition 8 - Composée de deux fonctions

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et a valeurs dans un intervalle
noté J.

Soit g une fonction numérique définies sur l'intervalle J.

La fonction go f est définie sur I et a valeurs dans R. Elle vérifie :

Vxel, (gof)(x)=g(fx)

Cette opération est associative mais non commutative : méme si les deux composées go f et
f o g sont possibles, il n'y a aucune rauson qu’elles soient égales.

Certaines opérations simples ont une bonne interprétation géométrique.

Représentation graphique de x — f(x+ a)
Soit a € R. Le graphe de la fonction x — f(x + a) se déduit du graphe de f par translation de

e f&///
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114 CHAPITRE 4 : Généralités sur les fonctions numériques
Représentation graphique de x — f(x) +a

Soit a € R. Le graphe de la fonction x — f(x) + a se déduit du graphe de f par translation de
vecteur a j .

-~ /
e —

Représentation graphique de x — f(a— x)
Soit a € R. Le graphe de la fonction x — f(a — x) se déduit du graphe de f par symétrie d’axe
a

x=—.
2

N /

Représentation graphique de x — f(ax)
Soit a € R. Le graphe de la fonction x — f(ax) se déduit du graphe de f par « contraction » ou

«dilatation » selon I’axe des abscisses de rapport —.
a

/
S T

Représentation graphique de x — af (x)
Soit a € R. Le graphe de la fonction x — af(x) se déduit du graphe de f par « contraction » ou
«dilatation » selon I'axe des ordonnées de rapport a.

<
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Représentation graphique d’une bijection réciproque
Si f est une bijection d'un intervalle I vers un intervalle J, alors elle admet une bijection
réciproque f~!: J— I. Son graphe se déduit de celui de f grace ala symétrie d’axe y = x.

1.5 Formules de dérivation

Pour le moment nous admettrons la dérivabilité des fonctions numériques étudiées.
On se donne donc f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle 1.

L'existence de la dérivée en un point xy € I s'interpréte graphiquement par l'existence d’'une
droite tangente a 6 au point (xo, f(xo)). Son équation est la suivante :

y = f'(x0) x (x— x0) + f(xo)

Si f et g sont deux fonctions numériques dérivables sur un intervalle I, et si A est une constante
réelle, alors les fonctions f+g, A f et f g sont elles aussi dérivables sur I et on a, pour tout xe I :

f+9' @ = flo+gw
AN'x) = Af'(x
o' ® = g+ fgx)

1
Si on suppose de plus que la fonction g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et i sont

elles aussi dérivables sur I et on a, pour tout x € [ :

1 ! g/(x)

(g) o) = g(x)?

([)’(x) _ Wg) - fg'x)
g(x)?
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=t Proposition 9 — Dérivée d'une composée

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans un intervalle J.
Soit g une dérivable sur J.
Alors la fonction go f est dérivable sur I, et :

Vxel, (gof))=fx)xg(fx)

On en déduit la formule de dérivée d'une bijection réciproque.

=t Proposition 10 - Dérivée d'une bijection réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.

On note J son intervalle image : /= f(I).

La fonction f est alors bijective de I vers J, et admet une bijection réciproque f~': ] — 1.
Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’'annule pas sur I alors f~! est dérivable sur J et :

1y 1
Vye], (f )(y)=m

Si f est plusieurs fois dérivable sur I, on peut définir ses dérivées successives f', f" = (f"), ...
Soit n € N*. Si f est n fois dérivable sur un intervalle I, on note f") sa dérivée n fois.

On adopte aussi la convention f© = f. On a la formule de récurrence £ = (f~D)",

1.6 Monotonie

===l Définition 11 — Fonction croissante

Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est croissante sur I lorsque :

Vi, p)el?, x<y= f(x)<f(y)

Dans ce cas la réciproque est fausse, mais on a tout de méme :
f<f)=x<y

/\ Si on a seulement I'inégalité large f(x) < f(y), alors on ne peut pas comparer x et y.
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=== Définition 12 — Fonction strictement croissante

Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est strictement croissante sur I lorsque :

Vi, el?, x<y= f(x)<f(y)

La réciproque est vraie :
x<y=fx)<fy

On peut utiliser des inégalités larges :
x<y=fx=<fy

II est clair qu'une fonction strictement croissante sur I est un cas particulier de fonction
croissante sur 1.

On comprend donc, a la vue de ces propriétés, pourquoi on préférera utiliser des fonctions
strictement croissantes a des fonctions croissantes.

X Exemple. x — x? est strictement croissante sur R* = [0, +ool, donc croissante sur R*.

D Exemple. x — | x| est croissante sur R, mais n’est pas strictement croissante sur R.

=== Définition 13 — Fonction décroissante/strictement décroissante

Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.

1. f est décroissante sur I lorsque :
Vi, el?, x<y= f(x)=f(y)
2. f est strictement décroissante sur I lorsque :

Vi, p)el?, x<y= f(x)>f(y)

X Exemple. x — x? est strictement décroissante sur R~ =] — 00, 0], donc décroissante sur R™.

=== Définition 14 — Fonction monotone/strictement monotone

Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.
1. f est dite monotone sur I lorsqu’elle est croissante ou décroissante sur 1.

2. f estdite strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante ou stric-
tement décroissante sur I.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



118 CHAPITRE 4 : Généralités sur les fonctions numériques

2

X Exemple. x — x* n’est pas monotone sur RR.

Résolution graphique d’équations ou d’inéquations

Pour des fonctions non monotones, on peut utiliser leur représentation graphique pour ré-
soudre des équation ou des inéquations.

1
N Exemple. Résoudre p <1.

D Exemple. Sia>0,résoudre x2 = a, |x|=a, Vx=a,x*<a,|x|<a, Vx<a, x*=a, |x| = aet

Vx=a.
X Exemple. Résoudre Vx+1<x-letyVx+1=x—1.

On rappelle deux théoremes bien connus qui seront démontrés dans le chapitre sur les fonc-
tions numériques dérivables.

p—i Théoréme 15— Monotonie et signe de la dérivée

On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. festcroissantesur I < Vxel, f'(x)=0

2. f estdécroissantesur [ < Vxe I, f'(x) <0

3. festconstantesur [ < Vxe I, f'(x) =0

Dans le théoreme suivant, on dira qu'une propriété pour tout réel x dans un intervalle I sauf
en des points isolés, lorsqu'il existe une partie (finie ou infinie) A de N et une famille de points
(xx)kea dans I tels que la propriété est vrai pour tout x € I\{xy; k € A}.

g Théoréme 16 — Stricte monotonie et signe de la dérivée

On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

1. f'(x) > 0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés = f strictement
croissante sur /

2. f'(x) < 0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés = f strictement
décroissante sur [

/\ ATTENTION : si f est strictement croissante sur un intervalle I, on ne peut pas dire que

f'(x) >0 pour tout x € I, comme le montre 'exemple de la fonction x — x°.

X Exemple. La fonction f: x— x —In(1 + x%) est strictement croissante sur RR.

> Exemple. La fonction f : x — x + cos(x) est strictement croissante sur R.
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=t Théoreéme 17 - Monotonie et bijection réciroque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /.
Alors sa bijection réciproque f~! est strictement monotone sur J, de méme sens de
variation que f.

1.7 Extremums d’'une fonction

Dans tout le paragraphe, f est une fonction définie sur un intervalle 1.

==t Définition 18 - Fonction majorée

On dit que f est majoréesur I lorsque :

AMeR;Vxel, f(x) <M

Le réel M est alors appelé majorantde f sur 1.

Dans ce cas, le réel M n’est pas unique puisque toutréel M' > M :Vxe I, f(x) <M< M'.

On ne dit donc pas le majorant, mais un majorant de f sur l'intervalle I.

1
X Exemple. x — s est majorée sur R.

x2

=== Définition 19 — Fonction minorée

On dit que f est minoréesur I lorsque:

dmeR;Vxel,m< f(x)

Le réel m est alors appelé minorantde f sur I.

Le réel m n’est pas unique.
X Exemple. x — x? — 2x + 2 est minorée sur R.

Sion note — f la fonction x — — f(x) on peut facilement vérifier que :

f est minorée sur I < — f est majorée sur /
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=== Définition 20 — Fonction bornée

On dit que f est bornée sur I lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée sur [ :

Im,M) e R*Vxel,m< f(x) <M

Dans les inégalités, on a souvent besoin de manipuler des nombres positifs. De plusla définition
précédente demande un double travail : trouver un majorant et un minorant. On préferera donc
utiliser la caractérisation suivante d'une fonction bornée.

Proposition 21 - Caractérisation des fonctions bornées

Ona:
f est bornée sur I < |f| est majorée sur I

® Exemple. cos et sin sont bornées sur R.

in(x)

s
X Exemple. x — > estbornée sur R.
1+x

gl Définition 22 — Maximum global

Soit xp € 1.
On dit que f admet un maximum global en x, sur I, lorsque f est majorée sur I par f(x) :

Vxel, f(x)<f(xp)

Une fonction qui admet un maximum global est une fonction majorée.

/\ Une fonction majorée peut ne pas avoir de maximum global.

1
X Exemple. Lafonction x — 1— p est majorée sur I =]0, +oo[ mais n’a pas de maximum global
sur [.

g Définition 23 — Minimum global

Soit xp € 1.
On dit que f admet un minimum global en x, sur I, lorsque f est minorée sur I par f(xo) :

Vxel, f(x)=f(xo)

Une fonction qui admet un minimum global est une fonction minorée.

On peut remarquer que : f a un minimum global en x( sur [ si, et seulement si, —f a un
maximum global en xj sur I.
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p==i Définition 24 — Extremum global

Soit xp € 1.
On dit que f admet un extremum global en xj sur I, lorsque f admet en xp un maximum
global ou un minimum global sur I.

Ces notions peuvent étre localisées.

===t Définition 25 — Maximum local

Soit xp € 1.
On dit que f admet un maximum local en x, sur I, lorsqu’il existe 6 > 0 tel que f est
majorée par f(xg) sur]xg—06,x9+6[N1:

36 >0; Vxelxg—08,x0+0INI, [f(x)< f(xo)

On voit facilement que si f a un maximum global en x, sur I, alors f a un maximum local en x
sur /[.

/\ Laréciproque est fausse : f peut avoir un maximum local en xy sur I, sans avoir de maximum
globalen xj sur I.

® Exemple. La fonction x — (2x® —3x%)/5 a un maximum local en 0 sur R, qui n’est pas un
maximum global sur R.

N

== Définition 26 — Minimum local

Soit xp € 1.
On dit que f admet un minimum local en x, sur I, lorsqu’il existe § > 0 tel que f est mino-
rée par f(xg) sur]xg—98,x0+0[NI:

36 >0; Vxelxg—08,x0+0INI, [f(x)= f(xg)

Si f aun minimum global en x sur I, alors f a un minimum local en x, sur I. La réciproque est
fausse.

On peutremarquer que : f aun minimum local en x; sur [ si, et seulement si, — f a un maximum
local en xj sur I.
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===t Définition 27 — Extremum local

Soit xp € 1.
On dit que f admet un extremum local en x, sur I, lorsque f admet en xy un maximum
local ou un minimum local sur 1.

Pour simplifier la recherche d’extremums d'une fonction, on utilise sa dérivée (lorsque c’est
possible).

o
Si I est un intervalle, on notera I son intérieur, c’est-a-dire I'intervalle I privé de ses bornes.

== Théoréme 28 — Condition nécessaire d’extremum local

Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :

(i) f admetun extremum local en xp € I

(i) xp€I,ie xp € I et xp n'est pas une borne de I.

Alors f'(xp) = 0.
La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse x( est donc horizontale.

A\ La réciproque est fausse comme le montre 'exemple de la fonction x — x3 en 0.

/\ Lhypothese xg € I est essentielle, comme le montre I'exemple de la fonction x — x sur [0, 1].

Ce résultat donne donc des points xy candidats a étre des points ou f a un extremum local. On

les appelle points critiques de f; ils vérifient xg € I et f'(xg) = 0.
Il faut ensuite vérifier, pour chaque point critique, si on trouve bien un extremum local.

Pour terminer I'étude, il faut déterminer si les bornes de l'intervalle donnent d’autres extre-
mums (ces points exclus de la recherche précédente).

En pratique, tout est résumé dans le tableau de variations de f.
N Exemple. Déterminer les extremums locaux et globaux de la fonction f : x — x? sur [-1,2].

X Exemple. Déterminer les extremums locaux et globaux de la fonction
fix— —8x3+2x*+8x% -1 sur R, puis sur [3/2, +ool.

2 Fonctions usuelles

2.1 Fonctions trigonométriques
Les fonctions cos et sin sont dérivables (donc continues) sur R et :

VxeR, sin'(x)=cos(x) et cos'(x)=—sin(x)

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



2 Fonctions usuelles 123

. /1
Sur leur représentation graphique, on retrouve que Vx € R, sin (x + E) =cos(x) :

S
S
|
S
|

(SIE]
S
|
N
S
|

== Proposition 29 — Limites usuelles

1. Sans forme indéterminée : 1in% sin(x) =0=sin(0) et 1in% cos(x) =1 = cos(0)
x— X—

. 1 . . sin(x) . l-cos(x) 1
2. Avec forme indéterminée: lim =1 et lim —— ==
x—0 X x—0 X 2

La fonction tan est dérivable (donc continue) sur @i = R\{5 + km; k€ Z} et:

1
VX€Dun, tan'(x)=——=1 +tan’(x)
c

0s2(x)

Représentation graphique :
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Proposition 30 — Limites usuelles

CHAPITRE 4 : Généralités sur les fonctions numériques

1. Sans forme indéterminée : lin% tan(x) =0 = tan(0)
X—
tan(x
lim () =1
x—0 X

2. Avec forme indéterminée :

2.2 Fonctions logarithmes et exponentielles

La fonction exponentielle est, pour le moment, définie comme étant]’'unique fonction dérivable
sur R, égale a sa dérivée, et prenant la valeur 1 en 0. On la note exp ou x — e*.

==t Proposition 31 — Propriétés de la fonction exponentielle
1. VxeR, e*>0 etdonc e*#0
2. e%=1
2 a+b a b -a 1 a-b e’
3. V(a,b)eR*, e*7=e%xe”, e%=— et e“V"=—
e? eb
4. YaeR,VneZ, (e%)"=e"
5 VxeR, (e¥) =e*
o . 1 -1 1
Ainsionaez =+/e, e ! = o
Représentation graphique :
Cgexp
7 -
6 N
5 -
4 -
3 -
2 -
4/
-5 -4 -3 -2 -1 1 2
—-1"-
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== Proposition 32 - Limites usuelles

1. Sans forme indéterminée :
lime*=1=¢° lim e* =+o0 lim e*=0
x—0 X—+00 X——00

2. Avec forme indéterminée :

. e*—1 . e’ . X

lim =1 lim —=+o00 lim xe*=0
x—0 X X—+00 X X——00

La fonction exp est continue (car dérivable) et strictement croissante sur R :

X —00 +00

D’apreés le théoreme de la bijection monotone, elle induit une bijection de R sur R} =]0, +ool.
OnnoteIn: R} — R sa bijection réciproque. Cette fonction est appelée logarithme népérien.
On démontrera dans le chapitre sur la dérivabilité qu’elle est dérivable (donc continue) sur R}.
Par définition de la bijection réciproque, ona Vx € R, In (ex) =xetVx>0,e"® = x De plus:

VxeR,Vy>0, e*=y<x=Iny

=i Proposition 33 - Propriétés de la fonction logarithme népérien

l. Inx) =0 x=1letln(x) =1 x=¢
2. Y(a,b) € (R*)?, In(ab) =In(a) +In(b), ln(é) = —In(a) et ln(%) = In(a) - In(b)
3. YVa>0,VneZ,In(a®) = nln(a)

1
4. Vx>0, (Inx) = p

==t Proposition 34 — Limites usuelles

1. Sans forme indéterminée :

limln(x) =0=In(1) lim In(x) = +o0 lim In(x) = —c0
x—1 X—+00 x—0t
2. Avec forme indéterminée :
1 In(1 1
lim n® = lim n( + 1) =1 lim n® =0 lim xIn(x) =0
x~1x—1 h—0 h x—+o0 X x—0*
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Les courbes représentatives de exp et In sont symétriques par rapporta y = x :

cgexp

Cgln

2.3 Fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soita>0telque a # 1,ie a€]0,1[U]1, +oo[. On définit les fonctions logarithmes et exponentielles

en base a par:
1n(x) x _ xIn(a)

Vx>0, loga(x):m et VxeR, a‘*=e
Pour a = e, on retrouve les fonctions logarithme népérien et exponentielle.
On peut montrer qu’elles sont bijections réciproques 'une de I'autre :
Vx>0, a%«W=x et VxeR, log, (a*)=x
X Exemple. log,(256) = log, (2°) = 8
On utilisera principalement que : Vn € N, log;,(10") =log, (2") = n.

La fonction log,, est dérivable (donc continue) sur R}, de dérivée :

Vx>0, log)(x)=
*= 084() xIn(a)
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La fonction x — a* est dérivable (donc continue) sur R, de dérivée :
VxeR, (ax)' =In(a)a”

Ces formules permettent I'étude du signe de la dérivée, puis des variations de la fonction.

A\ Pour dériver x — u(x)’™, il faut revenir a la définition u(x)?®) = e?®*In (uco) .

X Exemple. Calculer la dérivée de x*.

2.4 Fonctions puissances réelles

Soit a € R. La fonction puissance « est définie sur R} =]0, +ool par :
Vx>0 x%=e*n®

Si a > 0, on pose aussi 0% = 0. De plus 0° = 1.

Donc si a = 0 la fonction puissance a est définie sur R™.

On peut vérifier qu'on généralise ainsi sur R} les fonctions puissances entieres, et racines
n-iemes, a des puissances quelconques.

/\ ATTENTION : la fonction x — x* est définie au moins sur ]0, +oo[. Par exemple la fonction
x — x> est définie sur R tout entier!! De plus la formule x% = e*"™ p’est intéressante que si
a ¢ 7. : par exemple écrire x* = e2"™ p’est pas plus simple que x> = x x x.

Les propriétés algébriques sont inchangées.

== Proposition 35 - Propriétés des fonctions puissances

On se donne x >0, y >0 et (@, ) € R?.
1 _ x¢ _
1. x%xP =x0hP — = x % et = = x*F.:
) xa x,B )
2. (x“)ﬂ:x"‘ﬂ:(xﬂ)“;

3. (x®=x%y* =y*x% = (yx)°.

La fonction x — x“ est dérivable (donc continue sur R}), de dérivée :
! —
Vx>0, (x%) =ax*!

On en déduit qu’elle est strictement croissante si @ > 0, strictement décroissante si a < 0
(et constante égalea 1 si a = 0).

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :
0 sia>0
lim x* =<1 sia=0

x—0t .
400 sia<0
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et:
+oo sia>0
lim x*=<1 sia=0
X—+00
0 sia<0

On a les tableaux de variations :

X 0 +00 X 0 +00

+o0 +o0
—_— a / — a \
X X 0 X X 0

et les représentations graphiques (les cas @ < 1 et a > 1 seront étudiés dans le chapitre sur la
dérivabilité) :

4 - a>1 a=1
3,
2,
a=0
1
a<0
-1 1 2 3 4

Pour a > 0, la fonction f : x — x® est continue et strictement croissante sur R* et f(R*) =R*
donc d’apres le théoreme de la bijection monotone, elle est bijective de R* vers R*. De plus
pour x et y réels positifs :

x% = ye=x= yl/ a

donc la bijection réciproque de x — x est y — y'/¢,
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Pour a < 0, la fonction f : x — x® est continue et strictement décroissante sur R} et
f(R}) =R} donc d’apres le théoreme de la bijection monotone, elle est bijective de R} vers

R . De plus pour x et y réels strictement positifs :
x4 = y X = yl/ a

donc la bijection réciproque de x — x% est y — y'/%.

2.5 Croissances comparées

On peut montrer que pour tout x >0 : In(x) < x -1 et donc In(x) < x.

2
Soit @ >0.Si x>0ona x%2 >0, donc I'inégalité précédente donne : In(x) < —
«

In(x)

On en déduitque pour x=1:0<
xa

2
< _x—a/2.
a

P . In(x)
Le théoreme des gendarmes permet de conclure que hrP — =0.
Xx—+o00 X

(o : (nx)? (Inx)?
Plus généralementsia >0et 5>0: = .
x% xa/ﬁ

On obtient le premier résultat suivant.

Théoréme 36 — Croissances comparées

xa/z-

Inx)?
Sia>0etf>0: lim (In x) =0

x—+oo x@

1
En posant x = % °° obtient un résultat analogue en 0.

Théoreme 37 - Croissances comparées

Sia>0etf>0: lirgl IInx|Px% =0
x_,+

ax

e
D’autre partpoura >0et f>0: — =

; ex[a—ﬁlnTx).
X

. Inx . . .
Comme 11131 —— =0 on obtient un nouvelle croissance comparée.
X—+00 X

Théoreme 38 — Croissances comparées

ax

Sia>0etf>0: lim — =+o0
X—+00 x,B

En posant x = — X on obtient un dernier résultat.
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Théoreme 39 - Croissances comparées

Sia>0etf>0: lim |x|Pe®™ =0
X——00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance < exp

2.6 Fonctions sinus et cosinus hyperboliques
On appelle fonctions sinus hyperbolique et cosinus hperbolique les fonctions sh et ch définies
par:
X _ o—X X4 e X
VxeRR, sh(x) = % et ch(x) = %
La fonction sh est impaire, et la fonction ch est paire :
VxeRR, sh(-x) = —sh(x) et ch(-x)=ch(x)

Ona VxeR,chx=1 et sh(x) =20« x=0.
Ces deux fonctions sont dérivables (donc continues) sur R :

vxeR, (sh)'(x)=ch(x) et (ch)(x)=sh(x)
D’autre part :

lim sh(x)= lim ch(x)=+oo et lim sh(x) =-oc0 et lim ch(x) =+oo
X—+00 X—+00 X——00 X——00

On a donc le tableau de variation suivant pour ch :

X —00 0 +00
sh(x) - 0 +
+00 +00
1
et pour sh:
X —00 0 +00
ch(x) +
+00
sh / 0 /
-0

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



2 Fonctions usuelles 131

Leurs représentation graphiques:

2.7 Fonctions circulaires réciproques
Les fonctions circulaires ne sont évidemment pas bijectives sur tout leur ensemble de définition,
mais certaines restrictions convenablement choisies peuvent I'étre. Les bijections réciproques

correspondantes définissent de nouvelles fonctions qui sont tres importantes, notamment en
calcul intégral.

2.7.1 Arcsinus

. . . . . T . . e L.
La fonction sin est continue et strictement croissante sur [— > E] . Elle induit donc une bijection

T T ) . . ..
de [_E’ E] vers l'intervalle image qui est ici [-1,1].

e . L . . . . . T
Sa bijection réciproque est appelée fonction arc sinus, notée arcsin: [-1,1] — [— > E] :

Elle est définie par :
x = arcsin(y) sin(x) =y
T T
X€E [——,— =< xE€ [——,—
22 22
yel-1,1] yel-11]
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y = arcsin(x)

. Ve
. 7
. 7
. 7
. 7
: Y .
. L/
X s .
............. /, y:s]n(x)
: /
. 7
: /7
. 7,
: 7
. a
I =1 1 4
2 : 2
........ /: e T T T T T

=i Proposition 40 - Propriétés de la fonction arc sinus

1. arcsin est impaire: Vy € [-1, 1], arcsin(—y) = —arcsin(y)
2. arcsin est continue et strictement croissante sur [—-1, 1].
T
3. Vye[-1,1], sin(arcsin(y)) = yetVx € [—5, E]’ arcsin(sin(x)) = x
4

. On ales valeurs remarquables :

[ S

y 0

N
Sl -

arcsin(y) |0 | /6 | /4 | w/3 | /2

5. arcsin est dérivable sur]—1,1[et:

1
Vyel-1,1[, arcsin’(y) = ——
1-y?

En —1 et 1, arcsin n’est pas dérivable et sa courbe représentative admet des demi-tangentes
verticales en ces points.
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/\ Attention a ne pas simplifier abusivement : arcsin (sin(x)) qui est défini sur R.

. . ) T
arcsin(sin(x)) = x si, et seulement si, x € [_5’ E] .

2.7.2 Arc cosinus

La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7]. Elle induit donc une bijection
de [0, ] vers I'intervalle image qui est ici [-1, 1].

Sa bijection réciproque est appelée fonction arc cosinus, notée arccos: [-1,1] — [0, 7].

Elle est définie par :
X = arccos(y) cos(x) =y
x€[0,m] <4 x€0,m]
yel-1,1] yel-1,1]

== Proposition 41 — Propriétés de la fonction arc cosinus

1. arccos est continue et strictement décroissante sur [—1,1].

[\

. Vye[-1,1], cos(arccos(y)) = y et Vx € [0, ], arccos(cos(x)) = x

w

. On ales valeurs remarquables :

y 0

DN | =
Sl -
5|15

arccos(y) | /2 | /3 | w/4

4. arccos est dérivablesur]—1,1[et:

1
Vyel-1,1[, arccos'(y)=-——
1-y2

La fonction arccos n’est ni paire ni impaire.

En —1 et 1, arccos n'est pas dérivable et sa courbe représentative admet des demi-tangentes
verticales en ces points.

/\ Attention a ne pas simplifier abusivement : arccos (cos(x)) qui est défini sur R.
arccos(cos(x)) = x si, et seulementsi, x € [0, ].
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Remarque : La fonction x — arcsin(x) + arccos(x) est dérivable sur ] —1,1[ et sa dérivée est
T
nulle : cette fonction est donc constante sur cet intervalle. La valeur de cette constante est )

(valeur en 0). Comme on a aussi :
. T . T
arcsin(1) + arccos(1) = E et arcsin(—1)+ arccos(-1) = E
on peut conclure :

7
Vxe[-1,1], arcsin(x)+ arccos(x) = E

2.7.3 Arctangente

. . . . Y/ . . ..
La fonction tan est continue et strictement croissante sur ]—5, > [ Elle induit donc une bijec-

T
tion de ] ~35 [ vers l'intervalle image qui est ici R.

.o . , . , . pd 7.[ n
Sa bijection réciproque est appelée fonction arc tangente, notée arctan: R — ] 25|
Elle est définie par :
X = arctan(y) tan(x) = y
T T
yeR —{xe ] -— = [
T T 2 2
Xe ] 3% [ yeR
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y =tan(x)

/ y = arctan(x)

S|

=i Proposition 42 - Propriétés de la fonction arc tangente

[a—

arctan est impaire : Vy € R, arctan(—y) = —arctan(y)

arctan est continue et strictement croissante sur R.

N

T
3. VyeR, tan(arctan(y)) = yet Vx e ]_5’ 2 [, arctan(tan(x)) = x

4. i tan(y) = = et i tan(y) = ——~
. 1m arctan =—¢e 1m arctan = ——
y—+oo Y 2 y—-o Y 2

5. On ales valeurs remarquables :

y 0

il -

arctan(y) |0 | /6 | /4 | /3 | /2

6. arctan est dérivable sur R et :

VyeR, arctan'(y)= )2

/\ Attention a ne pas simplifier abusivement : arctan (tan(x)) qui est défini sur Dyyy.

T
arctan(tan(x)) = x si, et seulement si, x € ] - E’ E [
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3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Savoir réduire 'intervalle d’étude d'une fonction nuémrique en exploitant les propriétés de
parité ou de symétrie.

w Connaitre les opérations sur les fonctions et les formules de dérivation associées.

w Savoir exprimer les propriétés de monotonie et d’existence d’extremum a l'aide des
quantificateurs.

w Faire une étude de signe de la dérivée et en déduire la monotonie et les extremums d'une
fonction.

w Connaitre les fonctions usuelles sin, cos, tan, In, exp, x — x%, sh, ch, arcsin, arccos et arctan.
& Connaitre les limites usuelles obtenues par continuité ou dérivabilité en 0.

& Connaitre les limites dites de « croissances comparées » entre les fonctions puissances,
logarithme et exponentielle.
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4 Exercices

Généralités sur les
fonctions

EXERCICE 1. Involutions de R croissantes

Soit f :R — R une application croissante telle que : VX €R, fo f(x) = x.
Montrer que Vx € R, f(x) = x.

EXERCICE 2. Opérations sur les fonctions monotones

Soit I un intervalle de R. Montrer que :
1. Si f et g sont croissantes sur [ alors f + g est croissante sur 1.
2. Si f est croissante sur [ et g croissante sur J, tel que f(I) c J, alors go f croissante sur I.
3. Si f et g sont croissantes positives sur I alors f x g est croissante sur 1.

EXERCICE 3. Fonction périodiques et monotones

Soit f :R — R une fonction périodique de période T > 0. On suppose que f est monotone.
Montrer que f est constante.

Logarithme et
exponentielle

EXERCICE 4. Approximations de e

1. Montrer que: Vx> -1, In(1+x)<x.
2. En déduire que pourtout n=2: (1+1)" <e<(1-1)™".

EXERCICE 5. Preuve d’une inégalité par étude de f”
In(1 + ax)

Soit0<a<h.0 XeERf — ————
oi a npose f:xeR] N0+ b0

. Etudier la monotonie de f et en déduire que
a b 5
ln(l + E)ln(l + E) < (n2)~.
EXERCICE 6. Propriétés algébriques de In et exp

nf<}]

Pour x > 0 simplifier (exp (x*)) ™ *

EXERCICE 7. Puissances

Parmi les relations suivantes lesquelles sont exactes :
1) (a?)’ = a* 2) aba® = a’* 3) a?b = (a)?
4) (ab)¢ = a’ b2 5) (a?)® = a®") 6) (a’)° = (a®b?
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Fonctions
hyperboliques

EXERCICE 8. Trigonométrie hyperbolique

1. Montrer les formules suivantes, valables pour tout (x, y) € R? :

chx+shx=e" chx-shx=e™; ch®x—sh’x=

2. Calculer, pour tout x, y € R, ch(x + y), ch(x — y), sh(x + y) et sh(x — y) en fonction de ch x,
sh(x), chyetshy.

3. En déduire des formules de transformation de sommes en produits de fonctions hyper-
boliques.

EXERCICE 9. Fonctions hyperboliques réciproques

1. Montrer que la fonction sh est bijective de R vers R et déterminer une expression de sa
bijection réciproque.

2. Montrer que la fonction ch est bijective de R* vers [1, +oo et déterminer une expression
de sa bijection réciproque.

h
3. Pour tout x € R, on pose th(x) = sh—ixi Montrer que la fonction th est bijective de R vers
ch(x

] —-1,1[ et déterminer une expression de sa bijection réciproque.

EXERCICE 10. Fonctions hyperboliques réciproques

Donner I'’ensemble de définition, puis simplifier les expressions suivantes :

ch(ln(x+vx?*-1))  sh(ln(x+vx*>-1) ch(ln(x+vx?>+1))  sh(ln(x+Vx%+1))

EXERCICE 11. Calculs de sommes
Soient (a, b) eR%2etneN.

Calculer Z ch(a+ kb) et Z sh(a+ kb).
k=0 k=0

Fonctions circulaires
réciproques

EXERCICE 12. Composée de cos et arccos

Représenter graphiquement les fonctions f et g définies par :

f(x) =cos(arccos(x)) et g(x)=arccos(cos(x))
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EXERCICE 13. Quelques formules...
Simplifier les expressions :

cos(arctan(x)) sin(arctan(x)) tan(2 arctan(x))
tan(arcsin(x)) tan(arccos(x)) cos(4 arctan(x))

EXERCICE 14. Formule de Machin
1

T 1
Démontrer : — = 4arctan (—) —arctan (—)
4 5 239

EXERCICE 15. Obtention d’'une formule par dérivation

. . . 2x
Simmplifier arcsin
1+ x?

EXERCICE 16. Calculs de dérivées

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leur dérivée :

1. f(x) :arcsin(i-k—x)

- X

_/1—arcsin(x)
2. flx)= m

s - L
. f(x) = arctan T2

B 1 —sin(x)
4. f(x) =arctan| T sin00”

EXERCICE 17. Un calcul de somme

1. Soit p € N. Calculer arctan(p + 1) — arctan(p).

2. Ftudier la convergence et la limite de la suite (S,,) définie par:

L 1
Sn=) arctan(—)

=0 pP+p+1

EXERCICE 18. Une simplification

Simplifier |’expression :

f(x) = cos(arccos x — arcsin x) — sin(arccos x — arcsin x)
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Equations et
inéquations

EXERCICE 19. Equations etinéquations

Résoudre les équations et inéquations suivantes.

1) 25+l = o3 2) @251 5 p=x*+3

3)e**-2e*-3=0 4) |x*+2x-3|<6

5) |x% +2x| < 3|x] 6) In(2x) =In(x* - 1)

7) In(2x) = In(x* - 1) 8)Vx+1<5-x

9 x+VxZ+1>0 10) 55 —5%+1 4 23%-1 =

1) Vx+2+vVx+3+vVx+6=3 12) Vx+1+vVx+10+vx+100=12
13)2In(x+ 1) +In(3x+5) +1In2 14) e*+el™=e+1

=ln6x+1)+In(x—-2) +In(x +2)
15) xﬁ — (ﬁ)x 16) 22x _3)(—1/2 — 3x+1/2 _22)6—1

EXERCICE 20. Systeme d’équations

Résoudre les systemes suivants :

8¥ =10y eXe?’ =1
a) b)
2% =5y 2xy=1
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1 Rappels et compléments de calcul différentiels

1.1 Dérivée d’'une fonction numérique réelle

Si u est dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans un second intervalle J, et si v est dérivable
sur cet intervalle J, alors la fonction vou: x— v(u(x)) est dérivable sur le premier intervalle I :

J—=R
I

etpourtoutxel:
(vou) (x) = u'(x) x v'(u(x))

On obtient le tableau des formules de dérivations usuelles :

1y uw o U
(u) e V)9 = 2V/u(x)
(u®) (0) = @ x v/ (x) x u(x)*! (sin(w))'(x) = ¢/ (x) x cos (u(x))
/ . / u'(x)
(cos(w)) (x) = —u/(x) x sin (u(x)) | (tan(w)) (x) = v/ (x) x (1 +tan? ((u(x))) = 5
cos (u(x))
!/
u)/ — 4/ u(x) ! _ u'(x)
(e*) () =u'(x) xe (In(w)) () e
Ty u'(x) . Iy u'(x) _ /
(arctan(w)) (x) = T a0 (arcsin(w))'(x) = N (arccos(w)) (x)
(sh(w)'(x) = 1/ (x) x ch (u(x)) (ch(w)'(x) = v/ (x) x sh (u(x))
Dans le cas d'une fonction de deux variables :
f:R? — R
xy) — fxy
onnote:
e (x, y) la dérivée partielle de f par rapport a x, c'est-a-dire la dérivée par rapport a x en
considérant que y est une constante;
. % (x, y) la dérivée partielle de f par rapport a y, c’est-a-dire la dérivée par rapporta y en

considérant que x est une constante.

9] 0
Pour alléger les notations, a—f est aussinoté 0, f, et a—f est notée 0, f.
X y

0 0
. Exemple. Pour f(x,y) = x° +3x%y® +1In(y) + /x2y, calculer les dérivées partielles a—f et a—f
X y

: ) . s s 2 / . . , d u ~ d u
Pour les fonctions d'une variable ¢, la dérivée u'(f) est aussi parfois notée E(t)’ et méme a7
par abus de notation.
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1.2 Dérivée d’'une fonction numérique complexe

Si u est une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans C, on note a et 3 les
fonctions Re(u) et Im(u) définies sur I et a valeurs dans R :

Vxel, u(x)=alx)+ip(x)

On dit alors que u est dérivable sur I'intevralle I lorsque «a et 3 le sont et on définit la fonction
u':I— Cpar:

Vxel, ux)=adx+if (x
On peut montrer que les formules connues pour les fonctions a valeurs réelles sont encore
valables pour les fonctions a valeurs complexes (dérivée d'un produit...).

s Proposition 1 - Dérivée de exp(¢)

Soit ¢ : I — C une fonction dérivable sur 'intervalle I.
La fonction exp(¢) est alors dérivable sur I et :

vxel, (e?)(x)=¢ (x)xe?™

En particulier, si A € C, la fonction x — e'* est dérivable sur R et :
VieR, (e™) =2re!

N Exvemple. x — e'* est dérivable sur R et Vx € R, (&) = ie'*.

1.3 Primitives d’'une fonction numérique réelle ou complexe

g Définition 2 — Primitive d’'une fonction numérique

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a valeurs dans R (resp. dans C).
On appelle primitive de f sur 'intervalle I, toute fonction F définie et dérivable sur I, a
valeurs dans R (resp. dans C) et telle que F' = f.

p==d Proposition 3 - Description de 'ensemble des primitives d’'une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a valeurs dans R (resp. dans C).

On suppose qu'’il existe au moins une primitive F de f surl'intervalle I.

Dans ce cas, f possede une infinité de primitives sur 'intervalle I. De plus elles sont toutes
de la forme x — F(x) + C ou C est une constante réelle (resp. complexe).

C’est pour cette raison qu’on ne dit pas la primitive mais une primitive.
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=t Proposition 4 — Cas des fonctions a valeurs complexes

Si f est a valeurs dans C et si on note « et f ses parties réelles et imaginaires, alors toute
primitive F de f surl’intervalle I estdelaforme F: x — A(x)+iB(x) oll A estune primitive
de a sur I, et B est une primitive de £ sur /.

Application. Soit A un nombre complexe non nul de parties réelle et imaginaire notée a et b. En
1
remarquant qu’une primitive sur R de x — e* est la fonction x — —e’¥, et en identifiant les

parties réelles et imaginaires, on obtient une primitive sur R des fonctions x — e“* cos(bx) et
x+— e“*sin(bx).

X Exemple. Déterminer une primitive sur R de x — e* cos(2x).

On rappelle les primitives des fonctions usuelles.

Fonction Primitive Intervalle et conditions
xa+1
x“ x>0 (au minimum...) et|a # -1
o ( )
1
— In(x) x>0
X
er e’ xelR
In(x) xIn(x) —x x>0
sin(x) —cos(x) xeR
cos(x) sin(x) xeR
9 1 7T 7 .
1+tan“(x) = —— tan(x) xX€|-——+kn,—+kn|oukeZ
cos?(x) 2 2
ch(x) sh(x) xeR
sh(x) ch(x) xeR
1
arctan(x) xeR
14 x2
1 ;
— arcsin(x) ou x€l—-1,1]
1-x —arccos(x)

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans J, et si f est dérivable sur ce
méme intervalle /, on a vu que f o u est dérivable sur I et que :

Viel, (fow'(x)=u'(x)xf'(u)

Ce résultat, combiné avec le tableau précédent, permet d’établir le tableau des primitives des
fonctions composées usuelles.
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Fonction Primitive Condition
, u(x)a+l
u'(x) x u(x)® — a#-1
a+1l
u'(x)
In(lu(x)D) aucune
u(x)

u'(x) x ") g™ aucune
u'(x) x cos (u(x)) sin (u(x)) aucune
u'(x) x sin (u(x)) —cos (u(x)) aucune

!

u' (x) x [1 +tan? (u(x))] = #(uxzx)) tan (u(x)) aucune
u'(x) x ch (u(x)) sh (u(x)) aucune
u'(x) x sh (u(x)) ch (u(x)) aucune

e arctan (u(x)) aucune
1+ u(x)?
u'(x) .
arcsin (u(x)) ou aucune

V11— u(x)? —arccos (u(x))

Pour terminer ce paragraphe nous allons voir comment trouver une primitive d'une fonction de

la forme x — —————— ol 4, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0.
ax*+bx+c

On commence par déterminer le signe du discriminant A = b? — 4ac du dénominateur.

Le polynéme ax? + bx + ¢ admet deux racines réelles distinctes r1 et r,. On cherche

1 A
5 = = + a ou A et u sont
ax“+bx+c alx-r)(x—r)) x-r x—-rnr
deux constantes réelles a déterminer. Ensuite chaque terme se primitive avec un logarithme.

une décomposition de la forme

Le polynome ax” + bx + ¢ admet une racine réelle r et on a la factorisation
1 1 1

alx—r)

5 = 5 Sous cette forme une primitive est x — —
axc+bx+c alx—r)

Le polynéme ax? + bx + ¢ n’admet pas de racine réelle. En le factorisant sous forme
canonique, on trouve une primtive utilisant la fonction arctan.

1 1

> Exemple. Donner une primitive des fonctions x — i X ST
xc—3x+2 xc+2x+1

1

etx—»z—.
xc+x+1
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1.4 Intégrale d’'une fonction continue sur un segment [a, D]

On appelle segmentun intervalle fermé et borné [a, b].

b
Si f est une fonction continue sur un segment [a, b] et a valeurs dans R, on note f f(odele

a
nombre réel 'aire algébrique du domaine du plan délimitée par ’axe des abscisses, les droites
d’équation x = a et x = b, et la courbe représentative de f.

Laire des parties du domaine situées au-dessus de 1'axe des abscisses sont comptées
positivement; celle des parties du domainesituées en-dessous sont comptées négativement.

a a b
Ensuite, on pose aussi f f(Hdt=0et f fHde=- f f(r)dt (on dira que les bornes étaient
a b a

dans le « mauvais sens »).

b
Dans la notation f f(t)dt lavariable ¢ est muette : elle peut étre remplacée par tout autre lettre
a

non utilisée.

Le théoreme suivant est appelé théoreme fondamental de I'analyse.

p==ed Théoréme 5 - Intégrale dépendant d’'une de ses bornes

Soient I un intervalle de R, f: I — R une fonction continue et x, un point de I.

X
On définit une fonction ¢ par: ¢(x) = | f(#)dt.
Xo
La fonction ¢ est alors définie et dérivablesur I et: Vxe I, ¢'(x) = f(x).

Autrement dit ¢ est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en xj : ¢(xo) = 0.

C’est a cause de ce théoréme qu’'on emploit les mots « intégrer » et « primitiver » comme des
synonymes.

*In¢
X Exemple. Montrer que la fonction x — f = dr est dérivable sur ]0, +ool et calculer sa
X

dérivée.

p—i Théoréme 6 — Calcul d’'une intégrale a partir d’'une primitive

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b].
Si on connait une primitive F de f sur [a, b], alors:

b
f f(©)dt = F(b) - F(a)

La quantité F(b) — F(a) est souvent noté [F(£)]'=7, ou encore [F(1)]” s'il n’y a pas de confusion
possible entre les variables.

1 2m
X Exemple. Calculer f e 2ldtet f cos(t)dt.
0 0
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Une fonction f définie sur un intervalle [ est dite de classe C Lsur1, lorsqu’elle est dérivable sur
I et que sa dérivée f' est continue sur I.

A\ Cela sous-entend qu'il existe des fonctions dérivables dont la dérivée n’est pas continue.

g Théoréme 7 — Calcul d’'une intégrale par intégration par parties

Si f et g sont deux fonctions de classe C! sur un segment [a, b] :

b b
f fl(yxgde=[f() xg(t)]z—f f(yxg'(nde

Cette formule permet de remplacer une fonction par sa dérivée, ce qui peut étre utile pour les
fonctions x — x" (o1 n € N), In, arccos et arcsin.

Cette formule n’a d’'intérét que si 'expression de f’(t) est plus simple que celle de f(r), et si
I'expression de g(t) n’est pas trop compliquée par rapport a celle de g'(r).

2 1
X Exemple. Calculer f In(#)dz et f t*el dt.
1 0

p=mei Théoréme 8 — Calcul d’'une intégrale par changement de variable

On suppose que :
* @ estde classe C! surun segment [a, B1;
« [ est continue sur le segment [¢(a),p(B)].

Alors::
»P) B .
fx) dx:f fle@®) x¢'(r)drt

@(a) a

En pratique on pose x = ¢(t) et on écrit formellement « dx = ¢'(£) dt ». Il ne faut pas oublier de
déterminer les bornes de la nouvelle intégrale.

X

1
S Exemple. Calculer I = f _c dx en posant x = In().
o 1+e2x

1
X Exemple. Calculer f V'1—x? dx en posant x = sin(?).
0
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2 Notions sur les équations différentielles linéaires

2.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

st Définition 9 - Equation différentielle linéaire du premier ordre

Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre sur I
toute relation du type
(E): Yiel, y'(1)+al(r).y(r) = b(r)

ol les coefficients a et b sont des fonctions continues sur I a valeurs réelles ou complexes,
et y est une fonction inconnue dérivable sur I a valeurs réelles ou complexes.
Toute fonction y qui satisfait (E) sur I est appelée une solution.

Dans la pratique, on omet la variable de I'inconnue y pour alléger I'écriture de (E), ce qui donne
(E): ¥y +a(r).y = b(1)
On appelle équation homogene associé1’équation différentielle (Ep) : y' + a(t).y = 0.

Dans la suite on notera K un ensemble qui peut étre au choix R ou C (mais une fois fait ce choix
doit rester le méme).

pmed Théoréme 10 — Résolution de 'équation homogene

Soient a une fonction continue sur I'intervalle I a valeurs dans IK, et A une primitive quel-
conque de a sur 1.

Les solutions de I'’équation homogene (Ey) : y' + a(t).y = 0 sont toutes les fonctions de
la forme t — Ce™4® avec C quelconque dans K.

Pour éviter toute erreur de signe, on peut mettre I’équation sous la forme y' = —a(t).y.
Noter qu'il y a une infinité de solutions.

X Exemple. Résoudresur R: y'+ .y = 0.
1
X Exemple. Résoudresur R* : y' + 2V = 0.

N Exemple. Résoudre I'équation homogene sur R dans le cas oll a est une fonction constante.

g Théoréme 11 — Résolution de 'équation entiére

Si y; désigne une solution particuliere de I'équation (E) alors les solutions de (E) sont
toutes les fonctions de la forme ¢ — y, (%) + yo(£) avec yp solution de I’équation homo-
gene associée (Ep).

Afin de trouver une solution particuliere, il arrive parfois qu’on décompose le second membre
en plusieurs fonctions plus simples; on peut alors exploiter le résultat suivant.
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== Proposition 12 - Principe de superposition des solutions

Soit (E): ¥' + a(t).y = by (t) + by(t) avec a, by et b, des fonctions continues sur 1.
Si, pour i € {1,2}, y; est solution de I’équation (E;) : y' + a(t).y = b;(t) alors la fonction
y1 + )2 est solution de (E).

Si on ne trouve pas de solution de maniére «intuitive » (la plupart du temps en s’inspirant du
second membre), on peut utiliser la méthode suivante, dite méthode de variation de la constante.

Elle consiste a chercher une solution particuliére y; sousla forme y; () = C(#).e"4() o1 C est une
fonction dérivable sur I et A est une primitive de a sur I. On part donc de la solution générale
de I'équation homogene et on remplace la constante C par une fonction ¢t — C(#).On injecte

alors y; dansI’équation différentielle ce qui donne C’(t) puis C(¢) puis y; (£).

On peut montrer que si ¢y € I alors C(f) = f b(s)e® ds mais cette formule est trop compliquée

pour étre retenue, c’est pourquoi on prefere faire le calcul précédent ou il suffit de réinjecter
dans I’équation différentielle sans connaitre de formule supplémentaire.

Lorsqu’on réinjecte on obtient :

Viel, C'(e " -C(1)xa()xe "V +C(t)x a(t) xe™ P =0
0

donc on peut retenir que pour le membre de gauche on ne garde que le premier terme.

2t 1
1127 "1+ 2

X Exemple. Résoudre sur R I'équation ' +

N Exemple. Résoudre sur] —1,1['équation (1 - 12).y' — t.y =1.
N Exemple. Résoudre sur R I'équation y' — t.y = r.

En plus de la méthode pratique de résolution, il faut aussi connaitre le résultat théorique
suivant.

gl Définition 13 — Probleme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchyla donnée d’'une équation différentielle et d'une condition
initiale:

¥y +a(t).y = b(t)

y(to) =7y
ol a et b sont des fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans IK, #; est un point
de I et y un élément donné de K.
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Théoreme 14 - Solution d’'un probléme de Cauchy
I Un probleme de Cauchy admet une unique solution sur l'intervalle I ol il est défini.

(1-13).y -ty=1

® Exemple. Résoudre sur | — 1,1[ le probleme de Cauchy { 0 =1
y =

2.2 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

== Définition 15 - Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants sur I toute relation du type

(E): Viel, y'(t)+a.y () +b.y(r) = f(1)

ou les coefficients a et b sont des constantes réelles ou complexes, f est une fonction
continue sur [ a valeurs réelles ou complexes, et y est une fonction inconnue deux fois
dérivable sur I a valeurs réelles ou complexes.

Toute fonction y qui satisfait (E) sur I est appelée une solution.

Dans la pratique, on omet la variable de I'inconnue y pour alléger I'écriture de (E), ce qui donne

E):  Y'+ay+by=fQ@

On appelle équation homogene associé1'équation différentielle (Ey) : y" + a.y’ + b.y =0.

=4 Définition 16 —- Equation caractéristique

On appelle équation caractéristique associée al’équation homogene (Ey) I'équation :
r’+ar+b=0

d’inconnue r € C.

peei Théoréme 17 — Solutions complexes de 'équation homogeéne

On note A le discriminant de I’équation caractéristique.

1. SiA#0.
L'équation caractéristique possede deuxracines disctinctes « et 3 et les solutions de
(Ep) sur R sont les fonctions de la forme y(f) = 1e®’ + uef?’ avec (A, ) € C2.

2. SiA=0.
L'équation caractéristique possede une racine double «a et les solutions de (Ep) sur
IR sont les fonctions de la forme y(f) = (A¢ + p)e% avec (A, u) € C2.
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Noter que ce résultat donne les solutions y : R — C que les coefficients a et b soient réels ou
complexes.

N Exemple. Résoudre sur R I'équation y” + (1+2i)y + (i —1)y =0.

gl Théoréme 18 — Solutions réelles de 'équation homogene

On suppose ici que a et b sont des réels.
On note A le discriminant de I’équation caractéristique.

1. SiA>0.
Léquation caractéristique posséde deux racines réelles disctinctes a et et les
solutions de (Eg) sur R sont les fonctions de la forme y(f) = Ae®* + uef?
avec (A, u) € R%.

2. SiA=0.
Léquation caractéristique posseéde une racine réelle double a et les solutions de (E)
sur IR sont les fonctions de la forme y () = (At + w)e®’ avec (A, u) € R2.

3. SiA<O.
Léquation caractéristique possede deux racines complexes disctinctes

conjuguées a + iw et les solutions de (Ep) sur R sont les fonctions de la forme
y(0) = (A.cos(wt) + p.sin(wn)).e* avec (A, u) € R2.

X Exemple. Résoudre sur R les équations y” +4y' +4y =0, y" +2y' +2y =0, y" +w?y =0
(avec w >0) et y' —w?y = 0.

=t Théoréme 19 — Résolution de 'équation entiere

Si y; désigne une solution particuliere de I'équation (E) alors les solutions de (E) sont
toutes les fonctions de la forme ¢ — y;(f) + yo(f) avec yp solution de l'équation
homogene associée (Ej).

Afin de trouver une solution particuliere, il arrive parfois qu’on décompose le second membre
en plusieurs fonctions plus simples; on peut alors exploiter le résultat suivant.

== Proposition 20 — Principe de superposition des solutions

Soit (E): y"+a.y' +b.y = fi(t) + fo(t) avec fi et f, des fonctions continues sur 1.
Si, pour i € {1,2}, y; est solution de I'équation (E;) : y'+ay + by = fi(t) alors la
fonction y; + y» est solution de (E).

Pour trouver une solution particuliére il faut s'inspirer de la forme du second membre f(¢). En
particulier il faut connaitre le cas particuliers suivants.
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== Théoréme 21 - Cas oi1 f(¢) = r.e’’

On suppose que (r,60) sont des constantes réelles ou complexes et que f est la fonction
continue sur R définie par f (1) = r.e?’.

On peut alors trouver une solution particuliere de (E) sous la forme :

p.eft si O n’est pas racine de I’équation caractéristique
y(t)={ p.t.e"  sif estracine simple de '’équation caractéristique
p.t?.e%  si0 estracine double de I'équation caractéristique

ol p est une constante a déterminer par le calcul.

® Exemple. Résoudre sur R I'équation y” + 3y’ +2y = 2ch(z).
® Exemple. Résoudre sur R I'équation y” + 2y’ +2y = cos(t) + sin(1).

En plus de la méthode pratique de résolution, il faut aussi connaitre le résultat
théorique suivant.

p=i Définition 22 — Probléeme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy la donnée d'une équation différentielle et d'une double
condition initiale :

y'+ay +by=f(1)

y(t) =6

y'(to) =y
ou a et b sont des constantes, f une fonction continue sur un intervalle [ a valeurs dans
K, tp estun pointde I, 6 et y sont deux éléments donnés de K.

Théoreme 23 — Solution d’'un probléme de Cauchy
I U

n probleme de Cauchy admet une unique solution sur l'intervalle I ou il est défini. ]

y"+2y +2y=cos(t) +sin(t)

QX Exemple. Résoudre sur R le probleme de Cauchy ,
y(0)=y'(0)=0
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3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Maitriser le calcul intégro-différentiel.
& Connaitre les formules de dérivation/intégration des fonctions usuelles.
& Connaitre les formules de dérivation/intégration pour les opérations sur les fonctions.
& Savoir dérivéer une intégrale fonction de ses bornes.
& Faire une intégration par parties.

& Faire un changement de variable.

w Savoir étudier une équation différentielle linéaire du premier ordre.
& Connaitre les résultats théoriques sur 'ensemble des solutions, avec ou sans condition
initiale.
& Connaitre la forme générale des solutions de I’équation homogene..
& Trouver une solution particuliere par variation de la constante.

& Trouver une solution particuliere « a vue ».

w Savoir étudier une équation différentielle linéaire du premier ordre.
& Connaitre les résultats théoriques sur ’ensemble des solutions, avec ou sans condition
initiale.
& Connaitre la forme générale des solutions de ’équation homogene, dans les cas réelles
ou complexes.

& Plonger I'équation dans I’ensemble des complexes pour simplifer la recherche de solu-
tions particulieres.

& Connaitre la forme des solutions particulieres lorsque le second membre a une

expression de la forme ref’.

& Trouver une solution particuliere « a vue ».
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4 Exercices

Equations
différentielles d’ordre 1

EXERCICE 1. Calculs de primitives

1. Déterminer «a vue » les primitives des fonctions suivantes en précisant 'intervalle :

2

2 x In(x) X
a) x~— xe* b) x— 1+1x3 ) x— p d) x»—»\/ﬁ
. x
e) x+~— cos(x)sin(x) f) x— P g) i h) x~— tan(x)

2. Déterminer a ’aide d'une intégration par partie les primitives des fonctions suivantes en
précisant 'intervalle :

a) x—In(x) b) x~— xarctan(x) ) x— (xX*—x+1e*
d) x— (x-1)sin(x) e) x— (x+1)ch(x) f) x— xsin(x)3

3. Déterminer a 'aide du changement de variable indiqué les primitives des fonctions
suivantes en précisant l'intervalle :

1 In(x)
a) x NI u=+x ) X gy, z=In(x)
e~ . 1
c) x—»ex+1 y=e d) x-—»)c\/% w=1/x

EXERCICE 2. Sans variation de la constante

Résoudre les équation différentielles suivantes sur R. Pour trouver une solution particuliere, on
essaiera de deviner une solution proche du second membre, plutot que d’utiliser la méthode de
variation de la constante.

1. y—ely=3e’
2. y+y=cost+sint

3. Y +2y=1>-2t+3
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EXERCICE 3. Avec variation de la constante

Résoudre les équations différentielles suivantes sur I'intervalle I donné.

L (1-0y+y=—  surl=]l,+ool
2. YV +y= ! sur =R
Y y_1+et B

3. 2y —y=(?-1e’  surl=]-o00,0]
4. ty'=2y=1t3>  surI=]0,+oo[
5. ty'+ y=arctant sur I =]0, +oo[

EXERCICE 4. Equation intégrale

Déterminer toutes les fonctions f: R — R telles que :

t
VteRR, 2f(t):3t><f fx)dx
0

Equations
différentielles d’ordre 2

EXERCICE 5. Equations différentielles linéaires d’ordre 2
Résoudre les équations différentielles.
1. y' —y=sin2r) et y(0) = y'(0) =0
Y+ y=sin(r) et y(0) = y'(0) =0
y'-2y +y=5e!
y'=2y'+y=—e
y"+4y=sin?t et y(0) = y'(0) =0
y' -3y +2y=1>—t+3

N gk wn

y" -2y +5y=e"2! cos(21)

EXERCICE 6. Second membre alinéariser

Réosudre sur R 'équation différentielle y” — 2y’ + 5y = 2 cos?(¢)

EXERCICE 7. Changement de variable

Résoudre sur R I'équation différentielle y” + (4e’ — 1)y’ + 4e*’y = 0 a 'aide du changement de
variable x = e’.

EXERCICE 8. Changement d'inconnue

/!

Résoudre sur R* I'équation différentielle ty" — ty’ + y = 0 a 'aide du changement d’inconnue

y() =t xz(1).
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EXERCICE 9. Equation intégrale
Déterminer toutes les fonctions f: R — R continues et telles que :

t
VteR, f(t):sin(t)+2><f e’ f(x)dx
0

EXERCICE 10. Une équation fonctionnelle
On cherche les fonctions f : R — R deux fois dérivable et satisfaisant la relation :

(R): VYV, neR?, flx+0+fx—0=2fx)f(0.

1. Soit f une fonction deux fois dérivable qui satisfait (R). On suppose que f n’est pas

constante nulle.

(a) Montrer que f(0) =1 et f'(0) =0.
(b) Montrer qu’il existe une constante réelle k telle que f satisfait]’équation différentielle

y'+ky=0.
(c) Endiscutant suivant les valeurs de k, en déduire une expression de f(x).
2. Donner toutes les fonctions f : R — R deux fois dérivables et satisfaisant la relation (R).
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Chapitre

Suites réelles et complexes
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158 CHAPITRE 6 : Suites réelles et complexes

1 Propriétés générales des suites réelles

1.1 Rappels sur les propriétés de R
1.1.1 Relation d’ordre

Si(x,y)€R? onnotex< ylorsque x<yetx#y.Onadonc: x<y=— x<y.

De plus le contraire de x < y est x = y, alors que le contraire de x < y est x > y.

Proposition 1 - Compatibilité avec le passage a 'opposé

Soient x et y deux nombres réels tels que x < y. On a alors —y < —x. ]

=4 Proposition 2 - Compatibilité avec I'addition

Soient x, x', b, et b’ des nombres réels telsque x < betx' < b'.
Onaalorsx+x'<b+10'.
En particulier pour toutréel a,ona x+ a < x' + a.

Majorer un nombre réel x c’est trouver un réel b tel que x < b; le minorer c’est trouver
un réel c tel que ¢ < x.

c+c'<sx+x'<b+b

on tire
c-b<x-x'<b-(

<. sz . C=X<=
Des inégalités entre nombres réels o
c<x'<b
Autrement dit :

Pour majorer (resp. minorer) une somme de deux nombres réels, on majore (resp. minore) chacun
des termes. Pour majorer une différence x — x', on majore x et on minore x'; pour minorer x — x',
on minore x et on majore x'.

ne donnent

. . . e e c<x<b
/\ On ne peut donc jamais soustraire deux inégalités : les inégalités d<x <l

pasc—c <x-x'<b-D.

Les propriétés suivantes sont donnés pour des nombres positifs. Si ce n’est pas le cas, il faut
commencer par changer leur signe en passant a 'opposé.

Proposition 3 —- Compatibilité avec le passage a I'inverse

1 1
Soient x et y deux nombres réels tels que 0 < x < y. On a alors 0 < ; < m

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



1 Propriétés générales des suites réelles 159

==t Proposition 4 - Compatibilité avec la multiplication

Soient x, x', b, et b’ des nombres réelstelsque0<x<bet0<x'<b'.
Onaalors0 < xx' < bb'.
En particulier pour tout réel a positif, on a0 < ax < ax’.

O<c<x<b

Lorsqu'il s’agit de nombres strictement positifs, les inégalités O<d<i<b

donnent

0<cc <=xx' <bb
c x b
0<—=<—<—
b x

Autrement dit :

Pour majorer (resp. minorer) un produit de deux nombres strictement positifs, on majore (resp.
minore) chacun des facteurs. Pour majorer un quotient x/x' de deux nombres strictement
positifs, on majore le numérateur et on minore le dénominateur; pour minorer x/ x', on minore
le numérateur et on majore le dénominateur.

O<c=<x<b

/\ On ne peut donc jamais diviser deux inégalités : les inégalités 0<cd <+ <l

ne donnent

pasc/c’' <x/x'<blb'.

1.1.2 Intervalles

Soient a et b deux réels tels que a < b. On définit les notations suivantes :

e [a,b] ={x€eR/a < x < b} intervalle fermé borné = segment;

[a,b[={x € R/ a< x < b} intervalle borné;

la,b] ={xe€R/a< x < b} intervalle borné;

la, b= {x € R/ a< x < b} intervalle ouvert borné;

[a,+oo[={x € R/ a < x} intervalle fermé;

la,+oo[= {x € R/ a < x} intervalle ouvert;

] —o0,b] = {x € R/ x < b} intervalle fermé;

] — oo, b[= {x € R/ x < b} intervalle ouvert;

] — 00, +oo[= R intervalle ouvert et fermé.

X Exemple. [a,b] = {ta+ (1 - 1)b; t€ [0,1]}.

=== Théoréeme 5 - Caractérisation des intervalles

Soit I € R. Alors:

I est un intervalle < V(a, b) € I, (a <b=la,b] < I)
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160 CHAPITRE 6 : Suites réelles et complexes

X Exemple. R* n’est pas un intervalle puisque —1 € R*, 1 € R* mais [-1,1] £ R*.

===t Définition 6 — Intérieur et extérieur d’un intervalle

Soit I un intervalle. On pose :

o
o [ =1 privé de ses bornes = intérieur de /. C’est un intervalle ouvert.

e ] =T union ses bornes = adhérence de I. C’est un intervalle fermé.

On a bien évidemment Ic I < 1.

/\ Attention : ne pas confondre la notation de I'adhérence avec celle du complémentaire.

D Exemple. Pour I = [0,1[ les bornes sont0 et 1, I =]0, 1[ et I=10,1].
Le complémentaire de I (dans R) est R\ =] —o0,0[U[1, +o0.

1.1.3 Valeur absolue

=== Définition 7 — Valeur absolue

xsix=0

Pour tout x € R, on pose | x| = max(x, —x) = . .
-xsix<0

Une valeur absolue est donc toujours positive. Elle sera donc souvent utilisée dans les inégalités
qui ne se sont conservées par produit que si on multiplie par un nombre positif.

£S5 Exemple. Exprimer I'expression |x% — 4| — |x + 2| + |x — 3| sans valeur absolue.

Sachant que la valeur absolue coincide avec le module pour les nombres réels, on obtient les
propriété suivantes.

i Proposition 8 — Régles de calcul

Soient x et y deux réels.

1. |—x|=|x|.

2. [xxyl=Ix|x|yl donc VneN,|x"|=]|x|"

=i Proposition 9 - Valeur absolue et inégalités

Soient x et y deux réels.
1. —|x|<x<]|x|.

2. Siaz0:|x|<a<=-a<x=<a.
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Une inégalité du type |x — al| < b signifie que a— b < x < a+ b, c’est-a-dire que x € [a— b,a + b];
x est donc dans un intervalle centré en a et de rayon b.

Si x est un réel inconnu et a est un réel connu, on dit que a est une valeur approchée de x a la
précision € (ou € est un réel strictement positif), lorsque |x — a| < €. On dit aussi que a est une
valeur approchée de x a € pres.

Plus précisément si 0 < a— x < ¢, on dit que a est une valeur approchée de x par excés a la
précision €; si 0 < x —a < ¢, on dit que a est une valeur approchée de x par défaut a la
précision €.

=i Proposition 10 — Inégalité triangulaire

Soient x et y deuxréels. On a:
[lx] = [yl < lx+yl < x| +]yl

avec égalité a droite si et seulement si x et y de méme signe.

n
<> |xkl

k=1

Onadonc |x — y| < |x|+|y| et plus généralement si x;, xo, ..., X, sont réels :

n
D Xk
k=1

1.1.4 Partie entiere

Définition 11 — Partie entiere

Si x € R, on admet qu’il existe un unique ne Z telque n<x < n+1.
On le note n = | x] ou E(x), et on I'appelle la partie entiere de x.

Le nombre | x] est donc caractérisée par: |x] € Z et [x] < x < |x] + 1.
On a aussil'inégalité: x—1 < [x] < x.
X Exemple. Si x est un réel et n un entier relatif, montrer que |x + n} = |x] + n.

[10"x]
107

Soit x un réel fixé. Pour n un entier naturel, on lui associe les nombres décimaux et

[10"x]| +1
107

. Il sont appelés approximations décimales de x de rang n.

== Proposition 12 - Approximations décimales d'un réel

10" x|

107

Pour tout entier naturel n,

[10"x] +1

et ————
107

est une valeur approchée de x par défaut a la précision

1077, est une valeur approchée de x par excés a la précision 107",
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1.2 Définitions et généralités sur les suites réelles
Définition 13 - Suite réelle
I Une suite réelle est une application u: N — R. ]

Lensemble des suites réelles peut donc se noter % (N, R) ou RN. ou encore .#(R).

Notations : pour n € N, le réel u(n) est noté u,,.
La suite u est alors notée (u,) ,eN, ou plus simplement (u,,).

A\ Attention : il ne faut pas confondre le réel u,, et la suite (uy,).

Pour ne pas faire cette confusion, on note parfois la suite u sous la forme (ug, uy,..., un,...)
(comme une famille de réels indexée par IN).

Une suite (u#,) ,en peut étre définie de trois manieres :
« explicitement: on donne l’expression de u, en fonction de la variable n;
e implicitement: u, est définie comme I'unique solution d'une équation dépendant de la

variable n;
e par récurrence : on donne les premiers termes, puis une formule permattant de calculer
u;, en fonction de u;,_1, uy—_o, ..., Up.

1
> Exemple. (uy) N estla suite définie par Vne N, u, = on

X Exemple. (1) e est la suite définie par : Vn € N, u, est I'unique solution de I'’équation
e*=x+n+1.

Q> Exemple. (u,,) ,eN estla suite définie par ug=1et Vne N, u,4 = sin(uy,).

== Définition 14 — Opérations sur les suites

Soient (i) ,eN €t (V) new deux suites réelles.
1. Addition. () neN + (Vi) neN = (Un + Vn) peN-
2. Multiplication parunréel. Si A € R, A x (i) nen = (A X Up) peN-

3. Multiplication. (¢,,) seN % (Vi) neN = (Un X V) neN.

Proposition 15 - Regles de calcul
I Les regles de calcul sont les mémes que dans R. ]
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Définition 16 - Suite définie a partir d'un certain rang

Soit ny € N. On appelle suite réelle définie a partir du rang n, toute application
u: [ng, +oo[— R. Cette suite est notée (1) y=p,-

D Evemple. (-1)"), ., (2"), .y et (%) .
n=1

Définition 17 - Propriété vraie a partir d'un certain rang

Soit P(n) un prédicat qui dépend de n € N. On dit que P(n) est vraie a partir d'un certain
rang (a.p.c.r.) lorsqu'il existe ny € N tel que, pour tout n = ng, P(n) est vraie.

1.3 Propriétés des suites réelles

=i Définition 18 — Suites majorée, minorées, bornées

1. On dit que (1) neN est majoréelorsqu’il existe un réel M tel que: Vne N, u, < M.
2. On dit que (uy) e €st minoréelorsqu’il existe un réel mtel que: Vne N, u, = m.

3. On dit que (uy) nelv est bornéelorsqu’il existe deux réels m et M tel que :
VneN, m<u, <M.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.

/\ Les nombres m et M ne doivent pas dépendre de n.

Théoréeme 19 — Caractérisation des suites bornées

Ona:
(Un) nen bornée <= (|u,l), . majorée

QN Exemple. La suite ((—-1)"), . est bornée.

===t Définition 20 — Suites monotones

1. On dit que la suite (u,) ,eN est croissantelorsque: Vne N, u, < uy4.

2. On dit que la suite (u,) ,eN est décroissantelorsque: VYn e N, u, = upy.
3. On dit que la suite (u,) ,eN est stationnairelorsque: Vne N, u, = u,41.
4

. On dit que la suite (u,) ,eN est monotonelorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Q. Exemple. Une suite est stationnaire si, et seulement si, elle est a la fois croissante
et décroissante.
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Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.

/\ Attention : en général une suite n’est pas monotone, c'est-a-dire ni croissante
ni décroissante.

Définition 21 - Suites strictement monotones

On dit que la suite (u,) ,eN est strictement croissantelorsque : Vne N, uy, < u,41.

On définit de méme les notions de suites strictement décroissantes, puis strictement monotone.
On peut aussi définir ces notions a partir d'un certain rang.

Pour les suites on ne s’'intéresse généralement pas a leur monotonie stricte, mais seulement a
leur monotonie au sens large (c’est une différence notable avec 1'étude des fonctions
numériques).

Etude pratique de la monotonie d’'une suite (u,,) :

1. On fixe n € N, et on détermine le signe de u,1 — u,. S'il ne dépend pas de n a partir d'un
rang ny alors (u,) est monotone a partir du rang ny.
Plus précisément si u,+1 — U, = 0 pour n = ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ngy ;
Si Upy1 — Up < 0 pour n = ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny.

2. Autre méthode, utilisée si 'expression de u,, comporte beaucoup de produits.

Up+1
avecl :

(a) Siuy,>0a.p.c.r. alors on compare
Un

Un+1 N . . N .
> 1 a partir d’'un rang ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ny;

—Si
Un
Un+1

—si <1 a partir d’'un rang ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny.

Un

. Un+1
(b) Siu, <0 a.p.c.r. alors on compare —— avec :
Un

Un+1 N . L N .
> 1 a partir d’'un rang ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny;

Un
Un+1

— Si

—si <1 a partir d’'un rang ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ny.

n

P 1 2"
N Exemple. Etudier la monotonie des suites [— |, (-1)") et|=] .
ne n! neN

n=1
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2 Limite d’une suite

2.1 Convergence ou divergence d’une suite

s Définition 22 — Suite convergente

On dit que la suite (u,) converge vers ¢ € R lorsque :
Ve>0,dnge N;Vu=ny, lu,— €| <e

Onlenote lim wu, =¢oulimu, = /¢, ouencore u,, — ¥¢.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer |u, — ¢| < € par |u,, — ¢| < €, sans en changer le sens.

De plus |u, — ¢| < € signifie que u, € [¢ —¢,¢ + €] : donc a.p.c.r. u, est «aussi proche que I'on
veut» de .

Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de €. Parfois on le note ny(g) pour
ne pas perdre de vue cette dépendance.

A\ La plupart du temps, une suite n'a pas de limite, et on ne peut donc pas utiliser la

notation lim u, dans un raisonnement sans avoir prouvé auparavant son existence. Pour
n—+oo

éviter ce genre d’erreur on utilisera de préférence la notation u, = ¢ qui ne fait pas
n—+oo
apparaitre le symbole lim u,,.

1
RS Exemple. Montrer que — — 0.

n n—+oo
> Exemple. Une suite (1) N stationnaire converge vers .

/\ Attention : la limite ne doit pas dépendre de n.

Par exemple on ne peut pas dire que u, — —, celan’aaucun sens!
n—+o0o
Théoreme 23 - Unicité de la limite
Si une suite converge, alors sa limite est unique. ]

Définition 24 - Suite divergente

Lorsqu’une suite n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente. ]
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===t Définition 25 — Limite +oo

On dit que la suite (u,) a pour limite +oo lorsque :
VAeR, Angpe N; Vn=ng, u, = A

Onlenote lim u, = +oooulimu, = +oo, ou encore u,;,; — +oo.
n—+oo

n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer u, = A par u, > A, sans en changer le sens.

Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de A. Parfois on le note rny(A) pour
ne pas perdre de vue cette dépendance.

X Exemple. n> — +oo.

n—+oo

On peut définir de méme une suite qui a pour limite —oo :

VAeR, Ingpe N; Vun=ng, u, <A

i Proposition 26 - Propriétés des suites qui ont pour limite +co ou —oco

1. Une suite qui a pour limite +co ou —oco n’est pas bornée.

2. U, — +o0o<—=-—-U; — —00
n—+oo n—+oo

i Définition 27 — Divergence de premiére ou seconde espéce

Les suites divergentes sont classées en deux catégories :

 une suite qui a pour limite +oo ou —oo est dite divergente de premiere espéce;

e une suite qui n'a pas de limite est dite divergente de seconde espece.

/\ La plupart des suites sont divergentes de seconde espéce.
Si une suite ne converge pas, on ne peut pas dire qu’elle a pour limite +oco ou —oo; a priori elle

n’a pas méme pas de limite!

X Exemple. La suite ((—1)”)ndN est divergente de seconde espéce (nous en verrons la preuve
plus tard).

=t Théoréme 28 — Premiers termes et nature d’une suite

En modifiant un nombre fini de termes d'une suite («,), on ne change pas sa nature (ie le
fait qu’elle soit convergente ou divergente).
Dans le cas ot la suite est convergente, on ne modifie pas non plus la valeur de sa limite.
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2.2 Propriétés des suites convergentes

Lemme 29 - La bornitude commence des le rang 0

Une suite bornée a.p.c.r. est bornée a partir du rang 0. ]

Théoreme 30 — Convergence et bornitude

Une suite convergente est bornée. ]

A\ La réciproque est fausse : une suite bornée n'est en général pas convergente, comme le
) s n

montre I'exemple de la suite ((-1)") -

Par contre, on verra qu'une suite monotone et bornée converge.

Par contraposée, on obtient qu'une suite non bornée n’est pas convergente. Par exemple, une
suite qui a pour limite +oo ne peut pas étre convergente.

Le théoréme suivant relie le signe de la limite avec le signe de u;,, pour de grandes valeurs de n.

g Théoréme 31 - Limite et signe

1. Siune suite (u,) converge vers un réel ¢ > 0, alors u, >0 a.p.c.r..
2. Siune suite (1,,) converge vers un réel ¢ <0, alors u, <0 a.p.c.r..

3. Siune suite (u#,) converge vers unréel ¢ # 0, alors u, # 0 a.p.c.r..

/\ Par contre si (u,,) converge vers 0 elle peut changer indéfiniment de signe.
G

Par exemple si u, =

Théoreme 32 - Stabilité des inégalités larges par passage a la limite

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r..
Si (u,) converge vers ¢ et (v,,) converge vers L, alors ¢ < L.

Ce théoréme est aussi appelé « prolongement des inégalités ».

/\ Attention les inégalités strictes ne sont pas conservées :

U, < vy a.p.c.r. ne donne pas ¢ < L, mais seulement ¢ < L.
) 1 2
Contre-exemple:si u, =—etv,=—onaf=L=0.
n n

/\ Si (u,) converge vers ¢ et u, >0 a.p.c.r. alors on est stir que ¢ > 0; c’est le théoréme 32.
Par contre il est possible que ¢ = 0. La réciproque du théoreme 31 est donc fausse en général.
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Corollaire 33 — Localisation de la limite

Si (u,) est a.p.c.r. a valeurs dans un intervalle I d’extrémités a et b, et si (u,) converge
vers ¢, alors ¢ € [a, D].

2.3 Opérations sur les limites

2.3.1 Somme

Lemme 34 — Cas ou1 une suite diverge vers +oco

Si (u;) est une suite minorée et v, — +oo, alors u, +v, — +oo

n—+oo n—+oo

==t Théoreme 35 - Somme de limites

Soient ¢ et ¢’ deux réels.
1.

2. Siu, — fetv, — +oo,alorsu,+v, — +oo
3.Su, — fetv, — -—-oo,alorsu,+v, — —-oco
4,
5

.Siu, — -ooetv, — -oo,alorsu,+v, — —oo

Siu, — letv, — ¢ alorsu,+v, — ¢+

n—+oo n—+00 n—+o0o
n—+00 n—+0o n—+o0o
n—+00 n—+0o n—+0o

Siu, — +ooetv, — +oo,alorsu,+v, — +o00
n—+oo n—+oo n—+oo

n—+oo n—+oo n—+oo

A\ Siu, — +ooetv, — —oo,alorsonnepeutabsolumentrien dire de général surlalimite

n—+oo n—+oo

de la suite (u,, + v,). On dit que co — co est une forme indéterminée.

Par passage a 'opposé, on obtient les résultats sur les différences de limites.

p==xt Corollaire 36 — Différence de limites

Soient ¢ et ¢’ deux réels.
1.

.Siu, — fetv, — +oo,alorsu,—-v, — —oo

n—+oo n—+oo n—+oo
.Siu, — fletv, — -—-oo,alorsu,—-v,) — +oo

n—+oo n—+oo n—+oo
Siu, — +oocetv, — -—oo,alorsu,—v, — +o00

n—+oo n—+oo n—+oo

2
3
4.
5

.Siu, — -ooetv, — +oo,alorsu,-v, — —oco

Siu, — letv, — ¢ alorsu,—-v, — (-
n—+oo n—+oo n—+oo

n—+oo n—+oo n—+oo

> Exemple. On suppose que les suites (u,) et (4, + v,) convergent. Montrer que la suite (v;)
converge.
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/\ En général u,—v, — Onedonnepas lim u,= lim v,;ilfaudraiten effet que lim u,
n n—+oo n—+oo n—+oo

—+00

et lim v, existent!
n—+oo

Contre-exemple: u, = v, = (-1)".

2.3.2 Produit

= Lemme 37 - Cas ou1 une suite diverge vers +co ou —co

On suppose que (u,) est minorée a.p.c.r. par un réel p > 0.

1. Siv, — +oo,alors u,v, — +oo.
n—+oo n—+oo

2. Siv, — -oo,alorsu,v, — -—oco.
n—+oo n—+oo

A\ Si (uy) est minorée a.p.c.r. par un réel p > 0, alors elle est aussi minorée a partir du rang 0,
mais le minorant n’est peut-étre plus strictement positif (par exemple si u,, = n—5).

==t Théoréme 38 — Produit de limites

Soient ¢ et ¢’ deux réels.

1. Siu, — letv, — ¢ alorsu,v, — ¢
n—+oo

n—+oo n—+oo
. +o0sif >0
2. Siu, — favecl{#0etv, — +oo,alorsu,v, — .
n—+oo n—+oo n—+oo —0c0sifl <0
—00sifl >0
3. Siu, — favecl{#0etv, — —oo,alorsu,v, — .
"o 7 "o ’ e oo +oo0sif <0
4. Siu, — +ooetv, — +oo,alorsu,v, — +oo
n—+oo n—+oo n—+oo
5. Siu, — +ooetv, — -—oo,alorsu,v, — —oo0
n—+oo n—+oo n—+oo

6. Siu, — -ooetv, — -—oo,alorsu,v, — +oo
n—+oo n—+ n—+oo

A Siu, — Oetv, — +ooo0u—oo,alorson ne peut absolument rien dire de général sur la

n—+oo n—+oo

limite de la suite (#,v,). On dit que 0 x co est une forme indéterminée.

 Exemple. Déterminer la limite de (1n? — n).

2.3.3 Passage alinverse

===t Définition 39 — Notations ¢* et ¢~

Soit (u,,) une suite réelle et £ un réel.

1. Lorsque u, > ¢ a.p.c.r. et u, - /,onlenote u, — ¢%
n—+oo

n—+

2. Lorsque u, < ¢ a.p.cr.etu, — ¥¢,onlenoteu,, — ¢~
n—+oo n—+oo
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1
> Exemple. On peut écrire — — 07
71 n—+o0o

==t Théoreme 40 — Inverse d’une limite

Soit £ un réel.

. 1 1
1. Siu, — ¢favecl #0,alors — — -
n—+00 U, n—+oo ¢

1
2. Siu, — 0% alors— — 400

n—+oo U, n—+oo

. 1
3.Siu, — 0 ,alors— — -0
n—+oo U, n—+oo

1
4. Siu, — +4oo,alors — — 0%

n—+oo U, n—+oo

. 1
5 Siu, — -oo,alors— — 0~
n—+oo U, n—+oo

2.3.4 Quotient de limites

==t Théoreme 41 - Quotient de limites

Soient ¢ et ¢’ deux réels.
: ! / Un 4
l1.(@ Siu, — fetv, — ¢ avecl? #0,alors — — —
n—+00 n—+oo vy, n—+oo ¢!
. Uy +oosif >0
(b) Siu, — favecl{#0etv, — 0T, alors — — )
n—+o0o n—+o0o v, n—+oo | —00S1 <0
. _ Up —00sif>0
Siu, — flavecl{#0etv, — 07 ,alors — — .
n—+oo n—+oo v, n—+oo | +00S81 /<0
. Un
(c) Siu, — fetv, — +ooou-oo,alors— — 0
n—+00 n—+oo vy n—+oo
. U +o0sif' >0
2.(a Siu, — +ooetv, — (¢ avecl #0,alors — — .
n—+oo n—+oo vV, n—+oo | —00 Sl <0
. + un
(b) Siu, — +ooetv, — 07,alors— — +oo
n—+00 n—+00 vy n—+oo
. _ Un
Siu, — +ocetv, — 07 ,alors— — —o0
n—+00 n—+00 vy n—+oo
. Uy —o0osil'>0
3.(@ Siu, — -ooetv, — (¢ avecl #0,alors — — .
n—-+o0o n—-+o0o v, n—+oo | +00 Sl /<0
. + un
(b) Siu, — -ooetv, — 07,alors— — -0
n—+00 n—+00 vy n—+oo
. _ Upn
Siu, — —-ocetv, — 07,alors— — +oo0
n—+00 n—+00 vy n—+oo
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I\ Siu, - Oetv, — 0,alorson ne peutabsolument rien dire de général sur la limite de
n—+o00

n—+oo

. u : 0 o .
la suite —. On dit que 0 est une forme indéterminée.
Un

A\ Si uy — tooou-ocoetv, — +000U—00, alors on ne peut absolument rien dire de
n—+oo n—+oo
L. .. .. Un . oo .o .,
général sur la limite de la suite —. On dit que — est une forme indéterminée.
Un 00

n+n+1 n-1

et .
n2+1 n+1

X Exemple. Déterminer la limite de

2.3.5 Lensemble R
On pose R = R U {—o0; +00} = [—00, +00]. Lensemble R est appelé droite numérique achevée.
On prolonge partiellement I'addition 2 R en posant, pour tout réel x :

X+ (+00) =400 et x+(—00)=-00

ainsique:
(+00) + (+o0) =400 et (—o0)+ (—00) = —00

/\ Lopération (+00) + (—oo) n'est pas définie.
On prolonge partiellement la multiplication a R en posant, pour tout réel x non nul :

+oosix >0 —008ix>0
X x (+o00) = ] et xx(—o0)= ]
—o00six<0 +oosix<0

ainsique:

(+00) x (+00) = (—00) x (—00) = +00 et (+00) x (—o0) = —00

/\ Les opérations 0 x (+00) et 0 x (—oo) ne sont pas définies.
Enfin on prolonge la relation d’ordre < en posant, pour tout réel x :

—00=<X X<+o00 et —oo=<+00

2.3.6 Composition de limites

=t Théoreéme 42 — Composition d'une fonction avec une suite

Soit f: I — R une fonction numérique définie sur un intervalle I et (u,) une suite réelle
telle que u, € I a.p.c.r..

Siu, — aecRetf(x) — ¢eRalors f(u,) — .
n—+oo X—a n—+oo
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En particulier la valeur absolue est compatible avec la notion de limite
siu, — ac€l, alors|u,] — lalelR.
n—+oo

n—+oo

Si f est continuesur l'intervalle I etsi a € I alors f(x) = f(a), etdonc uy, T aetac I donne
g — 100

fuy) i fla).

/\ Ceci est faux si a ¢ I (ce qui est possible si a est une borne de 'intervalle I).
1
N Exemple. Déterminer lim vn+1, hm Vv x sm( ), lim (Va+1-+vn), lim n''" et
n—-+oo vn) n—+oo n—+oo
1 n

lim (1+—) .
n—+00 n
A\ En général lim alr # ( lim an)"—’+°°

S Exemple. Montrer que la fonction sin n’a pas de limite en +oo.

2.4 Existence de limites a 'aide d’inégalités

ped Théoréme 43 — Théoréme de convergence par encadrement

Soient (u,), (v,) et (wy) trois suites réelles telles que u, < v, < w, a.p.c.r,, et (u,) et (wy,)
convergent vers la méme limite ¢.
Alors (v,,) converge vers £.

Ce théoréme porte aussile nom de théoréeme des gendarmes.

/\ Ne pas le confondre avec le théoréme de prolongement des inégalités larges. Dans le théo-
reme de convergence par encadrement, on montre l'existence de la limite de (v,), alors que
dans I'autre théoreme c’est une des hypothéses de départ.

n 1
et lim
n=+o0 (= p+ vk
La difficulté de ce théoreme, c’est qu’il nécessite deux inégalités bien choisies pour pouvoir
conclure. Dans le cas ot on peut deviner la valeur de la limite cherchée, on utilise le résultat
suivant qui ne demande qu’une seule inégalité.

N Exemple. Déterminer lirP 2 +sinm)!'"
n—+oo

i Lemme 44 - Suites convergentes et valeur absolue

1. Soit/€R.Ona: uy, i £<:>(un—€)n—> 0

—+00

2. Ona:u, — 0(:>|un| — 0
n—+oo —+00

Doncsi/eR,ona:

u, — ¢ < |lu,—-¢ — 0
n—+oo n—+oo

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



2 Limite d’une suite 173

p—ei Théoréme 45 - Théoreme de convergence par majoration de I'erreur

Soit ¢ un réel et soient (u,) et (a,) deux suites réelles telles que |u, — ¢| < a, a.p.c.r., et
an -_— 0.
n—+oo

Onaalorsu,, — ¥.
n—+oo

oY . . . nh+sinn
Exemple. Déterminer lim ————
n—+oo  n+1

Ce théoreme est aussi tres pratique pour prouver la convergence de suites définies par une

somme ou par une intégrale.

N
sink

> Exemple. On pose pour toutne N, u, = Z

ont+k

.Déterminer lim u,.
n—+oo

1
Q> Exemple. On pose pour tout n€ N, u,, = f t" cos(nt)dr. Déterminer liI_P Up.
0 n—

On en déduit aussi le corollaire suivant qui est facile d’utilisation en pratique.

p==d Corollaire 46 — Produit d’'une suite bornée et d'une suite convergente vers 0

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que (u,) est bornée et (v,) est convergente vers 0.
Alors — u,v,=0.
n—+oo

-n" cosn

X Exemple. Déterminer lim et lim .
n—+oo n n—+oo /n

Pour une limite infinie, une seule inégalité suffit.

Théoréme 47 - Théoreme de divergence par minoration

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r., et (u,) diverge vers +oo.
Alors (v,,) diverge elle aussi vers +oo.

Théoréme 48 - Théoreme de divergence par majoration

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r., et (v,,) diverge vers —oco.
Alors (u,) diverge elle aussi vers —co.

£ Exemple. Soit (u,) une suite réelle définie par ug > 0 et Vn € N, u,41 = u, + v/n. Montrer
que lim u, = +oco.
n—+oo

n
1
X Exemple. Déterminer lim —.
n—-+o0 = \/E
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2.5 Limite des suites monotones
2.5.1 Bornes supérieure et inférieure dans R

Dans tout ce paragraphe, A est une partie de R supposée non vide.

Définition 49 - Partie majorée

Un réel M est un majorant de la partie Alorsque: Vxe A, x < M.
Si A admet au moins un majorant, on dit que A est une partie majorée.

De méme on dit qu'un réel m est un minorant de Alorsque: Vx € A, m < x.Si Aadmet au moins
un minorant, on dit que A est une partie minorée.

On dit que A est bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire qu’il existe
(m,M) e R?>tel que:Vx€ A m=<x< M.

X Exemple. [0,1] est minorée par 0 et majorée par 1.

Noter qu'une partie majorée admet une infinité de majorants : si M est un majorant, tout réel
plus grand que M est un autre majorant.

[— Proposition 50 — Partie bornée et valeur absolue
S

i A estune partie de R, nonvide: Aestbornée < IM e R/ Vx € A, |x| < M. ]

===t Définition 51 - Maximum

Unréel b est un maximumde Alorsque be A b est un majorantde A:Vxe€ A, x<b.
S’il existe, le maximum est unique et est noté : b = max A. On I'appelle aussi le plus grand
élément de A.

De méme, un réel a est un minimum de A lorsque a € A a est un minorantde A: Vx € A,
a < x. S’il existe, le minimum est unique et est noté : a = min A.On I'appelle aussi le plus petit
élément de A.

[— Théoréme 52 — Cas d’'une partie finie et non vide
S

i A est une partie finie et non vide, alors elle admet un maximum et un minimum. ]

X Exemple. [0,1[ admet pour minimum 0 et n’a pas de maximum.

Si A est une partie infinie, on vient de voir que méme si elle est bornée, elle peut ne pas avoir de
maximum. Pour palier ce défaut on introduit une notion plus subtile.
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==t Définition 53 — Borne supérieure

Sil’ensemble des majorants de A, noté §4 = {M € R/ Vx € A, x < M}, estnon vide et admet
un plus petit élément b, alors b est appelé borne supérieure de A, notée sup A.
sup A est donc le plus petit majorant de A.

Le théoreme suivant est fondamental et sera admis.

[— Théoreme 54 - Théoreme fondamental de la borne supérieure
S

i A estune partie de R non vide et majorée, alors sup A existe. ]

X Exemple. sup[0,1[=1.
/\ En général sup A n’est pas un élément de A.
En particulier A est majorée parsup A: Vxe€ A, x <sup A.

Le fait que sup A soit le plus petit majorant de A s’utilise de la facon suivante : si M est un réel
telque Vxe A, x < M, alorssup A< M.

/\ Dans le raisonnement précédent, on n’a pas pu choisir que x = sup A puisqu’on a vu qu’en
général sup A n'est pas un élément de A.

On a en fait deux possibilités pour partie A majorée et non vide :
 sisup A appartienta A alors A admet un maximum égal a sup A4;
» sinon A n'admet pas de maximum.

On définit de méme inf A comme étant le plus grand minorant de A. On est assuré de son
existence dés que A est une partie non vide et minorée.

RS Exemple. Soient A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B. Montrer que :
* si B est majorée, alors A est majorée et sup A < sup B;

¢ si B est minorée, alors A est minorée et inf B < inf A.

2.5.2 Limite des suites monotones

==t Théoreme 55— Théoreme de la limite monotone

Soit (u,,) une suite réelle.

1. On suppose (u,) croissante a.p.c.r. :
* si (uy) est majorée, alors (u,) est convergente et Vne N, u, <limu,;
* si (u,) n'est pas majorée, alors (u,,) diverge vers +oo.

2. On suppose (u,) décroissante a.p.c.r. :
* si (u,) est minorée, alors (u,) est convergenteet Vne N, limu, < u,;
* si (u,) n'est pas minorée, alors (u,,) diverge vers —oco.
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Retenir qu’ une suite monotone a toujours une limite, finie ou infinie.

Important. Ce théoreme permet d’étudier la limite de suite dont on ne connait pas une
expression du terme général.

n

1
D Exemple. Pour tout n € N, on pose Uy = —. En exploitant I'inégalité k! = 25~ montrer
14 p I p g
k=0 /¢

que la suite (u,) est convergente.

X Exemple. Pour n € N, on définit x, comme étant l'unique solution de I'équation
nx+Inx = 0. Montrer que (x,),eN est bien définie et qu’elle converge vers 0.

== Définition 56 — Suites adjacentes

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque :
(i) (uy) est croissante et (v;) est décroissante a.p.c.1.;

(H) Up—Up — 0.
n—+oo

Sous les conditions (i) et (ii), on a u, < v, a.p.c.r..

Les suites adjacentes donnent un cadre tres simple pour utiliser le théoreme de la limite
monotone, via le théoréeme suivant.

Théoreme 57 —- Théoreme des suites adjacentes

Si (uy,) et (v,) sont adjacentes alors elles convergent vers une méme limite. ]

® Exemple. Les approximations décimales d'un réel forment deux suites adjacentes qui
convergent vers ce réel. En particulier tout réel est limite d'une suite de nombres rationnels.

2n 2n
1 1
> Exemple. Pour tout n € N*, on pose a, = Z P etb, = T Montrer que les suites (a;,)
k=n+1 k=n

et (b,) sont adjacentes.

2.6 Suites extraites

Définition 58 — Suite extraite

Soit (u,) une suite réelle. On appelle suite extraite de (u,) toute suite de la forme (u(,)) ol
¢ : N — N est une application strictement croissante.

Lapplication ¢ est souvent appelée extractrice.

> Exemple. (u,—1) =1, (Un+1), (U2,) €t (U2,+1) sOnt des suites extraites de (u,,).
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Théoreme 59 — Limite des suites extraites

Si (u,) admet une limite finie ou infinie alors toute suite extraite (i, ) admet la méme
limite.

En particulier les suites extraites (u2,) et (42,+1) ontla méme limite que (u,).

A\ Si (u,) est convergente on obtient donc que (u,+1 — U) converge vers 0. Mais la réciproque
est fausse, on peut avoir (u,+1 — U,) qui converge vers 0 et (u,,) divergente. Prendre par exemple
u, =In(n).

N Exemple. Montrer que la suite ((-1)") n’a pas de limite, ie qu’elle est divergente de seconde
espece.

On a une réciproque dans le cas des suites extraites (u2,) et (U2,+1)-

Théoréeme 60 — Théoreme des suites extraites recouvrantes

Si les suites extraites (uy;) et (i#2,4+1) ont une méme limite, alors la suite (u#,) admet la
méme limite.

En particulier si les suites extraites (uy,) et (u2,+1) sont adjacentes, alors la suite (u,) est
convergente.

no(—1 k-1
ES) Exemple. Pour tout n€ N*, on pose S, = Z L Montrer que (S,) =1 est convergente.
k=1

2.7 Breve extension aux suites complexes

Une suite complexe est une application z : N — C. On la note (z,) jeN-

Lensemble des suites réelles peut se noter % (N, C) ou C~. ou encore . (C).

On dira que la suite complexe (z;) converge vers le nombre complexe ¢ € C lorsque :
Ve>0,dnge N;Vn=ng,lz,— ¥l <€

C’est donc la méme définition que pour une suite réelle, mais la valeur absolue est remplacée
par le module.

On peut se ramener a des suites réelles en utilisant les parties réelles et imaginaires : la suite
complexe (z,) converge vers ¢ si, et seulement si, les suites réelles (Re(z,)) et (Im(zy))
convergent respectivement vers Re(¢) et Im(¢).

D Exemple. lim eV =1,
n—+oo
De méme on dira que la suite complexe (z,) est bornéelorsqu’il existe un réel M positif tel que :

VneN, |zyl<=M
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178 CHAPITRE 6 : Suites réelles et complexes

> Exemple. Pour tout n € N, on pose z,, = e'”. Alors Vne N, |z,| <1 donc (z,) est bornée.

Comme pour les suites réelles on peut montrer que pour une suite complexe convergente, il y a
unicité de la limite. De plus toute suite complexe convergente est bornée.

D’autre part les opérations compatibles avec les suites convergentes réelles le sont aussi avec
les suites complexes, a savoir :
» Combinaison linéaire. Si (z,) et (z,,) sont deux suites complexes qui convergent respecti-
vement vers ¢ et ', et si a et § sont deux nombres complexes, alors la suite complexe
(a.z, + B.z,) converge vers le complexe a? + ¢’
e Produit. Si(z,) et (z),) sont deux suites complexes qui convergent respectivement vers ¢ et
¢', alors la suite complexe (z,.z)) converge vers le complexe ¢¢'.
* Quotient. Si (z,) et (z}) sont deux suites complexes qui convergent respectivement vers ¢
et ¢/ avec ¢' # 0, alors la suite complexe (z,/z,,) converge vers le complexe £/¢'.
e Composition. Si (z,) est une suite complexe qui converge vers ¢ etsi f : C — C est une
application telle que lin} f(2) = a, alorsla suite (f(z,)) converge vers f(a).
p.

Le dernier point a pour conséquence le résultat suivant : si (z,,) converge vers ¢ alors z, — ¢
n—+oo

etlz,| — ||
n—+oo
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3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre les propriétés générales des suites.
O FEcrire les propriétés de monotonie ou de bornitude avec des quantificateurs.
& Connaitre les théoremes sur les suites convergentes.

& Utiliser le théoreme de la limite monotone ou le théoreme des suites adjacentes pour
étudier la convergence d’'une suite.

w Etudier une suite.
& Déterminer si elle est monotone.
& Calculer sa limite par opérations sur les limites.
& Calculer sa limite par encadrement.

O FEtudier sa limite a I’aide de suites extraites.

w Connaitre la définition et les propriétés des notions de borne supérieure ou inférieure d'une
partie de R.
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4 Exercices

Propriétés de R

EXERCICE 1. Quelques inégalités

Montrer que :

1. Y(a,b)eR? (a+b)?<2(a®+b? 2. V(ab)e(R")’, Va+trb<ya+Vb
1
3. Vab)eR?, labl< (a®+1%) 2. V(a,b) € (R*)?, Vap<4th

EXERCICE 2. Partie entiere

Soit (x, y) € R?,
1. Peut-onrelier [x+ y], |x] et [y]?

2. Comparer |—x] et |x]. Calculer [ x] + [—x].

EXERCICE 3. Borne supérieure

Soient A et B deux parties non vides et bornées.

1. Vérifier que sup(A U B) et inf(AU B) existent et les exprimer en fonction de sup A, sup B,
inf A etinfB.

2. On suppose que AN B # @. Mémes questions avec sup(A N B) et inf(An B).
EXERCICE 4. Une inégalité classique

1. Vérifier que: Vx>0, x+1>2.

2. Soient ay, ay, ..., a, des réels strictement positifs. Montrer que :

1 1 1 a; aj
(m+a+-+apg) x| —+—+-+—|=n+ Y |—+—
a a an 1<i<j<n \4j Qi

et en déduire que :

1 1 1 5
(m+ay+---+ap) x| —+—+--+—|=2n
ay a an
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Propriétés générales
des suites

EXERCICE 5. Propriétés des suites convergentes

1. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles qui convergent respectivement vers ¢ et ¢’ tels que
¢ < ¢'. Montrer que u, < v, a.p.C.I..

2. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que lirP upvp=1letapcr.0<su,<1et
n—+o00
0 < v, < 1. Montrer que (u,) et (v,) sont convergentes et déterminer leur limite.

1
3. (a) Si(a,b) € R?, montrer que max(a, b) = E(a+ b+la-bl).

(b) En déduire que si (u,) et (v,) sont deux suites convergentes alors la suite
(max(uy, v,)) est elle aussi convergente.

4. Soit (u,) une suite réelle a valeurs dans 7, et convergente. Montrer qu’elle est
stationnaire.

EXERCICE 6. Principe de comparaison logarithmique

Soit (¢;,) neN une suite réelle.

1. On suppose qu’il existe un réel k € [0, 1[ et un rang ny € N vérifiants : Vn = ny, |u,41| <
kluy,|. Montrer que (u,) ,eN converge vers 0.

Un+1
Un

. existe
2. Onsupposeque: lim = /¢,avec0 < ¢ < 1.Montrer que (i) ,eN converge vers

n—+00
0.

. o . (x"
3. Pour x réel déterminer la limite de la suite (—')
n!

EXERCICE 7. Convergence en moyenne de Césaro

Soit (1) e une suite réelle, convergente vers ¢ € R. Pour tout n € N, on pose :

mtur+---+uUy

n

Montrer que (S,) ,eN converge vers €.
La réciproque est-elle vraie?
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182 CHAPITRE 6 : Suites réelles et complexes

Utilisation du théoréeme
de la limite monotone

EXERCICE 8. Convergence en moyenne de Césaro dans le cas d’'une suite monotone
. . . _ . U+ + Uy
Soit (u#,) une suite croissante de limite ¢. Pour n € N*, on pose v;, = ——.
n
1. Montrer que (v,) est croissante.

Uy + vy

2. EtablirqueVn=1, vy, =

3. En déduire que (v,) converge vers ¢.

EXERCICE9. Divergence de la série harmonique

n
On pose, pourtoutn=1:§,, = ) %
k=1

1. Etablir que, pourtoutn=1:S,,-S,= %
2. Etudier la monotonie de la suite (S;,).

3. Déterminer la limite de (S;,).

EXERCICE 10. Irrationnalité de e
no] no] 1 1
Soit a, = —eth, = —+—=ay+—
" ,;)k! " kzzok! n.n! " !
1. Montrer que (a,) et (b,) sont strictement monotones et adjacentes.

On admet que leur limite commune est e. On désire montrer que e ¢ () et pour cela on raisonne
par I'absurde en supposant que e = P avecpeZetqgeN*.
q

2. Montrer que a4 < e < b, puis obtenir une contradiction.

EXERCICE 11. Moyenne arithmético-géométrique

1. Pour (a,b) € (R*)?, établir 2vab < a+ b.

Soit (a,b) € (R*)Z. On considere les suites de réels positifs (u,,) et (v,) définies par ug = a, vo=b

et:
Up+ Uy

2

2. Montrer que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.

VnelN, Uni1 =VUnV, et Upi1=

Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b et est notée
M(a,b).

3. Calculer M(a, a) et M(a,0) pour ae R*.
4. Exprimer M(Aa, Ab) en fonction de M(a, b) pour A€ R" et (a,b) € (R*)Z.
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EXERCICE 12. Suite implicite

1. Soit n = 1. Montrer que I'équation : x" + x— 1 = 0, admet une unique solution x > 0, notée
xn.

2. Montrer que (x,),>1 est majorée par 1.
3. Etudier la monotonie de (x,,) ;>
4. Montrer qu’il est impossible que (x,),>1 converge vers une limite [ < 1.

5. Conclure que: lim x,=1.
n—+oo

EXERCICE 13. Suites récurrentes couplées

Soient 0 < b < a. On considere les suites (u,) et (v,) définies par

Ugp=d
U():b
Uy + Uy
VneN, i = ———
2UnVy
VReN, vy = ———2
U+ Uy

1. Montrer que (u,) et (v,) sont strictement positives.
2. Montrer que:Vne N, v, < uy.
3. Etablir que (v,,) est croissante et (u,,) est décroissante.
4. (a) Vérifiezque:VneN, 0< U1 — Vng1 < 3(Un— Up)
(b) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

5. Déterminer la limite des suites (u,) et (v;,).

FEtude de suites

EXERCICE 14. FEtude de monotonie

Etudier la monotonie des suites définies par :

noq n! In(n) 2n (_1)k
l. u,= —|-n 2. Up= 3. u,= 4, u,=
" (k;o zk) " andl " on " ,CZ:O k+1
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184 CHAPITRE 6 : Suites réelles et complexes

EXERCICE 15. Limite par encadrement

1. Etudier la convergence de la suite (S,) ,en+ définie par:

2

" n
Sy = —_
" ,;n3+k2

2
X
2. (a) Vérifierque: Vx>0, x— > <In(l1+x)<x.

n k
(b) En déduire la limite de la suite (1) ,>1 définie par: u;, = l_[ (1 +—.
k=1

3. Si x est un réel étudier la convergence de (u,) ;=2 définie par: u, =

EXERCICE 16. Une suité définie avec des factorielles
1x3x5x---x2n—-1)
2x4x6x---x(2n)
1. Exprimer u, al’aide de factorielles.

On pose u, =

2. Montrer que (u,) converge.

3. Soitv,=(n+1) u% Montrer que (v,) converge puis déterminer lirP Uy.
n—+00

EXERCICE 17. Une convergence surprenante

Montrer que, pour tout 7 € N, le nombre (3 +v/5)" + (3 — v/5)" est un entier pair. En déduire la
convergence de la suite (sin [(3+ v/5)"7]) -

EXERCICE 18. Sommes des inverses de coefficients binomiaux

1 n
n+p k=1
n

1. Montrerque Vne N, (n+ p+2)upi2 = (n+2)Up4.

Soit p € N\{0;1}. Pour n € N* on pose u, =

1
2. Montrer par récurrence S, = — (1—(n+p+Dups).
p_

3. Onpose Vne N*, v, = (n+ p)u,. Montrer que (v,) converge vers 0.

4. Endéduire lim S,,.
n—+oo
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186 CHAPITRE 7 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Dans tout le chapitre la lettre IK désigne indifféremment R ou C. Les éléments de K sont appe-
1és les scalaires.

1 Lespace ./, ,(K)

1.1 Définitions

On fixe n et p deux entiers naturels non nuls.

===t Définition 1 — Matrice

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application :

A: [Ln]x[l,p] — K
()] —  Ali, j]

On dit aussi que A est une matrice de taille n x p ou (n, p).

Définition 2 - Coefficients
I Le scalaire A[i, j] est appelé coefficient de A sur laligne i etla colonne j. ]

Il peut étre aussi noté A; jou encore a; ;. Dans ce cas la matrice A peut étre notée ((a;, ;) 1=i=n .
1<j<p

A peut aussi étre représentée sous forme d'un tableau a n lignes et p colonnes :

colonne j
|
ar a2 ... Llly]' Lllyp
a1 aror ... ngy]' . dzyp
A=
aix  ajz ... ai,j .. Qip | <lignei
any]_ Llnyz cee an’] cee anyp

Notation : Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans KK est noté .4, ,, (). Re-
marquer que 4y, ,(R) € My, (C).

Vocabulaire :
e Sin=1,onditque A€ ./ ,(K) est une matrice ligne.
e Sip=1,onditque A€ .4, (K) est une matrice colonne.

e Sin=p, M,,(K) estaussi noté #,(K) et on dit que A € .4, (K) est une matrice carrée
d’ordre n.

» Ladiagonale de A est la famille de ses éléments diagonaux (a;,i)1<i<min(n,p)-
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1 L'espace Ay, (K) 187

== Définition 3 — Fgalité de deux matrices

Soient n, n/, p, p’ des entiers naturels non nuls, A€ 4, ,(K) et B € My, (K).
Onditque A= Blorsquen=n',p=p’et:

V@i, ))ell,nl x[1,pl, Ali jl=Blij]

Donc deux matrices sont égales si, et seulement si, elles ont méme taille et mémes coefficients.

== Définition 4 — Matrices triangulaires supérieures

Soit A € 4, (IK). On dit que A est triangulaire supérieurelorsque :

V(i,j)ell,nl? i>j= Ali,jl=0

Une matrice triangulaire supérieure est de la forme :

a, dadi2 ... ... din
0 o ... ... dop
0 0
0 0 0 apn

On définit de méme la notion de matrice A triangulaire inférieure :

V(i,)ell,nl? i<j= Ali,jl=0

Une matrice triangulaire inférieure est de la forme :

ain 0 o ... 0

a1 Az 0o ... 0
0

anyl Clnyz cee e an’n

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/
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== Définition 5 — Matrices diagonales

Soit A € 4, (KK). On dit que A est diagonalelorsque :

V(i,j)ell,nl? i#j= Ali,jl=0

Une matrice diagonale est de la forme :

A, 0 0 ... O
0 A, 0 ... O
0 0 :Diag(/ll,/lg,...,/ln)
0 O An

Notations:
» Onnote T, (K) I'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre 7;
e Onnote T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre n;

¢ Onnote D,(K) I'ensemble des matrices carrées diagonales d’ordre n.

= Proposition 6 — Lien entre matrices diagonales et triangulaires

Soit A€ 4, (K). Alors :

A est diagonale <= A est a la fois triangulaire supérieure et inférieure

Autrement dit: D, (K) = T,) (K) n T;, (K).

1.2 Opérations dans .4, ,(IK)

On définit ’addition de deux matrices.

gt Définition 7 - Addition dans ./, ,(K)

Soient A = ((a;,j)) 1=i=n € M, p(K) et B = ((b;,)) 1zizn € Mp,p(K).

lsj<p lsj<p
On définit une matrice notée A+ B = ((¢;,})) 1=i=n € My p(IK) par:
1sj<p

V(i,)ell,n] x[1,pl, cij=aij+Db;;
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Onadonc:

V(i,))ell,nl x[1,pl, (A+B)i,jl=Al,jl+Bli,]j]

1 3\ (2 1) (1+2 3+1) (3 4
% = =
Exemple. (0 0)+(4 5) (0+4 0+5) (4 5)'

On définit ensuite la multiplication d’'une matrice par un scalaire.

p==d Définition 8 - Multiplication par un scalaire d'un élément de ./, ;, (IK)

Soient A = ((a;,j)) 1=i=n € My, p(K) et A € K.
1<j<p

On définit une matrice notée 1.A = ((d; j)) 1=i=n € M, ,(K) par:
1<j<p

Vi, ) ell,nl x[1,pl, dij=Axa;

Onadonc:
V(i,j)ell,n] x[1,pl, A, jl=2AxA[ij]
3 2 2x3 2x2 6 4
X Exemple.2.|0 1|=[2x0 2x1|=]0 2|.
1 1 2x1 2x1 2 2

Reste a définir I’élément neutre pour I'addition.

Définition 9 — Matrice nulle

Dans .4, (IK), on appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont égaux a
0; elle est notée 0, .

Dans #,(KK), la matrice 0,,, est notée plus simplement 0,,.

> Exemple. 0, 4 = (0 00 0) et 03 = (

o O© O
oS o O
(==l
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p==d Théoréme 10 - Regles de calcul dans I'espace ./, ;, (I)

Pour saclaire A et u et pour toutes matrices A, B et C dans .4, p (KYona:

1. Commutativité et associativité de I’addition :

A+B=B+A et (A+B)+C=A+(B+C)

2. La matrice nulle est '« élément neutre » pour I'addition :

3. (-1).Aestl'«opposée» de A:

A+(-1).A=(-1).A+A=0,,

4. Multiplication par un scalaire distributive p/r a I'addition des scalaires/matrices :

A+w.A=1A+pA et A(A+B)=AA+AB

5. Associativité de la multiplication par un scalaire :

A(pA) = A x w.A=p.(1.A)

6. Le scalaire 1 est I'« élément neutre » pour la multiplication par un scalaire :

1.A=A

Dorénavant la matrice (—1).A sera notée plus simplement — A, et 'opération A + (—1).B sera
notée A—B.

p==eg Corollaire 11 - Regles de calcul dans I'espace ./, , (K)

Si (A, ) € K2 et (A, B) € (M, (K))*, ona:
1. A.(A-B)=A.A-A.B;

A0up=0pp;

A-w.A=1A-pu.A;

0.A=0pp;

(.- A) = L1.4;

Intégrité externe: L.A=0,, <= A=00uA=0,,

o 9o »N

Lintégrité externe permet de « simplifier » un produit d'une matrice par un scalaire :

AMA=pA<— A=0p,0ul=y;
AMA=AB<= A=00uA=B.
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2 Produit matriciel

2.1 Produit d'une matrice par un vecteur colonne

Si A = ((a;,j))1=izn € Mpp(K) est une matrice dont les colonnes sont notées Cy, ..., C, et si
1<j<p

X1

X2
X=| . |€p1(K) est une matrice colonne, on définit le produit A x X € .41 (K) par:

Xp

p
Y ayk x xk
k=1

p
AxX=x1.C1+x.Co+ -+ xp.Cp = ];ai,kxxk — lignei

-
Y ank x Xk
k=1
ie que pour touti € [1,n] :
p
(AX)[i, 1] = ) @i x xi
k=1

A x X est donc une combinaison linéaire des colonnes de A, dont les coefficients sont
ceuxde X.

1 2 Ix1+2x2 5
X Exemple. | -1 -1 X(z): D x1+(=Dx2|=|-3].
1 0 1x1+0x2 1

2.2 (Cas général : produit de deux matrices

Soient n, p et g des entiers naturels non nuls.

On définit le produit de A € .4, (K) par B € .4, 4(IK) ainsi :
e on note Xj, ..., X, les matrices colonnes égales aux colonnes de B,
* la matrice Ax B € ./ 4(IK) estla matrice dontles colonnes sont les matrices Ax Xj, ..., Ax Xg.

/\ Nous ne définissons donc le produit A x B que dans le cas o1 le nombre de colonnes de A est
égal au nombre de lignes de B.
Dans les autres cas le produit A x B n’est pas défini.
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p==d Théoréme 12 — Formule du produit matriciel

Soient A = ((a;,;)) 1sin € My, p(K), B=((b;;)) isisp € Mp,q(K).
<jsp =J=q
Onnote Ax B = ((¢;, ) 1zizn € My q(K).
l<sj=<q
Onaalors:

14
V@, ell,nlx[1,ql, cij=) aikx b,
k=1

Avec d’autres notations:

P
Vi, ))ell,nlx[1,4q1, (AxB)i,jl= ) AliklxBlk, jl
k=1

Comment poser le produit matriciel ?

Le coefficient ¢; ; situé ligne i et colonne j se calcule en suivant la ligne i de la matrice A et la
colonne j de la matrice B. Une disposition astucieuse des matrices permet de « visualiser » ce
calcul.

- q >
A
by by, b1,4
2| br. j biq
bn,l e bn,] e bn'q
‘ "
- p >
A
al ... a4k ... Adip 1 .- Cj ... Cigq
A 4
n [ai,l eee Qik .- ai,p} Cit »Ci,j| --- Cig <— ligne i
an,1 an, k an,p Cn,1 Cn,j Cn,q
Y
colonne j
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A\ Le produit matriciel ne se fait donc pas coefficient par coefficient (contrairement a
I'addition) : (A x B)[i, j] # Ali, j1 x Bli, j].

2 1

1

RS Exemple. Pour A=|0 3|etB= (
10

/\ Méme siles deux produits AB et BA existent (ce qui est rarement le cas), on voit que AB # BA
en général. Le produit matriciel n'est donc pas commutatif.

01
X Exemple. Pour A= (

00
0 0);&020naA2:( ):02.

00

/\ Si AB = 0,4, on ne peut pas dire que A = 0, ou B = 0, 4. Le produit matriciel n'est pas
intégre. Un autre fagon de le dire est qu'il existe des diviseurs de 0, 4 qui sont non triviaux.
Plus généralement I'égalité AB = AC ne donne donc pas B=C, méme si A# 0y, ).

Proposition 13 - Lignes de la matrice A x B

On note Ly, ..., L, les matrices lignes égales aux lignes de A. Alors la i-ieme ligne de la
matrice A x B est égalea L; x B.

2.3 Regles de calcul pour le produit matriciel

Définition 14 — Matrice identité

On note I,, la matrice de .#,,(IK) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la
diagonale qui sont égaux a 1.

Onadonc:
1 00 0
010 0
0 01 0
In:
0 0O 0 1

Avec d’autres notations: V(i, j) € [1, n]?, Ii, j1=6;;.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



194 CHAPITRE 7 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Théoreme 15 — Regles de calcul pour le produit matriciel

1. Associativité. Si A€ My ,(K), B€ My ¢(K) et Ce My, (K):

Ax(BxC)=(AxB)xC

2. Distributivité a droite. Si A € 4y, ,(K) et (B, C) € (M 4(K))* :
Ax(B+C)=AxB+AxC

3. Distributivité a gauche. Si (A, B) € (L, (K))° et C € M 4(K) :

(A+B)xC=AxC+BxC

4. Compatibilité entre produit matriciel et produit par un scalaire.
SiAe Myp(K),Be tyq(K)etleK:

A.(AxB)=(A1.A) x B=Ax (A.B)

5. Elément neutre a gauche/droite. Si A € 4y, ,(K) :

AxI,=IpxA=A

6. Matrice nulle. Si A€ 4, ,(K) :

/\ Rappelons une derniére dois que le produit matriciel est non commutatif et non integre
(saufsin =1 car .44 (K) = K).

2.4 Cas des matrices carrées

Dans le cas de matrices carrées d’ordre n, les trois opérations définies précédemment donnent
une matrice carrée de méme taille. Dans une certaine mesure, elles sont donc plus simples,
puisqu’on reste dans le méme espace.

Si Aestdans 4,(IK)ona:
VA€ My(K), AxI,=I,xA=A et Ax0,=0,xA=0,

On peut donc remarquer que la matrice I, commute avec toutes les matrices de 4, (K).
Plus généralement, pour tout A € K, la matrice A.I,, commute aussi avec toutes les matrices
car (A.I,))A=AA.I,) =LA
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Définition 16 — Puissances d’'une matrice carrée
| Si Ae 4, (K) et p€ N on définit AP par récurrence: A’ = I, et AP = Ax AP~L, ]

Sipe N*,onadonc A” = Ax Ax Ax---x A Onremarque que I}, = I, et 0) = 0,,.

p fois

/\ Bien évidemment, on ne peut pas dire que (AP)[i, j1 = (Ali, j1)?.
Par exemple :
1 2% (-1 2 L2
-1 0/ " \-1 -2)7\(-n? 0?

i Proposition 17 — Regles de calculs des puissances

Soient (A, B) € (4, (K)) et (p, q) € N2,
()= (a7} = v

2. AP x A9 = A9 x AP = AP*4

3. Si Aet Bcommutent: (AB)” = APBP
4. Si A estun scalaire: (1.A)” = AP AP

—_

En général (AB)” = ABx AB x---x AB.
p fois

Théoréme 18 — Cas des matrices triangulaires supérieures

Si A et B sont triangulaires supérieures d’ordre n, alors AB l'est aussi et sa diagonale est
obtenue en multipliant la diagonale de A avec la diagonale de B.

On dit que T, (K) est stable pour le produit matriciel.

On peut le visualiser ainsi :

A th A

0 Ay * 0 p * 0 Aoy *

. . . X . . = .

0 0 ... Ay, 0 0 ... pp 0 0 ... Antin

On a le méme résultat avec des matrices triangulaires inférieures.
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Corollaire 19 - Cas des matrices diagonales

Si A et B sont diagonales d’ordre n, alors AB l'est aussi et sa diagonale est obtenue en
multipliant la diagonale de A avec la diagonale de B.

On en déduit que deux matrices diagonales commutent.
/\ En général, une matrice diagonale ne commute pas avec une matrice quelconque.

On peut le visualiser ainsi :

Al o ... 0 M1 o ... 0 /11/VL1 0 0
0 /12 0 0 Mo ... 0 0 /12,U2 0
. . . . X . . . . = . . . .
0 0 ... A, 0 0 ... Up 0 0 ... Anfin
M1 0o ... 0 Al o ... 0
0 M2 ... 0 0 /12 0
= . . . . X . . . .
0 0 ... pp 0 0 ... A,

On sait donc calculer tres facilement les puissances d'une matrice diagonales. Il suffit d’élever
sa diagonale a la méme puissance :

/P | RO | I O 7 ) IR |
0 A .. O 0 A ... 0
VpeN, . . =1 . .. .
0 0 ... Ay 0o 0 .. Ab

De méme que pour les nombres réels ou complexes, on peut établir une formule du binéme.

gl Théoréme 20 — Formule du bindme de Newton, version matrice

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n telles que AB=BA:

p
VpeN, (A+BP =)
k=0

p
Z AFxBPR = (B AP =Y

k=0

Pl ok -k
BF x AP
k) *

p
Si A et B commutent, on adonc: (A—-B)? = Z (Z (—=1)P~k Ak« gP~k,

k=0

/\ Ce résultat est faux si AB # BA.
Par exemple, ona: (A+B)? = A2+ AB+BA+B? # A2 +2.AB + B>,

1 011
01 01 n .

Q> Exemple. On pose M = 001 o0l Calculer M" pour tout entier naturel n.
0 001
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14
Généralisation des sommes géométriques. Si A € .#,(K) on ne sait pas calculer Z AF mais
k=0
par on a tout de méme l'identité :

p
=Y A*| x (I, - A) = I, - AP*!

k=0

p
3 A

k=0

(Ip—A) x

/\ Ne pas confondre avec la formule du bindme.

2.5 Matrices carrées inversibles

===t Définition 21 — Matrice inversible

Soit A € 4, (KK). On dit que A est inversiblelorsqu'il existe B € ./, (K) telle que :

AB=BA=1,

Sion a seulement AB = I,, on dit que A est inversible a droite; de méme si BA = I, on dit qu’elle
est inversible a gauche.

Proposition 22 - Unicité de I'inverse

Soit A € 4, (IK) une matrice inversible.
Il y a unicité de la matrice B € 4, (K) telle que AB=BA=1I,,.

== Définition 23 — Inverse d’une matrice inversible

Soit A € 4, (IK) une matrice inversible.
On appelle inversede Al'unique matrice B € .4, (K) telle que AB=BA = I,,.
Onlanote AL

1
/\ A~! n’existe pas toujours. De plus, il ne faut pas la noter T

& Exemple. I, est inversible et I,,' = I,,.

X Exemple. 0,, est non inversible.

X Exemple. A= (} 1

1(1 1
) est inversible d’'inverse A™! = > (_1 )

01
X Exemple. N = (0 0) vérifie N? = 0, et n’est donc pas inversible.

Plus généralement on dit qu'une matrice N € .4, (K) est nilpotente lorsqu'’il existe p € N* tel
que N” =0,; une telle matrice n’est pas inversible.
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D Exemple. Soit A € 4,(K) telle que A?+2A-3I, =0,. Montrer que A est inversible et donner
A~! en fonction de A.

Notation : On note GL,(IK) I'’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre 7.
GL,(K) est appelé groupe linéaire d’ordre n sur K.

p—i Théoréme 24 — Régles de calcul de I'inverse

Soient A et B deux matrices inversibles de .4, (IK).
1. A 'estinversibleet (A1) = A
2. ABestinversibleet (AB)"! =B~ 1A™!
1
3. SideK* A.Aestinversible et (1.A4)! = E'A_l

. Pour tout p € N, AP est inversible et (Al”)_1 =(AY)”

1SN

. ) . . s 1 -1
/\ En général la matrice A + B n’est plus inversible. Considérer par exemple A = (1 1 ) et
B=-A.
Important. Linversibilité permet de « simplifier » des équations, méme en ’absence d’intégrité

du produit matriciel :

mais :
AB =0, et Ainversible = B =0,

etde méme:
AB = AC et Ainversible —= B=C

et on a bien siir les mémes propriétés lorsque A est inversible a droite.

® Exemple. Sila matrice I,, — A est inversible alors

14
Y A =L - AT x U= AP = (L, - AP x (1, - A7
k=0

Définition 25 — Puissances négatives d’'une matrice inversible

Soit A € 4, (IK) une matrice inversible.
Pour tout p entier naturel non nul, on pose A™7 = (A™})P = (A7)~

Si A est inversible, on a donc donné un sens a A pour tout p € Z.

Proposition 26 — Regles de calcul des puissances négatives
I Si(n,p)eZ? ona:(A") = A"’ = (AP)" et A" x AP = AP = AP x A" et (A7})" = A", ]
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On a vu que 'on peut affaiblir la condition d’inversibilité d'une matrice, en ne la définissant
qu’a droite ou a gauche. Il se trouve que cela est équivalent au fait d’étre inversible, d’apres le
théoreme suivant.

pi Théoréme 27 - Inversibilité a gauche ou a droite d’'une matrice

Soit A € 4, (IK). Alors on a équivalence de :
(i) Aestinversible;

(ii) A estinversible a gauche;

(iii) A estinversible a droite.

Autrement dit si A et B sont deux matrices de .#,(KK) telles que AB = I, alors A et B sont
inversibles, A~ =B, B"! = Aetdonc BA=1I,,.

D Exemple. Soit A € 4,(K) telle que A?+2A-3I, =0,. Montrer que A est inversible et donner
A~! en fonction de A.

3 Transposition

3.1 Premieres propriétés

g Définition 28 — Transposée d’'une matrice

Soit A= ((a;,)) 1zi=n € Mp,p(K).

1<j=<
On appelle transposée de A, la matrice B = ((b;, ) 1=i=p € M}, (IK) définie par :
l<j<n

Vi, ) ell,pl xI1,nl, b;j=aj,;

Cette matrice B est notée ‘A.

Avec d’autres notations, pour tout (i, j) € [1, p] x [1,n] :
(‘A)li, j1= Alj,i] ouencore (‘A);;=A4;;

t

1 3
X Exemple. g i :(1 0 2).

311

Les colonnes deviennent les lignes, et réciproquement.
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i Théoréme 29 — Régles de calcul de la transposée

Soient A et B deux matrices de méme taille et A € K.
1. {A+B)="A+'Bet(1.A) =A."A
2. ("A)=A

Soient A et B deux matrices telles que le produit matriciel AB est défini.
3. {AxB)='Bx'A

Soit A une matrice carrée.

4. Aestinversible si, et seulement si, ‘A 'est. Dans ce cas (A1) = (*4) .

Si A est une matrice carrée, on a donc: Vg e N, /(A7) = (‘A)7.

Si A est une matrice carrée inversible, on a de plus: Vg € Z, (A7) = (*A)7.

3.2 Matrices symétriques et antisymétriques

== Définition 30 — Matrices symétriques/antisymétriques

Soit M € 4, (K).
1. On dit que M est symétrique lorsque ‘M = M, ie lorsque :

V(i j) € [1,n]? Mli,jl = M[j,i]

2. Ondit que M est antisymétrique lorsque ‘M = — M, ie lorsque :

V(i,j)€1,nl? Mli,jl=-Mlj,il

Si M est antisymétrique, on a: Vi € [1, n], M[i, i] = 0. Donc une matrice antisymétrique a tous
ses coefficients diagonaux égaux a 0.

X Exemple. I,, est symétrique. 0, est la seule matrice de .#,,(IK) qui est a la fois symétrique et
antisymétrique.

X Exemple. Les matrices diagonales sont symétriques.

a b c
X Exemple. Une matrice symétrique d’ordre 3 est de la forme [b d e | et une matrice
c e f
0 a b
antisymétrique d’ordre 3 estdelaforme|-a 0 c|.
-b —-c O

Notations : on note S, (K) 'ensemble des matrices symétriques d’ordre n, et A, (IK) 'ensemble
des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.
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/\ En général, le produit de deux matrices symétriques n’est plus symétrique.

1 0 -1 2 0 1 1 3 -2
Considérer parexemple A=| 0 2 3 |etB=|0 -1 —-1]|quidonnentAB=|1 -5 -=-3]|.
-1 3 0 1 -1 1 0 1 -4

S Exemple. Soient A et B symétriques et de méme taille. Montrer que A et B commutent si, et
seulement si, AB est symétrique.

4 Systémes linéaires

Pour commencer, nous allons voir sur deux exemples pourquoi il est indispensable de résoudre
des équations (ou systeme d’équations) par équivalence.

« On consideére 'équation x?> + x + 1 = 0 d’'inconnue x € R.
Si on multiplie par x : x3 + x?> + x = 0. Et comme x> = —x— 1, on en déduit: x> = 1,ie x =1
puisque x € R.
C’est absurde puisque 1 n’est pas solution de I'équation de départ.
Explications : on a en fait raisonné par implications et obtenu x*>+ x+1 = 0 = x = 1. Mais
x = 1 serait I'unique solution & condition d’avoir I'équivalence x> + x+1=0 < x=1. Or
ce n'est pas le cas ici, I'implication x = 1 = x? + x + 1 = 0 est fausse.
On a donc obtenu que I’équation n’a pas de solution.
x—y = 1 (1)
¢ On considere le systeme d’équation : x+y = 3 (2
-x+3y = -3 (3)
(1) + (2) donne 2x =4 donc x = 2, et (2) + (3) donne 4y = 0 donc y = 0. Le systéme aurait
donc comme unique couple solution (2,0)?
Encore une fois la réponse est non : ce n’est pas une solution.

x-y = 1 (1)
On a donc: x+y = 3 (2) = (x,y) = (2,0) mais la réciproque est fausse. En
-x+3y = -3 (3)

conclusion le systeme n’a aucune solution.

Que retenir de ces exemples?

Qu'il faut résoudre des équations en raisonnant par équivalence!

Si ce n'est pas possible, alors il faut garder en téte qu'on ne trouve pas que des solutions mais
aussi des « candidats solutions ». Il faut alors vérifier au cas par cas si chaque « candidat solution »
est bien une solution.

4.1 Définitions

On se donne deux entiers naturels non nuls n et p, ainsi que np coefficients (a;, ;) 1=izn dans
1<j<p

K que nous appellerons coefficients du systeme, et n autres coefficients by, ..., b, dans K qui
formeront le second membre du systeme.
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On considere alors le systeme linéaire de n équations a p inconnues :

apixy + ai1px2 t+ ...+ ajx; t+ ...+ aAi1pXp = bl
MaX1 t+ azpxy t+ ...t ajXj t+ ...+ drpXp = by
(S) A ' '
ainxy + ajpxy + ... + a;jxj + ... + ajpxy, = b;
ap1X1 + appXp + ...+ apjX;j + ... + appxp = by
X1, X2, ..., Xp sont appelées inconnues du systeme. Résoudre le systeme (S) consiste a trouver

I'ensemble . de tous les p-uplets (x1,..., xp) € K? qui sont solutions des équations de ..

On appelle systeme homogene associé, noté (Sy), le systeme obtenu lorsque b; = -+ = b, = 0.
On note %4 l'ensemble des solutions du systeme homogene. Remarquez qu'on a toujours
0,0,...,0) € #, etdonc A # @.

On dit que le systeme (S) est compatible lorsque .¥ # @, et incompatible dans le cas contraire.
D’aprés la remarque précédente, un systéme homogene est toujours compatible.

La matrice A = ((a;;))1=i=n est appelée matrice des coefficients et la matrice colonne
1<j<p
B = ((bi1))1<i<n est appelée matrice colonne du second membre.

La concaténation horizontale de ces deux matrices est appelée matrice augmentée du systeme;
elle est parfois notée (A|B).

+y = 2
S Exemple. Donner la matrice augmentée du systeme (S) { xx+ 2; _ 3
4.2 Opérations élémentaires sur les lignes
Définition 31 — Opérations élémentaires sur les lignes
Onnote Ly, Ly, ..., L, les lignes (ie les équations) du systeme linéaire (S). On définit alors

les opérations élémentaires sur les lignes :
o échangedeslignesietj:L; < L;
o multiplication de la ligne i par un scalaire fe K*: L; — 8.L;
e pouri # j, remplacement de la ligne i par elle-méme additionnée du produit de la
ligne j parunscalairea € K:L; — L; + a.L;

Les deux dernieres opérations regroupées donnent: L; < .L; + a.Lj avec f Z0 et i # j.

Définition 32 - Systémes équivalents

Deux systemes linéaires sont dit équivalents si on peut passer de I'un a I'autre par une suite
finie d’opérations élémentaires sur les lignes.
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Théoreme 33 — Systémes équivalents
I Deux systémes équivalents ont le méme ensemble de solutions. ]

Ces opérations ont une traduction matricielle.

=i Définition 34 — Matrices équivalentes en lignes

Deux matrices A et A’ de méme taille sont dites équivalentes en ligne si elles se déduisent
I'une de I'autre par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes.
On le note A ~ A

On peut montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble .4, ;, (I<).

= Théoréme 35 - Matrices équivalentes en lignes et sytemes équivalents

Si on passe d’'un systeme (S) a un autre systeme (S’) par une suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes, alors la matrice augmentée de (S’) s’obtient en effectuant la
méme suite d’opérations élémentaires sur la matrice augmentée de (S); et réciproque-
ment.

4.3 Echelonnement d’'une matrice et algorithme de Gauss-Jordan

== Définition 36 — Matrice échelonnée par lignes

Une matrice est dite échelonnée par lignes si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
i. siune ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi;

ii. a partir de la deuxiéme ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier coefficient
non nul a partir de la gauche est situé a droite du premier coefficient non nul de la
ligne précédente.

On obtient un schéma « en escalier ».

23 011 230 1 1
00350 003 5 0

X Exemple. |0 0 0 7 3|[estéchelonnée parlignes, mais{0 0 1 -7 3[nelestpas.
00 O0O0O 000 O O
00 O0O0O 000 O O

Définition 37 - Pivots d’'une matrice échelonnée par lignes

Si une matrice est échelonnée par lignes, on appelle pivot le premier coefficient non nul
de chaque ligne non nulle.
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En pratique on « matérialise » les pivots.

3.0 1 1
0 0 5 0
X Exemple.| 0 0 0 31
000 0 0
00 0 0 O

Définition 38 — Matrice échelonnée réduite par lignes

Une matrice échelonnée en lignes est dite échelonnée réduite par lignes si elle est nulle, ou
si tous ses pivots sont égaux a 1 et sont les seuls éléments non nuls de leur colonne.

30 1 1
0 0 5 0
X Exemple.| 0 0 0 3 | est échelonnée par lignes, sans étre échelonnée réduite par
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
lignes.

X Exemple. est échelonnée réduite par lignes.

ooooH
coocow
oooHo

o o[~]e o
S O W O -

X Exemple. Les matrice O,, et I,, sont échelonnées réduites par lignes.

Lalgorithme du pivot de Gauss-Jordan consiste a répéter des opérations sur les lignes d’'une
matrice, de facon a la transformer en une matrice échelonnée par ligne, puis en une matrice
échelonnée réduite par ligne.

Pour la forme échelonnée par ligne il y plusieurs possibilités. Par contre pour la forme
échelonnée réduite par ligne, il y a une unique solution pour la matrice finale; c’est tout

I'intérét de cette notion.

On considere la matrice :

ag, a2 ... 611,]' Lllyp

a1 Ao ... 612,]' d21,p
A=

aiz aio2 ... Lli,j ai,p

an1 Qn2 Qp,j an,p
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CAS 1| A estla matrice nulle : dans ce cas elle est déja échelonnée réduite. FIN

CAS 2| Un des coefficients de la matrice n’est pas nul. On note j I'indice de la premiere colonne
non nulle et i un indice de ligne ou a; ; # 0.

On effectue I'opération élémentaire L, —— L;. On obtient :

!/ !/
0 |\a;| -~ a,
!/ !/
0 a; a,p
A~ - ,
0 0 a; ; a; ,
! !
0 0 A, j Ay, p

avec cette fois a’l i #0.

Le coefficient encadré est utilisé comme « pivot» : on l'utilise pour faire faire apparaitre des
zéros a la place des coefficients qui se trouve en-dessous de lui, dans la méme colonne. Pour
tout i € [2, n], on effectue les opérations :

/

a. .
Li—Li-—*1
Lj
Onaalors:
!
0 0 |a; “’1,j+1 “,1,p
a0 0 0
L : : : A’
0 ... 0 0

ou A’ est matrice comportant une ligne de moins que la matrice A.

CAS 2.1| A’ est la matrice nulle. Dans ce cas, A est équivalent par lignes a une matrice
échelonnée par ligne. FIN

CAS 2.2 |0On recommence les opérations décrites ci-dessus sur A”. On obtient :

1 " " 1 1
0 ... 0 ayj| o @goq Ayp g4 a,
1/ 1 1
0 ... 0 0 0 | Ayppq - o
A7lo..0 o ... 0o 0
. . . . . A"
0 ... 0 0 0 0

ou A" est une matrice comportant deux lignes de moins que la matrice de départ A.

Etc...
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L'algorithme s’arréte toujours car on enleve une ligne a chaque étape.

Ala fin de I'algorithme, on a obtenu une matrice B échelonnée par lignes, et telle que A > B.

==t Théoreme 39 — Echelonnement d’'une matrice

Pour toute matrice A, il existe une matrice B de méme taille qui est échelonnée par lignes
et telle que A > B.

/\ La matrice B n’est pas unique.

3 -1 1 5
. 2 1 -11 L . . .
X Exemple. Soit A = 1 -1 1 2l Donner une matrice échelonnée par ligne qui est
4 1 1 3
équivalente a A.
2 1 1 1
N Exemple. Soit A = |1 -1 -1 2|. Donner une matrice échelonnée par ligne qui est
4 -1 -2 6

équivalente a A.

Pour avoir unicité de la matrice échelonnée par ligne qui est équivalent a A, il faut lui imposer
d’étre échelonnée réduite par ligne.

Pour cela il faut continuer avec une seconde partie d’algorithme.

Une fois qu’on a obtenu une matrice échelonnée, on divise chaque ligne non nulle par son pivot,
ce qui a pour effet de mettre tous les pivots égaux a 1.

Par opérations élémentaires sur les lignes, on peut mettre a 0 tous les coefficients qui se situent
au-dessus d'un pivot, sur la méme colonne. On obtient ainsi une matrice échelonnée réduite
par lignes.

Conformément au programme de PCSI, I'unicité de la matrice obtenue est admise.

==t Théoreme 40 — Echelonnement d’une matrice sous forme réduite

Pour toute matrice A4, il existe une unique matrice B de méme taille qui est échelonnée
réduite par lignes et telle que A > B.

3 -1 1 5
) 2 1 -11 . . . . .
X Exemple. Soit A = 1 -1 1 2| Donner la matrice échelonnée par lignes qui est
4 1 1 3

équivalente a A.
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2 1 1 1
X Exemple. Soit A = |1 -1 -1 2|. Donner la matrice échelonnée par lignes qui est
4 -1 -2 6

équivalente a A.

4.4 Application aux systemes linéaires

Soit (S) un systeme linéaire de matrice des coefficients A = ((a;,)) 1=i=» et de matrice colonne
1<j<p
du second membre B = ((b; 1))1<i<n-

On dira que le systeme linéaire (S) est échelonnéelorsque la matrice A est échelonnée par lignes.
On dira que (S) est échelonné réduit lorsque A est
échelonnée réduite par lignes.

Lalgorithme de Gauss-Jordan permet donc de trouver un systéme linéaire (S'), équivalent a (S),
et qui est échelonné (et méme échelonné réduit, mais nous n’irons pas jusque la en pratique).
Pour résoudre (S), il suffit donc de résoudre le systeme échelonné (S').

=i Définition 41 — Inconnues principales et parametres

Soit (S) un systéme linéaire et A la matrice de ses coefficients.
On considere B 'unique matrice échelonnée réduite par ligne telle que A > B.

Les inconnues qui correspondent a un pivot de B sont appelées inconnues principales.
Les autres inconnues sont appelées parametres.

Les parametres sont aussi appelés inconnues secondaires.

Dans un systeme seulement échelonné, les inconnues principales correspondent encore aux
pivots. En pratique on les « matérialise » pour les différencier des parametres.

X Exemple. Donner les inconnues principales et les parameétres du systéme linéaire
2x+y—-z=1
3x+3y—2z=2
2x+4y=2

Définition 42 — Rang d’un systéme

Soit (S) un systeme linéaire. Son rang est défini comme étant le nombre d’inconnues
principales; on le note rg(S).

Pour déterminer le rang d'un systéme linéaire, il faut donc le mettre au moins sous forme
échelonnée.

N

Si (S) est un systeme linéaire de n équations a p inconnues on peut donc dire que
rg(S) <= min(n, p).
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Définition 43 — Relation entre rang et nombre de parametres

Si (S) est une systeme linéaire a p inconnues et de rang r, alors le nombre de parameétres
estégalap—r.

On sait résoudre un systéme linéaire échelonné a p inconnues : les parametres peuvent prendre
n'importe quelle valeur dans K, et les inconnues principales ont une alors une valeur fixée par
les parametres. Pour le nombre de solutions, il n’y a donc que trois possiblités :

e aucune solution s'il est incompatible;
« s’il est compatible et si rg(S) = p alors il a une unique solution;

« s’il est compatible et si rg(S) < p alors il a une infinité de solutions.

Cela se comprend facilement si p = 2 ou p = 3 : les solutions du systéme correspondent
respectivement a I'intersection de droites dans le plan et a I'intersection de plans dans I'espace.

3x—y+z=5
o ) . . L. 2x+y—-z=1
Exemple. Résoudre le systeme linéaire
X—y+z=2

4x+y+z=3

2x+y—-z=1
X Exemple. Résoudre le systeme linéaire { 3x+3y—z=2
2x+4y=2

2x+y+z=1
S Exemple. Résoudre le systeme linéaire { x—y—z=2
4x—-y—-2z=6

xX+y+z—-t=1
N Exemple. Résoudre le systeme linéaire{ x—y—z+t=2
X—y—-z—-t=3

. Exemple. Résoudre le systeme linéaire x + y + z = 0.

==t Théoreme 44 — Structure de ’ensemble des solutions

Si (S) est un systeme linéaire a p inconnues et (xf,x;,...,x;) est une solution particu-
liere de (S) alors toute solution de (S) s’écrit comme la somme d’une solution du systeme
linéaire homogene associé et de la solution particuliere (x7, x5, ..., x},).
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5 Opérations élémentaires et calcul matriciel

5.1 Matrices élémentaires

Soient i et j deux éléments de [1;n]. On note E; ; la matrice carrée d’ordre n, dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui de la i-iéme ligne et j-iéme colonne qui est égalal:

colonne j
l
0 0 ... 0 ... 0
0 0 ... 0 ... 0
El,]: . . . .
0 0 .. 1 ... 0] <lignei
0 0 ... 0 0

Pour (k,¢) € [1; n]?, E; jlk,01=06;rx 08¢ 0Ub,yp estle symbole de Kronecker défini par :

1 sia=b»b
5a,b = { .
0 sinon

Définition 45 — Matrice de transvection

On appelle matrice de transvection toute matrice de laforme I,,+A.E; joul € Ket i, j sont
deux éléments de [1; n] tels que i # j.

On note souvent U; j(A) = I, + A.E; j : les coefficients de la diagonale valent 1, celui de la i-ieme
ligne et j-ieme colonne vaut A, et tous les autres valent 0.

Proposition 46 — Lien avec les opérations élémentaires

SideKeti, jsontdeux éléments de [1;n] tels que i # j, et si A est une matrice de
AMn,p(K), alors la matrice U; j(A) x A se déduit de A apres 'opération L; «<— L; + AL;.

Proposition 47 - Inversibilité d’'une matrice de transvection

SideKeti, jsontdeux éléments de [1; 7] tels que i # j, alors la matrice de transvection
U;,j(A) est inversible et son inverse est U; j(—A).
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Définition 48 — Matrice de transposition

On appelle matrice de tranposition toute matrice de la forme I, - E; ; — Ej j + E; j + Ej ; ou
i, j sont deux éléments de [1; n] tels que i # j.

On note souvent T;; = I, — E;; — Ej j + E; j + Ej ; : les coefficients diagonaux valent 1, sauf le
i-ieme et le j-ieme qui valent 0; le coefficient la i-ieme ligne et j-iéme colonne vaut 1, ainsi que
celui de la j-iéme ligne et i-ieme colonne; les autres valent 0.

Proposition 49 - Lien avec les opérations élémentaires

Si i, j sont deux éléments de [1; n] tels que i # j, et si A est une matrice de .4, (IK), alors
la matrice T; j x A se déduit de A apres 'opération L; < Lj.

Proposition 50 - Inversibilité d’'une matrice de transposition

Si i, j sont deux éléments de [1; n] tels que i # j, alors la matrice de transposition T; ; est
inversible et son inverse elle-méme.

Définition 51 — Matrice de dilatation

On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme I, + (A -1)E; ; ou A € K tel que
A#0,etie[l;n].

On note souvent D;(A) = I, + (A = 1)E; ; : c'est une matrice diagonale dont les coefficients dia-
gonaux valent 1, saufle i-ieme qui vaut A.

Proposition 52 - Lien avec les opérations élémentaires

Si A€ K* et i est un élément de [1; n], et si A est une matrice de .4, , (IK), alors la matrice
D;(A) x A se déduit de A apres'opération L; — AL;.

Proposition 53 - Inversibilité d'une matrice de dilatation

Si A e K* eti € [1;n], alors la matrice de dilatation D;(A) est inversible et son inverse est
D;(1/A).
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Lalgorithme de Gauss-Jordan peut lui aussi se traduire matriciellemnt.

Théoreme 54 —- Décomposition ER d’'une matrice

Si A est une matrice de .4, , (IK), alors il existe une matrice E produit de matrices élémen-
taires et une unique matrice échelonnée réduite R telles que A = ER.

La matrice E est inversible. La matrice R est équivalente par lignea A: A > R.

1—120)

/\ La matrice E n’est pas unique. Prendre par exemple A = ( 11 2 1

On peut définir de méme les opérations élémentaires sur les colonnes Cy, ..., C,, d'une matrice
Aancolonnes:

e l'opération C; < C; + AC; se traduit par I'opération A x Uj j(A);
e l'opération C; — Cj se traduit par I'opération A x T; ;;
e 'opération C; — AC; se traduit par 'opération A x D;(A).

Si A" est obtenue aprées des opérations élémentaires sur les colonnes de A, alors on dit que A et
A’ sont équivalentes par colonnes et on le note A = A’. On repasse a des matrices équivalentes
par lignes grace a la transposée :

A~A=1tA~1tA
C L

5.2 Compléments sur les matrices carrées inversibles

Les matrices permettent de simplifier les notations des matrices linéaires.

On se donne (S) un systeme linéaire de n équations a p inconnues, de matrice des coefficients
notée A € ./, ,(IK), de matrice colonne du second membre notée B € ./, (K), et de matrice
X1
colonne des inconnues notée X = | : | €.4,1(K).
Xp

Proposition 55 — Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

(x1,...,Xp) est solution de (S) < X estsolutionde Ax X =B

x+y = 2 1 1 . 2
X Exemple. Le systeme x—y = 0 sécrit matriciellement|1 -1 ( ) =(0].
3x+y = 4 3 1) \4

On généralise la notion de rang aux matrices.
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Définition 56 - Rang d’'une matrice

Si A€ My p(K) on appelle rang de Ale rang du systeme linéaire AX = B. On le note rg(A). ]

Si R est 'unique matrice échelonnée réduite par ligne équivalente par ligne a A alors
rg(A) = nombre de pivots de R =rg(R).

[— Proposition 57 - Rang et matrices équivalentes par ligne
D

eux matrices équivalentes par lignes ont méme rang. ]

On a le méme résultat avec des matrices équivalentes par colonnes.
On a donc rg(A) = nombre de pivots de toute matrice échelonnée et équivalente a A.
X Exemple. Le rang d’'une matrice diagonale est égale au nombre de coefficients non nuls.

Le résultat fondamental est le suivant.

=== Théoréme 58 — Caractérisation des matrices carrées inversibles

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On a équivalence des propriétés suivantes :
(i) Aestinversible;

(i) A > I, ie que A est un produit de matrices élémentaires;

(iii) rg(A) = nie que le systeme linéaire AX =0,,; est de rang n;
(iv) le systeme linéaire AX = 0,,;, d'inconnue X € .4}, (K), admet une seule solution,
quiest X =0y,1;
(v) pour tout B € 4, (K), le systeme linéaire AX = B, d'inconnue X € .4, (K), admet
une seule solution;

(vi) pour tout B € 4, (K), le systeme linéaire AX = B, d'inconnue X € .4, (K), admet
au moins une solution.

® Exemple. Utiliser ce théoréme pour montrer que : si A € .#,(I) est inversible a droite, alors
elle est inversible.

® Exemple. Montrer que si une ligne ou une colonne de A est nulle alors A n’est pas inversible.

® Exemple. Montrer que si deux colonnes de A ou deux lignes de A sont égales alors A n’est
pas inversible.

Corollaire 59 - Inversibilité d'une matrice triangulaire

Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls.
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1 0 -1 1 -3 -1
X Exemple. |0 2 1 |estinversiblemais[0 0 1 |nelestpas.
0 0 3 0 0 3
Si Ay, ..., A, sont des scalaires non nuls, on a pour une matrice diagonale :
M0 ... 0\ (A O ... 0
0 A ... O 0 /22 ... 0
0 0 ... Ay 0 0 R /%

Pour une matrice triangulaire supérieure, I'inverse est triangulaire supérieure mais ce n’est pas
au programme de PCSI.

5.3 Meéthode du systéme linéaire pour inverser une matrice

Noter que sachant que A est inversible, on sait trés simplement résoudre le systeme linéaire
AX = B d’inconnue X : la seule solution est X = A™!B.

Cette remarque est a la base d'une nouvelle méthode pour montrer a la fois I'inversibilité d'une
matrice et calculer son inverse : c’est la méthode du systeme linéaire.

On se donne deux matrices colonnes X et Y et on résout le systeme linéaire AX = Y. Si on trouve
une unique solution, c’est que A est inversible, ensuite on calcule cette solution, et comme elle
doit étre égale a2 A~'Y, on peut donc «lire » les coefficients de A™1.

/\ Ne pas chercher a trouver A~! en cherchant B € ./, (KK) telle que AB = I, : c’est un systéme
linéaire & n? inconnues, alors que dans la méthode précédente le nombre d’'inconnue n’est que
de n.

2 11 1 1 -1
D Exemple. A=| 4 1 0festinversibleetA™'==|-4 4 4
-2 2 1 10 -6 -2

5.4 Meéthode du pivot de Gauss-Jordan pour inverser une matrice

Le théoréeme fondamental précédent donne aussi que A est inversible des que A > I,. Cela

signifie qu’on peut trouver une matrice B composée de produits de matrices élémentaires telle
que : BA = I,,. Ceci est remarquable puisqu’en fait B= A~

On en déduit une seconde méthode pour montrer a la fois I'inversibilité d’'une matrice et
calculer son inverse : c’est la méthode du pivot de Gauss-Jordan, aussi appelée méthode du mi-
roir.
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On détermine via I'algorithme de Gauss-Jordan la matrice échelonné réduite par lignes qui est
équivalente par lignes a A. Si c’est I, alors A est inversible.

Les opérations élémentaires effectués sur les lignes A sont représentées par une matrice B,
qui est donc un produit de matrices élémentaires. Si on effectue ces mémes opérations sur la
matrice I,,, on obtient la matrice A~! : en effet, BI, =B = A"!.

En pratique, on ne fait pas deux étapes pour l'algorithme de Gauss-Jordan, mais une seule :
pour chaque pivot on annule les coefficients qui sont en-dessous sur la méme colonne, mais
aussi ceux quis sont au-dessus.

2 11 1 1 1 -1
D Exemple. A=| 4 1 0festinversibleetA™'==|-4 4 4
-2 21 10 -6 -2
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6 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w (Connalitre le vocabulaire relatif aux matrices.

& Connaitre les notions de taille pour une matrice quelconque, et d’ordre pour une matrice
carrée.

& Différencier matrices carrées, matrices triangulaires, matrices diagonales.

= Maitriser le calcul matriciel par rapport a I’addition et la multiplication par un scalaire.

& Connaitre les propriétés de 0,, et I,.

w Maitriser le produit matriciel.
& Connaitre la définition théorique et 'algorithme de calcul.
& Connaitre ses propriétés vis a vis des deux autres opérations.
& Savoir qu’il n’est pas commutatif et qu’il existe des diviseurs de zéro non triviaux.

@ Utiliser la formule du binéme.

w Maitriser la transposition.
& Connaitre ses propriétés vis a vis des trois opérations de calculs.

© Connaitre les définitions des matrices symétriques et antisymétriques.

w Connaitre ’algorithme de Gauss-Jordan.

& Lutiliser sur un systeme linéaire pour déterminer son rang, différencier les inconnues
principales des parametres, et le résoudre.

& Lutiliser sur une matrice pour déterminer son rang, et trouver I'unique matrice
échelonnée réduite par ligne qui lui est équvalente.

= Maitriser la notion de matrice inversible.
& Prouver I'inversibilité et déterminer I'inverse par produit matriciel.

& Prouver l'inversibilité et déterminer 'inverse grace a l'algorithme de Gauss-Jordan
(méthodes du systéme linéaire ou du miroir).

& Utiliser les matrices inverses pour simplifier des équations.

& Caractériser I'inversibilité par fait que le rang est maximal, ou que la matrice s’exprime
comme un produit de matrices élémentaires, ou que les sytemes linéaires associés ont
une unique solution.
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7 Exercices

Produit matriciel

EXERCICE 1. Calculs de produits de matrices

Calculer les produits de matrices suivants :

1 -3 1 -3 1 2 1 -2
1. X 2. X
-3 1) (—3 1) (—3 1) (—1 1)
1 -2 1 2 cosa —sina) ([cosf -—sinf
3. X 4. . x| .
-1 2 -3 1 sina cosa sinfB cospf
cosa sina ) (cosﬁ sin 8 )
5. . x| .
sina@ —cosa sinff —cosf

EXERCICE 2. Calcul de puissances par conjecture

Déterminer A" en fonction de n € N dans les cas suivants :

0110
-1 0 2
1 1 1 -1 0 011
A‘(o 1)’ A_(—l 1)’ A=lo 0 0 1) 47 g (1) _12
0 00O
EXERCICE 3. Calcul de puissances par récurrence
1 -1 -1
Onpose A=|-1 1 -1|. Démontrer qu'’il existe deux suites (a)nen €t (by)nen a valeurs
-1 -1 1
réelles tellesque: VneN, A" =| b, a, b,|.Endéduirel'expressionde A", pour tout n e N.

EXERCICE 4. Calcul de puissances avec un polynome annulateur
1 00
OnposeA=|1 0 0].
1 11
1. Donner une relation entre A3, A2 et A.

2. Montrer qu’il existe deux suites (@) nen €t (by) nen @ Valeurs réelles telles que: Vne N, A" =
an A+ b, A?. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.
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EXERCICE 5. Calcul de puissances avec la formule du bin6me matricielle

a 0 0 011
1. PouraeR,onpose A= 0 a 0 |[[ N=] 0 0 1 |etB=A+N. Vérifier que AN =
0 0 a 0 0O

NA et N® =0, puis calculer B” pour tout n > 3.

1 11
2letJ=|1 1 1|.Calculer J" puis A" pour tout n € N.
1 1 11

EXERCICE 6. Calcul de puissances par diagonalisation

0 01 1 1 1 2 2 =2
Onpose A= 0 0 1 |,P= 1 -1 1 |etQ=|3 -3 O
111 -1 0 2 1 1 2

1. Calculer PQ et en déduire que P est inversible.
2. Onpose D = P"LAP. Calculer D puis D" pour tout n € N.

3. En déduire A" pour tout n € N.

Matrices inversibles

EXERCICE 7. Calculs d’inverses

Inverser les matrices suivantes :

111 1 1 2 (1)(1)_023

1. A=[0 1 1 2. B=[1 2 3 3. C=
00 1 0 -1 3 L2 03
01 0 -3

EXERCICE 8. Polyndme annulateur et inversibilité

4 -10

1 -3)

Vérifer que A2 — A—21I, = 0,, puis en déduire que A est inversible et calculer A™.

Soit A= (

EXERCICE 9. Inverse d’'une matrice 2 x 2

b
d

A quelle condition A est-elle inversible? Déterminer alors A~

Soit A= (Z ) € M, (K). Vérifier que A?> — (a+d)A+ (ad — bc) I, = 0,.
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EXERCICE 10. Puissances négatives

0O 1 -1
SoitA=|1 0 1
-1 1 O

1. Calculer (A— I3)(A+2I3). En déduire I'existence et le calcul de A™!.
2. Soient B = 3(I3— A) et C = 3(A+2I3). Déterminer B” et C" pour tout n € N.
3. En déduire 'expression de A" en fonction de n € N.

4. Cette expression est-elle valable pour n € Z?

Algorithme de
Gauss-Jordan

EXERCICE 11. Systemes linéaires

Déterminer le rang puis résoudre les systémes linéaires d'inconnues réelles suivants (on préci-
sera les inconnues principales et les parametres) :

3x—y+z=5

2x+y—-z=1
2x+y—-z=1
) rry-a 2) { 3x+3y-z=2
X—y+z=2
2x+4y=2
4x+y+2z=3
2x+y+z=1 X+y+z—-t=1
3) X—y—z=2 4) X—y—z+t=2
4x—-y—-z=3 xX-y—-z—1t=3
3x—y+z=5 X1+2xp—x3+3x4=0
5) X+ty—z=-2 6) Xo+X3—2X4+2%x5=0
—X+2y+z=3 2X1+X2—5x3—-4x5=0

EXERCICE 12. Rang d’'une matrice

Mettre les matrices suivantes sous forme échelonnée réduite et déterminer leur rang :

oo AT I ) I PO
A=| 2 -1 =2 B=(1 2 3 C= D=

S L 2 3 0 0 4 -8 12 -3 1 -1

0 0 2 -4 01 O 1 1
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Matrices d’ordre n

EXERCICE 13. Trace d’'une matrice

Soit A= ((a;j))1<i,j<n € #n(K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme de ses coefficients

n
diagonaux: Tr(A) = ) a;;.
i-1

1. Montrer que: V(A, B,A) € 4,(K)?> x K, Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) et Tr(1.A) = A x Tr(A).

2. Montrer que : Y (A, B) € 4, (K)?, Tr(AB) = Tr(BA)
En déduire que VA € 4, (K),YP € Gl,(K), Tt((PAP™!) = Tr(A).

3. Peut-on trouver deux matrices A et B de .4, (K) telsque AB—BA=1,?

EXERCICE 14. Inverse d'une matrice d’ordre n
1

(=D

Soit A= .. . Montrer que A est inversible et donner A™!.

(0)

1

EXERCICE 15. Matrices a diagonale strictement dominante

n
Soit A= ((a;,j))1<i,j<n € An(K) telle que Vi€ [1,n], |a; ;| > Z la,

J=1
J#i
Montrer que A est inversible.

EXERCICE 16. Un calcul abstrait
Soit A € .4, (K) telle que la matrice I, + A soit inversible. On pose B = (I, — A) x (I,, + A)~L.
1. Montrer que B = (I, + A~ x (I,, — A).

2. Montrer que I, + B est inversible et exprimer A en fonction de B.

EXERCICE 17. Résultats théoriques

1. Soit A € 4, (IK) une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont deux a
deux distincts. Montrer que, si M € 4, (IK) alors :

A et M commutent si et seulement si M est diagonale

2. Montrer que les seules matrices de .4, (IK) qui commutent avec toutes les autres sont les
matrices scalaires, c’est-a-dire les matrices de la forme A1,,, avec A € K.
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222 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

1 Suites usuelles

1.1 Suites récurrentes d’ordre 1

On se donne f une fonction numérique et a un réel. On appelle suite récurrente
autonome d’ordre 1 une suite (u,) définie par la donnée de uy = a et la relation de récurrence
VneN, upr = f(un).

QD Exemple. uy=1etVneN, un+1=In(1+ uy).

La fonction f est appelée itératrice. Le terme autonome sert a préciser que la fonction f ne
dépend pas de n.

£ Exemple. La suite (u,) définie par up =1 et Vne N, un+1 = n+ u, une suite récurrente
d’ordre 1 non autonome.
Les suites récurrentes autonomes d’ordre 1 sont de nature tres complexes, voir chaotiques.
Le fait que f soit monotone ou qu’elle ait une limite en +oo ne donne pas de conclusion
évidente sur la suite (u;,).

Une premiere difficulté est de montrer que la suite existe, puisque dans la définition on définit
la suite en fonction d’elle-méme, ce qui peut poser probléme.

ES) Exemple. Si up=1etVneN, u,y; =In(u,), on trouve u; = 0 donc u, n'est pas défini. Cette
suite n’existe pas; on dit qu’elle n’est pas bien définie.

Pour étre sur de I'existence de la suite (u,,) on utilise le théoréme suivant.

p==ed Théoréme 1 — Définition par récurrence

On suppose que I est un intervalle de E stable par f: Vxe I, f(x) € I.
Pour tout a € I, il existe une unique suite (1) ,eN Vérifiant ug =aetVne N, u,+1 = f(uy).
De plus elle vérifie Vne N, u, € I.

Lexistence se démontre grace a la théorie des ensembles.
L'unicité se démontre trés facilement par récurrence.

On peut noter que :
U, = (fof()of)(uo)
— ————
n fois

donc pour une fonction f donnée, c’est le premier terme 1y qui va déterminer le comportement
de toute la suite. Ceci semble contredire le fait que la nature d'une suite ne dépend pas de ses
premiers termes, mais il n’en est rien : pour une suite récurrente autonome d’ordre 1, si on
modifie le premier terme, alors on modifie du méme coup tous les termes de la suite, et il peut
donc arriver qu’on change sa nature.

£ Exemple. La suite (u,) définiepar up=1etVne N, u,y =1/1+ u2 est bien définie.
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1 Suites usuelles 223

Pour étudier la limite de ce genre de suite, on utilise principalement le théoreme de la limite
monotone. On dispose aussi du théoreme suivant qui permet de savoir vers quelle(s) valeur(s)
la suite peut converger.

== Théoréme 2 - Limite finie de la suite et points fixes de I'itératrice

On suppose que I est un intervalle de [E stable par f: Vxe I, f(x) € I.
(Un) neN estlasuite définiepar up =acletVne N, uy; = f(up)
Si (uy) converge vers ¢,si £ € I, etsi f est continue en ¢ alors f(¢) = ¢.

LS Exemple. Etudier l'éventuelle limite de la suite (u,) définie par uy = 1 et
VneN, uy =1/1+u?.
D Exemple. Ftudier l'éventuelle limite de la suite (u,) définie par uy = 0 et

VneN, u,. =eln,

/\ Si (u,) converge vers ¢ mais ¢ ¢ I (¢ est alors une borne de l'intervalle I), alors il est possible
que ¢ ne soit pas un point fixe de f.

1.2 Suites arithmétiques

Définition 3 — Suite arithmétique
I Une suite (1) ,en est dite arithmétique de raison r € R lorsque: Vrne N, uy = up +r. ]

=i Proposition 4 - Formules autour des suites arithmétiques

1. VreN, u, = up+nr;
Plus généralement: VY (n, p) € N?, u, = up + (n—pr.

2. Pour tout (n,p) e N? telque n=p:

n Uu,+u
p n
E Uf >
k=p

(n—-p+1)

premier terme + dernier terme
2

nombre de termes x

D Exemple. uy=0etr =1donnent Vn e N, u, = n. Onretrouve les formules :

L nn+1) L (n=p+1(n+p)
k:— et k:
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224 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

1.3 Suites géométriques

Définition 5 — Suite géométrique
I Une suite (1) 4eN est dite géométrique de raison g € R lorsque: Vre N, u,1 = g x up. ]

== Proposition 6 - Formules autour des suites géométriques

1. VneN, u, = upq"; Plus généralement : V(n, p) € N2, u, = upq" P (si n < pil faut

supposer g #0).
+oo sig>1
: n _ 3 —
2. nl—l»IPooq = 1 sig=1

0 si-l<g<lielqgl<l
et (¢") n’a pas de limite si g < —1.
3. Pour tout (n,p)elN2 telquen=p,onapourq#1:

1- qn—p+1 1 —rais Onnombre de termes
1 = premier terme x

n
= p
Up=1u
kzzp k= thod 1 —raison
etpourg=1:

n
Z ur = (n—p+1)uy = nombre de termes x premier terme
k=p

A\ Si (x,) est une suite a valeurs dans ] — 1,1[, on ne peut pas dire que nliI-P (x)" = 0.
—+00

) 1\* 1
Par exemple lim (1-—] =-.

n—+oo n e

LA |
X Exemple. Déterminer lim | —|.
n—+oo =1 2k

1.4 Suites arithmético-géométriques

Définition 7 — Suite arithmético-géométrique

Une suite (i) ,cN est dite arithmético-géométrique de parametres (a, b) € R? lorsque :
VnelN, u,s1 =au,+b.

Remarquons que si a = 1, alors (1) ,eN est arithmétique de raison b, et si b = 0, alors (uy) ,eN €st
géométrique de raison a. Dans la suite, on supposera que a # 1.

On va calculer le terme général u, en fonction de n, mais cette fois la formule est trop
compliquée pour étre apprise, il faut donc uniquement retenir la méthode utilisée.
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1 Suites usuelles 225

Méthode : on commence par déterminer le point fixe ¢ € R associé a la relation de récurrence.

Il vérifie ¢ = af + b, donc ¢ = 1—ba.

Ensuite on définit une suite auxiliaire (x,),en par : Vn € N, x, = u, — ¢. Cette suite est alors
géométrique de raison a, en effet :

VnelN, xpy1=up1—-¥f=au,+b-¥¢=alx,+0)+b-¥¢=ax,+al+b-¥¢=ax,
=0

b b
Onadonc:VneN, x, = xga" = (ug— ¢)a’" puis ”":x"”:(”‘)‘ﬂ)“”ﬁ‘

On peut alors trées facilement en déduire la limite éventuelle de la suite (u;,) peN -

D Exemple. On donne up =2etVne N, u,41 =2u, + 1. Donner une expression de u,.

1.5 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 8 — Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Une suite (i) ,eN est dite récurrente linéaire d’ordre 2 de parametres (a, b) € R? lorsque :
VnelN, uyir=au,. +bu,.

Remarquons que si b = 0, alors (1) ;e est géométrique de raison a.

On appelle équation caractéristique associée a (u,)nen 'équation (E) d’'inconnue z € C :
2
z°=az+b.

ped Théoréme 9 — Calcul du terme général ©,, en fonction de n

On note A = a? + 4b le discriminant de I'équation caractéristique (E).

1. (E) a deuxracines réelles distinctes r et r». Il existe alors un unique couple
de réels (A, u) € R? tel que :

_ n n
VneN, up,=Ar] +urn,

2. (E) a une seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de réels
(A, 1) € R? tel que :
VneN, u,=An+wrf

3. (E) a deux racines complexes pures conjuguées r; = pe’ et r, = pe™. 1l
existe alors un unique couple (A, i) € R? tel que :

vneN, u,=p"(Acos(nd)+ pusin(nb))

LS Exemple. Déterminer le terme général de la suite (u,) ey définie par uy = u; =1 et, pour
tout ne€ N : U0 = Uy + Uy,
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226 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

£ Exemple. Déterminer le terme général de la suite (u,) ey définie par up = u; = 1 et, pour
toutne N*: Uy = Uy — Uy_1.

QD Exemple. Déterminer le terme général de la suite (u,) ,en définie par uy =1, u; =0 et, pour
toutn=2:u,=4u,—1 —4u,—».

Dans le cas ol a et b sont deux nombres complexes, on obtient :

1. |Si A # 0| (E) a deux racines complexes distinctes r et r». Il existe alors un unique couple
de complexes (A, 1) € C? tel que :

— n n
VneN, u,=Ar; +ur,

2. (E) a une seule racine complexe ry. Il existe alors un unique couple de
complexes (1, u) € C? tel que :

VneN, u,=@An+wpwry

2 Comparaison des suites

Dans ce paragraphe nous allons présenter un cadre mathématique qui va permettre de faire des
approximations de maniére rigoureuse.

(u,) et (v,) seront deux suites réelles. Pour simplifier les définitions nous supposerons que
vy, Z0a.p.cr.

2.1 Notations de Landau

=i Définition 10 — Suite négligeable devant une autre suite

On dit que la suite (u,) ,eN est négligeable devant la suite (v,) ,en lorsque :

On le notera u,, =0 (vp), eton dira que u, est un « petit o» de v,,.
n—+oo

On dit parfois aussi que la suite (v,) ,eN est prépondérante devant la suite (1) neN-

A\ La notation o(v,) seule n’a pas de sens!

Elle ne désigne pas une suite fixée, mais n'importe quelle suite négligeable devant (v;) yeN-

En particulier: u, = o(wp)etv, = o(wy) nedonnentpas (U,)neN = Vn)neN-
n—+oo n—+oo

On peut le vérifier avec le contre-exemple u, = n, v, = n? et w, = nd.

X Exemple. In(n) ; :ooo(n).

—+

> Exemple. u, L= o (1) signifie que (u,) converge vers 0.
— 100
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= Proposition 11 - Regles de calcul pour «le petit o »

On se donne des suites réelles (1,) neN, (Vi) neN, (Wn) neN, (@n) neN €t (bn) neN qui ne s’an-
nulent pas a.p.c.r..

1. Transitivité. u, = o(vyetv, = o(w,) donnentu, = o(w,)
- n—+oo n—+oo n—+oo
. Produit. u, = o(vyeta, = o(by)donnentu,xa, = o(v,xby)
- n—+oo n—+oo n—+oo
. Somme. u, = o(wyeta, = o(wy donnentu,+a, = o(wy,)
- n—+oo n—+oo n—+oo

Multiplication par une constante. u, = o(v,)donneVAeR, Axu, = o(vy)
n—+oo n—+oo

2
3
4.
5 =

. Multiplication par une suite.

Un
n

o(vy,)donne u, xw, = o(v,x wy)
+00 n—+oo

—

Définition 12 - Suite dominée par une autre suite

. . . . . u
On dit que la suite (u,),en est dominée par la suite (v,),en lorsque la suite (—n)
Un
est bornée.

On le notera u,, = O (vy), et on dira que u, est un «grand o » de v,.
n—+oo

Les remarques sur la notation o(v;) sont encore valables pour la notation @ (v;,).

£S5 Exemple. u,, = O (1) signifie que la suite (u,,) est bornée.

Proposition 13 - Lien entre «le petit o » et «le grand o »

Siu, = o(v,) alorsu, O (vy).
n—+oo n—+oo

2.2 Suites équivalentes

=i Définition 14 — Suite équivalente a une autre suite

On dit que la suite (u,) ,eN est équivalente a la suite (v,,) ,en lorsque :

~

On le notera u,,
n—+oo

Un.

X Exemple. Vn2+n+1 ~

n—+oo

n.
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228 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

Proposition 15 — Propriétés de la relation ~

La relation ~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble des suites réelles qui ne
s’annulent pas a.p.c.r..

La propriété de symétrie donne que si (u,)eN €st équivalente a (vy,)qen, alors (v,)en est
équivalente a (1) ,eN : on peut donc aussi dire que () ,eN €t (V,) e SONt équivalentes.

=4 Théoreéme 16 - Lien entre la relation ~ et «le petit o »

Pour deux suites réelles (u#,) ,eN €t (V) neN -

Uy, ~ UVp=>Up—Vy = 0(Vp) ==vy—U, = o0(Uy)
n—+oo n—+oo n—+oo

On en déduit une méthode simple pour trouver une suite équivalente a une somme.

p==1 Corollaire 17 - Equivalent d'une somme

Pour deux suites réelles (u#,) ,eN €t (V) neN -

Up+U, ~ UVhp=uU, = o0(vy,)
n—+oo n—+oo

Ce résultat indique que dans une somme on garde le terme « prépondérant ». Cela permet de
faire disparaitre facilement une forme indéterminée.

1 1 1
X Exemple. n—In(n)+2 ~ net—+ — o~ =
n—+00 n nén—+oon

peei Théoreéme 18 — Composition d’un « petit o » par une suite équivalente

Pour trois suites réelles (1) neN, (Vn)neN €t (@) neN qui ne s’annulent pas a.p.c.r. :
siu, = o(vypetv, ~ apalorsu, = ol(a,).
n—+oo n—+oo n—+oo

2.3 Propriétés conservées par équivalence

Théoréme 19 — Equivalent et signe

Siu, ~ vy alors (Uy)nen €t (V) neN sont de méme signe au sens strict a partir d'un
n—+oo

certain rang.
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p==1 Théoréme 20 - Equivalent et limite

1. Siu, ~ v,etv, — f€R,alorsu, — ¥.
n—+oo n

—+00 n—+0o

2. On a une réciproque dans le cas particulier /€ R* :siu,, — falorsu, ~ /.

n—+oo n—+oo

Le dernier point est trées important : les suites dont il sera difficile de trouver un équivalent sont
les suites qui convergent vers 0, ou qui divergent vers oo.

ASi lim u,= lim v,, onnepeut pas en déduire que u, ~ vy
n—+oo n—+oo n—+oo

1
Prendre par exemple u,, = — et v, = —.
n n
A\ Si uy, ~ . VUnyonnepeutpasen déduire que liIP (tn—vy) (on peut tomber sur une forme
n—+oo n—+oo
indéterminée).
Prendre par exemple u,, = (n+1)? et v,, = n’.

n+1

X Exemple.

n n—+oo

X Exvemple. Déterminer lim (n—In(n)+2).
n—+oo

2.4 Opérations sur les équivalents

= Proposition 21 - Regles de calcul pour la relation ~

On se donne des suites réelles (1) neN, (Vn) neN, (@n) neN €t (bn) neN qui ne s’annulent pas
a.p.c.r..

1. Valeur absolue. u,, ~ v, donne|u,l ~ |v,l.
n—+oo n o0

—+

2. Produit. u,, ~ wv,eta, ~ b,donnentu,xa, ~ U,XxDb,.
- n—+oo n—+oo n—+oo

3. Puissance. Pourtout pe N, u,, ~ v, donne uﬁ ~ v,’z.
- n—+oo n—+oo

Plus généralement, pour tout a € R telle que les suites (u,)* et (vy) soient bien

définies a.p.c.r.: u¢ ~ v%. En particulier u ~ v, donne /u ~ Uy
p " potoo M p " p—too "petoo ¥

4. Inverse. Siu, ~ vyetsi(v,),eN nes’annule pas a partir d'un certain rang, alors
- n—+oo
1 1

JR— ~ R

Uy, n—+oo yn.

5. Quotient. Si u, ~ vp a, ~ by etsi(v,)uen ne sannule pas a partir d'un
- n—+oo n—+0o

an by,

~ JE—

certain rang, alors .
un n—+oo l}n
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/\ Par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.

e Somme

U, ~ Uvpeta, ~ bpnedonnentpasu,+a, ~ Up+by,.
n—+oo n—+oo n—+oo

e Composition par une fonction

Si f estune fonction, u, ~ v,nedonnepas f(u,) ~ [f(vg).
n—+oo n—+oo
En particulier u, ~ vynedonnenier ~ e"etniln(u,) ~ In(vy).
n—+oo n—+oo

n—+oo
« Puissance dépendante de n

up, ~ vpnedonnepasuy” ~ Uy
n—+oo n—+oo

Noteraussiquen ~ n+1,maisengénéralonn’apasu, ~ Upysl.
n—+oo

n—+oo

In(n) +1 et de vVn2+1
n+vn V3 +1

1
N Exemple. Déterminer un équivalent simple de (1 + E) (n+In(n))’, de

X Exemple. Montrer que In(n + 1) o In(n).

—+

2.5 Comparaison des suites usuelles

On rappelle les limites usuelles suivantes :

n

en! — 400 en"” — 400
n—+00 n—+00
+oo sia>0 +oo siff>0
en® — 1 sia=0 o(nn)? — 1 sif=0
n—+oo . n—+oo .
0 sia<O0 0 siff<o
+oo siy>0 +oo sia>1
el — 1 siy=0 ea" — 1 sia=1
n—+0o K n—+0o .
0 siy<O0 0 si-l<axl

p==d Théoréme 22 — Equivalent et polynémes

Soit P est une fonction polynome de la forme P(x) = agx? + ag+1x7' +---+ a,xP, ou p et
q sont deux entiers naturels tels que g < p avec a; #0 et a, # 0.

—+ —+00

1 a
~ P ¢ -] ~ A
Alors P(n) T apn (plus haut degré), et P ( n) ; — (plus bas degré).

3 2

) . . n-n
N Exemple. Déterminer lim )
n—+oo 2n+1)2n+2)(n+3)
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peei Théoréme 23 — Comparaison de n?, n! et a”

231

On se donne trois réels a, p et a.

1 1
1. Sia < palorsn® = o(nﬁ),ouencore— = 0(—).
n—+oo I’l:B n—+00 no
2.a" = omhetn* = o(n)
n—+oo n—+oo
Etsia>1:n* = o(ad").
n—+oo
' = n
3. n! = o(n")

De maniere mnémotechnique, on peut retenir quesi a>1: n% < a" < n! < n”

n n

2 n
X Exemple. — — Oet— — +oo.
n! n—+oco n! n—+oo

n\n
La formule de Stirling donne un équivalent dee n!: n! ~ 2nn (—) . Mais elle n’est pas au

n—+0o e

programme de PCSI.

=i Théoréme 24 - Croissances comparées

On se donne trois réels «, B et y.

1. In(n) T o(n)

—+

Et plus généralement, pour a > 0 : (In n)? =_o(n%

2.n_ = ofe"
n—+oo
Et plus généralement, poury >0:n% = o(e’")
—+00

De maniere équivalente e = (0] —1
q
n—+oo n

énéral nt, ry>0:e " = —
et plus généralement, poury >0:e n_}ﬂ)o(ﬂg)

3. Siy>0:(lnn)ﬁn = o(e™).

—+00

De maniére mnémotechnique, on peut retenir quesi @ >0 ety >0: (Inn)f < n® < e’

In(n)
— Oetne™” —
n3 n—+oo n—+0o

X Exemple.
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232 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

== Théoréme 25 - Equivalents usuels

Si (x,,) e €st une suite convergente vers 0.
1. In(l+x,) ~ x,
n—+oo

2. tan(x,) ~ Xxp
n—+

—

3. sin(x,) ~ X
n—+oo

%2

n

cos(x,) ~ letl-cos(x,) ~ —

n—+oo n—+oo 2

e ~ letefn-1 ~ x,
n—+oo n—+oo

PouraeR:1+x,)* ~ let(Q+x,)%-1 ~ ax,
n—+oo n—+oo

N g e

tan(x,) ~ xp
n—+

—

Ces résultats sont a connaitre par coeur!

X Exemple. Déterminer un équivalent simple de In(n + 1) —In(n), de (n+1) x sin
1 1

de tan (—) -
n) n

® Exemple. Si (x,),cn est une suite convergente vers 0, donner un équivalent simple de
arccos(x;,) et de arcsin(xy).

()

Terminons par un résultat de non existence de limite.

Théoréeme 26 — Limite de cos n, sinn ettann

Les suites (cosn)eN, (sinn)en et (tann),en n'ont pas de limite lorsque n — +oo
(elles sont divergentes de seconde espéce).

n) , .
n’'existe pas.

/A lim sin(n) n’existe pas, mais on ne peut pas en déduire que lim
n—+00 n—+oo n
sin(n)
— 0.
n—+oo

En effet, par encadrement, on montre que
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3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Calculer le terme général d'une suite récurrent usuelle.
& Suites arithmétiques.
& Suites géométriques.
& Suites arithémtico-géométriques.

& Suites récurrentes linéaires d’ordre deux.

w Calculer la limite d'une suite en la comparant a une suite usuelle a I’aide d’équivalents ou de
croissances comparées.

= Trouver un équivalent d’'une suite.
& Utiliser les équivalents usuels et les opérations sur les équivalents.

& Faire une conjecture et la prouver en revenant a la définition de deux suites équivalentes.
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4 Exercices

Suites usuelles

EXERCICE 1. Suite du type u,+ = f(u,)

On définit une suite (u,)pen par: up=1let uys =1+ —.
Un

2
1. Faire I’étude complete de la fonction f définie sur |0, +oo[ par: f(x) =1+ —.
X
On déterminera aussi ses éventuels points fixes.

2. Représenter sur le méme dessin 'allure de son graphe ainsi que les premiers termes de la
suite (u,). Que peut-on conjecturer?

3. On considere les suites extraites (V) neN €t (Wy) nen définies par: v, = uz, et wy, = Uzp+1.
Etudier leur monotonie.

4. Déterminer leur éventuelle limite.

5. Conclure sur la limite de (u,,).

EXERCICE 2. Opérations sur les suites convergentes

Etudier la limite des suites définies par :

1+(-1" 23" 2
l. up=—— 2. vp= 3. wp,=n“—ncos(n)+2
n 2n 4 3n
4. s 2"+ n 5. t,=n? (1)nxsin(n') 6. x n+ (D"
. = . =n°x|= ! . =
Y " 2 " n-In(nd)
an
7. Yn=— otaelR

EXERCICE 3. Changements de suite

. N . P . sun - 2
1. On consideére la suite (1), définie par up =0 et u,+; = TY pour tout n € N.
Un

(@) Montrer que (1) ,eN est bien définie et que u, > 1, pour n = 3. En déduire que la suite

u
(Vn) nen telle que v, = ”—1, est bien définie.
u —

n
(b) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique.

(c) Donner u; en fonction de n et calculer lim u,,.
Un
2u,+1°
(a) Montrer que cette suite est bien définie et que Vn e N, u,, > 0.

2. Soit (uy,) nen la suite définie par: vy >0 et U, =

1
(b) On définit une suite (v,) ,eN par : v, = —. Montrer qu’elle est bien définie et donner
Up
une relation de récurrence entre v, et vy,.

(c) Endéduirel’expression de u, en fonction de n, puisla nature de (u,) et son éventuelle
limite.
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EXERCICE 4. Produit de cosinus

n T
On pose, pourtout n=2: u, = l_[ cos (—k)
k=2 2

235

1. Montrer que la suite (u,) est monotone et convergente.

. (T . ) s
2. Onpose, pourtoutn =2: v, = u,sin (ﬁ) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

3. En déduire u, en fonction de n puis lim u,,.

EXERCICE 5. Calcul de u,, en fonction de n

Déterminer en fonction de n le terme u,, des suites réelles suivantes :

1. ug=10et uy+1 =u;y—3 2.
3. u;1=30etuy1=2u,+1 4,
5. up>0etu,1 =eyuy 6.
7. upg=1letuy =-=1D"u, 8.
9. up=1, 1 =0et up2=4uy1 —4uy, 10.
11. wup=0etuys2—2uys1 +5u,=0 12.

13. ug=1, uy =e*et uyio x (Up)* = (up+1)* 14.

Us =4 et e = V2uy,
Us=-2etup1 =—uUp+2
up=-letupy =—uy

up=1, 1 =2et uy1 =2u, +3u,1
up=1, uy =1etupi2 = Up+1 —Un
=1, uy=1letu,=uy_1+ Uy
up=letu,=nu,_;+n!

Comparaison des suites

EXERCICE 6. Equivalents et inégalités

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles telles que u,
n
Montrer que u, < v, a.p.c.r.. Généraliser.

EXERCICE 7. Calculs d’équivalents

—+00

Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de chacune des suites (u,,) définies par :

1. u,=n*-2n 2. up,=vn+Unn)?+sin(n) 3. u,=2"+n?
n+1
4, up,=vn+l++vn 5. up=vVn+l-+vn 6. un:sin( 2)
n
1 1 1
sin = 1-cos=)cos=
7. uUp=—" 8. un=( 1") L 9. u,=In(n+1 -In(n)
en—1 en? —1
n®+1

10. uy,=In(n+1)+In(n) 11. un:ln(
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236 CHAPITRE 8 : Compléments sur les suites

EXERCICE 8. v la constante d’Euler

On pose pour tout x €]0, +oo] :
1 1
¢(x)=—+In(x)-In(x+1) et yw(x)=——+In(x)-In(x+1).
X x+1

1. Etudier le signe des fonctions ¢ et v sur ]0, +ool.

2. En déduire la convergence de (1) ;=2 et (V) =2 définies par:

1 1 1
Uup=1+-+-+---+——-Inn)etv,=u,——
2 3 n n

n
1
3. Donner un équivalent de Z p lorsque n — +oo.
k=1

EXERCICE 9. Obtention d’'un équivalent par encadrement

1
1. Montrer que pour toutentier n=1,0na:2(vVr+1-yn) < 7 <2(vn-vn-1).
n
2. En déduire la limite et un équivalent lorsque n tend vers +oo de la suite (u,) ;-1 de terme
n
1

=3V

général : u, =

EXERCICE 10. Equivalent d’'une suite définie implicitement

Pour n =1, on note (E,) I'’équation: x —In(x) —n =0.
1. Montrer que (E,) admet une unique solution supérieure ou égale a 1, notée x,,.
2. Déterminer la limite de (x;,) ;>1.

3. Donner un équivalent de x,, quand n — +oco.
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238 CHAPITRE 9 : Limites et comparaison des fonctions numériques

On rappelle que R = R U {—o0, +00} = [—00, +00]

1 Limite en un point de R

1.1 Voisinages d’'un point de R

Définition 1 - Voisinage d’'un point de R

Si a € R, on appelle voisinage de a tout intervalle V fermé et centré en q, ie tout intervalle
dutype[a—6,a+d] oud > 0.

Remarquer que xp € V.

Définition 2 - Voisinage de +oo
| On appelle voisinage de +oo, tout intervalle V du type V = [A, +o0o[, avec A€ R. ]
On définit de méme les voisinages de —oo : tout intervalle V du type V =] — o0, A], avec A€ R.

Si P(x) est un prédicat dépendant de x, on peut donc définir le prédicat « P(x) est vrai au
voisinage de a» :

3V voisinage de a; Yx€ VNP, P(x)
Par exemple « f est strictement positive au voisinage de +oo » s’écrit :
JAER; Vx€[A, +oolnDy, f(x)>0
« f change de signe au voisinage de 1 » s’écrit :

36 >0, 30xy, x2) € (11-8,1+61n2/)%; flx1) x f(x2) <0

Proposition 3 - Intersection de voisinages

SiaeR etsiV; et V» sont deux voisinages de a, alors V; N V5 est encore un voisinage de a.
En particulier V1 N V5 # @.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



1 Limite en un point de R 239

1.2 Limite finie en un pointa € R

Soit f une fonction définie sur un intervalle I (donc I € %y); cet intervalle est supposé non vide
et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre dans 2¢).

===t Définition 4 — Limite finie en a

On dit que f admet ¢ € R pour limite en a lorsque :
Ve>0,36 >0; Vxela—-6,a+6InI, |f(x)-¥l<¢

Onle note )lci_I)I}Zf(x) =/, li}lnf = ¢ ou encore f(x) ;:Z/'

On préferera la notation f(x) — ¢ qui permet d’éviter de raisonner ou de calculer avec la limite
X—a
de f en a sans avoir prouvé auparavant son existence.

Dans cette définition, on peut remplacer | f(x) — | < € par | f (x) — ¢| < €, sans en changer le sens.

D’autre part | f(x) — ¢| < € signifie que f(x) € [¢ —¢€; ¢ + €]. On obtient donc une nouvelle écriture
de la définition :

VW voisinage de ¢,3V voisinagede a; VxeInV, f(x) e W

Théoreme 5 - Lien entre f(a) et chln}l f(x)

Siae@fetsif(x)):;[e]RalorSZ:f(a). ]

Dans ce cas f est continueen a; cette notion sera développée dans un autre chapitre.

/\ Siag Py, alors ¢ peut prendre toute valeur réelle.

® Exemple. Pour f:R* — R définie par f(x) = sin() vérifie :
fx) — 1 f(0) n’existe pas car 0 ¢ Dy
X—
et
f(x) = sin(1) = f(1) ley

/\ Pour le moment, si f: R* — IR, on n’a pas défini de notion de limite de f en 0 car R* n’est
pas un intervalle. Ce sera fait plus loin avec la notion de limite épointée.
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240 CHAPITRE 9 : Limites et comparaison des fonctions numériques

1.3 Limite infinie en un pointa € R

Soit f une fonction définie sur un intervalle I (donc I < %¢); cet intervalle est supposé non vide
et non réduit a un point.

On suppose que a ¢ Y etac 1: aestdoncunebornede I.

==t Définition 6 — Limite +oco en a

On dit que f admet +oco pour limite en a lorsque :
VBeR,36>0; Vxela-0,a+6InI, f(x)=B

On le note lim f(x) = +oo, lim f = +co ou encore f(x) — +oo.

De maniere équivalente :

VW voisinage de +o0o,3V voisinage de a; Vx € Vg, f(x) e W

1
X Exemple. Soit f : R} — R définie par f(x) = > alors f(x) — +00.
X—

_1 J
On définit aussi une limite —ocoen a :

VBeR,36>0; Vxela—-0,a+dInI, f(x)<B

1
X Exemple. Soit f : R* — R définie par f(x) = e alors f(x) — —oo.
X—
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1.4 Limite finie ou infinie en +oco

Soit f une fonction définie sur un intervalle I (donc I < %¢); cet intervalle est supposé non vide
et non réduit a un point.

On suppose que +oo est une borne de 1.

===l Définition 7 — Limite finie en +oco

On dit que f admet ¢ € R pour limite en +oo lorsque :

Ve>0,dAeR; Vxe[A +oo[n], |[f(x)-¥l|<¢

On le note xllllloof(x) =/, 1+1£f = ¢ ou encore f(x) o l.

De maniere équivalente :

VW voisinage de ¢,3V voisinage de +oo; VxeV, f(x) e W

===t Définition 8 — Limite +oo en +oco

On dit que f admet +oo pour limite en +oo lorsque :
VBeR,JA€R; Vxe[A +oo[N], f(x) =B

Onlenote lim f(x)= 400, lim f =400 ouencore f(x) — +oo.
X—+00 +00 X

—+00

De maniere équivalente :

VW voisinage de + 00,3V voisinagede +oo; VxeV, f(x)e W

On définit aussi une limite —oo en +o0o :

VBeR,3A€R; Vx€[A +ooln], f(x)<B

1
X Exemple. — — 0,e* — +ooet(-x?) — —oo.
x X—+00 X—+00 X—+00

De méme on définit :
e f(x) — ¥{si
X——00
Ve>0,dAeR; Vxel—o0,AlNT, |f(x)- ¥l <e¢

o f) — +oosi
VBER,3A€R; Vxel—oo, AlNI, f(x) =B

e f(x) T T si
VBeR,JAeR; Vx€]l—o0,AlN1, f(x)<B
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242 CHAPITRE 9 : Limites et comparaison des fonctions numériques

X Exemple.e® — 0,|x| — +ocoetx® — —oo.
X——00 X

——00 X——00

y=e

y=1xl

bl L

1.5 Propriétés des limites finies

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I (donc I € D et I < 9Dg); cet intervalle
est supposé non vide et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre dans 2 f
ou dans Pg).

Théoreme 9 — Unicité de la limite

I Si f aune limite finie ¢ en a, alors la valeur de ¢ est unique. ]
Théoréeme 10 — Limite finie et bornitude

I Si f a une limite finie ¢ en a, alors f est bornée au voisinage de a. ]

f est bornée au voisinage de a signifie qu'’il existe un réel M > 0 et un V voisinage de a tel que,
pourtoutxe VnlI,|f(x)| < M. Par exemple si a est un réel :

AM>0,36>0; Vxela-6,a+6]1nDys,|f(0)|I=M
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1 Limite en un point de R 243

Théoreme 11 - Stabilité des inégalités larges

Si f(x) ;:Z/ etg(x) — ¢, etsi f(x) < g(x) au voisinage de a, alors £ < ¢'.

/\ Apres passage a la limite, une inégalité stricte devient seulement une inégalité large.

1.6 Limites a droite, limites a gauche

Soit f une fonctions définie sur un intervalle I (donc I € 2y¢); cet intervalle est supposé non vide
et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre dans 2¢).

p==t Définition 12 — Limite a droite en a

Léventuelle limite £ € R de fij,,+00 €St appelée limite a droite de f en a.

Onlenote lim f(x) =/, lim f(x) =¢,lim f = ¢ ou encore f(x) — /.
x—a* >a a* x—a*

Si f(x) — £ etsi/ estfinie, on la note aussi f(a*) = ¢.
x—at

/\ Ne pas confondre f(a) qui est la valeur de f évaluée en a (pour a € Zy), et f(a*) qui est une
limite lorsque x — a* (et pour laquelle on peut avoir a ¢ 2y).

On définit de méme la limite a gauche de f en a comme étant la limite de la fonction fjj—cc,q4(-
Si elle est finie, on la note f(a™).

1 1
X Exemple. — — +ocoet — — —oo.
X x—0* X x—0"

X Exemple. Sine 7, alors |x] — net|x] — n—1.
x—nt X—=n

Il est clair que si f(x) = ¢ alors f(x) — fCet f(x) fpd L.
— x_,a+ —

g Définition 13 — Limite épointée en a

Si f admet une limite a droite et a gauche en a, et si celles-ci sont égales , cette valeur
commune est appelée limite épointée de a, notée lim f(x) = ¢ ou f(x) — €.

xX#a x#a

Cette notion sera particulierement utile pour définir le nombre dérivé d’'une fonction en tant
que limite (épointée) d'un taux de variation.

sin(x
()_}1'

X Exemple.

X x—0
x#0
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244 CHAPITRE 9 : Limites et comparaison des fonctions numériques

Différence entre limite et limite épointée.

» Sia¢ %y :lalimite épointée n’existe que siles limites a gauche et a droite en a coincident.
Dans ce cas, elle est égale a la limite.

* Siae 2y :onpeutavoir f(x) — ¢ etlalimite de f en a qui n'existe pas. Plus précisément
x#a

si ¢ = f(a) alors les deux limites sont égales, et si ¢ # f(a) alors f n’a pas de limite en a
(bien qu’elle ait méme limite a gauche et a droite en a).

— 1 _0
X Exemple. f(x) :{ rsias 2r=R

x+1six>0

Sur cet exemple f(07) =0# 1= f(0%). Pas de limite épointée en 0.

l1-xsix<1
X Exemple. f(x) = { relx Pr=R Surcetexemple f(x) — Oet f(x) — 0.
X— x—

e lo1six>1
x#1
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1 Limite en un point de R 245

x*six<0
X Exemple. f(x)={2six=0 2r=R
e*—1six>0

Sur cet exemple f(x) n'a pas de limite en 0, bien que f(x) — 0. Eneffet f(0) =2 #0.

x#0

1.7 Opérations sur les limites

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I (donc I € D et I < 9Dg); cet intervalle
est supposé non vide et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre dans 2 f
ou dans Pg).

1.7.1 Combinaison linéaire

===l Théoréme 14 - Somme de limites

Si f(x) o ¢ e R et gx) - ¢' € R, et si I'opération ¢ + ¢’ a un sens dans R alors
f(x)+g(x)xj;€+£’

/\ On rappelle que 'opération co — co est une forme indéterminée.

Théoréeme 15 — Multiplication par un réel

Si f(x) — ¢ € R etsi a est un réel non nul, alors a x f(x) o ax l
X—a -

On peut de méme énoncer un théoreme de différences de limites.
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246 CHAPITRE 9 : Limites et comparaison des fonctions numériques

1.7.2 Produit

p==et Théoréme 16 — Produit de limites

Si f(x) - ¢ eR et gx) - ¢ € R, et si l'opération ¢¢' a un sens dans R alors
f)xgx) — £xt'

A\ On rappelle que I'opération 0 x co est une forme indéterminée.

X Exemple. Déterminer Jim (x—In(x)).

1
X Exemple. Déterminer lim (— +ln(x)).
x—0t \/E

1.7.3 Passage al'inverse

===t Définition 17 — Notations ¢* et /~

Soit /€ R.

1. Lorsque f(x) o ¢ et f(x) > ¢ au voisinage de a, on le note f(x) - Vs

2. Lorsque f(x) - ¢ et f(x) < ¢ auvoisinage de a, on le note f(x) s /-

Théoréme 18 — Inverse d’'une limite

_ 1 — 1 1
Si f(x) — ¢ € R etsil’opération — a un sens dans R, alors — — —
f( ) x—a p Y4 f(x) x—a f

1 1
On a adopté les conventions suivantes : o +oo et 0" —00.

1 0 oo
/\ On rappelle que les opérations 00 et — sont des formes indéterminées.
(0. ¢]

On peut de méme énoncer un théoreme de quotient de limites.

D Exemple. Déterminer lim (Vx2+1-vx2-1).
X—+00
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1.7.4 Composition

p==d Théoréme 19 - Composition de limites

Soient f: I — Retg:]— Rtellesque f(I) < J.
Si f(x) — beRetp(t) — LR, alors p(f(x)) — ¢
x—a t—b x—a

En Terminale, ce résultat était utilisé sous le nom de « changement de variable ». On chercher
la limite de ¢(f(x)) lorsque x — a. Pour cela on introduit une nouvelle variable ¢ = f(x). On
détermine la limite de f(x) lorsque x — a; on la note b. On est donc ramené a déterminer la
limite de ¢(¢) lorsque t — b.

En particuliersiae R :
flx)y — ¢ = fla+h)— ¢
x—a h—0

On peut donc toujours se ramener a une limite en 0.

) . . VX?+x+1 . VXP+x+1
® Exemple. Déterminer lim ————— et lim —————.
X—+00 X X——00 X

S Exemple. Déterminer liI_P xe V¥
X—+00

> Exemple. Déterminer lim [In x|/ 10X,

x—0*

sin(2x
X Exemple. Déterminer lim ( ).
x—m/2 T—2X

On rappelle aussi le résultat suivant vu dans le chapitre sur les suites.

=t Théoreme 20 — Composition d'une fonction avec une suite

Soit f: I — R une fonction numérique définie sur un intervalle I et (1,) une suite réelle
telle que u, € I a.p.c.r.

i e € e € e
Si uy, A Ret f(x) o ¢ € R alors f(uy) e l

1.8 Existence de limites par inégalités

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I (donc I inclus dans 2, 9, et 9y,);
cet intervalle est supposé non vide et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre
dans Z¢ ou 94 ou Zp,).
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==t Théoreme 21 — Théoreme d’encadrement

Si f(x) = ¢ e R et h(x) s ¢ e R, etsi f(x) < g(x) < h(x) au voisinage de a, alors
gx) ):;[ eR

X
® Exemple. Déterminer lim u
X—+oo X
La difficulté de ce théoreme, c’est qu’il nécessite deux inégalités bien choisies pour pouvoir
conclure. Dans le cas ot on peut deviner la valeur de la limite cherchée, on utilise le résultat

suivant qui ne demande qu’'une seule inégalité, avec deux membres positifs.

Théoreme 22 - Théoreme de majoration de 'erreur

SiZeR,sig(x) — Oetsi | f(x) - ¢| < g(x) au voisinage de a, alors f(x) —

QS . . . X+sinx
Exemple. Déterminer lim ———.
X—+00 X

In(x? -1
X Exemple. Déterminer lim ¥
x—+oo In(x+1)

Corollaire 23 — Produit d'une fonction bornée et d’'une fonction qui tend vers 0

Si f est bornée au voisinage de a et si g(x) - 0, alors f(x) x g(x) = 0

1
X Exemple. Déterminer 1in}) Xxcos (—)
X— X

Pour une limite infinie une seule inégalité suffit.

Théoréme 24 — Théoréme de minoration

Si f(x) o tooet si f(x) < g(x) au voisinage de a, alors g(x) 3t

X Exemple. Déterminer lim (x*+ xsin(x)).
X—+00

Théoreme 25 - Théoreme de majoration

Si g(x) o —ooet si f(x) < g(x) au voisinage de a, alors f(x) ey

1y 1
X Exemple. Déterminer lim cos (—) -—.
x—07 X X
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1.9 Limites des fonctions monotones

Soient —oo < a < b < +oo et f une fonction définie sur ]a, b|.

==t Théoreme 26 — Théoreme de la limite monotone pour une fonction croissante [

On suppose que f est croissante sur ]a, b[. Alors lim_f(x) et hm f(x) existent.
x—at

Plus précisément :
e si f est majorée sur [ alors hm f(x) estfinieet Vx€la, b, f(x)< f(b7)

x—>
si f n’est pas majorée sur I, alors f(x) — +00
b

e si f est minorée sur I alors lim f(x) estfinieet Vx €la, bl, f(x) = f(a™)

si f n’est pas minorée sur 1, alors flx) — —o0

x—at
3 £
2 £
1 4
ES) Exemple. La figure ci-contre donne /
un exemple d'un fonction croissante sur } | | | |
] — 2,3[ majorée mais non minorée : -3 -2 /4 1 2 3
x) — -—oo et 37)=2 _1 4+
f( )x—»(—2)+ 37 1
_2 —_+
_3 —_+
_4 <4

ped Théoréme 27 — Théoréme de la limite monotone pour une fonction décroissante [

On suppose que f est décroissante sur ]a, b[. Alors hm f(x) et hm f(x) existent. Plus
x—a*

précisément :
e si f est minorée sur I alors hm f(x) estfinieet Vx€la, b, f(x)= f(b")

si f n’est pas minorée sur 1, alors f(x) fardincs

* si f estmajorée sur I alors lim f(x) estfinie et Vx€]a, b, f(x) < fla*)
x—a*

si f n’est pas majorée sur I, alors f(x) — +oo0
x—at
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3 £
2 4
X Exemple. La figure ci-contre donne \
un exemple d'une fonction décroissante : % | | |
sur | — 3,2[ majorée mais non minorée : -4 -3 -2 -1 1 2
fi=3)"H=2 et f— -0 -1+
xX—2
_2 £
_3 £
_4 L

=i Corollaire 28 — Existence des limites a droite/gauche et monotonie

Si f est monotone sur un intervalle I alors en tout a € I qui n'est pas une borne de I,

lim f(x)et lim f(x) existent.
Xx—a x—a*

De plus,ona:

e si f croissante:

xllrzl_ fx) = fl@ = lim f(x)
e si f décroissante:
lim f(x) = fla) = xllrgf fx)

1.10 Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

Soient I un intervalle supposé non vide et non réduit a un point et f : I — C une fonction
définie sur I et a valeurs complexes.

X Exemple. f : R — C définie par f(x) = Tt

x—1i
D Exemple. f: R — C définie par f(x) = e* = cos(x) + i sin(x)

On lui aussi les fonctions parties réelles et imaginaires, notées Re(f) : [ — RetIm(f): I — R
définies par, pour tout x € I :

Re(f)(x) =Re(f(0) et Im(Hx) =Im(f(x)
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Ce sont toutes les deux des fonctions a valeurs réelles.

==l Définition 29 — Fonction bornée

Une fonction f: I — C est dite bornée sur I lorsqu’il existe un réel M > 0 tel que :

vxel, |f)|=M

/\ Les notions de majoration, minoration et monotonie ne se généralisent pas aux fonctions a
valeurs complexes.

=== Proposition 30 — Lien avec les parties réelles et imaginaires

Soit f: I — C une fonction a valeur complexe. Alors :

f estbornée sur I < Re(f) et Im(f) sont bornées sur

Dans la suite, on suppose que a € I ou que a est une borne de I.

== Définition 31 — Limite finieen a € R

On dit f a pour limite ¢ € C en a lorsque:
Ve > 0,3V voisinage de a; Vx €V, |f(x) - €| <¢

Onlenote f(x) — ¢
X—a

Onadonc:

f) — ¢ dansC < |f(x)-¢|]—0 dansR
X—a X—a

Théoréme 32 - Limite finie et bornitude

Si f(x) o ¢ € C, alors f est bornée au voisinage de a.

== Proposition 33 - Lien avec les parties réelles et imaginaires

Soient f: I — C une fonction a valeur complexe et £ un nombre complexe. Alors :

f@—t = ( Re(f(x) — Re(¢) et Im(f(x)) — Im(¢) )
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Corollaire 34 - Lien avec le module et la conjugaison

On suppose que f(x) xj;/ e C. Onalors f(x) xj‘»jet |fx0 s |¢]

Soient f, g: I — C deux fonctions a valeurs complexes.

=t Théoreme 35 - Opérations sur les limites

On suppose que f(x) o lteCetg(x) - ¢' e C.Alors:
L. f(x)+g(x)xj;€+£’
2. f(x) xg(x)x?;/xé’

3.sil#0 1 1
) ’ f(x)x—»a[

) . . ix . 2
£S5 Exemple. Déterminer lim —— et lim e **'¥
xX—+oo x — | X—+00

2 Comparaison de fonctions

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I (donc I € D¢ et I < 9Dg); cet intervalle
est supposé non vide et non réduit a un point.

On suppose que a € I : a est un point de I ou une borne de I (donc a peut ne pas étre
dans 9¢ ou dans Yg).

On va définir plusieurs notions permettant de comparer la fonction f a la fonction g
au voisinage de a.

2.1 Fonctions équivalentes

La définition est similaire a celle de deux suites équivalentes. Pour simplifier les définitions, on
supposera toujours qu'’il existe V voisinage de a tel que g ne s’annule pas sur V'\{a}.

== Définition 36 — Fonctions équivalentes

f

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a lorsque : % — 1.
8\ e

On le note f(x) o gx)

> Exemple. Montrer que x° + x + 21n(x) Ml x

—+00

X Exemple. Montrer que VX2 + x ety X+x ~ -x
o0

—+ X——00
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> Exemple. Montrer que x° + x + 21n(x) o 2In(x)
X—

> Exemple. Montrer que Vv x2 + x o VX
X—

On peut aussi facilement étendre cette définition au cas a € I mais f et g sont seulement
définies sur I\{a}.

1 1
> Exemple. Montrer que x + — ~ —
X x—=0 X

s Proposition 37 — Propriétés de la relation ~

On se donne trois fonctions f, g et h définies sur I et vérifiant les hypotheses ad hoc.

1. Transitivité. f(x) o glx) et g S h(x) donnent f(x)x~ h(x)

— X0

2. Symétrie. f(x) S glx) = gk T f(x)
3. Réflexivité. f(x) o fx)

Autrement dit, la relation ~ vérifie les propriétés d'une relation d’équivalence.

La propriété de symétrie donne que si f est équivalente a g au voisinage de a, alors g est
équivalente a f au voisinage de a : on peut donc aussi dire que f et g sont équivalentes
au voisinage de a.

2.2 Propriétés conservées par équivalence

On se donne deux fonctions f et g définies sur I et vérifiant les hypotheses ad hoc.

Théoréme 38 — Equivalence et signe

Si f(x) ~ g(x),alors f et g sont de méme signe au sens strict au voisinage de a.
X—a

On suppose toujours qu’il existe V voisinage de a tel que g ne s’annule pas sur V\{a};
le théoreme précédent nous apprend qu’il en est de méme pour f.

X Exemple. Montrer que lim (x-x*+x°)=0"
X—0+F

==t Théoréme 39 - Equivalence et limite

1. Si f(x) x:ag(x) et )lci_lgg(x):éeﬁ, alors lim f(x)=/¢

X—a

2. Onauneréciproque dansle cas particulier € R* : si 1161_1)121 f(x)=¢ alors f(x) e 14

—a
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Les second point nous apprend que les équivalents seront triviaux pour une fonction qui a une
limite finie non nulle. Il faudra utiliser des techniques plus compliquées lorsque la fonction tend
vers 0 ou vers too.

A\ Ecrire f(x) ~ Oou f(x) ~ +oon’aaucun sens.
X—a X—a

X Exemple. Déterminer lim (x—x*+In(x))
—T00

1
N Exemple. Déterminer li%l (ln(x) + —)
x—0* X

> Exemple. Montrer que x> +x+1 ~ 1

x—0

2.3 Opérations sur les équivalents

On se donne des fonctions f1, g1, f> et g» définies sur I, et vérifiant les hypotheéses ad hoc.

== Proposition 40 — Regles de calcul pour la relation ~

1. Valeur absolue. fi(x) 2.8 (x) donne |fi(x)] i |g1(x)]
2. Produit. fi(x) ~ gi(x)etfo(x) ~ g2(x) donnent fi(x)xf2(x) ~ 81(x)xg2(x)
3. Puissance. PourtoutpelN, fi(x) .8 (x) donne fi(x)? .8 (x)?
Plus généralement, pour touta e R.:  fi(x)* a8 (x)“
1
A x=a g1(x)

4. Inverse. Si fi(x) e gi(x) alors

hx) — g1l)
fo(x) x—a go(x)

5. Quotient. Si fj(x) S g1(x) et fo(x) i g (x) alors

/\ Par contre il n’est en général pas possible de faire les opérations suivantes.

e Somme. fi(x) 8 (x) et fo(x) e g2(x) ne donnent pas fi(x) + f2(x) T g1(x) + g2(x)

+ Composition par une fonction. Si & est une fonction, f(x) a8 (x) ne donne pas
ho fi(x) a ho gy (x)
En particulier f; (x) ., 81(x) ne donne ni e1™ ey e8'™ niln(f(x) i In (g (%))
Mais attention, on peut composer par les fonctions x — | x| et x — x% : ce sont les seuls
cas possibles dans le programme de PCSI.

 Puissance dépendante de x. f(x) .8 (x) ne donne pas fi (x)*™ .8 (x) )

Ces opérations sont fausses en général et on peut facilement trouver des contre-exemples. Mais

tres souvent, elles donneraient le bon résultat; on peut donc faire une conjecture et ensuite la

5 PP (x)
prouver en revenant a la définition ie vérifier que f—) — L
x#a
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X Exemple. Montrer que In(x +1) e In(x) et que In(x + 1) ~o X
00 Xx—

—+

N Exemple. Montrer que In(x + 1) +In(x) o 2In(x)

—+

/\ Ne pas oublier les constantes multiplicatives dans les équivalents. Par exemple f(x) o 2x
X—
ne donne pas f(x) ~0t le facteur 2 a son importance.
X—

Dans le résultat suivant, il ne faut pas confondre composition avec substitution.

Théoreme 41 - Substitution dans un équivalent

On suppose que f(x) o g(x).

1. Par une fonction. On suppose qu'on a une fonction x : t — x(f) telle que
ltimx(t) =a. Alors:
—T

fx0) ~ g(x(n)

2. Par une suite. On suppose qu’'on dispose d’une suite réelle (u,),en de limite a :

lim u,=a.Alors:
n—+oo

Dans le premier cas on a substitué x(f) a x et dans le second cas on a substitué u, a x.
En pratique on dirait « on pose x = x(f) » ou « on pose x = Uy, ».

1
X Exemple. Montrer que In (1 + ;) ~ —In(?)

t—0t

X Exemple. Montrer que In(n? + 1) ot 2In(n)

2.4 Equivalents usuels

Soit P est une fonction polynome d’expression P(x) = a;x7 + a1 x4 oy apxP, ou p, q sont
deux entiers naturels tels que p = g. On suppose aussi que aq # 0 et a, # 0.

p==d Théoréme 42 — Equivalent et polynémes

Ona:

e en+oo: P(x) ~ apxP (terme de plus haut degré)
- X—+00

e enl: P(x) o aqx" (terme de plus bas degré).
X—

Vx3+x

VaZ+x

QN Exemple. Déterminer un équivalent de lorsque x — 400
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== Théoréme 43 — Equivalents usuels en 0

1. In(l+x) ~ x
x—0

2. tan(x) ~ x
x—0

3. sin(x) ~ x
x—0

—

2

X
4, cos(x) ~ 1 et 1-cos(x) ~ —
x—0 x—0 2

5. e ~1 et ef-1 ~ x

x—0 x—0
6. PouraeRtelquea#0: (1+x)* ~01 et (1+x)%-1 0 8%
X— X—
X
En particulier: v1+x-1 ~03
X—

N

arctan(x) ~ x
x—0

Ces résultats sont a connaitre par coeur!

. P . (1
X Exemple. Déterminer un équivalent de vV/x3 + x x sin (—) lorsque x — +oo0
X

Q. Exemple. Déterminer un équivalent de v/In(1 + x2) lorsque x — 0

QX Exemple. Déterminer un équivalent de In(1 + x + x2) lorsque x — 0

. P . /1
> Exemple. Déterminer un équivalent de arcsin(x), arccos(x) et 3 arccos(x) lorsque x — 0

2.5 Notations de Landau

Comme dans les paragraphes précédents, f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle
I, a est un point adhérent a I, et on suppose qu'il existe V voisinage de a tel que g ne s’annule
pas sur V\{a}.

== Définition 44 — Fonction négligeable

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a lorsque % —0

x#a

Onle note f(x) = o (g(x)), etonlelit« f(x) est un petit o de g(x) lorsque x — a».

—
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===t Définition 45 — Fonction dominée

On dit que f est dominée par g au voisinage de a lorsque la fonction ! est bornée au voisi-

nage de a ie:

dM > 0;3V voisinage de a; Vx € (V\{a}) NI, ‘{;(x) ' <M

(x)

Onlenote f(x) = O (g(x)), etonlelit« f(x) est un grand O de g(x) lorsque x — a».

—

On peut aussi définir f(x) = O(g)etflx) = 0O(gx).

—a- —a

En particulier, on peut retenir que :

fx) x:ao(l) = f(x) EO

—
x#a

etque:

fx) o O (1) < lafonction f est bornée sur un voisinage de a

Proposition 46 - Lien entre «le petit o » et «le grand o »

Sif(x) = 0(g(x)) alors f(x) =0 (g(x). ]

— —

Par exemple si f(x) =0 (x) alors f(x) = O (x). On peut revenir dans 'autre sens en perdant
X X—

—

de la précision.

X Exemple. Montrer que si f(x) =,0 (x*) alors f(x) =, 0 ).
X X—

—

== Théoréme 47 - Lien entre la relation ~ et «le petit o »

Ona:
&) ~ 800 <= f(x)=gx)+0x-a(8()

—

La notation f(x) = g(x) + 0x—4(g(x)) signifie simplement que f(x) — g(x) =0 (g(x).
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On en déduit une méthode simple pour trouver une fonction équivalente a une somme.

p==d Corollaire 48 - Equivalent d'une somme

Ona:
[ +gx) ~ gx) = fx) = o(gx)

—

Dans un somme, un équivalent est donc donné par le terme « prépondérant » (s’il en existe un).

> Exemple. Donner un équivalent de x + In(x) et de x +1In(1 + x) lorsque x — 0.

= Proposition 49 — Regles de calcul pour «le petit o »

On se donne des fonctions fi, g1, 11, f>, g2 vérifiant les hypothéses ad hoc.
1. Transitivité.
[ = o(g1(x) et gi(x) = o(m(x)) donne fi(x) = o(hi(x)

—

2. Produit.
) = o(g1x) et fox) = o(g(x) donne A()xfolx) = o0(g1(x)x g (x)

— — —

3. Somme.
[0 = o) et gix) = o(l(x) donne fi(x)+gx) = o(h(x)

—

4. Multiplication par une constante.
hx) = 0 (g1(x)) donne VAeR,Ax fi(x) =0 (g1(x)

— —

5. Multiplication par une fonction.
[ = o(g1(x)) donne fi(x)xm(x) = o(g(x)xh(x))

— —

6. Substitution par une fonction équivalente.
[ = o(g1®) et gi(®) ~ m(x) donne fi(x) = o(h(x)

On a des regles de calcul similaires pour le « grand O ».

> Exemple. Trouver un équivalent en 0 de sin(x) + 1 — cos(x).
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2.6 Croissances comparées

Les croissances comparées peuvent s’exprimer avec les notations de Landau.

=4 Théoreme 50 — Croissances comparées

On se donne trois réels a, S et y.

1
1. Poura>0:(lnx)ﬁx = o(x%) et [Inx|? = 0(—).
o0 X

— 4 -0t xa

. _ YXx _ -YXx
2. Poury>0:x* = ofe") et |xI* = ofe™)

X—+00

3. Pour)/>0:(lnx)'6x = ofe™).

—+00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance <« exp

1 3
X Exemple. Calculer lim ﬂ
=00 (1 + 1)

X Exemple. Calculer lim xe .
X—+00

3 Développements limités

On notera souvent f(x) = g(x) + 0x—4(h(x)) lorsque f(x) — g(x) =0 (h(x)).

—

On a la caractérisation suivante.

== Lemme 51 — Caractérisation de f(x) = g(x) + 0x—4(h(x))

f(x) = g(x) + 0x—qa(h(x)
<= 3¢ fonction définie sur un voisinage V de a telle que :

(Vx €V, f(x) = g(x) +e(x) x h(x) ) et lim £(x) =0

Important. Ce résultat permet de remplacer I'écriture  f(x) = g(x) + 0x—q4(h(x)) quiesta
manipuler avec beaucoup de précautions, parl'identité VxeV, f(x) = g(x)+&(x) x h(x) qui
est une vraie égalité, et qu'on peut donc manipuler sans probleme.
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3.1 Développement limité d’ordre 72 en un point a € R

n est un entier naturel, f est une fonction définie sur un intervalle I et a est un point
adhérenta I.

==t Définition 52 — Développement limité d’ordre 7 en un point a € R

On dit que f admet un développement limité d'ordre n en a, lorsqu’il existe des réels
Ao A1, ..., Ap telsque:

f(x) Ao+ A1(x—a) + Aa(x— @+ + Ap(x — @" + 0x—q((x — @)")

Y M-  + 0 o((x—a)")
k=0

En abrégé on dit que f admetun DL,(a).

Dans 'écriture f(x) = Ao+ A1 (x—a)+ A (x— a’+- -+ A, (x—a)"+ ox_,a((x— a)”), chaque terme
est négligeable par rapport au précédent.

Le polyndme x — Ao+ A1(x — a) + A2 (x — @)® +--- + A, (x — @)" est appelé partie réguliere du
DL,(a)de f.

D Exemple. f admetun DLy (a) delaforme f(x) = Ag+0x—4(1) si, et seulement si, f(x) - Ao.

X#a

1
X Exemple. 5" T+ X+ X2 4+ X"+ 0,0(x™).

D Exemple. Soit f:x— Ao+ A1x+ Aax? +-- + ApxP une fonction polynomiale de degré p.
Pour tout n € N elle admet un DL, (0) obtenu en tronquant a l'ordre n :

00 = Ao+ Mx+Aox* + -+ ApxP + 0,o(x™) sinzp
Ao+ M X+ Aox2 + o+ A X+ 0g—o(x™)  sin<p

Si a est un point intérieur a I, et si f est définie seulement sur /\{a}, on peut définir son DL, (a)
de la méme maniere.

IMPORTANT. Souvent on se ramenera un DL,(0) en posant g(h) = f(a + h)
ie f(x) =g(x—a).

En effet, f admet un DL,(a) si et seulement si g admet un DL,(0), et les coefficients sont les
mémes dans les deux développements. Autrement dit :

FO =L+ (x— @) +Aa(x— @)+ + Ap(x = @" + 0x—a((x— @)")
= g =A+Ah+Ah*+--+ A, h" + 0p—o(h")
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Dans la définition suivante, n est encore un entier naturel et f est une fonction définie sur un
intervalle I du type [A, +ool.

==t Définition 53 — Développement limité d’ordre 7 en +oco

On dit que f admet un développement limité d’'ordre n en +oo (en abrégé DL, (+o0)), lors-
qu’il existe des réels Ay ,11, ..., A, tels que :

M An 1) & A 1
f(X):/10+7+?+-"+ﬁ+0x—>+oo(ﬁ)zkzzog-i'ox—*oo(ﬁ)

On peut définir de la méme maniere un DL, (—oco) de f.

1 1
IMPORTANT. Souvent, on se rameénera a un DI[,,(0*) en posant g(h) = f (ﬁ)’ ief(x)=g (;)

Alors f admet un DL, (+00) si et seulement si g admet un DL, (0%), et les coefficients sont les
mémes dans les deux développements. Autrement dit :

M A An 1
f(x):A0+7+;+---+F+ox_.+oo(ﬁ)
= g =Ao+Ah+ 2k + -+ A, h" + 0pp—g+ (R")

Si on cherche un DL, (—o0) de f, on utilise de méme un DL, (07) de g.

3.2 Propriétés générales des développements limités

Dans ce paragraphe, f est une fonction vérifiant les hypotheses ad hoc pour 'existence d'un
DL,(0).

Théoreme 54 — Unicité
| Si f admet un DL,(0), celui-ci est unique. ]

Corollaire 55 — Cas d’'une fonction paire ou impaire

Si f admet un DL, (0) et si f est paire, alors la partie réguliére de f ne contient que des
termes d’exposants pairs.

De méme si f admet un DL,(0) et si f est impaire, alors la partie réguliere de f ne contient que
des termes d’exposants impairs.

Soit f:x— Ao+ A1 x+ Ao Xx? + -+ ApxP une fonction polynomiale de degré p. Pour tout n € N,
on appelle troncature de f a l'ordre n la fonction notée T, (f) :

A+ x+Ax%+--+ A, x"sin<p

Th(f):x—
():x {f(x)sin2p+1
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T,,(f)(x) est obtenu en ne gardant que les puissances de x plus petites que n;si n = p+1 on
garde toutes les puissances et I'expression de f(x) est inchangée.

gl Théoréeme 56 — Troncature d'un DL, (0)

On suppose que f admetun DL, (0): f(x) = Ao+ A1 x+ Apx? + -+ + A, X" + 040 (x").
Alors pour tout entier naturel p € [0,n], f admet un DL,(0) obtenu en tronquant son
DL,0)alordre p:

) = Ao+ M x+ DX + -+ + ApxP + 0x_g(x")

Théoréme 57 — DL et limite

Sif(x) = Ao+ A1x+A2x% + -+ Apx + 0x(x), alors f(x) — Ao.
x#0

Les premiers termes d'un développement limité peuvent étre nuls. En numérotant a partir de
I'indice 0 le premier terme non nul, on obtient la forme normalisée d'un développement limité :

flx) = x”(ﬂto FA X+ A+ Ay x "+ ox_,o(x”))

avec . Attention, c’est un développement limité a I'ordre n + p.

Théoreme 58 — DL et équivalent

Si f(x) = x”(ﬂto A x+Aox% 4+ A X"+ ox_,o(x”)) avec , alors f(x) o AoxP.

Un développement limité peut donc étre utilisé pour trouver le signe local d'une fonction.

3.3 Développements limités usuels en 0

» Exponentielle. Pour tout n € N, onale DL,(0) dee* :

B X x" "
e’ = l+x+—+=++—+0x-0(x"
2 3 n!
n ..k
— X n
= ZF'FO)C_,O()C)
k=0

X Exemple. e* =e+e(x—1)+ g(x— 1+ g(x— 1)+ 04— ((x - 1)3).
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e Logarithme. Pour tout n € N*, onale DL,(0) de In(1+ x) :

2 3 xn
In1+x) = x— "%+ + -+ (D" +0,o(x")
2 3 n
n xk
= Y D'+ 0y (x")
k=1 k
© i (x-1)?

X Exemple. In(1+x) = x— Srg 0x—o(x®) et In(x)=(x-1)-

e Puissance. Pour tout ne N*, onale DL,,(0) de (1 +x)%:

ala-1) , ala-1(a-2) ;4
x°+ X+

(1+x)% = l+ax+ 3l

ala—D(a-2)x---x(@a—n+1

L ala—1)( )X' x ( )x"+0x—>o(x”)
n!
“ala-D(a@—-2)x---x(@—k+1) ;

= 1+Z=: i X"+ 0x—o(x")
D Exemple. VT+x=1+2 x2+o (x?) et L X3, (x?)
ple. =145 - torg == 1m gt gt omolx),

I faut connaitre le cas particulier suivant, pour ¢ = —1:

l+x L=x+x° =X+ + (=1)"x" + 050 (x")

Z( D xF + 05—0(x")

k=0

e Arctan. Pour tout n € N, onale DL,,.1(0) de arctan(x) :

3 n
X -1
arctan(x) = x—_+...+Lx2n+1+Ox_>0(x2n+1)
3 2n+1
L (= Dk 2k+1 2n+1
= + 05—l X
Z’Zk+1 x—o( )

3
x
X Exemple. arctan(x) = x — 3" 0x—0(x*)
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e Sinus. Pour tout n€ N, on ale DL,;,1(0) de sin(x) :

3 .5 2n+1 -
sin(x) = xX——+—+-+(=1)"———+0,_o(x*""
) 31 5 D G T o)
n B x2k+1 onil
= 1) ——— + 0y (x"
,;_0( T TRTTRACSUIC
3
D Exemple. sin(x) = x — 5+ 0x—o(x?).
e Cosinus. Pour tout n € N, on ale DL,,(0) de cos(x) :
2 4 2n ,
cos(x) = 1—-—+—+---+(-D" + 0x—o(x"
(x) SR ()(Zn)! =0 (X7
n e x2k ,
= -1 + 0x—p(x°"
;é)( TR o(x°")

2

1 2
X Exemple. cos(x) =1- x? +0x—0(x*) et sin(x)=1- 3 (X— g) +t0xz ( (x- %)3)

« Tangente. Il faut seulement connaitre le DL3(0) de tan(x) :

3
X 3
tan(x) = x + 3t 0x—0(x")

3.4 Opérations sur les développements limités

On suppose que les fonctions f et g toutes deux un DL,(0) :

(X) = Ao+ A X+ Aox? + -+ A X"+ 0,0 (x") et g(x) = po+ 1 X+ Pa X2 + -+ Ly X" + 04 (x™)
§

pmed Théoréme 59 - Combinaison linéaire de développements limités

Pour tout réels a et §, la fonction a. f + f.g admet un DL, (0) :

a.f()+B.gx) =Y (@i +B.pr) x* + 0yo(x")
k=0

Noter que pour obtenir un DL, (0), on part de deux DL, (0) : 'ordre est conservé.

2 .3
x
D Exemple. 1 - cos(x) —sin(x) = —x + StE T 0x—o(x°)
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i
By

N =

X Exemple. cos(x) =

X Exemple. /x =2+ g(x—Z) — g(x—Z)2 +0x—2((x—2)?)

g Théoréme 60 — Produit de développements limités

La fonction f x g admetun DL,(0) :

+0x—0(x")

fx) x g(x) =Ty, [(Z Akxk) x (Z ,ukxk)
k=0 k=0 |

a déve]opper

Noter que pour obtenir un DL,;(0), on part de deux DL, (0) : 'ordre est conservé.

e” » X 3
=1+———+0x-0(x
1+x 2 "5 Toolr)

X Exemple.

4
X Exemple. cos(x)cosh(x) =1 - % + ox_,o(x4)

Pour simplifier les calculs, on peut remarquer que multiplier un DL,(0) par x donneun DL,;(0) :

F) = Ao+ A X+ Ao X+ -+ A, X +0,_0(x") devient x.f(x) :0on+/11x2+/12x3+---+7Lnx”+1+ox_,o(x”+1)
x—>

En mettant les développements limités sous forme normalisée, on peut donc prévoir au mieux
les différentes ordres a utiliser pour les calculs.

2 .3
X x
D Exemple. In(1+x) xe* = x+ STt 0x—o(x°)

x xt
X Exemple. In(1 + x) x (1 - cos(x)) = > T 0x—o(x?)

De méme diviser par x transforme un DL, (0) en DL,;,_;(0).

. 2
sin(x) —1- % + oxﬁo(xs)

X Exemple.
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ped Théoréme 61 — Substitution dans un développement limité

.Sig(x)—0,0ona:
x—0

F(8(0) = Ao+ 118(x) + Aag(0)* + -+ + 1, g(0)" + 0(g(0)") + 0x—0(g(0)")

g(x) — 0 signifie ici que py =0.
X—

Si g(x) est une puissance entiére de x, on obtient un développement limité en 0 de f(g(x)).

1 x*  3x*
X Exemple. = Ittt 0x—o(x?)

V1-—x2 x—0 2

On peut aussi utiliser le DL,(0) de g(x) pour obtenir un DL,(0) de f(g(x)) : on dit qu'on a
composéles développements limités.

3x2 7x8
N Exemple. e =1+ x+ >t t 0x—o(x°)

4 6
x x
D Exemple. In(1+ x* + x3) = x>+ x° - 5 x° - 5+ 0x—o(x°)

2 X3
X Exemple. In(1 +sinx) = x — STt 0x—o(x°)

2
x
X Exemple. \/cosx=1- =+ 0x—o(x?)

3ex? 13ex3

D Exemple. /09 =e—ex + - 5t 0x—o(x3)
2x  3V2x?
X Exemple. V1+e* =2+ \/_T + \g; +0x—0(x?)
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Théoreme 62 - Inverse d’'un développement limité

1

1
Si 1in(1) f(x) #0alors ? aun DL,(0) obtenu par composition avec celui de u —
X—

1+u’

liH(l) f(x) # 0 signifie ici que Ag # 0.
X—

On commence le calcul ainsi :

1 1
X Exemple. ==
1+e* 2

1 X
N Exemple. =1+ + = +0,_0(x*
P COS X 2 24 x=0(x")

On peut alors calculer le développement limité d'un quotient.

Théoréme 63 — Quotient de développements limités

f

1
Si 1in% g(x) #0 alors § aun DL, (0) obtenu par produit de f avec g
X—

Noter que pour obtenir un DL, (0), on part de deux DL, (0) : 'ordre est conservé.

/\ On peut aussi diviser par une puissance de x (bien que dans ce cas liH(l) g(x) =0), mais l'ordre
X—

n’est pas conservé.

X 2x° 5
D> Exemple. tanx = x + Y + = + 0y—0(x°)

En utilisant les formes normalisées, on peut ajuster au mieux les ordres des développements

limités.

In(1+x)—x 2 5x?
N E le. ————— =—14+=-Xx——+0,_0(x?
xemple. cosh(0) 1 3x 2 0x—0(x%)
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On rappelle qu’on dit que la fonction f est de classe C! sur I'intervalle I lorsque f est dérivable
sur I et f’ est continue sur 1.

pued Théoréme 64 — Primitivation d'un développement limité

On suppose que f est de classe C! sur I et que f’ admet un DL, (0) :
FlxX) =M+ M x+Aax + -+ A x" + 0, 0(x™)

Alors f admet un DL, (0) obtenu en primitivant terme a terme :

x2 x3 n+1
f(x):f(0)+7Lox+7Ll?+7Lg?+---+/lnn+1

n+l)

+0x_0(x

/\ Ne pas oublier le terme f(0)!
N Exemple. Retrouver le DL, (0) de In(1 + x).
D Exemple. Retrouver le DL, (0) de arctan(x).

X Exemple. Déterminer le DL;(0) de arccos(x).

3.5 Applications des développements limites
3.5.1 Calculs de limites

Pour calculer une limite, on commence par essayer les opérations sur les limites.

Si on tombe sur une (ou des) forme(s) indéterminée(s), on doit alors utiliser les notions de ce
chapitre :

 pour les termes construits a partir d'addition et de composition, on utilise les DL pour en
trouver un équivalent;

e pour les termes construits a partir de produits et de quotients, on peut travailler
directement avec les équivalents.

Vi+tx—-v1-x
> Exemple. Montrer que > —1
ex _ ex x—0

tan(2x) — 2 tan(x)
sin(2x) —2sin(x) x—o0

> Exemple. Montrer que

D Exemple. Montrer que (i— L ) g
pee- uelz tan(x)? ) x—0 3

1

1 X
D E le. Mont ( (—)) — —
xemp €. ontrer que COS X oo \/E
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3.5.2 Etude d’extremums

== Proposition 65— DL et extremums

Soit f une fonction admettant un développement limité al'ordre2 en a :
f0) =co+ci(x—a)+c2(x — ) + 0y—q((x — @)%)

1. Si f admet un extremum local en a alors ¢; = 0.
2.(a) Sicp =0etcp>0,alors f admet un minimum local en a.

(b) Sic;=0etcp <0, alors f admet un maximum local en a.

A\ Si ¢; = ¢, =0, on ne peut pas conclure sans augmenter ’ordre du DL.

sinh(x) .
X Exemple. La fonction f : [0,n7[— R définie par f(x) = sin(x) six70 admet un
1 six=0

minimum local en 0.

3.5.3 Ftude de droites asymptotes

Asymptotes verticales en un point. Si a € R et f(x) o *oo alors la droite d’équation x = a est
asymptote a la courbe de f au voisinage de a.

Asymptotes horizontales en +oo. Si f(x) - ¢ € R alors la droite d’équation y = ¢ est
X—+00
asymptote a la courbe de f au voisinage de +oo. On ala méme chose en —oo.

Asymptotes obliques en +oo. Si (1, 1) € R? et f(x) - A.x—pu N 0 alors la droite d’équation
¥y = Ax + u est asymptote a la courbe de f au voisinage de +oo.

Lobtention d'une écriture de la forme:
fX)=Ax+ p+ 03— 100(1)

permet de conclure que la droite d’équation y = Ax + p est asymptote a la courbe de f en +oo
(noter que ce n’est pas un développement limité; on I'appelle développement asymtptotique).

De plus, I'étude du signe du o(1) (obtenue en continuant le développement asymptotique)
permet de positionner localement la courbe par rapport a cette asymptote.

On a la méme chose en —oco.

® Exemple. Soit f : R — R définie par f(x) = Vx2 + x + 1. Montrer que la courbe de f admet
une droite asymptote en +oo, et positionner localement cette droite et la courbe de f.
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4 Formulaire

D Croissances comparées

Sia>0etfeR:
In x)P
o (In x) — 0 o |lnx|fx®—0
xa X—+00 x—0
eocx
. — 400 o |xPe®* — 0
xB x—+o00 X——00

X Equivalents usuels

e arctan(x) ~ x eln(l+x) ~ x ee*-1 ~ x
x—0 x—0 x—0
52
esin(x) ~ x el—cos(x) ~ — etan(x) ~ x
x—0 x—0 2 x—0 X
e(1+x)*-1 ~ ax siaeR* donc V1+x-1 ~ —
x—0 x—0 2
S Développements limités usuels a 'ordre 3
Au voisinagede 0, on a:
ala—1 ala—1)(a-2
o(1+x)“:1+ax+¥x2+%x3+ox_,o(x3)
x x* i 5
donc vV1i+x=1+—-———+—+0x-0(x’)
2 8 16
1 2,.3 3 1 2 .3 3
. =l+x+x"+x°+0(x°) et —=1—-Xx+x"—x"+054-0(x°)
1-x ) 3 1+x
eln(l4x)=x——+=—+0,_0(x>

X x2 x3 3
oe :1+x+?+g+ox_.o(x )
3

X
e sin(x) = x— = 0x—0(x%)

P
e cos(x)=1- >+ 0x—0(x%)

3

X

e tan(x) = x + 3t 0y—0(x3)
3
X

e arctan(x) = x — 3+ 0x—0(x%)

Pour arcsin(x) et arccos(x), on integre le DL de leur dérivée.
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre les différentes notions de limites (classique, a gauche/droite, épointée).
& Savoir écrire la définition d'une limite avec les quantificateurs.

@ Connaitre les liens entre les différentes notions de limite.

= Calculer la limite d'une fonction.
& Utiliser les opérations sur les limites.
Utiliser des encadrements.
Utiliser les croissances comparées et les taux de variation.

Utiliser des produits ou des quotients d’équivalents usuels.

DERIOCRIDCIOY

Utiliser des petits o, pour trouver un équivalent d'une somme (qui sera le terme
prépondérant).

DY

Utiliser des sommes de développements limités usuels, pour trouver un équivalent d'une
somme (dans le cas ol1 aucun terme n’est prépondérant).

w Trouver un équivalent simple d'une suite ou d'une fonction.

& Savoir faire une conjecture et la prouver en revenant a la définition (le quotient des deux
fonctions tend vers 1).

& Pour une somme, savoir identifier s’il un terme prépondérant (dans ce cas c’est un
équivalent)

& Utiliser les équivalents usuels en 0, et y faire une substitution.
& Utiliser les opérations sur les équivalents.

& Faire un développement limité et garder le premier terme.

= Trouver un développement limité d'une fonction.
& Connaitre les développements limités usuels.

& Faire un changement de variable pour se ramener en 0 et utiliser un développement
limité usuel.

& Savoir utiliser les opérations sur les développements limités.

& Alléger les calculs en manipulant des développements limités sous forme réduite.
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6 Exercices

Limites d’une fonction

EXERCICE 1. Calculs de limites

1. Opérations sur les limites. Déterminer les limites suivantes. Si la limite n’existe pas,
envisager la limite a droite ou la limite a gauche.

(@) lim X VX

x—+oolnx+ x

(b) lirgl+ In(x) x In(Inx)

(@) lir(r)l+ (In(sinx) —Inx)

(d) lim xle V¥

X—+00

(e) lim x*
x—0t

) lim
—0x(x+1)

In(1+e*
X—+00 X

2. Quantité conjuguée. Déterminer les limites suivantes :

2
(@) lim

X
=0yV14+x2-1

2—-Vx?+4
(b) lim =2 "%

~0xy1+x—x

3. Limites par encadrement. Déterminer les limites suivantes :

. xcos(e)
@ lim ———=
x—-00 xc+1

(b) lim ex—sm X
X—+00

. 1
(c) lim {—J
x—0t [ X
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Fonctions équivalentes

EXERCICE 2. Utilisation des équivalents

Déterminer les limites suivantes.

1. Logarithme et exponentielle.

(a) xgglwx (In(1+x)—-Inx)

x* -1

(b) lim

x—0*
In(1 + x + x?

() lim —n( ); )

x—0* X

+2)\%%

) hm,(f——)

x—+oo\ x
(x2—2x+1)x

e) lim
() x2—4x+2

X— +00

2. Puissances réelles.

@ i xVx2+1
a) lim ————
=0T Vxt+x

(b) xgglw\/x+\/x+ Vx—vx

X

X
) lim -
X=+o0o\/x+1 Vx+2

(c

3. Fonctions trigonométriques.

. . T
(@ lim xsin—
X—+00 X

) lim sin(3x)
x—% 1—2cos(x)

- cos(2x)
(©) lim——
=lem2 —e

_I
2

EXERCICE 3. Théoreme permettant de composer un équivalent par la fonction In

273

1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xo € R et a valeurs strictement

positives.

On suppose que f(x) My g(x) etque xhrgcl glx)= 1€ RT\{1}[0,1[u]1, +o0)].
- —X0

X0

Etablir que In (f(x)) 0 (g(x).

2. En déduire un équivalent en +oo de f(x) = In(x? +2%).

EXERCICE 4. Le théoreme des gendarmes permet de trouver des équivalents

Soit f une fonction telle qu’au voisinage de +oo, on ait :

1
x2+;sf(x)5x2+x.

Déterminer un équivalent de f en +oo.
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Développements
limités

EXERCICE 5. Calculs de DLs

Calculer les développements limités suivants :

V1 —V1- 1

1. DL,(0)de X P a 3. DIL,(2)de p
V2

sin(x) — xcos(x) cos(x) — —-

2. DIL3(0) de 4. DI3(m/4) de
1+x T—4x

5. DLy(+00) de v/(x? + x) — xel/* 6. DL,(0)de v2+x
7. DL3(0) de sh(x)ch(2x)—ch(x) 8. DL3(0) de arctan(e®)

EXERCICE 6. Limites et DLs

Utiliser des développements limités pour calculer les limites suivantes :

x(2 + cos(x)) —3sin(x 1 1
1. lim ( ( )) ) 3. li (_ — —)
x—0 x° x—0\x In(1+x)
, 1 1 C (Q+xnr-e
2. -— 4. lim ———
x—0\sin?(x) x2 x—0 X

EXERCICE 7. Plus difficile

ATlaide de développements limités, calculer les limites suivants :

(1 1 . 1 cos(®)
1. lim|-—— et lim|-—+
i—~0\ ¢t sin(f) i—0\ % sin?(1)

1/sin?(x)
2. lim (ex - sin(x))
x—0
. Vx-In(1+x)+In@2)-1
3. lim
x—1 e’ —ex
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EXERCICE 8. DL implicite
1 b4
On admettra dans cet exercice que Vx > 0, arctan(x) + arctan (—) by
x
1. Soit n € IN*. Montrer que l'équation tan(x) = x admet dans lintervalle
/1 /4
) + nm, > + n| une unique solution, notée x;,.

+ ni.

b4 1
2. Montrer que x,;, ~ nn. Remarquer que, pourtoutn=1:x, = —— arctan(—
n—+oo 2 Xn

1

L1 /2
En déduire: x,,———-nn ~ ——.
2 n—+oo N

1
3. Effectuer un développement limité a 'ordre 2, selon les puissances de —, de x, — n.
n
En déduire un développement asymptotique a 4 termes de x, lorsque n — +oo.

EXERCICE 9. Branches infinies

Déterminer I'’ensemble de définition, les limites aux bornes de cette ensemble et étudier les
branches infinies des fonctions suivantes :

xlnx -1
x2-1 x+2
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Continuité des fonctions numériques
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278 CHAPITRE 10 : Continuité des fonctions numériques
1 Continuité en un point
f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a

un point.

1.1 Définition et premieres propriétés

Soit a un point de 1.

p==i Définition 1 — Continuité en un point a

On dit que f est continue en a lorsque f(x) - fla),ie:

Ve>0,36 >0;Vxela-6,a+6]Inl,

fx)-fla)|<e

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en a.

Le changement de variable x = a + h permet de remplacer la condition f(x) oy f(a), par
fla+h) h—(»)f(a).

En fait si la fonction f est définie en a et a une limite finie en a, celle-ci ne peut étre que f(a).

=i Proposition 2 — Continuité en a et limite en a

On a équivalence de :
(i) f estcontinueen a;

(i) f aunelimite finie en a.

1.2 Continuité a droite ou a gauche en un point

Soit a un point de 1.

p==i Définition 3 — Continuité a droite un point

On dit que f est continue a droite en a lorsque f(x) — f(a), ie:
X—a

Ye>0,36>0;Vx€la,a+61nL|f(x) - fla)| e

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue a droite en a.

La condition se note aussi: f(a*) = f(a).
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LS Exemple. x — | x] est continue a droite en 2.

{1
On définit de méme la continuité a gaucheen a: f(x) fpd f(a) ouencore f(a™) = f(a).

D Exemple. x — | x| est discontinue a gauche en 2.

=i Théoréme 4 - Lien entre continuité en a et continuité a gauche et a droite en a

On suppose que a n’'est pas une extrémité de I. Alors on a équivalence de :
(i) f estcontinueen a
(i) fla")=fla")=f(a)
(i) f(x) — f(@)

x#a

(iv) f estcontinue a gauche et a droite en a

Supposer que a n’est pas une extrémité de I assure que f est définie a droite et a gauche de a.

—xsix<0
) 2r=R
x+1six>0

X Exemple. f(x) :{

-1 -

Sur cette exemple : f(07) =0, f(0*) =1 et f(0) = 0. Donc f est continue a gauche en 0, mais
discontinue a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.
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280 CHAPITRE 10 : Continuité des fonctions numériques

l-xsix=<1
@\Exemple.f(x):{ xsLx= 2r=R

e l-1six>1

Sur cette exemple : f(17) = f(17) = f(1) = 0. f est donc continue en 1, puisqu’elle est continue
a gauche [ et]a droite en ce point.

x%six<0

X Exemple. f(x)={2six=0 2r=R
e*—1six>0

Sur cette exemple : f(07) = f(07) =0 et f(0) = 2. Donc f n’est ni continue a gauche, ni continue
a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.

> Exemple. x — | x| est continue en 0.
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> Exemple. Si a ¢ 7, x — | x] est continue en a.
Sia€’Z, x— |x] est continue a droite en a mais est discontinue a gauche en a.

2 — |
1 o—
2 -1 71 2
o—1
o—{ -2

1.3 Prolongement par continuité

Dans ce paragraphe, a est une extrémité de I n’appartenant pas a I. La fonction f n’est donc
pas définie en a.

=i Définition 5 — Prolongement continu

Si g est une fonction définie sur l'intervalle I U {a} on dit qu’elle est un prolongement de f
continu en alorsque :

1. gestcontinue en a;
2. gu=f

On dit alors que f est prolongeable par continuité en a lorsqu'’il existe une fonction g qui est un
prolongement de f continue en a.

p—i Théoréme 6 — Prolongement par continuité

On a équivalence de :
1. f est prolongeable par continuité en a;
2. f admet une limite finie en a;
3. fadmetun DL d’ordre 0 en a.

Dans ce cas le prolongement est unique et c’est la fonction g : I U {a} — R définie par:

f(x) sixel
glx) =

)lci_I)I}Zf(x) six=a

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



282 CHAPITRE 10 : Continuité des fonctions numériques
En pratique le prolongement g est encore noté f, pour simplifier les notations.

e . S
> Exemple. Peut-on prolonger par continuité en 0 la fonction x — ——?
X

1.4 Propriétés des fonctions continues un point

Dans ce paragraphe a est un point de 1.

=i Théoréme 7 — Image d’une suite de limite a par une fonction continue en a

On suppose que f est continue en a. Pour toute suite réelle (u,) ,ex convergente vers a, la
suite (f(un)) 4N €st définie a partir d'un certain rang; de plus, elle converge vers a :

n—+oo

( u, — a et fcontinueena ) = f(un)n:;of(a)

Application classique.

Si I est un intervalle stable par f on peut définir une suite (u,) N par la donnée de ug € I et la
relation de récurrence u;+1 = f(uy).

Si la suite (u,,) ,ew converge vers a, si a € I et si f est continue en a alors f(a) = a : on dit que a
est un point fixede f.

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle I.

=t Théoreme 8 — Opérations sur les fonctions continues en a

On suppose que f et g sont continues en a. Dans ce cas :
1. pour tous réels A et p, la fonction A. f + u.g est continue en a;

2. lafonction f x g est continue en a;

f

3. si g ne s’annule pas, la fonction = est continue en a.
4

Dans le théoréme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle /, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur l'intervale I.

Théoréme 9 — Composition de fonctions continues

On suppose que f est continue en a, et que g est continue en b = f(a). Dans ce cas, la
fonction go f est continue en a.

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes les deux continues en a; a priori g n’est pas méme pas
définie au point a. g doit étre continue en b = f(a).

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.
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2 Continuité sur un intervalle

f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a
un point.

2.1 Définition et théoremes généraux

[— Définition 10 — Continuité sur un intervalle
O ]

n dit que f est continue sur l'intervalle I lorsque f est continue en tout point a € I.

S Exemple. f continue sur [0, +oo[ signifie que f est continue en tout a > 0, et que f est conti-
nue a droite en 0.

N Exemple. f continue sur 0, +ool signifie que f est continue en tout a > 0.

® Exemple. f continue sur]1,2] signifie que f est continue en tout a €]1,2[, et que f est conti-
nue a gauche en 2.

==t Définition 11 — Continuité sur une union d’intervalles

On se donne une famille d’intervalles (I) je; deux a deux disjoints, et tels que I'union de
deux d’entre eux ne donne pas un intervalle.

On dit que f est continue sur A= [ J I j lorsque, pour tout j € J, f est continue sur I;.
jeJ

® Exemple. f continue sur R* signifie que f est continue sur | —oo, 0 et sur |0, +oo[, donc que
f est continue en tout a < 0 et en tout a > 0.

A\ Si f est continue sur deux intervalles I et J alors elle peut ne pas étre continue sur leur union
I'u]J (si IU ] est encore un intervalle).

Par exemple si f continue sur ] —oo,0[ et [0, +oo[ alors | —oo,0[U[0, +00[= IR, mais f peut ne pas
étre continue sur R car on ne sait pas si elle est continue a gauche en 0.

2.2 Continuité des fonctions usuelles

e La fonction x — |x] est continue sur R\Z. Aux points de Z, elle est seulement continue a
droite.

» Les fonctions polyndmes sont continues sur R.

® Exemple. La fonction x — x> — x + 1 est continue sur R.
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* Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndémes) sont continues sur leur ensemble de
définition.

X®+3x2+2x-1
(x—1)3x

D> Exemple. La fonction x — est continue sur R\{0;1} et la fonction

1 .
X — ——_—— estcontinue sur R.
xc+x+1

¢ Les fonctions cos et sin sont continues sur .

¢ Les fonctions arccos et arcsin sont continues sur [—1, 1].
. ) /4
e La fonction tan est continue sur @, = R\ {5 +km; ke Z}.

e La fonction arctan est continue sur R.

» La fonction In est continue sur R, et la fonction exp est continue sur R.
e Les fonctions ch et sh sont continues sur R.

¢ La fonction x — | x| est continue sur R.

e Les fonctions x — x%, ot1 a € R, sont continues au moins sur R} . En 0, on a le résultat suivant.

gl Théoréme 12 - Prolongement de la fonction x — x% en 0

1. Pour a = 0, la fonction x — x“ est prolongeable en 0 en une fonction continue, en
posant 0* =0sia>0et0°=1.

2. Pour a < 0, la fonction x — x% n’est prolongeable par continuité en 0 puisque sa
limite est +oo.

: 1 :
X Exemple. x — \/x continue sur R*, et x— — continue sur R},
X2

/\ Pour des puissances entiéres, I'ensemble de continuité peut étre beaucoup plus grand que
R*ouRj}.
1
Par exemple x — x? est continue sur R (polynéme), et x — —; est continue sur R* (fraction
x
rationnelle).
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2.3 Opérations arithmétiques sur les fonctions continues

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle /.

Théoréme 13 — Opérations sur les fonctions continues

On suppose que f et g sont continues sur I. Dans ce cas :
1. pour tous réels A et p, la fonction A. f + p.g est continue sur /;

2. lafonction f x g est continue sur /;

f

3. si g ne s’annule pas sur I/, la fonction = est continue sur I.
8

Dans le théoreme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle J, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur 'intervale I.

Théoréme 14 - Composition de fonctions continues

On suppose que f est continue sur I, et que g est continue sur J. Dans ce cas, la fonction
go f est continue sur /.

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes continues sur I; a priori g n’est pas méme pas définie sur
I. g doit étre continue sur J tel que f(I) < J.

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.

Pour démontrer simplement qu'une fonction est continue, on utilise la continuité des fonctions
usuelles et le théoreme précédent.

D> Exemple. La fonction ¢ : x — /In(1 + x2) + arccos(x) est définie et continue sur [-1, 1].

. sin(x) . .
D Exemple. La fonction x — se prolonge en 0 en une fonction continue sur R.

2.4 Théoreme des valeurs intermédiaires

==t Théoréeme 15 - Théoreéme des valeurs intermédiaires

Si f est une fonction continue sur l'intervalle [a, b], alors f prend toute valeur comprise
entre f(a) et f(b) :
Vyoelf(a), f(D)], 3Ixo€la,bll f(xo0)=yo

Ceci peut s’écrire plus succintement :
[f(a), f(D)] < f(la, b))

/\ Dans la notation [ f(a), f (b)], on ne sous-entend pas que f(a) < f(b), on peut trés bien avoir

fla) > f(b).
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fb)

Yo

fla

A\ Ce résultat est faux si f n’est pas continue.
3 ) 3
Par exemple pour f: x— |x],ona 3 € [f(l),f(Z)] =[1,2], mais Vx € [1,2], f(x) # 2

2 A o—
7777777777777777777777777777 _3
y=3
1 - o— |
-1 1 2 3
_1;

Pour la preuve, on fixe yy € [f(a), f (b)]. On cherche x € [a, b] tel que f(xo) = yo.

« Simplification du probléme. En posant g(x) = f(x) — o, on est ramené a chercher x € [a, b]
tel que g(xp) =0.

Onaf(a)syo<f(b)ou f(b)<yy< f(a),donc g(a)<0<g(b)oug(bh)<0=<gl(a).

Quitte a remplacer g par —g on peut supposer que g(b) <0 < g(a), et le probléeme est toujours
de trouver xy € [a, b] tel que g(xp) = 0.

 Définition de deux suites adjacentes par dichotomie. On définit deux suites réelles (a,) ,eN
et (bp)neN parag=a, by =bet:

an+by sig(a"+b”)20 b, sig(a"+b")20
ans1 = 2 2 et by = 2
nl = . (an+Dby 7Y ap+b, . [(an+by
an 2 <0 2 1g 2 <0

On peut visualiser cette construction.
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an+b
1. dans le cas oﬁg(%) >0:

y=8x

glay)

g(%b")

g(bn)

y=8x

glan) | ___________

g(%b”)

8(by)

On vérifie alors par récurrence qu’elles ont les propriétés suivantes :
(1) (an),en est croissante et (by,) ,eN est décroissante;
b—a

(i) ¥neN,asay<bysbetby—an=——;

(i) YrneN, g(by) <0< g(ayn).

Ceci montre en particulier que (a,),eN et (bp)nen sont adjacentes. Notons xo leur limite
commune.

« Conclusion. Il reste a vérifier que x € [a, b] et que g(xp) = 0.
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[— Corollaire 16 — Image d’un intervalle par une fonction continue
S

i I est un intervalle et si f est continue sur I alors J = f(I) est aussi un intervalle. ]

/\ Ceci est faux si f n’est pas continue. Par exemple si f : x— |x], alors f(R) = Z n’est pas un
intervalle.

/\ La nature de l'intervalle (ie le caractere ouvert/fermé/borné...) n'est pas conservée. Par
exemple cos est continue sur R (intervalle ouvert non borné) et cos(R) = [-1,1] (intervalle
fermé borné).

p=med Corollaire 17 — Signe d’'une fonction continue sur un intervalle

Soit f continue sur un intervalle I.
1. Si f ne s’annule pas sur I, alors f est de signe constant au sens strict sur I.

2. Par contraposée sila fonction change de signe sur I, alors elle s’annule sur I.

/\ Si la fonction s’annule sur I, elle peut ne pas changer de signe.
Prendre par exemple x — x? sur [-1,1].

A\ Ceci est faux si la fonction est discontinue en un point : la fonction peut changer de signe

1 six<l1

sans s’annuler, comme le montre la fonction x—<{ —-x-1 x> 1
six

2.5 Théoréme de continuité sur un segment

On rappelle qu'on appelle segment tout intervalle [a, b] fermé et borné.

Théoreme 18 — Théoreme de continuité sur un segment

Soit f continue sur un segment [a, b]. Alors f([a, b]) est aussi un segment. ]

Cela signifie que f([a, b]) = [m, M] ou:

m= min f(x) et M= max f(x)
x€la,b] x€la,b]

Rappelons que, par définition d'un minimum et d'un maximum, ces bornes sont atteintes, donc:
daela,bll m= f(a) et 3Pela,bll M= f(p)

et ainsi:

Vxelabl, fla)<f(x)<[f(B)

Autrement dit : f est bornée et atteint ses bornes.
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M= f(p)
fl@
f

m= f(a)

/\ Ceci est faux si on ne prend pas un segment.

. . D .1
Par exemple x — — est continue sur ]0, 1] mais n’est pas majorée puisque lim — = +oo0.
X x—0t X

/\ Le résultat est faux si la fonction n’est pas continue.

six>0

Par exemple la fonction x— { x est définie sur [0, 1] mais n’est pas majorée puisque

1 six=0
lim f(x) = +oo0.
x—07

3 Fonctions continues et bijectives

3.1 Propriétés des fonctions numériques bijectives

I et J sont deux intervalles.

On rappelle que si f : I — J est bijective alors elle admet une fonction réciproque f~!:J — 1,
définie par:
Vxel,Vye], y=fx) <= x=f1y)

et caractérisée par les relations :

vxel f(f@)=x et Vye], f(f )=y

Dans les énoncés de ce paragraphe, f est une bijection de I vers J.

Proposition 19 - Parité de 'application réciproque
| Si f est impaire sur I, alors f~! est impaire sur J. ]

A\ Si f est paire, on ne peut pas dire que f~! est paire. La raison est trés simple : si f est paire,
elle ne peut pas étre injective, et donc f~! n’existe pas.
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== Proposition 20 — Monotonie de I’application réciproque

Si f est strictement monotone sur I, alors f~! est strictement monotone sur J. Plus préci-
sément :

* si f est strictement croissante sur I, alors f ~1 est strictement croissante sur J;

* si f est strictement décroissante sur I, alors f~! est strictement décroissante sur J.

Dasn I'énoncé suivant a est un point de I ou une borne de I; b est un point de J ou une borne
de J.

st Proposition 21 — Limites de 'application réciproque

Si f est strictement croissante sur I alors :

lim f(x)=b*eR= linbl fly=a" et xlilzl_f(x):b_eﬁ: linbl ffo=a
y—b* - y—=b~

x—a*

De méme, si f est strictement décroissante sur I alors pour touta€ I :

x—a*

lim f(x)=b e R= linbl fly=a" et xlilzlff(x):bJ’eﬁ: liIil ffy=a
y—b~ - y—b*

Proposition 22 - Représentation graphique de I'application réciproque

€1 se déduit de €y par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x ]

3.2 Théoreme de la bijection monotone

pumed Théoréme 23 — Théoréme de la bijection monotone

On suppose que :
(i) I estunintervallede R;
(ii) f estune fonction continue sur /;
(iii) f eststrictement monotone sur /.

Dans ce cas f est bijective de I vers I'intervalle image J = f ().
De plus I'application réciproque f~! est continue sur J.

A1l n'y pas de réciproque, une fonction bijective peut étre ni continue, ni strictement
monotone.
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=i Proposition 24 - Calcul de I'intervalle image J = f(I)

On suppose [ est strictement croissante et continue sur l'intervalle I. Alors pour tout
(a,b)eI*:

f(la,bl) =[f(a), f(D)] f(la,bl) =[f(a), fb7)|

f(la,bl) =] f(a"), f(b)] fa,bl)=]f@", fib)]

Si f est strictement décroissante et continue sur l'intervalle I, alors pour tout (a, b) € I 2.

f(la,b]) = [fb), f(@)] f(la,bl) =] fb7), f(a@)]
f(la, b)) = [fb), f(aD)] fa,bl)=]f®), flaH)]

X Exemple. La fonction exp est continue et strictement croissante de l'intervalle R sur
I'intervalle ]0, +oo[. Sa bijection réciproque est la fonction In :]0, +oo[— R. On retrouve donc
que In est continue sur R}, strictement croissante et :

lim e*=0" et lim e*=+c0o= limIn(x)=-0c0 et lim In(x)=+o0
X——00 X—+00 Xx—0+ X—+00

X Exemple. Si a # 0, la fonction x — x® est continue et strictement croissante sur R*. Elle est
1
donc bijective de R* sur R*. Sa bijection réciproque est la fonction x — x=@.

> Exemple. La restriction de la fonction tangente est continue et strictement croissante sur
T T
] 55 [ Sa bijection réciproque arctan est donc continue sur R.

> Exemple. La restriction de la fonction sin est continue et strictement croissante sur [— 3 5
Sa bijection réciproque arcsin est donc continue sur [-1,1].

> Exemple. La restriction de la fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7r].
Sa bijection réciproque arccos est donc continue sur [-1,1].

3.3 Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

I estun intervalle de R et f est une fonction définie sur I et a valeurs dans C.

Définition 25 — Continuité en un point a

On dit que f est continue en a € I lorsque )lcln}l fx) = f(a).

On peut définir de méme les notions de continuité a droite ou a gauche.
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Définition 26 — Continuité sur un intervalle
On dit que f est continue sur 'intervalle I lorsque f est continue en tout point a € I. ]

i Théoréme 27 - Lien avec les parties réelles et imaginaires

On a équivalence de :
(i) f estcontinue sur [;

(i) Re(f) et Im(f) sont continues sur I.

A

Q Exemple. Pour tout A € C, la fonction t— e est continue sur RR.

Dans le théoreme suivant on se donne une autre fonction g définie sur l'intervalle I et a valeurs
dans C.

=t Théoreme 28 — Opérations sur les fonctions continues

Si f et g sont continues sur I alorsles fonctions A f, f+g, fx g, f et|f| sont aussi continues
sur /.

Si de plus g ne s’annule pas, alors ! est continue sur I.
4

Le théoréme suivant se généralise pour les fonctions a valeurs complexes.

Théoreme 29 — Théoreme de continuité sur un segment

Si f:1a, b] — C est continue sur le segment [a, b], alors la fonction f est bornée sur [a, b]. ]

A\ Le théoreme des valeurs intermédiaires n’a plus de sens : on ne peut pas parler des valeurs
intermédiaires entre deux complexes.

Par exemple la fonction ¢ — e’ prend la valeur —1 en 7 et la valeur 1 en 0, mais elle ne s’annule
jamais.

/\ De méme dire qu’une fonction a valeurs complexes est monotone n’a pas de sens.
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Connaitre la notion de continuité, en un point de I'’ensemble de définition.
& Lutiliser pour calculer une limite.

@ Vérifier que f est continue en a en comparant f(a) et lim f(x).

xX#£a
& Vérifier que f est continue en a en montrant qu’elle est continue a gauche (f(a™) = f(a))
et a droite (f(a®) = f(a)).

= Prolonger une fonction par continuité, en un point qui n’est pas dans I'ensemble de
définition.

& Ne pas confondre avec la vérification de la continuité en un point (cas ou1 le point est déja
dans I’ensemble de définition).

= Savoir montrer qu'une fonction est continue sur un intervalle.
& Utiliser les théorémes généraux sur les fonctions continues.

& Pour un quotient de fonctions continues ne pas oublier que le dénominateur de doit pas
s’annuler.

& Pour une composée de fonctions continues ne pas oublier que les intervalles doivent bien
«s’emboiter ».

w Connaitre les trois théoremes fondamentaux sur les fonctions continues.

& Le théoreme des valeurs intermédiaires qui permet de montrer qu'une fonction s’annule
au moins une fois.

& Le théoreme de continuité sur un segment qui permet de montrer qu'une fonction est
bornée et que les bornes « sont atteintes ».

& Le théoreme de la bijection monotone qui permet de définir une bijection réciproque, et
qui permet aussi de montrer qu'une fonction s’annule une seule fois.

w Connaitre 1'algorithme de dichotomie pour approcher numériquement un zéro d'une
fonction continue.
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5 Exercices

Continuité d’'une
fonction numérique

EXERCICE 1. Etude de la continuité

Etudier la continuité (et les éventuels prolongements par continuité) des fonctions suivantes :

Vxi+1-1
1. X)= —— 2. x) =
ft0 X ft0 2x+|x|
1,
exsix<0
3. flx)=x" 4. f) =R x*+xsi0<x<1

In(x)+e*six=1

EXERCICE 2. Exemples plus difficiles

1. Montrer que la fonction f: x — [x] + v/x — [x] est définie et continue sur R.

2. Montrer que la fonction 1g est discontinue en tout point de R (on dit qu’elle est rotale-
ment discontinue.

EXERCICE 3. FEtude d’une fonction
x+ 1 x+1
X ) '

x \x-1
Soit f la fonction définie par: f(x) = (ﬁ) -

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.
2. Montrer que f estimpaire.
3. Peut-on prolonger f par continuité?

4. Ftudier la limite de f en +oo et —co.

EXERCICE 4. Prolongement par continuité
lIn(x)|?
1=

1. Montrer que f est continue sur ]0, 1[.

Pour (a, f) € R? et x €]0,1[ on pose f(x) =

2. Pour quelles valeurs de (a, B), f se prolonge-t-elle en une fonction continue sur [0, 1].
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EXERCICE 5. Equation fonctionnelle

Trouver toutes les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant: Vx € R, f(2x) = f(x).

EXERCICE 6. Une condition suffisante de continuité

. . . . (x) ‘i
Soit f: R} — R une fonction croissante telle que la fonction x — S est décroissante.
X

Montrer que f est continue sur R .

Théoremes des valeurs
intermédaires et de
continuité sur un
segment

EXERCICE 7. Théoreme des valeurs intermédiaires

1. Soit f : [0,+oco[— R une fonction continue. On suppose que f(0) = —1 et que
fx) T 1. Montrer que f s'annule au moins une fois sur ]0, +ool.
— 100

2. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f a au moins un point fixe.
Montrer que ce résultat reste vrai si on remplace '’hypothese f continue par f croissante.

17 = 12 4+ 1 admet au moins une solution dans R™.

3. Montrer que I'’équation x
4. Déterminer les fonctions f: R — 7Z continues.

5. Déterminer les fonctions f : R — R continues et telles que Vx € R, f(x)? = 1.

EXERCICE 8. Théoreme de continuité sur un segment

1—cos(x)

1. Montrer que la fonction x — 5 est bornée sur R .
X

2. Soit f: [0, +00o[— R une fonction continue.
On suppose que la limite de f en +oo existe et est finie. Montrer que f est bornée sur
[0, +o0l.

3. Soit f: [0, +0o[— R une fonction continue.
On suppose que f(x) o +00. Montrer que f est minorée sur [0, +oo[ et que sa borne
— 100

inférieure est atteinte.
4. Soit I unintervallede Ret f: I — R telleque Vx € I, f(x) > 0. A-t-on inff(x) >07?
X€
Etsi I est un segment?

5. Soient f et g deux fonctions continues sur un segment I = [a, b], telles que :
Vxela,bl, f(x)<gl)

Montrer qu’il existee >0 tel que : Vx € [a, b], € + f(x) < g(x).
Ce résultat est-il encore valable si I'intervalle I n’est pas un segment?
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Théoréme de la
bijection monotone

EXERCICE 9. Calculs d’applications réciproques

1. Soit f définie par f(x) = . Montrer que fl[—% oo admet une application réci-

1
Vxi+x+1

proque continue que I’on explicitera.
2. Montrer que cosh|r+ et sinh sont bijectives et déterminer leur application réciproque.

EXERCICE 10. Nombre de solutions d’'une équation

. . . . o . 1 1 1 e
Soit ¢ un réel. Discuter le nombre de solutions de I’équation ] +—+ 1" t d’'inconnue x
x-1 x x

en fonction des valeurs du réel ¢.

Compléments

EXERCICE 11. Fonctions k-lipschitziennes et leur point fixe

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I. On suppose qu'il existe k > 0 telle que
f soit k-lipschitzienne ie :

Vx,ye L |f(x) - f(Y)]=klx—yl
1. Montrer que f est continue sur 1.
2. On suppose que 0 < k < 1, que I = [a, b] est stable par f, et que f a un unique point fixe

lel.
On définit une suite (x,) ,en par xp € [ et Ve N, x,41 = f(xy).

(@) Montrer que:VneN, |x, — €| < k"|xo—¢|.
(b) En déduire que (x;),en converge vers £.

(c) Déterminer une valeur de I'entier n (en fonction de a, b et k) pour laquelle x,, est une
valeur approchée de ¢ a2 1073 pres.
EXERCICE 12. Réciproque du théoréme de la bijection monotone

Soient I un intervalle de R et f une bijection continue de I vers J = f(I) telle que f~! est
continue sur J.
Montrer que f est strictement monotone sur I.

EXERCICE 13. Une autre condition suffisante de continuité

Soit f : [a, b] — R une fonction croissante et surjective de [a, b] vers [f (a), f (D)].
Montrer que f est continue sur [a, b].
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298 CHAPITRE 11 : Polynémes

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1 Généralités
1.1 Construction rapide de K[ X]

Nous allons construire les polyndmes indépendamment de la notion de fonction, comme la
simple succession de ses coefficients. Les polynomes servent en effet a bien d’autres choses
qu’a construire des fonctions.

On rappelle que KN est 'ensemble des suites A = (a,)pen 2 valeurs dans K : A est une
application de N vers K.

La suite A sera aussi notée A = (ag, a1, ay,...).
Une telle suite (a,) ,eN sera dite a support finisi elle est nulle a partir d'un certain rang :
ANeN;Vn=N,a, =0

OnTl'appellera polynome a coefficients dans K. Les termes de la suite sont appelés coefficients du
polynoéme.

Lensemble des polynémes a coefficients dans K est noté IK[X]. Donc K[X] € KN,
Il est clair que R[X] < C[X].

Le polynéme nul est :
O]K[X] = (0,0,0, .. )

Si P est un polynome, il existe donc un entier N € N tel que:
P=(ay,a,...,an,0,0,...)

Par définition deux polynémes P = (agy,a;,ap,...) et Q = (bg, by, by,...) sont égaux si,
et seulement si tous leurs coefficients sont égaux :

VkeN, aj=Dby

1.2 Opérations dans K[X]

Si P =(ay,ay,ay,...) et Q= (by, by, by,...) sont deux polynémes on définit leur somme P+ Q par:
P+Q=1(ap+by,a1+by,as+bo,...)
Cette addition est évidemment associative et commutative. Lélément neutre est Ok x; :
P+0kx =0k +P=P
On définit le produit P x Q, aussi noté PQ, par :

PXQ:(COyClyCZy---)
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k
ollon a posé pour tout k € N, ¢ = Z aiby_; = Z aibj.
i=0 i+j=k
Cette opération est elle aussi associative et commutative. Lélément neutre est 1 x; = (1,0,0,...) :
Pxlkix=1lkxyxP=P
La mulptiplication est distributive par rapport a l'addition. Si R est un autre polynome de K[X] :
Px(Q+R)=PxQ+PxR
On définit aussi la multiplication par un scalaire A € K :
AP=AxagAxa;,Axa,...)

Le polyndéme (—1).P est noté —P et on 'appelle opposé de P. L'opération P + (—1).Q est noté
P—Q.Onaévidemment P - P =0 ;.

La multiplication par un scalaire est compatible avec le produit dans le sens suivant :

A(PxQ)=AP)xQ=Px(1.Q)

1.3 Lindéterminée X

On note X la suite (x;),en définie par x; =1 et Vn € N\{1}, x,, = 0. Avec d’autres notations:
X=(0,1,0,0,0,...)

/\ Ne pas perdre de vue que la lettre X désigne un polyndme et non un élément de I'ensemble
K des scalaires.

On vérifie facilement que pour tout k € N :
x*=(0,...,0,1,0,0,...)
1
(k+1)—iéme
avec la convention X° = I¢(x].

Tout polyndbme P=(ay, a1, ..., an, 0, 0, ...) peut donc désormais se noter :
N
P=ay+a X+a X*+-+ayX" =Y apXx*
k=0

ol pour simplifier les notations on note g, a la place de aglix) = aoX°.
Pour se remémorer que X est'indéterminée, le polyndme P est aussi noté P(X).

/\ P(X) ne désigne pas une fonction évaluée en X, mais un polynéme.
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300 CHAPITRE 11 : Polynémes
Résumé des premieres propriétés.

o L'unicité des coefficients peut s’énoncer ainsi :

N N
Y axrX* =Y bpX* < Vkel0,N], a; = by
k=0 k=0

e Multiplication d'un polynéme par un scalaire :

N N
ALY arx® =Y Axanxt

k=0 k=0
o Somme de deux polynomes:
N N max(Ny,No)
S arx¥+Y bex¥= Y (ap+bpx*
k=0 k=0 k=0

avec la convention que ag =0si k> Nj et by =0si k> No.
En particulier:

N N N
Y ar X + Y beX* =Y (ap+ b X*
k=0 k=0 k=0

e Produit de deux polynomes:

Ny N> N1+N;
Z aka X (Z kak = Z Cka
k=0 k=0 k=0
k
ou ¢y = Z a;bi_; avec la convention que ay = 0si k> Nj et by =0si k> Nj.
i=0
En particulier:
N N 2N
Z aka X kak = Z Cka
k=0 k=0 k=0
k

ol ¢y = Z a;by_; avec la convention que ay = by =0si k> N.
i=0

N

/\ Dans I'écriture P = Z aiX* 'entier N n’est pas unique. En effet, il désigne un rang a partir
k=0

duquel les coefficients du polynéme sont nuls, donc si N convient alors N+1, N+2,...conviennent

aussi. Par conséquent on utilise aussi la notation :

+00
P=) arx*
k=0

ol la somme infinie a un sens puisque ses termes sont nuls a partir d'un certain rang.
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Les propriétés suivantes sont alors plus simples a écrire :

+o0 +o0
Z aka: Zkak(:)VkEN, ay = by
k=0 k=0

+00 +00
ALY arx¥=Y Axanxt

k=0 k=0
+00 +00 +00
Y arxX*+ Y bexX* =Y (ar + b X*
k=0 k=0 k=0
+00 +00 +00 k
(Z aka)x(Z kak): ZCka ou ck:Zaibk_i
k=0 k=0 k=0 i=0

Vocabulaire. Un polyndme n’ayant qu'un seul (resp. deux, resp. trois) coefficient(s) non nul(s)
est appelé monome (resp. binéme, resp. trinéme).

X Exemple. P(X) = 2X? + X® est un binéme; Q(X) = — X° est un mondme.
Un polyndéme est donc une somme de monomes.

Avec les regles de calculs données précédemment, on peut montrer une formule du binéme
pour les polynémes.

g Théoréme 1 — Formule du bin6me pour les polynémes

Si P et Q sont deux polynoémes et n un entier naturel alors :

(P+Q)n: i (n),Pk.Qn_k

k=0 k

De plus si n est un entier naturel non nul on a par télescopage :
n-1
Pn_Qn:(P_Q)X ZPan—l—k
k=0
etdonc:

k=0

n-1
P"—1kx) = (P = 1Kx)) X (Z p*

ce qu’on peut voir comme une généralisation des sommes géométriques a K[ X].

1 2
N Exemple. Pour n € N, montrer que Y (Z) = ( :) en regardant le coefficient de X" dans le
k=0

polynome (1 + X)".
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1.4 Degré d'un polynome

+00

Onse donne P = Z a; X* un élément de IK[X]. Par définition d’un polynome il existe un entier
k=0

naturel N € N tel que :

VkeN, k>N=—=—a;r=0

Si on suppose de plus que P # 0 [x), alors : 3k € [0, N; ar # 0

ped Définition 2 — Degré d'un polyné6me non nul

Si P # 0 x; alors on appelle degré de P '’entier naturel défini par :

deg(P) = max{k € N; a; # 0}

Avec les notations précédentes on a deg(P) = max{k € [0,N]; ar # 0}, donc on est stir que le
maximum existe puisqu’il est pris dans un ensemble fini (inclus dans [0, N]).

peei Théoréme 3 — Unicité de I'écriture d’'un polynome non nul

Si P # 0K x; alors:

N
1. P s'écrit de maniére unique P(X) = ) arX* avec N € N, (ag,...,ay) € KN*!

k=0

2. dans ce cas N =deg(P).

On adopte la convention : deg (0 x;) = —oo.
En général, pour un polynéme P quelconque, on a donc deg(P) € {—oco} U N.
L'ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est noté K, [X] :
K,[X]={PeK[X]; deg(P) < n}
Il est clair que K, [X] € K[X], que K, [X] € K41 [X] et plus généralement que :
V(n,meN?, ns<sm= KoX]<K,[X]<K,[X] cK[X]

Les éléments de [Ko[X] sont appelés polynomes constants. On a donc :
P est un polyndme constant <= deg(P) <0 < (P =0 [x) ou (P # 0 (x) et deg(P) = 0))

Les polynomes constants se notent P(X) = alx[xj, ou encore par abus de notation P(X) = a,
avec a € K.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



1 Généralités 303

n
Pour tout polynéme P non nul, noté P = Z aka =ap+a X+ ang +---+a, X" avec a, #0, on
k=0
appelle :

e terme dominant de P le mondme de plus haut degré, qui est ici a, X" ;
* coefficient dominant de P le coefficient du terme dominant, qui estici a,;
 terme constant de P le coefficient de degré 0, qui est ici ap.

Définition 4 — Polyndme unitaire

Si P est un polyndbme non nul, on dit que P est unitaire lorsque son coefficient
dominant est égal a 1.

X Exemple. P(X) = 4X5 —2X + 3 est de degré 5, de terme dominant 4X°, de coefficient domi-
nant 4 et de terme constant 3. Il n’est pas unitaire.

X Exemple. Quel est la terme dominant de (X + 1)" lorsque 1 € N?

Dans les résultats suivants on suppose que P et Q sont deux polynémes de K[X].

ped Théoréme 5 - Intégrité de [K[X]

Si P et Q sont deux polynomeson a:

PxQ=0gx < P(X) =0Kkx) ou Q(X) = 0K [x

=i Théoréme 6 — Reégles de calcul du degré

1. Si A estun scalaire non nul : deg(A.P) = deg(P).

2. En général : deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
et si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q)).

3. deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q).

Q. Exemple. Pour n € N, déterminer le degré du polynome (X +1)".
& Exemple. Déterminer les polynomes P € IK[X] tels que P? = X puis tels que P? = XP + 1.

A\ Si deg(P) = deg(Q), on peut avoir deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) lorsque les termes
dominants s’annulent.

® Exemple. Pour n e N*, déterminer le degré du polynome (X +1)" — X".
n
On définit la composition de deux polynémes. Si P et Q sont deux polynomes, avec P = Z ap X,

k=0
alors:

PoQ=Y aQF
k=0
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Ce polynome est aussi noté P(Q(X)).

n n
Q Exemple. P(X?) = Y ap X**. Ne pas confondre avec X>P = Y a; X *2.
k=0 k=0

Proposition 7 — Degré d’'une composée
I Si Q est non nul et P est non constant: deg(Qo P) =deg(Q) x deg(P) ]

On peut encore affaiblir I'hypothese sur P : P peut étre constant mais cette valeur ne doit pas
étre une racine de Q.

n

Q. Exemple. Pour ne N, déterminer le degré du polynome (X2 + 1)

1.5 Parité d’'un polynéme

Dans cette section, P est un élément quelconque de K[ X].

g Définition 8 — Polynéme pair/impair

1. On dit que P est pair lorsque P(—X) = P(X).
2. On dit que P est impair lorsque P(—X) = —P(X).

== Théoréme 9 — Caractérisation de polynémes pairs/impairs

1. P est pair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice impair sont nuls.

2. P estimpair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice pair sont nuls.

 Exemple. X° + X est impair et X® + 4X* + 3X? est pair. Par contre, X3 + X? n'est ni pair,
ni impair.

1.6 Fonction polynomiales

Dans cette section, P et Q sont deux élément quelconques de K[X].

n n
Le polyndme P estnoté P= Y a; X", et Qestnoté Q= Y by X*.
k=0 k=0

p==e| Définition 10 — Fonction polynomiale associée a P

On appelle fonction polynomiale associée a P I'application P : K — K définie par :

n
VieK, P(x)=) apx*
k=0
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Théoréme 11 - Injection entre polynomes et fonctions polynomiales
| L

‘application P — P est une injection. ]

Par conséquent on notera encore P a la place de P. Si x € K le scalaire P(x), encore noté P(x),
est appelé P évalué en x.

/\ Ne pas confondre le scalaire P(x) et le polynéme P(X).

L'unicité des coefficients, combinée a I'injection précédente, a pour conséquence le résultat
suivant:

n n n n
Y arx¥ =Y X = |VxeK, Y} axF =) bkxk) — (Vke [0, nl, ai = by
k=0 k=0 k=0 k=0

A\ Ne pas oublier le quantificateur V pour le scalaire x.

Une autre conséquence du théoreme est que les ensembles Ky[X] et K sont en bijection.
Par abus de notation on considere souvent que Ky [X] = K, ie que alkx; = a.

On peut aussi remarquer que P(0k) = ao : le terme constant de P est obtenu en évaluant P
en 0.

On a donc: P est constant < P = P(0)

2 Racines d’'un polynéme

2.1 Arithmétique dans K[X]

Dans toute cette section A, B et C sont des polyndmes de K[X].

Définition 12 - Divisibilité dans K[ X]

Si B # O [xj, on dit que B divise A lorsqu'il existe Q € K[X] tel que A(X) = B(X) x Q(X).
Dans ce cas on le note B | A.

On dit que B est un diviseur de A, que A est divisible par B ou que A est un multiple de B.
On peut remarquer que tout polynome non nul divise Ok x).

D Exemple. X — 1 divise X" — 1, pour tout entier naturel n» non nul.
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== Proposition 13 — Propriétés de la relation de divisibilité

1. Transitivité. SiC | Bet B| Aalors C| A.

2. Réflexivité. On a B | B.

3. Antisymétrie. Si B | C et C | B alors il existe A € K* tel que B = A.C.
4. SiB|C et C # 0kx), alors deg(B) < deg(C)

Lorsque B | C et C| B, on dit que les polynomes B et C sont associés.

Un polynéme A € K[X] quelconque est divisible par tout polynéme constant non nul et par tout
polyn6éme qui lui est associé.

Théoréeme 14 - Division euclidienne dans K[ X]

Si B # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que A(X) = B(X) x Q(X) + R(X)
et deg(R) < deg(B).

Q est appelé quotient et R est appelé reste de la division euclidienne de A par B.

QS Exemple. Effectuer la division euclidienne de X* —3X3 +2X%+ X —1 par X?> - X +1, et de
X° - X*-2X%-3X+1par X% +2.

Proposition 15 - Division euclidienne et divisibilité
| B

divise A si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de A par B est nul. ]

Proposition 16 - Division par X —a

Si P est un polynome et a un scalaire, alors le reste de la division euclidinne de P par X —«
est P(a).

Il existe donc un unique polynéme Q € K[X] tel que :

P(X)=(X-a).QX) +P(a)

2.2 Racines d’'un polynéome

Dans cette section P est un polyndme et a un scalaire.

Définition 17 - Racine d’'un polynéme
I On dit que a est racine de P lorsque P(a) = 0. ]
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X Exemple. Le polynome nul admet une infinité de racines : tous les scalaires. Les polyndomes
constants non nuls n’ont pas de racine.

X Exemple. Le polyndome X — a a une unique racine qui est a.

Rédaction.

Ne pas écrire X —a = 0 < X = a puisque cette derniere égalité signifie l'égalité de suites
0,1,0,0,...)=1(0,,0,0,...) qui est évidemment fausse.

Il faut écrire : pour x € K, x—a =0 < x = a, donc a est 'unique racine de X — a.

® Exemple. Soit n € N*. Les racines du polynome X" — 1 sont les racines n-ieémes de 'unité.

Théoreme 18 — Racine et divisibilité
l a est racine de P si, et seulement si, X — a divise P. ]

Autrement dit: P(a) =0 < Q € K[X]; P(X) = (X — a) x Q(X).

On peut noter que si P est non constant alors deg(Q) = deg(P) — 1.

===l Théoreéme 19 — Cas de racines deux a deux distinctes

Sia,..., a, sont des scalaires deux a deux distincts, alors :

n
ai,...,ay sontracinesde P <= [[ (X —ay) | P
k=1

Corollaire 20 — Relation entre degré et nombre de racines
I Tout polynéme P non nul a un nombre de racines dans K au plus égal a son degré. ]

Par contraposée, s'il existe n € N tel que deg(P) < n et P a au moins n + 1 racines distinctes,
alors P est le polynome nul.

X Exemple. Soit (P.Q) € R, [X] tel que P et Q coincident en n + 1 points distincts de R.
Alors P = Q.

® Exemple. Montrer que la fonction exponentielle complexe n’est pas polynomiale.
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2.3 Ordre de multiplicité d’'une racine

Dans cette section P est un polyndme et « un scalaire.

p==e| Définition 21 — Racine multiple

Lordre de multiplicité de a pour P est le plus grand entier k € N tel que (X — a)* | P, ie
I'unique entier k € N tel que (X — k| Pet (X-a)k! yp.
On dit alors que «a est racine d’ordre k de P.

/\ Remarquez que «a racine d’ordre 0 signifie en fait que a n’est pas racine de P.

On utilise le vocabulaire suivant :
e si k=1, onditque a est racine simplede P;
e si k=2, ondit que a est racine douple de P;

 si k=3, ondit que a est racine multiple de P.

Théoreme 22 — Ordre de multiplicité et divisibilité

a est racine d'ordre k € N de P si, et seulement si, il existe Q € K[X] tel que
P(X)= (X -a)f x Q(X) et Q(a) #0.

QD Exemple. Pour X (X — 2)3, 0 est racine simple et 2 est racine d’ordre 3. —1 est racine d’ordre 0
(ie n’est pas racine).

g Définition 23 — Polynéme scindé

P est dit scindé s’il est non constant et s’il s’écrit comme un produit de polynémes du
premier degré :

P=Ax[[(X-ay

k=1
oule K*, ne N*etay,..., a, sont des scalaires.
Dans ce cas A est le coefficient dominantde P, n est son degréet a, ..., a, sont les racines de P.

A\ Un polynéme de R[X] peut étre scindé dans C[X] mais pas dans R[X] : par exemple X2 + 1.

/\ Les scalaires ay, ..., @, ne sont pas supposé deux a deux distincts.
Si dans la liste (a3, ..., a,) on regroupe les valeurs identiques, alors on a I'écriture :

,
P=Ax[](X~-u™
k=1

ou Uy, ..., 4y sont les racines distinctesde P et vy, ..., v, sont leurs ordres de multiplicité.
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Pour un polyndéme scindé, le dégré est supérieur ou égal ala somme des ordres de multiplicité de
ses racines. C’est en fait vrai méme si le polyndme n’est pas scindé, d’apres le théoréme suivant.

Proposition 24 - Factorisation d'un polynéme

1. Soit P € K[X] un polynéme non nul de racines dans K distinctes y;, ..., ¢, d’ordres
de multiplicité vy, ..., v,. Il existe alors un polynome Q € K[X] tel que:

.
P(X) = Q(X) x H (X — ) * et Qn’apasderacine dans K
k=1

Donc le degré de P est supérieur ou égal a la somme des ordres de multiplicité de
ses racines.

2. Un polynéme P non nul est scindé dans K[X] si, et seulement si, son degré est égal
ala somme des ordres de multiplicité de ses racines dans IK.

Important. Trés souvent, on compte les racines avec leur ordre de multiplicité : cela signifie
qu'une racine est comptée autant de fois que son ordre de multiplicité. On ne parle donc plus
de racines distinctes.

On obtient donc pour un polynéme P non nul :

« le degré de P est supérieur ou égal au nombre de ses racines comptées avec leur ordre de multi-
plicité.

« P est scindé si, et seulement si, son degré est égal au nombre de ses racines comptées avec leur
ordre de multiplicité.

X Exemple. Soit n € N*. Le polyndme X" — 1 est scindé a racines simples dans C[X].

2.4 Décompositions en facteurs irréductibles

Définition 25 - Polynome irréductible

Un polyndéme P de K[X] est dit irréductiblelorsqu’il est non constant, et lorsque ses seuls
diviseurs sont les polynomes constants non nuls, et les polynomes qui lui sont associés.

Autrement dit un polynome P non constant est irréductible si, set seulement si :

V(Q,R) € K[X]?, (P = QR) = (Q est constant non nul ou R est constant non nul

X Exemple. Dans KK[X] les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

A\ Lirréductibilité dépend du choix de K : X? + 1 est irréductible dans IR[X] mais pas dans
C[X]; X? -2 est irréductible dans ()[X] mais pas dans R[X].

Le résultat fondamental est le suivant.
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Théoreme 26 — Théoreme de d’Alembert-Gauss
I Tout polynéme de C[X] non constant a au moins une racine dans C. ]

Remarquer que ce résultat s’applique aux polyndmes de R[X] : ils ont toujours au moins une
racine dans C.

Ce résultat est tres puissant : I'introduction des nombres complexes a donné une racine au
polynéme X2 + 1, et du méme coup a tout polynéme de C[X]!

Les conséquences sont nombreuses.

[— Corollaire 27 - Polyndmes irréductibles de C[X]
L

es polyndmes irréductibles de C[X] sont exactement les polyndmes de degré 1. ]

p==ai Corollaire 28 — Décomposition en irréductibles dans C[X]

Tout P € C[X] non constant s’ écrit :

PX)=Ax]](X-a))
i=1

ouleC* neN* (ay,...,a,) € C".

Les nombres complexes a;, ..., @, sont les racines complexes de P et ne sont pas
nécessairement deux a deux disctintes (chaque racine est répétée autant de fois que son ordre
de multiplicité).

Un autre énoncé possible est le suivant : tous les polyndmes non constants de C[X] sont scindés.

Pour factoriser un polynéme dans C[X], il suffit donc de déterminer ses racines.

Corollaire 29 - Nombre de racines des polynomes de C[X]

Tout polynéme de C[X] non nul a un nombre de racines, comptées avec leur ordre de
multiplicité, égal a son degré.

C’est faux pour le polyndme nul qui a lui une infinité de racines.
Q Exemple. Factoriser X* — 1 dans C[X].

En remarquant que tout polyndéme de R[X] se décompose dans C[X] on peut établir les
résultats suivants.
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i Lemme 30 — Racines complexes et polyndmes de R [X]

SiPeR[X]etaeC.Alors:

a estracine de P < a estracine de P

Pour un polynéme de R [X] les racines complexes non réelles sont deux a deux conjuguées; elles
sont donc en nombre pair.

Le calcul suivant sera fondamental dans la suite. Sia € C :

(X—a)x (X—a) = X*—2Re(@) X + |al’ € R[X]

p==ei Corollaire 31 — Polynémes irréductibles de R [X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont:
e les polynomes de degré 1;

* les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.

Les polynomes de R[X] degré 2 a discriminant strictement négatifs, sont ceux qui n’ont pas de
racine réelle.

/\ Le fait de ne pas avoir de racine réelle ne garantie pas d’étre irréductible : X* + 1 n’a pas de
racine réelle mais est réductible dans R[X].

pmed Corollaire 32 —- Décomposition en irréductibles dans R[X]

Tout P € R[X] s’écrit :

k 4
PX)=Ax[[(X-a)"ix[[(X?+B;X+y))"i
i=1 j=1

ot AeC*,  (K,OeW*?,  (@1..0 @ P10 BerY1r--Ye) ERFZE et
(FLyee s Thy Vi, eeay V) € (lN*)kM, avecVje[1,4], A :ﬁ§—4yj <0.

Dans cet écriture, a;, ..., ay sont les racines réelles de P et ne sont pas nécessairement deux a
deux disctintes (chaque racine est répétée autant de fois que son ordre de multiplicité).

Important. Pour factoriser un polynéme dans R[X], il suffit donc en théorie de déterminer ses
racines complexes, puis de regrouper les racines conjuguées deux a deux.

 Exemple. Décomposer X° —1 dans R[X].
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p==ei Corollaire 33 - Nombre de racines des polynémes de R[X]

1. Tout polyndme de R[X] non nul a un nombre de racines, comptées avec leur ordre
de multiplicité, inférieur ou égal a son degré.

2. Soit P € R[X] non nul. On a équivalence des prédicats :

(i) P aun nombre de racines, comptées avec leur ordre de multiplicité, égal a son
degré

(ii) P n’a pas de racine complexe non réelle
(iii) P estscindé dans R[X]

[— Corollaire 34 — Cas des polyndomes de R[X] de degré impair
T

out polynome de R[X] de degré impair a au moins une racine réelle. ]

2.5 Somme et produit des racines d’'un polynéme scindé

Dans cette section, P est un polyndme de K[X] noté :
P=ay+ay X+aX*+--+a, X"

avec a, # 0.

On suppose P scindé; il a donc n racines comptées avec leur ordre de multiplicité qu'on note
al Yy eeey an.

pmei Théoréme 35 - Somme et produit des racines d'un polyndome scindé

On ales formules:

ap-1 Ao
et ajxasx...a,=-1)"—

an an

ar+ar+---+a,=—

Dans le cas d'un trindme du second degré, on retrouve le théoréeme de Viete.

Ces formules permettent de calculer des sommes et des produits. Elles ont permis a 'Euler de
deviner que :
1 1 1 m?

l+=+=+—5+=—
2232 42 6

On peut remarquer que chaque coefficient de P donne une formule faisant intervenir les racines
ay, ..., a,. Mais a part les deux ci-dessus, elles ne sont pas au programme de PCSI.
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3 Dérivée d’'un polynome et applications

3.1 Dérivée d’'un polyné6me

Dans cette section P est un polynéme de K[ X].

gl Définition 36 — Dérivée d’'un polyndome

On définit le polynéme dérivé de P, noté P’ par :

e si P est constant alors on pose P =0;

n
o sideg(P) = 1alorsonlenote P(X) = ) arX* avec a, #0.

k=0
n n-1

On posealors P'(X) = Y karX* 1= Y (k+ Dag. X*.
k=1 k=0

3
X Exemple. P(X) =4X° +9X + > donne P'(X) =20X* +9.

Si K = R si on identifie polyndme et fonction polynomiale, alors on retrouve la dérivée en tant
que fonction numérique.

Proposition 37 — Degré du polynome dérivé

Si P € K[X] est un polynd6me non constant, ie si deg(P) = 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
Si P € K[X] est un polynéme constant, ie si deg(P) <0, alors P’ = 0 xj.

Onadonc:

P estun polyndme constant <= P’ =0y

p=med Théoréme 38 — Propriétés de la dérivation

Si(PQ)eK[X]’etAeK,ona:
AP+Q) =AP' +Q et (PxQ'=P' xQ+PxQ

et:
(QoP)Y=P'xQ'oP

X Exemple. (X* x P(X))' =2X x P(X) + X? x P'(X) et (P(2X)) =2 x P'(2X).
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s Définition 39 — Dérivée d’ordres supérieurs

Soit P € K[ X]. On définit par récurrence le polynéme dérivé d’'ordre k de P, note po, par:

PO =p
{ VkeN, pt = (p®)y’

Pour k € N, le polynome P®® désigne le polynome P dérivé k fois.

3
X Exemple. P(X) = 4X° +9X + > P'(X) =20X*+9, P"(X) =80X3, PO (X) =240X2, PW(X) =
480X, P® (X) = 480 et pour k = 6, P¥ (X) = 0 (x].

== Proposition 40 — Degré du polynome P
Soit k€ N.
1. Si k> deg(P), alors P® =0,
2. Si k <deg(P), on adeg(P®)=deg(P)-k

n .
Sik <deg(P)etsi P(X) =) ajX’, alors:

j=0
n ' n j! .
PWX) = (-1 x-x(j-—k+)xa; X %= : a: Xi—k

JU J | ]

j=k =k (j-R!

n-k ;i
(j+ Kt

= J ~ a],+kxj
j=0 I
PR
et on en déduit que | a; = k'( )

X Exemple. La dérivée de k-ieme de X Jest0sik> j,etsik< jellevaut

. . . i J! ik
-Dx--.. —k+1)x XiTk= L xik
Jx (=1 x e (] TR

3.2 Formule de Taylor

g Théoréme 41 - Formule de Taylor

Sine Net Pe K,[X] alors:

n pk
vack, p=Y 2@
&k

X -a)*
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® Exemple. Montrer qu'il existe un unique polynoéme P € R,[X] tel que P(1) = P'(1) = 1 et
P'1)=-1.

_ P(k) (0)
K

L'unicité des coefficients permet donc de dire a nouveau que | a

On arrive au résultat principal de ce paragraphe, qui permet de déterminer simplement I’ordre
de multiplicité d'une racine.

=t Lemme 42 - Dérivé et ordre de multiplicité

Soienta e K, Pe K[X] et re N*. Alors :

a est racine d’ordre r de P = « est racine d’ordre r — 1 de P’

pd Théoréme 43 — Calcul de I'ordre de multiplicité

Soient @ € K, P € K[X] et r € N*. Alors on a équivalence de :
(i) a estracine d’ordre r de P;
(ii) P(@)=P'(a)=P"(@)=---=P" D(a)=0et P (a)#0.

Lorsqu’on factorise un polynéme, on peut donc simplifier la recherche de racines en détermi-
nant les ordres de multiplicité avec ce théoreme.

® Exemple. Factoriser le polynome P(X) = X® —3X* +2X% + 2X% —3X + 1 dans C[X], puis
dans R[X].

QX Exemple. Pour n € N*, on pose P, = (X +1)"(X - 1)".
Alors Vk € [0,n—1], PP (1) = PP (=1) = 0 et de plus PV (1) #0 et PY(~1) #0.

== Corollaire 44 — Caractérisation des polynomes scindés a racines simples

Soit P € K[X] non constant. On a équivalence des prédicats :
(i) P estscindé dans K[X] et a racines simples
(ii) P aunnombre de racines distinctes supérieur ou égal a son degré

(iii) P estscindé dans IK[X] et n’a pas de racine commune avec P’.

Q Exemple. Soient n € N tel que n =2, et P = X" — X + 1. Montrer que P est scindé a racines
simples dans C[X].
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4 Expression par radicaux des racines des polynomes

« Exprimer par radicaux », signifie exprimer a ’aide de sommes, produits, quotients, et fonction
racines n-iemes (les fameux radicaux).

4.1 Casdudegré 1 oududegré 2

Une équation du degré 1 est de la forme x + a = 0, avec a € IK?. Elle a pour unique solution
X=-a.

Une équation du degré 2 est de la forme x* + ax + b = 0, avec (a, b) € IK?. On sait la résoudre a
partir de I'étude de son discriminant; les solutions s’expriment a partir de produits et quotients
de radicaux d’expressions en a et b.

Ces connaissances se retrouvent dans différentes civilisations jusqu’a 2000 avant JC.

4.2 Cas dudegré 3 : méthode de Cardan (hors-programme)

Une équation du degré 3 est de la forme x3 + ax? + bx+ ¢ =0, avec (a, b, ¢) € K3.

On peut simplifier le probleme en utilisant le changement de variable y = x + g. On obtient

'équation y* + py + g = 0 ou1 p et g s’expriment comme des produits de a, b et c.

On se donne alors deux nombres u et v tels que u+ v = x et uv = —g (ils existent d’apreés les
résultats sur les systemes sommes-produits). Ces deux nombres vérifient :

w+d=—gq
o =-(2]

Toujours d’apres le théoréme sur les systémes somme-produits, on sait calculer 13 et v3 en
fonction de radicaux de p et g, donc de a, b et c. On en déduit que u, v puis x s’exprimer par
radicaux en fonction de a, b et c.

On peut obtenir par exemple :

| g+ +4(8) 3| -q-\/a2+4(8)’ o

X = —+ [
2 2 3

avec p et g aremplacer en fonction de a, b et c. Mais dans certains cas ces formules conduisent a
écrire la racine carrée d'un nombre négatif... Cardan (1501-1576) aurait alors eu l'idée
d’introduire les nombres complexes pour donner un sens rigoureux a ses calculs.

On pense que cette méthode a été confiée a Cardan par un autre mathématicien du nom de
Tartaglia (1499-1577) qui lui avait fait jurer de la garder secrete. ..

S Exemple. Résoudre 6x3 —6x% +12x+7 =0.
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4.3 Casdudegré 4 : méthode de Ferrari (hors-programme)

Une équation du degré 4 est de la forme x* + ax® + bx?> + cx+d = 0, avec (a, b, ¢, d) € K*.

On peut simplifier le probleme en utilisant le changement de variable y = x + g. On obtient

I'équation y* = py? + gy +r ol p, g et r s’expriment comme des produits de a, b, c et d.

On se donne alors un nombre ¢ tel que g —4(2t+ p)(t>+r) = 0, qu’'on trouve avec la méthode de
Cardan (ou autre). Pour cette valeur de t, I'expression (2¢ + p)y? + gy + (t> +r) qui est du second
degré en y, a un discriminant nul et peut donc se factoriser sous la forme (ay + ).

On remarque de plus que y* = (y + t2)2 —2y*t — t> donc (y* + t2) = Rt + p)y* + gx + (t? +71) =
(ay+ B)?. On en déduit que y = — > + (ay + ). C’est une équation du second degré en y dont la
résolution va donner y exprimé par radicaux en fonction de ¢, a, 8, et donc on aura x exprimé
par radicaux en fonction de a, b, cet d.

Cette méthode a été découverte par le mathématicien Ferrari (1522-1565), éléve de Cardan.

D Exemple. Résoudre x* + 4x% +3x% —8x—10=0.

4.4 Théoréme d’Abel-Galois (hors-programme)

A partir du degré 5 les mathématiciens ont échoué a trouver des formules qui expriment par
radicaux les solutions en fonction des coefficients de I’équation.

Les mathématiciens Abel (1802-1829) et Galois (1811-1832) sont parvenus a donner une défi-
nition formelle de I'expression « équation résoluble par radicaux » puis a prouver qu’aucune
formule par radicaux générale n’est possible pour les équations de degré supérieur ou égal a 5.

Pourtant d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, on sait que pour une équation de degré nily
a toujours n racines complexes (comptées avec leur ordre de multiplicité). Mais elles ne peuvent
pas étre exprimées a I'aide des symboles +, —, %, / et ¥/ .
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre les notions de degré et de coefficient dominant.

& Savoir calculer le degré ou le coefficient dominant d'une somme, d'un produit ou d’'une
composée de polynomes.

& Utiliser ces notions pour simplifier la recherche de solutions d'une équation dont
I'inconnue est un polynéme.

w Utiliser 'unicité des coefficients des polyndémes.
© Différencier une égalité entre deux polynomes et deux fonctions polynomiales.
@ Lutiliser pour démontrer des identités combinatoires.

& Lutiliser pour rechercher les solutions d'une équation dont I'inconnue est un polyndéme.

w Utiliser le lien entre nombre de racines d'un polyndéme et son degré.
& Montrer qu'un polynéme est nul grace a un argument sur son nombre de racines.

& Montrer qu'un polynéme est scindé grace a un argument sur son nombre de racines.

= Connaitre le lien entre racines d’'un polynoémes, factorisation en polynémes irréductibles et
racines des polynomes dérivés.

& Savoir factoriser un polynéome dans C[X] et dans R[X], sur un exemple ou de maniere
générale.

& Déterminer 'ordre de multiplicité d’'une racine en factorisant ou en recherchant les
racines des polyndmes dérivés.

& Utiliser les coefficients d'un polynéme scindé pour calculer la somme ou le produit de
ses racines.
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6 Exercices

Notions de base

EXERCICE 1. Calculs de degrés et de coefficients dominants

Déterminer les degrés et coefficients dominants des polynémes suivants :

n
L X°-X(X-2+i) 2. (X-2)"-(X+5)"avecneN* 3. [[eX-k
k=0

4. [[x-6)F 5. [](kx-2)%
k=0 k=0

EXERCICE 2. Décomposition en irréductibles
Factoriser les polyn6mes suivants :

L X*=X%+1, X8+ X*+1 et X* +1 dans R[X] et dans C[X]
2. X*+3X3-14X?+22X -12 dans R[X] sachant que i + 1 est racine dans C

EXERCICE 3. Un peu de géométrie

On désire prouver le résultat suivant :

« Si a, b et ¢ sont trois complexes de module 1 vérifiant a + b + ¢ = 1, alors un des ces trois
complexes vaut 1 ».

Supposons que a, b et ¢ soient trois nombres complexes de module 1 telsque a+ b+ c=1.

1. Justifier l'égalité: L + 7 +1 =1.

2. On considere le polynéme P définipar: P= (X —a)(X - b)(X —©).
Justifier I'existence d'une constante complexe @ non nulle telle que : P = X3~ X?+aX—a.

3. Conclure.

EXERCICE 4. Détermination d’ensemble de polynémes

1. Déterminer I’ensemble des polynomes P de K[X] tels que : P(X +1) = P(X).
2. Déterminer I'ensemble des polynomes P de K[X] tels que : P(X?) = (X? + 1) P(X).

3. Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique polynéme P, € K[X] tel que : P, — P}, = X".

EXERCICE 5. Division euclidienne

Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B lorsque :

1. A=X?"4+2X"+1etB=X%+1 2. A=X?*"4+2X"+1etB=(X-10)?
3. A=X"+2X-2etB=(X-2)2 4, A=X"+2X-2etB=(X-3)?
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EXERCICE 6. Calcul de puissances d’'une matrice avec un polynéme annulateur

1 00
OnposeA=|1 0 0].
1 11

1. Donner une relation entre A3, A2 et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu'il existe deux suites (a,) nen €t (by) nen @ valeurs réelles telles que :
vneN, A" = a, A+ b, A?. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X3 —2X? + X.
En déduire I'expression de A", pour tout n € N.

EXERCICE 7. Formule de Vandermonde

Soient N; et N> deux éléments de N* et n € [0, N7 + No].
En considérant le coefficient de X" dans le polynéme (1 + X)M x (1 + X)™2, calculer :

Proposer une autre démonstration de cette formule en dénombrant des tirages simultanés dans
une urne.

Sujets d’étude

EXERCICE 8. Polynd6mes d’interpolation de Lagrange
Soit n € N. On se donne n +1 réels xy, x1, ..., x, deux a deux distincts, et n+1 réels yo, y1, ..., Yn-
1. Soit k € [0, n]. Déterminer I'unique polynéme Ly € R, [X] tel que :

Lk(xj):O sij#k

vjelo,nl, { ey =1

n
2. En déduire que P = Z VL est'unique polynome P € R,[X] tel que :
k=0

Vjelo,nl, P(xj)=y;.

EXERCICE 9. Calcul d’'un produit
Soitn=2.0npose P=(X+1)"-1.
1. Déterminer toutes les racines de P dans C et en déduire la factorisation de P dans C[X].

2. On note Q le polynéme de C[X] tel que P = XQ. A l'aide des racines de Q déterminer la
valeur de :

A:rﬁsin(ﬂ).
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EXERCICE 10. Polynémes de Tchebychev

Py=letP; =X
VneN, Pyio=2XPy1 — Py

Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de P,,.

On considere la suite de polynomes (Pj,) ,en définie par : {

Déterminer le terme constant de P, et étudier la parité de P,,.
Etablir que, pour tout n € N et pour tout x € R : P, (cos x) = cos(nx).
En déduire les racines de P,,.

Donner alors une expression factorisée de P, (X).

2R o

Al'aide des formule d’Euler et de De Moivre donner une autre expression de P, (X).

EXERCICE 11. Localisation des coefficients d'un polynome

. . emes , sz, _ j 2kn
Soit n € N. On note zg, z1, ..., 2, les racines (n+ 1) del'unité: z; =e'n1.

n
On définit P= Y apX* e C[X], avec a,, # 0, et on pose M = kn%gxﬂ|P(zk)|.
k=0 €[0,n

1. Vérifier que : M > 0.

n
2. Soit p € N fixé. Calculer )_ (z4)” en fonction de p.
k=0

Y P(zp)

k=0

3. (a) Montrer que, pour tout n€ N*,ona: <(n+1)M.

(b) Endéduire que: |ag| < M.
4. Montrer que: Vk € [0, n], |ax| < M.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



322 CHAPITRE 11 : Polynémes

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



oo 1 2

323

Dérivabilité des fonctions numériques

Sommaire
1  Dérivabilité d’'une fonctionnumérique . ... ...... ... ... . 324
1.1  Dérivabilit€t enunpoint . . ... ... ... ... .. .. . . ... ... 324
1.2 Dérivabilité a droite ou a gaucheenunpoint ... ... ... ... ..... 325
1.3  Interprétations graphiques . .. ... ... ... ... ... .. ... 326
1.4  Propriétés des fonctions dérivablesunpoint . . . .. ... ... ... .... 327
2  Dérivabilitésurunintervalle . . . .. ... . ... ... .., 328
2.1  Définition et théorémes généraux . . ... .. ... ... ... .. .. .... 328
2.2 Dérivabilité des fonctionsusuelles . . . . ... .. ... . ... .. ... 329
2.3 Opérations sur les fonctions dérivables . . . .. ... ... .......... 330
3  Propriétés des fonctions numériques dérivables . ................. 332
3.1 Lienentreextremumetdérivée ................ ... ...... 332
3.2 ThéoremedeRolle . . ... ... ... ... ... .. ... . 332
3.3  Théoreme des accroissements finis . . . ... ................. 333
3.4 Lienentre dérivée etmonotonie . . . .. ... ... ... ... ..., 334
3.5 Théoremedelalimitedeladérivée ... ... ... ... ........... 335
4 Dérivéesd’ordresupérieur ... ... ... ..ttt i e e 336
4.1  Dérivéessuccessives . . . . . . . .. e e 336
4.2  Fonctions de classe C",declasse C® . .. ... ... ... .......... 337
4.3  Opérations sur les fonctions de classe C*/C*® . . . ... ... ... ..... 338
4.4  Classe de régularité des fonctionusuelles . . . . . ... ... .. ........ 339
4,5 Formulede Taylor-Young . . ... .. .. ... ... ... ... ... 340
4.6  Breve extension aux fonctions a valeurs complexes . . . .. ... ...... 341
5 Compétences a acquérirsurcechapitre. . . . ... ... ... .. ......... 343
6  EXerciCes . . ... ... ii it ittt teieetettottttaeeeaeeeaes 344

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



324 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

1 Dérivabilité d’'une fonction numérique

f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a
un point.

1.1 Dérivabilité en un point

Soit a un point de I.

==t Définition 1 — Dérivabilité en un point

existe et est finie.

On dit que f est dérivable en a lorsque lim —f(x; : ];(a)

x#a

Dans ce cas, on pose : f'(a) =lim fO-f@ =lim @) - fx) _
X—a x — a X—a a _ x

xX#a xX#£a

af

Le réel f'(a) est appelé nombre dérivé de f en a. On le note aussi Ix (a).

On peut toujours se ramener au voisinage de 0, en posant x =a+ h :

lim fx) - f(a)

:limf(a+h)_f(a) = f'(a)
e XTa e h

f)-fla

Interprétation graphique : représente la pente de la droite passant par les points

M(x, f(x)) et Mo(a, f(a@)). f'(a) représente donc la « pente limite » en My(a, f(a)), c’est-a-dire la
pente de la tangente a la courbe de f au point My(a, f(a)).

droite (M M)

tangente en My— |
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1 Dérivabilité d’'une fonction numérique 325

X Exemple. f: x— px+ q avec (p, q) € R?. Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) =
X Exemple. f: x— x" avec n € N*. Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = na"'.

X Exemple. f: x— cos(x). Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = —sin(a).

 Exemple. f : x— sin(x). Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = cos(a).
1
X Exemple. f:x— e Alors f est dérivable en tout a € R* et f'(a) = —

a’’

1
X Exemple. f: x— /x. Alors f est dérivable en tout a> 0 et f'(a) = ——.

2va
Proposition 2 — Dérivabilité et DL
| f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un DL d’ordre 1 au point a. ]
Dans ce cas :
fla+h) = f(a)+ f'(@) x h+op—o(h)
Corollaire 3 — La dérivabilité entraine la continuité
I Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. ]

1.2 Dérivabilité a droite ou a gauche en un point

Soit a un point de I.

Définition 4 — Dérivabilité a droite en un point

On dit que f est dérivable a droite en a lorsque hm f(x) fta) existe et est finie.

x—a* X—a

Dans ce cas, on pose : f)(a) = lim M.
x—a®* XxX—a

Leréel ) (a) est appelé nombre dérivé a droite de f en a.

existe et est finie.

f)-fl@ f()
xX-

La limite est notée fg’(a) et est appelée nombre dérivé a gauchede f en a

On définit de méme la dérivabilité a gauche en a lorsque lim
X—d
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=i Théoréme 5 - Lien entre dérivabilité en un point et dérivabilité a droite/gauche [

On suppose que a n'est pas une extrémité de I. Alors on a équivalence de :

Dans ce cas f'(a) = fy(a) = f)(a).

CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

(i) f estdérivable en a;

(ii) f estdérivable a droite et a gauche en a avec fy(a) = f(a).

D> Exemple. f: x — |x| n’est pas dérivable en 0.

0 six<0
xsin(x) six>0

X Exemple. f:x— { est dérivable en 0.

1.3 Interprétations graphiques

o Cas f dérivable en a. €y admet une tangente au point M(a, f(a)) d’équation :
y = f'(a) x (x—a)+ f(a). Dans ce cas on peut utiliser un DL, (a) pour positionner localement en
ala courbe de f et sa tangente au point a.

LS

Exemple. Faire I'étude locale en 0 de la position de la courbe par rapport a sa tangente pour

x— e¥ et x — arctan(x).

« Cas f non dérivable en a. Il y a plusieurs cas possibles.

* Si f est dérivable a droite en a, alors elle admet une demi-tangente a droite en a
d’équation y = f(a) x (x—a) + f (a).

S N

* Si f est dérivable a gauche en xj, alors elle admet une demi-tangente a gauche
en a d’équation y = fé’,(a) x(x—a)+ f(a).

* Si elle est dérivable a droite et a gauche en a, avec f)(a) # fg’,(a), alors les deux
demi-tangentes ne sont pas paralleles. On dit que My(a, f(a)) est un point anguleusx.

X Exemple. En 0 la représentation graphique de x — | x| admet un point anguleux.

x) - fla
% Si lim L0 = /@ _
x—a* X—a
méme une demi-tangente verticale en My(a, f(a)).
On a le méme résultat a gauche en a.

+oo alors f n'est pas dérivable a droite en a, mais € admet quand

X Exemple. x — /X nest pas dérivable a droite en 0, et sa courbe admet une tangente
verticale en O(0,0).

* Si lim fo-/@ ou lim fo- @ n’existe pas, il n'y a d’interprétation graphique.
x—at X—a X—a X—a
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1.4 Propriétés des fonctions dérivables un point
Dans ce paragraphe a est un point de 1.

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle /.

=i Théoréme 6 — Opérations sur les fonctions dérivables en a

On suppose que f et g sont dérivables en a. Dans ce cas :

1. pour tous réels A et p, la fonction A. f + p.g est dérivableen a et :
(A f+upg)@=Af(a)+ug (@
2. lafonction f x g est dérivableen aet:

(fxg'(@=f(a)xgla+f(a)xg'(a)

3. si g ne s'annule pas, la fonction [ est dérivable en a et :

([)’(a) _fl@) xg(a) - f(a) xg'(a)
g(a)?

f

A\ Si f ou g n'est pas dérivable en a alors il est possible que les fonctions f+ g, f x g et g le

soient quand méme.
X Exemple. x — /X — /X est dérivable en 0 alors que x — /x ne I'est pas.

Dans le théoréme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle /, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur l'intervale I.

Théoréme 7 —- Composition de fonctions dérivables

On suppose que f est dérivable en a, et que g est dérivable en b = f(a). Dans ce cas, la
fonction go f est dérivableen a et :

(go (@) =f'(a) xg'(f(@)

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes les deux dérivables en a; a priori g n’est pas méme pas
définie au point a. g doit étre dérivable en b = f(a).

A\ Si f n’est pas dérivable en a ou si g n’est pas dérivable en f(a) alors il est possible que go f
soit tout de méme dérivable en a.

N Exemple. x — V/x* est dérivable en 0 bien que x — /X ne le soit pas.

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.
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2 Dérivabilité sur un intervalle

f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a
un point.

2.1 Définition et théoremes généraux

Définition 8 — Dérivabilité sur un intervalle
I On dit que f est dérivable sur 'intervalle I lorsque f est dérivable en tout point a € I. ]

QS Exemple. f dérivable sur [0, +ool signifie que f est dérivable en tout a > 0, et que f est
dérivable a droite en 0.

 Exemple. f dérivable sur |0, +oof signifie que f est dérivable en tout a > 0.

QX Exemple. f dérivable sur 1,2] signifie que f est dérivable en tout a €]1,2[, et que f est
dérivable a gauche en 2.

=i Définition 9 — Dérivabilité sur une union d’intervalles

On se donne une famille d’intervalles (I) je; deux a deux disjoints, et tels que I'union de
deux d’entre eux ne donne pas un intervalle.

On dit que f est dérivable sur A= |_J I; lorsque, pour tout j € J, f est dérivable sur I;.
jeJ

® Exemple. f dérivable sur R* signifie que f est dérivable sur ] —oo,0[ et sur ]0, +ool, donc que
f est dérivable en tout a < 0 et en tout a > 0.

A\ Si f est dérivable sur deux intervalles I et J alors elle peut ne pas étre dérivable sur leur union
I'u]J (si IU ] est encore un intervalle).

Par exemple si f dérivable sur ] —oo, 0] et [0, +ool alors ] —oco,0[U[0, +oo[= R, mais f peut ne pas
étre dérivable sur R car on ne sait pas si elle est dérivable a gauche en 0.

/\ Le raisonnement naif consistant a calculer f'(x) et a regarder pour quelles valeurs de x cette
fonction est définie est faux. Il ne donne pas la dérivabilité de la fonction.
Par exemple le raisonnement :

1
«pour f(x) =v/x,ona f'(x) = Vi et donc f n’est pas dérivable a droite en 0 »
X

n’est pas correct (méme s’il donne le bon résultat).

=== Définition 10 — Fonction dérivée

Si f est dérivable sur une partie A de R, on appelle fonction dérivée de f 1'application:

f'' A — R
x — f'x
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Théoréme 11 — Une fonction dérivable est continue
I Si f est dérivable sur une partie A de R, alors f est continue sur A. ]

2.2 Dérivabilité des fonctions usuelles

e La fonction x — |x] est dérivable sur R\Z. Aux points de 7, elle est seulement dérivable
a droite.

» Les fonctions polyndmes sont dérivables sur R.

® Exemple. La fonction x — x> — x + 1 est dérivable sur RR.

e Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont dérivables sur leur ensemble
de définition.

X®°+3x%2+2x-1

est dérivable sur R\{0; 1} et la fonction
(x—1)3x

X Exemple. La fonction x —

1
xX— —————est dérivable sur R.
x+x+1

e Les fonctions cos et sin sont dérivables sur RR.

« Les fonctions arccos et arcsin sont dérivables sur ] — 1,1 et ne le sont pas en —1 et 1.
/4
e La fonction tan est dérivable sur @5, = R\ {E +km; ke Z}.

« La fonction arctan est dérivable sur RR.

« La fonction In est dérivable sur R}, et la fonction exp est dérivable sur R.
» Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R.

e La fonction x — | x| est dérivable sur R*. Elle n’est pas dérivable en 0.

e Les fonctions x — x%, ol a € R, sont dérivables au moins sur R} . En 0, on a le résultat suivant.

p==a Théoréme 12 — Dérivabilité de la fonction x — x%* en 0

1. Pour @ =1, la fonction x — x% est dérivable en 0 et :

VxeRY, %(x“) =ax*!

2. Pour a <1eta #0,lafonction x — x% n’est pas dérivable en 0.
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Pour a =0, la fonction est constante, donc dérivable sur R.

. o 3 .
X Exemple. x — \/x continue sur R* mais dérivable seulement sur R*, et x — x2 dérivable
sur R*.

/\ Pour des puissances entiéres, 'ensemble de dérivabilité peut étre beaucoup plus grand que
R* ouR%.
2 . . 1 . X .
Par exemple x — x° est continue sur R (polynoéme), et x — — est continue sur R* (fraction
X

rationnelle).

On peut donc retenir que pour 0 < a < 1, la fonction x — x% est continue mais non dérivable
(a droite) en 0.

2.3 Opérations sur les fonctions dérivables

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle /.

=t Théoreme 13 - Opérations sur les fonctions dérivables en a

On suppose que f et g sont dérivables sur I. Dans ce cas :
1. pour tous réels A et y, la fonction A. f + u.g est dérivable sur I;

2. lafonction f x g est dérivable sur I;

3. si g ne s’annule pas sur /, la fonction £ est dérivable sur I.

Dans le théoréme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle /, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur 'intervale I.

Théoréme 14 — Composition de fonctions dérivables

On suppose que f est dérivable sur I, et que g est dérivable sur J. Dans ce cas, la fonction
go f estdérivable sur I.

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes les deux dérivables sur I; a priori g n’est pas méme pas
définie sur I. g doit étre dérivable sur J tel que f(I) < J.

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



2 Dérivabilité sur un intervalle 331

Important. Pour démontrer simplement qu'une fonction est dérivable, on utilisera désormais
la dérivabilité des fonctions usuelles et les théorémes précédents.

X Exemple. La fonction ¢ : x — /In(1 + x4) est définie et dérivable sur R.

=t Théoreéme 15 - Dérivabilité d’'une bijection réciproque en un point

On suppose que [ est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle 1.
Soit a € I tel que f est dérivable en a. Alors :

e si f'(a) #0alors f~! est dérivable en b= f(a) et :

1 1
flof~Yb)  fl(a)

(f) =

e si f'(a) =0, alors f~! n’est pas dérivable en b = f(a).

Dans le dernier cas, la courbe de f~! admet une tangente verticale au point d’abscisse b.

A\ Si f nest pas dérivable en a, on ne peut rien dire sur la dérivabilité de f~! en b = f(a).
Par exemple x — /x n’est pas dérivable en 0, mais x — x* I'est.

==t Corollaire 16 — Dérivabilité d’'une bijection réciproque sur un intervalle

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable et strictement monotone sur I, et
telle que f' ne s’annule pas sur 1.
Alors f~! est dérivable sur J = f(I) et:

_ 1
Vye], (f l)l(y)zm

ES) Exemple. arctan est dérivable sur R. arcsin et arccos sont dérivables sur | — 1,1 et ne sont
pas dérivableen —1 et 1.

Important. Pour dériver une égalité du type f(x) = g(x), il faut que celle-ci soit vraie pour tout
x dans un intervalle I (et que f et g soient dérivables sur cet intervalle) :

(Vxe[, f(x) :g(x)] — (Vxe[, 7% :g’(x))

Par contre si I'égalité n’est vraie qu’en un point, dériver revient a écrire 0 = 0 (on dérive deux
constantes). En particulier| f(0) = 1 ne donne pas f'(0) = 0.
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3 Propriétés des fonctions numériques dérivables

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction f définie sur un intervalle I.

3.1 Lien entre extremum et dérivée

==t Théoréeme 17 — Condition nécessaire d’extremum local

Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :

(i) f admetun extremumlocalen a€ I;

(ii) a€l,ie an’est pasunebornede I.

Alors f'(a) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est donc
horizontale.

3.2 Théoreme de Rolle

Intuitivement, pour une fonction f vérifiant f(a) = f(b), on voit sur la figure ci-dessous que sa
courbe admet au moins une tangente horizontale.

A

fla)=fb) f---mmmmeofrmmm-

S el EEEEEEE
Y

SFF—-————--

Q R S —

==t Théoréeme 18 — Théoreme de Rolle

Soit f: [a, b] — R telle que :
(i) f estcontinue sur [a, b];
(ii) f estdérivablesur]a,b[;
(iii) f(a) = f(b).

Alors::
Ace€la,bl; f'(c)=0

N Exemple. Si P € R[X] est scindé a racines simples, montrer que P’ est lui aussi scindé a
racines simples. En considérant le polynome X° —3X? +3X montrer que ce résultat est faux
dans C[X].
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3.3 Théoreme des accroissements finis

333

Intuitivement, pour une fonction f, on voit sur la figure ci-dessous que sa courbe admet au

moins une tangente parallele & la droite passant par les points (a, f(a)) et (a, f(@)).

)

\]

p==ni Théoreme 19 — Théoréme des accroissements finis

Soit f:[a,b] — R telleque:
(i) f estcontinue sur [a, b]
(ii) f estdérivable sur]a, b|
Alors:

fla)—- f(b) _ f(b)- f(a)

. F! —
Jce€la,bl; f(c) = " g

Ce théoréme permet d’obtenir facilement des inégalités non triviales.

X
® Exemple. Montrer que pour tout x = 0, Tox <In(1+x) <x.

== Corollaire 20 — Inégalité des accroissements finis

On suppose que :
(i) f estdérivable sur I
(i) IM e R* telque Vxe I, |f'(x)| <M

Alors:
Y, el?, 1f)-fx)|sMx|y-xl

Une fonction vérifiant 'inégalité précédente est appelée fonction M-lispschitzienne.

X Exemple. Montrer que: V€ R, |sin(1)] < 1.

/4 2
On peut aussi montrer que Vi € [0, E]’ sin(f) = —t.
/4
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3.4 Lien entre dérivée et monotonie

Théoreme 21 - Lien entre dérivée et monotonie au sens large

Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|. Alors :

1. f estcroissante sur [a, b] <= (Vx €la,bl, f'(x) = 0)

2. f estdécroissante sur [a, b] < (Vx €la,bl, f'(x) < 0)

3. f estconstante sur [a, b] < (Vx €la, b, f'(x) = 0)

1
A\ Ces résultats ne s’appliquent que sur un intervalle. La fonction x— — a une dérivée négative
X

sur R*, mais n’est pas décroissante sur R*.

six>0
six<0

S|

[

1
D Exemple. Démontrer que Vx € R*, arctan(x) + arctan (;)

SIE

==t Théoréeme 22 — Lien entre dérivée et stricte monotonie

Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|. Alors :

1. (Vx €la, b, f'(x) > 0) — f est strictement croissante sur [a, b].

2. (Vx €la, b, f'(x) < 0) = f est strictement décroissante sur [a, b].

/\ Les réciproques sont fausses. Considérer par exemple f : x — x5 sur [-1, 1].

===t Corollaire 23 — Lien entre dérivée et stricte monotonie sur un intervalle

Soient I un intervallede R et f: I — R telle que:
(i) f estcontinue sur I
(ii) f est dérivable sur I sauf éventuellement en des points isolés

Alors:

1. f'(x) >0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés
—> [ est strictement croissante sur /.

2. f'(x) <0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés
— f est strictement décroissante sur 1.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



3 Propriétés des fonctions numériques dérivables 335

3.5 Théoreme de lalimite de la dérivée

Soit a un point de I et f une fonction dérivable sur l'intervalle I.

pd Théoréme 24 — Théoréme de la limite de la dérivée (ou petite regle de 'Hospital) [

On suppose que :
(i) f estcontinue sur I;
(ii) f estdérivable sur I'\{a};

(iii) lim f'(x) = ¢ o1 £ est réel ou +oo.
xX#a
Dans cecas,ona:

ln[lf(x)—f(a)

a4 x—a

x#a

=/

Si ¢ est réel, alors f est dérivable en a avec f’(a) = £. Dans ce cas [ est donc dérivable sur tout

l'intervalle I. Ce résultat n'est pas évident car f'(a) = lim f(x))c ];( 2 alors que
x#a
Z:lim(limf(t) f(x))
ali-x o poyx
xX#a \ t#x

Si ¢ = +oo, alors f n'est pas dérivable en a, et €y admet des demi-tangentes verticales en ce
point.

/\ On peut donc corriger le raisonnement (faux) suivant :

Pour f(x) =v/x,0ona f'(x) = ——=
On voit que Dy = R * donc | est dérivable sur R et n'est pas dérivable a droite en 0.

On peut désormais écrire :

f: x— \/x est continue sur l'intervalle I = R" et dérivable sur I\{0} = R,

1
2Vx

De plus lir{)l f'(x) = +o0, donc, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée,
x— +

avec:Y¥x>0, f'(x) =

f nest pas dérivable a droite en0 .

/\ Ne pas dire qu’on prolonge la dérivée f’ par continuité.| On ne lui donne pas une valeur
arbitraire mais on calcule sa valeur en utilisant Ia définition du nombre dérivé. On ne dit pas
on choisit f'(a) = ¢ mais on trouve par le calcul que f'(a) =

X Exemple. Déterminer le solutions sur R de I'équation différentielle x>y’ — y = 0.
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A\ Si lim f'(x) n'existe pas, alors on ne peut rien dire dans le cas général, le théoréeme ne
xX#£a

s’applique pas.

X Exemple. Vérifier que le théoreme de la limite de la dérivée ne s’applique pas avec la

1
fonction x — x?sin (—) prolongée par continuité en 0.
x

== Corollaire 25 — Prolongement du caractére C'

On suppose que :
(i) f estcontinue sur [;
(ii) f estde classe C! sur I\{a};
(i) lim f '(x) = ¢ ol ¢ est réel.

Dans ce cas, f est de classe C! sur I et les calculs donnent que f'(a) = £.

0 six<0

Q. Exemple. Soit la fonction f défini :{
xemple. Soit la fonction f définie par f(x) U2 gixs0

Montrer f est de classe C! sur RR.

4 Dérivées d’ordre supérieur

Dans cette section A est une union d’intervalle de R, deux a deux disjoints et tels que 'union de
deux entre eux n’est pas un intervalle. n est un entier naturel non nul.

On suppose que f est une fonction définie sur A.

4.1 Dérivées successives

On suppose que n € N* et que f est une fonction n fois dérivable sur la partie A.

=== Définition 26 — Dérivées successives

On définit la dérivée n-ieme de f sur A par récurrence :

fO=f et fU=(r"0

On a donc f(O) = f, f(l) = f’ et f(2) — fll
af

On note aussi —— = ™
dx" )

Sipel0,n]:

e

" dxP \dxnp :dx”‘l’ dxP
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En particulier :

FlnD) - da (dnf) a" (df)

dx \dxn :dx” dx

Ces dernieres formules permettent d’effectuer des preuves par récurrence.

D Exemple. Montrer que, pour tout n € N, la fonction x — cos(x) est n fois dérivable sur R
T
avec Vx € R, cos" (x) = cos (x + nE)

4.2 Fonctions de classe C”, de classe C*®

===l Définition 27 — Fonctions de classe C"

On dit que f est de classe C" sur Alorsque :
(i) f est nfois dérivable sur A;
(i) Vke[0,nl, f® est continue sur A.

Donc: f est de classe C° sur A < f est continue sur A
Et: f est de classe C! sur A < f est dérivable sur A et f' est continue sur A.

Dans ce dernier cas, on dit aussi que f est continiiment dérivable sur A.

X
0 six=0

1
2 . - .
X Exemple. La fonction f : x — x s1n( ) stx70 est dérivable sur R mais n’est pas de
classe C! sur R.

Notations : On note D" (A, R) '’ensemble des fonctions n fois dérivables sur A, et C"*(A,R)
I’ensemble des fonctions de classe C” sur A. Alors :

C’AR)DD'AR) DCHAR)D--- 2D (AR) DC"AR)D...

Si f € C"(A,RR), alors pour tout p € [0,n] : fP) € C""P(A,R)

Proposition 28 - Caractérisation des fonctions de classe C"

Soient n € N et A une partie de R. Alors:
f est classe C" sur A < f est n dérivable sur A et f est continue sur A.

Définition 29 - Fonctions de classe C*
| On dit que f est de classe C*° sur Alorsque, pour tout n € N, f est C" sur A. ]

On dit aussi que f est indéfiniment dérivable sur A.
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Notation : On note C*°(A,R) I'’ensemble des fonctions de classe C* sur A.
Pour toutne N: C*(A,R) C C"(AR).

Si f € C®(A,IR), alors pour tout n€ N : fU € C®(A,R)

4.3 Opérations sur les fonctions de classe C"/C™

Dans cette section, n est un entier naturel.

== Théoréme 30 — Combinaison linéaire de fonctions de classe C"

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A.
Pour tout (A, u) € R?, la fonction A. f + p.g est de classe C" sur Aetona:

Af+ 1.2 = A7 4 g™

Si f et g sont de classe C* sur A, alors la fonction A. f + p.g est de classe C* sur A.

==t Théoréme 31 — Théoreme de Leibnitz

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A.
Alors f x gestC"sur Aet:

VieA, (fx@"@=) (Z)_f(k)(x) « g0 (x)
k=0

Si f et g sont de classe C* sur une partie A, alors f x g est de classe C* sur A.

dn
QX Exemple. Pour tout n € N et tout x € R, on pose Ly(x) = e* x W(e‘xx”) (polynomes de
X

Laguerre). Montrer que L, € R[X] et que son terme dominant est (—1)" X".

peeed Théoreéme 32 - Composition de fonctions de classe C”

Soient f une fonction de classe C” sur une partie A, et g une fonction de classe C” sur une
partie B telle que f(A) < B.
Alors go f est C" sur A.

Si f est de classe C* sur A, et g est de classe C* sur B, alors go f est de classe C*™ sur A.
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gt Corollaire 33 — Quotient de fonctions de classe C"

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A, telle que g ne s’annule

passur A.
Alors ! est C" sur A.
§
Si f et g sontde classe C* sur A, et si g ne s’annule pas sur A, alors g est de classe C* sur A.

ped Définition 34 — Difféomorphisme

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et n € N U {+00}. On note J = f (/). On dit
que f estun C"-difféomorphismelorsque :

(i) f estbijective de I sur J;
(ii) f estdeclasse C"sur I;

(iii) f~! estde classe C" sur J.

On remarque quesi f estun C"-difféomorphisme de I'sur J alors f~! est aussi un C"-difféomorphisme
mais de J sur I.

pd Théoréme 35 - CNS de difféomorphisme

Soient f une fonction de classe C” sur un intervalle I, avec n € N* U{+oo}. Onnote J = f(I).
Alors :

f' ne s’annule pas sur I < f est un C"-difféomorphisme de I sur ]

ES) Exemple. tan est un C*°-difféomorphisme de ] —g, g [ sur R.

/\ Ce résultat ne s'applique pas si n = 0.

4.4 Classe de régularité des fonction usuelles

» Les fonctions polynémes sont C* sur R.
» Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont C* sur leur ensemble de définition.
» Les fonctions cos et sin sont C* sur R etona:
VkeN,VxeR, cos®(x)=cos (x + k%) et sin®(x) =sin (x + k%)
« Les fonctions arccos et arcsin sont C*° sur ] —1,1][.

La fonction tan est C* sur @ian = R\ {g + kn/ ke Z}.

e arctan est C*° sur R.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



340 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

e Lafonctionln est C* sur R} etona:
o DF -1
1+ x)k

« La fonction exp est C*° sur R (vrai en base quelconque) eton a:

VkeN*,Vx>-1, (In(l+x))

VkeN,VxeR, (ex)(k) =e*
» Les fonctions ch et sh sont C* sur R.
e La fonction x — | x| est continue sur R, mais C* seulement sur R*.
e Les fonctions x — x%, ol a € R, sont C*° au moins sur R7.
Pour tout a € R, la fonction x — (1 + x)® est donc C*° sur ] — 1, +oo[ (au moins), eton a:
Vke N, Vx> -1, ((1+x)"‘)(k) —ax(@-Dx@=2)x-x(@—k+2)x(@—k+1)x (1+x*F

1
X Exemple. Simplifier la formule dans le cas a = >

ax(a-1)x(@-2)x---x(a—k+2)x(a—k+1) a . . ,
k' = i . Mais attention a! n’est

/\ Parfois on note

pas défini si @ ¢ N.

4.5 Formule de Taylor-Young

Cette formule donne un développement limité.

pued Théoréme 36 — Formule de Taylor-Young

Soient n€ N, a€ R et et f une fonction de classe C" sur un voisinage de a. Alors :

n (k)
f=> %(x— a)* + Ox—a((x—a)")
k=0 K

En posant x = a+ h, on obtient:

n (k)
flari=3 ! k!(“) Bk + op_o(A™)

QD Exemple. Donner le DL3(0) de tan(x) et en déduire son DL4(0).
Retrouver ce résultat en utilisant une équation différentielle dont tan est solution.

X Exemple. Donner le DL3(0) de arctan(x).
Retrouver le résultat en utilisant que tan(arctan(x)) = x.

h —h)-2
® Exemple. Si f est C? au voisinage de a, alors : f"(a) = lhinolf(a+ )+ f(haz ) f(a).
h#0
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Corollaire 37 - Existence de développement limité a tout ordre

Soient a € R et f une fonction de classe C* sur un voisinage de a.
Alors f admet en a un développement limité a tout ordre.

A\ Si faun DL,(a) alors f peut ne pas étre n fois dérivable en a (saufsi n = 1).

1
X Exemple.Si f(x) = x° sin(?) alors f(x) = 0,_0(x*) mais f nest pas deux fois

dérivable en 0.

4.6 Breéve extension aux fonctions a valeurs complexes

I estun intervalle de R et f est une fonction définie sur I et a valeurs dans C.

g Définition 38 — Dérivabilité en un point a

On dit que f est dérivable en a € I lorsque lim existe et est finie.

x#a

fx)—f(a)
X—a

On peut définir de méme les notions de dérivabilité a droite ou a gauche.

Définition 39 — Dérivabilité sur un intervalle
| On dit que f est dérivable sur I'intervalle I lorsque f est dérivable en tout point a € I. ]

On définit alors la fonction dérivée f': I — C.

i Théoréme 40 - Lien avec les parties réelles et imaginaires

On a équivalence de :
(i) f estdérivable sur I;
(ii) Re(f) et Im(f) sontdérivablessur I.

Dans ce cas :

f'=Re(f) +ilm(f)’

On en déduit que Re(f)’ = Re(f") et Im(f)’ = Im(f").
X Exemple. Pour tout A € C, la fonction £— e!! est dérivable sur R et (e*!) = 1e*’.

Dans le théoreme suivant on se donne une autre fonction g définie sur l'intervalle I et a valeurs
dans C.
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=i Théoréme 41 - Opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont dérivables sur I alors les fonctions Af, f+g, fx g et f sont aussi
dérivables sur I.
Si f ne s’annule pas, alors | f| est dérivable sur I.

Si g ne s’annule pas, alors g est dérivable sur I.

Le théoréme suivant se généralise pour les fonctions a valeurs complexes.

e Théoréme 42 - Inégalité des accroissements finis

Si f est dérivable sur I et si il existe M >0 tel que Vx € I, | f’ (x)| < M alors:

vxel, |fx)-fo|=sMx|x-y|

On dit que la fonction f est M-lipschitzienne.
X Exemple. Montrer que : V(x, y) € R?, [ei* —e!| < |x - yl.

A\ Le théoréme de Rolle n’est plus valable : la fonction t — e’ prend la valeur 1 en 0 et 277, mais
sa dérivée ne s’annule jamais.
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre la notion de dérivabilité, en un point de I'ensemble de continuité.

& Lutiliser pour calculer une limite (taux d’accroissement).

fx) - fla)

& Vérifier que f est dérivable en a en calculant lim
a4 x—a

xza
& Vérifier que f est dérivable en a en montrant qu’elle est dérivable a gauche et a droite, et
que fg(a) = f}(a).
@ Utiliser le théoréme de la limite de la dérivée (ou petite regle de 'Hospital).

= Savoir montrer qu'une fonction est dérivable sur un intervalle.
& Utiliser les théorémes généraux sur les fonctions dérivables.

& Pour un quotient de fonctions continues ne pas oublier que le dénominateur de doit pas
s’annuler.

& Pour une composée de fonctions continues ne pas oublier que les intervalles doivent bien
« s’emboiter ».

© Pour une bijection réciproque f~! sur unintervalle J, il suffit que la dérivée f' ne s’annule
par sur l'intervalle I = f~1(J).

w Savoir montrer qu'une fonction est de classe C” ou C* sur un intervalle.
& Utiliser les théorémes généraux sur les fonctions de classe C” ou C™.

© Procéder par récurrence en conjecturant 'expression de f” pour montrer que f est de
classe C*°.

& Pour un produit utiliser le théoréme de Leibnitz.

w Connaitre les deux théoremes fondamentaux sur les fonctions dérivables.

© Le théoréme de Rolle qui permet de montrer que la dérivée d’'une fonction s’annule au
moins une fois.

& Le théoreme des accroissements finis qui donne des encadrements sur f a partir
d’encadrements sur f’.

= Connaitre la formule de Taylor-Young.
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6 Exercices

Dérivée et étude de
fonctions

EXERCICE 1. Propriété d’'une dérivée
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. Etablir que f et f’ sont de parités contraires.

2. Montrer que f’ est de méme périodicité que f.

EXERCICE 2. FEtudes de fonctions

4
X
1. Déterminer le nombre de solutions de 'équation 2 +Inx = T

2. On note h 'application de R* dans R définie par h(0) = 0 et pour tout x > 0, h(x) =
xIn(x). Montrer que h est continue sur R* et tracer l'allure de son graphe en précisant
les tangentes au point d’abscisse 0 et 1.

3. Onpose f(x) =7 +’T 7- Montrer que f est bijective sur R et déterminer i

EXERCICE 3. Dérivabilité d'une fonction

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer son ensemble de continuité (la prolonger
éventuellement par continuité aux bornes de son ensemble de définition), son ensemble de
dérivabilité, puis calculer sa dérivée. Sont-elles de classe C! 12 o1 elles sont dérivables?

. N . 1-¢* six<0 . —
1. x arctan -———— 2. X {—ln(1+x) six>0 3. x VI1—x%|

EXERCICE 4. Fonctions circulaires réciproques
Montrer que pour tout x e R :
—2arctan(x) —7m six<-1

) =< 2arctan(x) si—-1l<x<1
—2arctan(x) + six>1

arcsin ( 5
1+x

EXERCICE 5. Recollement de solutions pour une équation différentielle

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Lxy-y=x 2. xy'+y=1
3. xy' —2y=x* 4. x(1+x1)y - (x* -1y =-2x
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Théoremes de Rolle et
des accroissements
finis

EXERCICE 6. Un critere de monotonie
Soit f une fonction continue sur R*, dérivable sur R, telle que f(0) = 0 et f’ croissante sur R .
Etablir que :
X
Vx>0, % < f'(x).

fx)

En déduire que la fonction g : x — = est croissante sur R}.

EXERCICE 7. Approximation de e

1 1 1
Pour tout n € N, on pose u, = 1+F+---+—' = Z T et on définit f;, : [0,1] — R par f,(x) =
! n! i k!
s ( X x"
e | l+—=+-+—|.
1! n!
En appliquant!’inégalité des accroissements finis a la fonction f;, sur [0, 1], montrer que u,, —

n—+oo
e.

EXERCICE 8. Equivalents de sommes

1. (a) Montrer que :

1 1
VneN*, ——<ln(n+1)-In(n)<-—
n+1 n

(b) En déduire un équivalent de la suite (H,) >, définie par: H,, = kil %
2. Soit ¢ €]0,1].
(a) Etablir que:
vnzl, (;;ga <(n+D"-n'"0< 1;;.
o1

(b) En déduire un équivalent de la suite (H,) >, définie par: H,, = @
k=1

EXERCICE9. FEtude de suites récurrentes

1. On considere la fonction f: R} — R définie par f(x) =4 - iln(x).
(a) Montrer que I’équation f(x) = x a une unique solution & sur R puis que a €]3,4[.
(b) Montrer que ]3,4[ est f-stable et que Vx €]3,4[, |f'(x)| < %

(c) Soit (x5) la suite définie par xp €]3,4[ et Vrn e N, x,+1 = f(xn).
Montrer que (x,) converge vers a et trouver une appoximation de a a 107> pres.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



346 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

1
2. On considere la fonction f: R} — R définie par f(x) =2+ =z

i
2,—|.
4

(a) Montrer que I'’équation f(x) = x a une unique solution g sur R} puis que g €

9 9 1
(b) Montrer que 2,2 est f-stable et que Vx € 2,1 ()] < e

(c) Soit (uy) la suite définie par ug #0et Vne N, u,y1 = f(uy).
MontrerqueVn=1, u, >2puisque Vn=2,2< u, < 1

En étudiant les sous-suites (u2,) et (u2,+1), montrer que (u,) converge vers f et
trouver une appoximation de fa 1079 pres.

EXERCICE 10. Regle de 'Hospital

1. Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a, b[, dérivables sur ] a, b|, et telles
que g’ ne s’annule pas sur ] a, bl.

_ !
existe alors montrer que lim SO - fla) = lim ! (x).
x—a+ g'(x) x—at g(x)—gla) x—a* g'(x)
Indication : pour x > a, appliquer le théoréeme de Rolle entre a et x a la fonction

t— (f(O) - f@)(gx) -g@)-(g(1) - g@)(f(x) - f(@).

cos(2x) -1
2. Calculer lim cosizy —1 avec la regle de I'Hospital.
x—0* x3+5x?

3. En considérant les fonction f et g définies par f(x) = x* et g(x) = x°e~"/ ¥ vérifier que la
regle ne s’applique pas pour des fonctions a valeurs complexes.

Dérivées d’ordres
supérieurs

EXERCICE 11. Théoreme de Rolle en cascade

1. Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur [a, b], s’annulant en 7 + 1 points
distincts de [a, b]. Montrer que f (M gannule au moins une fois sur ] a, b|.

2. Soient n € N* et a, b deux réels tels que a < b. On consideére f une fonction de classe C"
sur [a, b] telle que :
vkelo,n-11, f®@=f*wm =o0.

Montrer que f s’annule au moins 7 fois sur ] a, b[.

Application : pour n € N*, on note P, = (X +1)(X —1)" et L, = P! (polynomes de
Legendre). Montrer que L, admet 7 racines réelles disctinctes et qu’elles appartiennent
alintervalle] —1,1[.

EXERCICE 12. Calculs de dérivées successives

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C* sur leur ensemble de définition et
) ) ) 1 1 1
déterminer leurs dérivées successives : x — ——, x— —— et x — 5
1-x 1+x 1-x
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EXERCICE 13. Prolongement C*™

Soit f: R — R défini f(x) 0six=<0
oit f: éfinie par f(x) =
p e‘a‘lc si x>0.

1. Montrer que f est de classe C* sur R} et qu'il existe une suite de polynomes (Pp,) eN
telle que

1
VneN,Vx>0, ™) =P, (;) e,

2. En déduire que f est C* sur RR.

Sujets d’étude

EXERCICE 14. Croissance polynomiale
Soit f: [a, b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) =0.
1. Montrer que:
(x—a)(x—Db)

Vx€la,bl, 3ce€la,bl; f(x)= ff”(d

o s . A N
Indication : on considerera la fonction ¢(t) = f(t) — ) (t—a)(t—b) ot A est une constante
bien choisie.
2. En déduire une constante M telle que :
(x—a)(b—x)

Vxela,b]l, |f(x)I=sM 5

EXERCICE 15. Suites implicites

~I=

1
Onpose:Vi>0, g(t) = Ee_ .
1. Montrer que g peut-étre prolongée en 0 en une fonction dérivable a droite en 0.

1
2. Soit n € N*. Montrer que pour n assez grand, 'équation (E;) : g(t) = — admet deux
n
solutions x, et y, sur Ry vérifiant: 0 < x,, <1< y,.

3. Donner la monotonie et la limite des suites (x,) et (y,).

EXERCICE 16. Suite récurrente

On considere la fonction f définie sur R} par:

x+1 In(x) . 41
——x—— six
f@=4 x-1" 2
1 six=1
1. Montrer que f est C! sur son ensemble de définition.

2. Montrer que Vx >0, In(x) < x— 1 avec égalité si et seulement si x = 1.
Construire le tableau de variations de f et montrer que: Vx> 1, f(x) < x.
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3. Soit a > 1. Montrer que la suite (x,) ;e définie par xo = aetVne N, x,+1 = f(x,) est bien

définie et a valeurs dans |1, +ool. Etablir qu’elle converge et déterminer sa limite 2.

4. Montrer qu’il existe un entier ny tel que :

1
Vn=ng, |xp41—21< glxn—fl

En déduire que :

1
Vn=n, Ixn—ﬁlsﬁlxno—ﬁl

2 . . _ 1
5. Endéduireque:x, = £+0(z)

EXERCICE 17. Dérivabilité d’une bijection réciproque

On définit les deux fonctions ¢ : [0,27] — [0,27] et ¥ : [0,2n] — R par, ¢(t) = t —sin(?) et
w(t) =1--cos(t).

1.

Montrer que ¢ est C! sur [0,27] et qu'elle admet une fonction réciproque ¢! qui est
continue sur [0, 27] et dérivable sur ]0,27x].

On définit f:[0,27] — R par f(£) =wop 1 (1).

2.
3.

4.

Vérifier que f est continue sur [0, 277] et dérivable sur ]0,27[.

Etudier les variations de f sur [0,27].

Montrer que la droite d’équation ¢t = 7 est axe de symétrie pour la courbe
représentative de f.

Déterminer tli%1+ f'(#). Que peut-on en déduire?

Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

EXERCICE 18. Fonction implicite

Soit a un réel positif ou nul. Pour x € R, on pose P,(x) = x> + ax— 1.

1.

® N g LD

Montrer que ce polynd6me admet une unique racine réelle u(a).

On note u I'application définie sur R, qui a tout a associe le réel u(a).
Montrer que : u(R4) < R}.

Montrer que u est strictement décroissante sur R ;.

Calculer u(0), puis aEeru(a).

Déterminer ’application réciproque de u.

Montrer que u est continue sur R .

Montrer que u est dérivable sur R, et calculer u'(a), pour touta€ R,.

Esquisser I'allure de la courbe représentative de u.
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350 CHAPITRE 13 : Introduction aux espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C. Dans cette section, [E est un ensemble non vide.

1 Généralités sur les espace vectoriels

1.1 Espace vectoriel sur K

== Définition 1 — Espace vectoriel sur K

On dira que E est un espace vectoriel sur K lorsque :
(i) E est munidune addition + qui est une application de E? vers [E telle que :
Commutativité. Y (x,y) € E?, x+y=y+x
Associativité. Y (x,y,2) €E3, (x+y))+z=x+(y+2)
Elément neutre. 1l existe un unique élément de E, noté Og, tel que :
VxelE, Op+x=x+0g=x.
Opposé. Pour tout x € [, il existe un unique élément de [, noté —x et appelé
opposé de x, vérifiant: VxelE, x+(-x) =(—x) +x=0p.
(i) E est muni d'une multiplication externe . qui est une application de K x [£ vers [E
telle que :
o VI uuw) e K2xE, A+w.u=Au+u.u
e VI u,v) e KxE?, A(u+v)=Au+A.v
e VA uw) e K2xE, Au.u)=Axpu).u=p.(A.u)
e lx=x

On dit aussi que K-espace vectoriel, ou que [E est muni d'une structure de K -espace vectoriel. En
abrégé, on dira que [E est un K-ev.

Les éléments de [E sont appelés vecteurs, et ceux de K scalaires.

/\ Par convention, dans une multplication externe A.x, la variable de gauche est le scalaire et
celle de droite est le vecteur. Cette convention est indispensable étant donné qu’on ne met pas
de fleche au-dessus des vecteurs.

Dans la suite, 'opération x + (- y) sera notée x — y. On peut donc additionner ou soustraire deux
vecteurs dans un espace vectoriel.

. . - 1 ..
Si A est un scalaire non nul, on peut multiplier un vecteur par —, ce qu'on apelle diviser un vec-
teur par A. Dans un espace vectoriel on peut donc multiplier ou diviser un vecteur par scalaire.

/\ Dans un espace vectoriel on ne peut donc pas multiplier ou diviser deux vecteurs.

On peut remarquer qu'un espace vectoriel sur C donne aussi un espace vectoriel sur R, en
considérant la restriction a R de la multiplication par un scalaire.
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== Proposition 2 — Régles de calcul avec le signe Z

a:

p p p p p
LY Au) =AY ug 20 ) (uk+vp) =) up+ ) vk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

p p
3. ) Agw) = (Z /lk).u
k=1 k=1

Siu,uy,...,up,v1,..., vy sont des vecteurs de £ et A, A4,..., 1, sont des scalaires dans K on

i Proposition 3 — Régles de calcul avec 0 et O

Si A est un scalaire dans K et u, v sont deux vecteursde [Eon a :

1. A.OEZOE 2. 0.u=0g
3 Intégrité Au=0g < A=0o0u u=0g
~ externe: Au=pu < u=0goul=pu

Au=Arv < A=0ouu=v

=i Proposition 4 — Régles de calcul avec le signe moins

Si A, u sont deux scalaires dans KK et u, v sont deux vecteurs de [, on a:

1. -0 =0p 2. (—D.u=-u
3. (V.u=-.u) 4. (-N).(—w)=2A.u
5. Al (u-v)=Au-Av 6. A—w.u=Au—p.u

® Exemple. Lensemble des vecteurs du plan est un R-ev.
Q. Exemple. {0} est un R-ev et un C-ev.

X Exemple. Un vecteur x € K" est un n-uplet (x1, X, ..., X).

Six=(x1,...,xp) et y=(y1,..., Yn) sont deux vecteurs de K", on définit leur somme :

X+y=x1,.., X))+, ) =1+ ¥, 0 Xn+ Vi)
SileKetxeK” ondéfinit:
Ax=A.(x1,..., %)= Axx1,...,A X Xp)
Alors (K", +,.) est un K-ev. Le vecteur nul est O» = (0,...,0).
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352 CHAPITRE 13 : Introduction aux espaces vectoriels

En particulier pour n = 1: K est un K-ev pour ses opérations naturelles. R est un R-ev, et C est
un C-evdonc un R-ev.

R? correspond a I’ensemble des vecteurs du plan, et R® 4 'ensemble des vecteurs de 1'espace.

A\ R n’est pas un C-ev!

LS Exemple. Soient A un ensemble quelconque et IF un IK-ev. On rappelle que [ désigne
I'ensemble des fonctions f: A — I définies sur A a valeurs dans F.
Pour f et g éléments de 4, on définit la fonction f+g: A — T par:

VxeA, (f+gx)=/f(x)+gkx)
et pour A € K et f élément de 4, on définit la fonction A.f : A— T par:
VxeAd, A.fHix)=A.f(x)

Alors (F4, +,.) est un K-ev. Le vecteur nul O est la fonction constante égale a Op.

En particulier :

epourF=Ket A=N, (K¥,+,.) estun R-ev (suites réelles ou complexes)

e pour ' = R et [ intervalle de R, (RI ,+,) estun R-ev (fonctions définies sur un intervalle I)

D Exemple.|K[X]| On rappelle que K[X] est l'ensemble des polynomes 2
coefficients dans K. On a déja défini une addition et une multiplication externe.
Alors (K[X],+,.) estun K-ev. Le vecteur nul O x; est le polynéme nul.

> Exemple.| M, p(K) |On rappelle que .4, , (K) est 'ensemble des matrices de taille n x p a

coefficients dans K. On a déja défini une addition et une multiplication externe.
Alors (My,p(K), +,.) estun K-ev. Le vecteur nul 0 4, ) est la matrice nulle 0,,, de taille n x p.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Dasn cette section [E est un K-ev et ' est une partie de [E.

= Définition 5 — Sous-espace vectoriel

On dit que [ est un sous-espace vectoriel de It lorsque :
(i) I #@;
(ii) TF stable pour « + »: Y (x1,X2) € F?, x; + xp € IF;
(iii) I stablepour«.»:V(L,x)e KxF,A.xeF

En abrégé, on dira que [ est un sev de .

S Exemple. Un K-ev E a toujours deux sev triviaux : {0z} et [E.
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Proposition 6 — Propriété du vecteur nul
l Si F estunsevde [E, alorsOg € F. ]

Pour montrer que [F' # @, on vérifie donc la plupart du temps que 0 € .

X Exemple. ¢ n'est pas un sev de E.

== Théoréme 7 — Caractérisation des sous-espaces vectoriels de [

IF est un sev de [E si et seulement si :
(i) F#¢@;
(ii) T stable par combinaison linéaire : V(A, x1, %) € K x F2, A.x; + xp € F

N Evemple. Dans R?: Fy = {(x,y) e R?/ x>+ y* =1}, F» = {(x,y) e R?/ x+ y = 1} et Z? ne sont
pas des sev de R?. Par contre '3 = {(x,y) e R*/ x+ y =0} en est un.

X Exemple. Lensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene a n inconnues et un
sous-espace vectoriel de K".

D Exemple. K ,[X] est un sev de K[ X].

® Exemple. Lensemble des vecteurs d’'une droite est un sous-espace vectoriel de 'ensemble
des vecteurs du plan.

X Exemple. Lensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de
RR.

N Exemple. Lensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire homogene définie
sur I est sous-espace vectoriel de R'.

® Exemple. Lensemble des suites arithmétiques est un sous-espace vectoriel de RN,
£ Exemple. T, (K), T,,(K), #,(K) et o, (K) sont des sev de .4, (K).

AGL,(K) n'est pas un sev de .4, (KK) : il ne contient pas le vecteur nul et n’est pas non plus
stable par multiplication externe!

Théoreéme 8 — Un sev est un K-ev

Si [ est un sev de [E, alors les restrictions a [ des opérations « + » et «.» de [E, munissent
IF d’'une structure de K-ev vérifiant Op = Of.

En pratique, pour montrer qu'un ensemble [F' est un espace vectoriel sur K (8 conditions), on
cherche un K-ev [E contenant [ (ie [ < [£), et on montre que [ est un sev de [E (seulement 2
conditions).

X Exemple. Pour tout entier naturel n, K, [X] est un K-ev puisque c’est un sev de K[X].

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



354 CHAPITRE 13 : Introduction aux espaces vectoriels
Théoréeme 9 - Intersection de sev
l Si F et G sont des sev de [E, alors F' N (G est aussi un sev de E. ]

LS Exemple. D, (K) est un sev de ./, (K).

/\ En général F U G n’est pas un sev de E.

N Exvemple. Onpose F = {(x,y) e R?/ y = x} et G = {(x,y) e R?/ y = —x}. F et G sont des sev
de R?, mais IF U G n’en est pas un.

X Exemple. Si F et G sont des sev d'un K-ev E, alors F UG est aussi un sev de E si, et
seulementsi, FcGouGcF.

2 Familles de vecteurs

Dans toute cette section, [ désigne un K-ev et & = (uy,..., up) une famille finie de vecteurs de
I'espace vectoriel [.

2.1 Combinaisons linéaires

== Définition 10 - Combinaison linéaire

On dit qu’'un vecteur x € [E est combinaison linéaire des vecteurs de la famille & lorsqu'il
existe des scalaires (11,...,1,) € K tels que::

p
x= ) Ap.Ug
k=1

N Exemple. Dans R? : (2,3) est CLde (1,0) et (1,1) car (2,3) =3.(1,1) + (=1).(1,0).

X Exemple. Dans R[X] : X® est CL de la famille de polynomes (1, X — 1,(X - 1)%, (X - 1)%) car
X3=143X-D+3(X-1)?+(X-153.

® Exemple.| Un exemple général a connaitre dans K",
Pour tout i € [1, n], on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0).
|

i-iéme position
Alors tout x = (x1,...,x,) € K" est CL de la famille (e,...,e,) :
x = (X1,...,Xp)
= (x1,0,...,0)+(0,x,,0,...,0) +---+(0,...,0,x5)
= x.(1,0,...,0)+x,.(0,1,0,...,0) +--- + x,.(0,...,0,1)
= Xi.e1t+xs.er+---+xu.6p

n
= Z Xi-€k
k=1
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X Exemple.| Un exemple général a connaitre dans IK,, [ X].

SiP=ayg+a X+ a, X?+---+a, X" est un élément de K ,,[ X], alors P est CL des polynoémes 1, X,
..., X". Ceci prouve que tout élément de IK,,[X] est CL de la famille (1, X, X?,..., X").

X Exemple.| Un exemple général 2 connaitre dans M, p(K).

Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, pl, on rappelle qu’'on note E;; la matrice de ., (IK) dont tous les
coefficients sont nuls, exceptés celui situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j, qui est
égal a 1.5i A€ 4, ,(K), alors A est CL des matrices E; j, (i, j) € [1,n] x [1, p].

Théoreme 11 — Combinaisons linéaires et sev

Si I est un sev de [E et et si u, ..., up sont des vecteurs de ¥, alors toute combinaison
linéaire de ces vecteurs est encore un vecteur de [F.

p
Ainsi,siF estunsevde Eetsiu; €I, ..., u, €I, alors V(44,...,4,) € KP,ona Z Ar.urpelF
k=1

2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Onrappelle que & = (uy, ..., up) est une famille finie de vecteurs de I'espace vectoriel .

== Définition 12 — Notation Vect(%)

On note Vect(&) 'ensemble des vecteurs de [ qui sont combinaison linéaire des vecteurs
de la famille &.
Onl'appelle partie engendréepar les vecteurs de la famille 5.

Vect(&) est donc la partie de [£ suivante :
P
Vect(F) =1 Y Ajui; Yie[l,pl, A eK
i=1
Doncpourxe [E:

p
x €Vect(F) < Ay,...,Ap) e KP; x =) A.u;
i=1

Vect(F) est aussi noté Vect(uy, uy, ..., up) et est appelée partie engendréepar les vecteurs uy, u,
» Up

On adopte aussi la convention : Vect(®) = {0g}.
S Exemple. Vect(0p) = {05},

N Exvemple. Si U est un vecteur non nul du plan R? ou de I'espace R?, alors Vect (%) est la
droite engendrée par u.
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Définition 13 - Droite vectorielle

Si u est un vecteur non nul de [E, alors la partie Vect(u) est appelé droite vectorielle engen-
drée par u.

Définition 14 — Vecteurs colinéaires

Si u et v sont deux vecteurs de [, on dit qu'ils sont colinéaireslorsqu’il existe A € K tel que
u=Avouv=Au

Pour imposer que ce soit u = A.v il faut que v # Og.

X Exemple. Si U et U sont deux vecteurs non colinéaires de I'espace, alors Vect (U, 7) est le
plan engendré par u et v.

Définition 15 - Plan vectoriel

Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires de [E, alors Vect(u, v) est appelé plan vectoriel
engendré par u et v.

® Exemple. On a vu au paragraphe 2.1. que K" = Vect(ey, ..., ey), avec e; = (0,...,0,1,0,...,0),
!

i—ieme position

pouri € [1,n].

X Exemple. On a vu au paragraphe 2.1. que K, [X] = Vect (1, X, X?,..., X"

® Exemple. On a vu au paragraphe 2.1. que M, (K) = Vect ((E,-j) 1<izn )

1<j<p

p=ed Théoréme 16 — Propriétés de Vect(F)

1. La partie Vect(%) est un sev de [E qui contient les vecteurs de la famille .

2. C’estle plus petit sev de [£ contenant les vecteurs de la famille .

Vect(&) sera donc appelée sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de la famille & .
OnadoncVke [1, pl, ux € Vect(uy, up, ..., up) etsil estunsevde [ :

melFetuyelFet... etu, e’ = Vect(uy, up,...,up) ¥

QS Exemple. Si u est un vecteur de [E, alors la droite vectorielle engendrée par u est le plus petit
sev de [ contenant u.

Ce résultat peut servir a montrer tres rapidement qu'une partie [F' est un sev de [E.

R Exemple. FF ={(x,y,2) e R®/ x+2y = z} = Vect((1,0,1); (0, 1,2)).
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Si # et ¢ sont deux familles de vecteurs de [E, telles que tout vecteur de la famille & est un
vecteur de la famille ¢, on dit que & est une sous-famille de ¢, ou que ¥ est une sur-famille de
F.

p===t Corollaire 17 — Inclusions de Vect

Si & et ¥ sont deux familles finies de vecteurs de E :

& sous-famille de ¢ — Vect(¥) < Vect(¥)

X Exemple. Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires de 'espace, la droite engendrée par u
est incluse dans le plan engendré par (u, v).

p==d Corollaire 18 - Preuve de Vect(uy, uy,..., up) = Vect(vy, vy,..., vq)

Soient (uy, Uy, ..., up) et (vy, va, ..., v4) deux familles de vecteurs de I£. On suppose que
(i) u1, uy, ..., up sont combinaisons linéaires de vy, v, ..., V4
(i) vy, v, ..., V4 sont combinaisons linéaires de u, uy, ..., up

Alors Vect(uy, uo, ..., up) =Vect(vy, vy,..., Vq).

X Exemple. Montrer que Vect ((1,0,1);(0,1,0)) = Vect ((1,1,1); (-1, 1,-1),(0,1,0)).

Dans le corollaire suivant, (uy,..., Up, Up+1) une famille de vecteurs de [E.

=i Corollaire 19 — Régles de calcul sur les Vect

1. Siup4; est combinaison linéaire de la famille (u,..., up), alors on peut «'enlever » :
Vect(uy, ..., up, Up+1) = Vect(uy, ..., up)

2. On peut additionner a un vecteur d’'une famille toute CL des autres vecteurs :

p-1
V(A1 Ap)) €KPTY 0 Vect(uy, ..., up—1,up) = Vect | ug, ..., up—1, up + Y Aiui

i=1

3. On peut multiplier un vecteur par un scalaire non nul :

Va e K*, Vect(uy,...,up-1,up) =Vect(uy,...,Up_1, &.Up)
4. Vect(uy,..., up) ne dépend pas de I'ordre des vecteurs :
Vo:[1,p]l — [1, pl bijective, Vect(uy,..., up) = Vect(Ugy, ..., Uo(p))

5. On peut « enlever le vecteur nul d'un Vect » :

Vect(uy, ..., up,0g) = Vect(uy, ..., up)

Important. Les points 1., 2. et 3. ont été écrits pour le dernier vecteur de la famille. En les com-
binant avec le point 4., on peut les écrire pour n'importe quel autre vecteur.
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2.3 Familles génératrices

Onrappelle que & = (uy,..., up) une famille finie de vecteurs de I'espace vectoriel [E.

=i Définition 20 — Famille génératrice

On dit que & = (uy,...,up) est une famille génératrice de IE, ou que [E est engendré par
F(uy,...,up), lorsque :

E = Vect(&¥) = Vect(uy, ..., up)

Comme & = (uy,...,Up) est une famille de vecteurs de IE, on a toujours Vect(uy,..., u,) < E.
Donc & = (uy,..., up) est génératrice de [E si, et seulement si, [£ € Vect((uy,..., up)), ie ssi tout
vecteur x € [£ est CL des vecteurs uy, ..., Up.

Rédaction. On suppose que & = (uy, ..., up) est une famille de vecteurs de IE.
Pour montrer que la famille de vecteurs # = (uy, ..., up) est génératrice deIt, on se fixe un vecteur

x € I, et on cherche des scalaires Ay, ..., Ap, tels que :
14
X = Z /lk.uk
k=1

En considérant cette égalité comme une équation d’'inconnue (Ay,...,Ap) € KP, on doit montrer
qu'’il existe au moins une solution.

X Exvemple. La famille ((1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1)) est génératrice de R®.
N Exvemple. F = {(x,y,2) € R% x+2y = z} est engendré par ((1,0,1),(0,1,2)).
X Exemple. Pour tout a € K, la famille (1, X — a, (X — @), (X — @)®) est génératrice de [K3[X].

X Exemple. En général une famille génératrice vide est génratrice de {0z}.

S Exemple. | Famille génératrice de K" | On a vu au paragraphe 2.2. que la famille (ey, ..., e,)
est génératrice de K", avec e; = (0,...,0,1,0,...,0), pour i € [1, n].
!

i—iéme position

X Exemple. | Famille génératrice de K,(X]| On a vu au paragraphe 2.2. que la famille
(1, X,X?,..., X" est génératrice de K, [ X].

X Exemple. |Famille génératrice de Mup(K)| On a vu au paragraphe 2.2. que la famille

(Eij)1=i=n est génératrice de .4,y (IK).

1<j<p
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g Théoréme 21 - Sur-famille d’'une famille génératrice

Soient & et ¢ deux familles finies de vecteurs de [£. On suppose que :
(i) & sous-famille de ¥;

(ii) & est génératrice de [E.

Alors ¢ est aussi une famille génératrice de [E.

N Evemple. F = {(x,y,2) € R% x+2y = z} est aussi engendré par ((1,0,1),(0,1,2),(1,1,3)).

Ainsi, si on ajoute des vecteurs de [£ dans une famille génératrice de [5, on obtient encore une
famille génératrice de .

En pratique ce résultatn’a que trés peu d’'intérét. En effet, on préférera avoir des familles généra-
trices de taille minimale (nous verrons pourquoi dans un autre chapitre). Pour cela on utilisera
le théoreme suivant.

sl Théoréme 22 - Principe de réduction d’'une famille génératrice

SiF = (uy,...,up-1, up) est génératrice de I, et si u,, est CL de la famille ZF = (U,..., Up-1),
alors & est encore génératrice de L.

On peut donc retenir que dans une famille génératrice de I, si un vecteur est CL des autres,
alors on peut I'0ter de la famille tout en gardant une famille génératrice de [E.

X Exemple. Si E = Vect((1,0), (1,-1), (0, 1)) alors E = Vect((1,0), (0,1)).

2.4 Familles libres

Onrappelle que & = (uy,..., up) une famille finie de vecteurs de I'espace vectoriel IE.

===t Définition 23 — Famille libre

On dit que & est une famille libre de vecteurs, ou que les vecteurs uy, ..., U, sont linéaire-
ment indépendants, lorsque la seule CL nulle est celle dont tous les coefficients sont nuls :

p
VAL Ap) €KP, Y Apug=0g=A1=--=21,=0
k=1

Dans le cas contraire, on dit que la famille de vecteurs & est liée, ou que les vecteurs de la famille
Z sont linéairement dépendants. C’est le cas ot il exsite une CL nulle dont les coefficients sont
non tous nuls :

p
A, Ap) €KP; Y Apup =0g et (Ay,...,4,) # (0,...,0)
k=1

On adoptera la convention que @ est une famille libre de tout K-ev [E.
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On peut remarquer que le caractere libre d'une famille de vecteurs &, ne dépend du choix du
K-ev [E. Par conséquent si & est une famille de vecteurs de [ ot [ est un sev de [, alors :

Z estlibre dans I si, et seulement, si elle est libre dans

A\ Ceci est faux pour la notion de famille génératrice qui est intrinsequement liée a ’espace
vectoriel dans lequel on travaille.

Rédaction. Pour montrer que & est libre, on se fixe des scalaires A, ..., A, tels que :
p
Ar.ur =0g
k=1

En considérant cette égalité comme une équation d’'inconnue (Ay,...,Ap) € KP, on doit montrer
qu’elle a une unique solution.

N Exvemple. Dans R?, ((1,2),(1,3)) est libre et ((1,0), (1, 1), (0,2)) est liée.

£S5 Exemple. | Dans K" | La famille (e,..., e,) estlibre, avec e; = (0,...,0,1,0,...,0), pour
|
i—ieme position

ie[l,n].

X Exemple.|Dans K, [X] |La famille (1, X, X?,..., X™) est libre.

Q> Exemple. | Dans ./, (IK) | La famille (E; ) 1=i=n est libre.

1=j=<p

p==ni Théoréme 24 — Famille libre a un vecteur

Soit u un vecteur de E. Alors :

(u) est une famille libre < u #0g

==t Théoreme 25 — Famille libre a deux vecteurs

Soient u et v deux vecteurs de [E. Alors :

(i, v) estlibre < u et v non colinéaires

A\ Ce critere est faux dés qu’on a plus de deux vecteurs. Par exemple pour trois vecteurs, le
critere devient non coplanaires.

S Exemple. 11 devient évident que ((1,2),(1,3)) est libre.
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== Théoréeme 26 — Caractérisation des familles liées

On a équivalence de :
(1) la famille de vecteurs & est liée;

(ii) un des vecteurs de la famille de vecteurs & est CL des (p — 1) autres vecteurs.

N Exemple. 1l devient évident que ((1,0), (1, 1), (0,2)) est liée.
X Exemple. Toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée.
S Exemple. Toute famille de vecteurs contenant deux vecteurs identiques est liée.

> Exemple. Si (u,v) € [£2, alors la famille (i, v, u + v) est liée.

gt Théoreme 27 — Sous-famille d’'une famille libre

Soient & et ¢ deux familles finies de vecteurs de [£. On suppose que :
(i) & sous-famille de ¥;
(ii) ¢ estlibre.

Alors la famille & est libre.

X Exemple. ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)) est libre.

On peut donc retenir qu’en enlevant des vecteurs dans une famille libre on obtient encore une
famille libre; par contraposée, toute sur-famille d'une famille liée est liée ie que si on ajoute des
vecteurs a une famille liée alors elle reste liée.

En pratique ce résultat n'a que tres peu d’intérét. En effet, on préférera avoir des familles libres
de taille maximale (nous verrons pourquoi dans un autre chapitre). Pour cela on utilisera le
théoreme suivant.

==t Théoréme 28 - Principe d’extension d’'une famille libre

Si# = (uy,...,up) estlibre, alors :

(U1,..., Up, Upy1) estlibre < uy.q ¢ Vect(uy,..., up)

Donc par contraposée :
(U1,..., Up, Ups1) estliée < uyy € Vect(uy,..., up) < Uy est CLde (uy, ..., up)

On peut donc retenir que si on a au départ une famille libre de vecteurs, et si on veut lui ajouter
un nouveau vecteur de telle sorte que la nouvelle famille soit encore libre, alors il faut et il suffit
que ce vecteur ne soit pas CL des vecteurs de la famille initiale.

D Exemple. Former une famille libre a trois vecteurs a partir de ((1, 2,0),(2,1, 0)).
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2.5 Bases

Dans ce paragraphe, la famille de vecteurs de IE est notée 9 = (¢1,...,€p).

Définition 29 — Base d’'un K-ev
l On dit que £ est une base de [£ lorsque 2 est a la fois libre et génératrice de [E. ]

=t Proposition 30 — Base de Vect(%)

Si 28 est une famille finie de vecteurs de E, alors:

% base de Vect(B) < A est libre

D Exemple. 2 = ((1,0, 1), (0, 1,2)) estunebasede F = {(x,y,2) e R®/ x+2y = z}.

> Exemple. ‘ Base canonique de K" ‘ Onpose 4 = (ey,...,e,),avece; = (0,...,0,1,0,...,0), pour
|

i—ieme position
i € [1,n]. On a vu au paragraphe 2.3. que 2 est génératrice de K", et au paragraphe 2.4. qu’elle
est libre. Donc 28 est une base de K", appelée base canonique de IK".

X Exemple.|Base canonique de K,,[X] | On pose 8 = (1, X, X2,..., X™). On a vu au paragraphe

2.3. que A est génératrice de K, [ X], et au paragraphe 2.4. qu’elle est libre. Donc 28 est une base
de K, [X], appelée base canonique de I, [ X].

X Exemple.|Base canonique de AMn,p(IK) |On pose B = (E;j) 1=izn . On a vu au paragraphe 2.3.

1<j<p
que 2 est génératrice de ./, , (IK), et au paragraphe 2.4. qu’elle est libre. Donc 28 est une base
de .4y, (K), appelée base canonique de My, , (IK).

IMPORTANT : Extraction d'une base du sev Vect(%) a partir de la famille .

 Si & est libre alors & est la base cherchée.

e Si & est liée alors un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. En
I’enlevant de la famille on obtient une famille &' qui est encore génératrice de Vect(¥) d’apres
le principe de réduction.

« On recommence le raisonnement avec &'...

« Cet algorithme termine car la famille est finie et on ne peut donc pas lui enlever une infinité
de vecteurs.

S Exemple. Donner une base de Vect ((1,2,3,4),(2,3,4,5),(1,1,1,1)).
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== Théoreme 31 — Caractérisation des bases

Soit 2 = (¢1,...,€p) une famille de vecteurs de IE. Alors on a équivalence de :
(1) % estune basede E;

p
(i) pourtoutx€E, Jl(Ay,...,1p) e KP telque x = ) Ag.£k.
k=1

Le théoreme précédent donne que tout x € [ est caractérisé par l'unique p-liste

p
M,...,Ap) €KP tel que x = ) Ag.ek.
k=1

===l Définition 32 — Coordonnées dans une base

Les scalaires (14,...,1,) sont appelés coordonnées de x dans la base 2. On le note :

x=A1,..., Ap)%

X Exemple. | Coordonnées dans la base canonique de K" ‘
Elles sont égales aux composantes du vecteur. Par exemple, si x = (2, 1,3), alors ses coordonnées
dans la base canonique de R3 sont (2,1,3).

X Exemple. | Coordonnées dans la base canonique de K, [X]

Elles sont égales aux coefficients de la fonction polynomes. Par exemple, P = X? +2X +1 a pour
coordonnées (1,2,1) dans la base canonique de K, [X].

® Exemple.| Coordonnées dans la base canonique de M, p(K)

. . 1 1 3
Elles sont égales aux coefficients de la matrice. Par exemple, ( ) a pour coordonnées

2 0 1
(1,-1,1,2,0,1) dans la base canonique de .43 (RR).

X Exemple. Dans F = {(x,y,2) € R% x+2y = z}. Une base de IF est 8 = ((1,0,1),(0,1,2)). Par
exemple: x = (1,1,3) = (1, )%.

D Exemple. Dans R,[X] muni de la base (l,X -1, (X - 1)2), quelles sont les coordonnées de
P=X?+2X+1?

D Exemple. Dans £ muni d'une base (¢1,...,€p), quelles sont les coordonnées de ¢, pour tout
kell,pl?
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Pour deux vecteurs le critére de liberté est trés simple.

p==t Théoréme 33 — Liberté d’une famille deux vecteurs

Soient u et v deux vecteurs de [E.
La famille (i, v) est libre si, et seulement si, les coordonnées de u et v dans la base 28 sont
non proportionnelles.

On donne ensuite un critere simple de liberté pour une famille de vecteurs, a partir de ses
coordonnées dans une base de E.

===l Définition 34 — Famille de vecteurs de coordonnées échelonnés

Soit 2 = (¢1,...,€,) une base de £ et & = (uy,..., up) une famille de p vecteurs de [E.

On lui associe la matrice A de .4y, (IK) dont chaque colonne est respectivement formée
des coordonnées des vecteurs de & dans la base %.

On dit que & est de coordonnées échelonnées dans la base 98 lorsque la matrice A est éche-
lonnée.

X Exemple.la famille de vecteurs ((0,0,0,0),(1,0,0,0),(1,-1,1,0),(1,1,—1,-1)) est de
coordonnées échelonnées dans la base canonique de R*.

X Exemple.la famille de vecteurs ((0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,1,~1,1),(1,1,—1,-1)) est de
coordonnées échelonnées dans la base canonique de R*.

Théoréme 35 — Liberté d’une famille de vecteurs de coordonnées échelonnés

Si # = (uy,...,up) est une famille de vecteurs non nuls et de coordonnées échelonnées
dans la base 28 alors & est une famille libre.

QS Exemple. La famille de vecteurs ((0,0,0,1),(0,1,-1,1),(1,1,-1,-1)) est libre dans R*.

A\ La famille de vecteurs ((0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,1,-1,1),(1,1,—1,-1)) est de coordonnées
échelonnées dans la base canonique de R* mais n’est pas libre.

s Définition 36 — Famille de polyné6mes de degrés echelonnés

Une famille de polyndémes (P, ..., Py,) est de degrés echelonnéslorsque :

deg(Py) < deg(P;) <--- < deg(Py)

Corollaire 37 - Liberté d’'une famille de polynémes de degrés echelonnés
I Une famille (Py, ..., P,) de polyndmes non nuls et de degrés echelonnés est libre. I
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Q. Exemple. La famille (1 + X, X? — 1, X3 + X? + 1) est libre dans R3[X].

X Exemple. La famille (1 + X)*+! — x¥+1) est libre dans R, [X].

0<k=<n

A\ Dans R, [X] les familles libres ne sont pas toujours de degrés echelonnés.

QX Exemple. La famille (X2, X(1 - X), (1 — X)?) est une famille libre de R,[X] formée de poly-
ndémes de méme degré.

3 Sommes de sous-espaces vectoriels

3.1 Sommes de sous-espaces vectoriels de [£

On considere deux parties de [E notés [ et G.

s Définition 38 — Somme de parties de [

On appelle sommede [ et G la partie de [E suivante :

F+G={x=w+uy meFetuyecG}

On adonc x € F + G si, et seulement si, il existe (uy, up) € F x G tel que x = uy + up.
/\ En général, il n'y pas unicité des vecteurs u; et u; tels que x = u; + up.

® Exemple. Dans R?, on note Fy = {(x,7,2) e R3; x+y—z=0} et F, = {(x,7,2) € R%; z = 0}.
Alors (1,1,1) =(0,1,1) +(1,0,0) = (1,0,1) + (0,1, 0).
elF, €lF; el elF,

Dans la suite, lorsqu’'on écrira x = u; + up avec (uj,up) € F x (G, on dira qu'on a écrit
une décomposition de x dans la sommeF + G.

On a les cas particuliers suivants.

Proposition 39 - Cas triviaux
| OnaE+E=E, E+{0g} ={0g} + E=E et {0g} + {05} = {0£}. ]

Dans le théoréeme suivant on suppose que [ et G sont des sev de [E.

g Théoréme 40 — Propriétés d’'une somme de sev

Ona:
1. F+G estunsevde [E, contenant IF' et G;
2. c'est le plus petit sev de [ contenant IF' et G.
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Autrement dit, onaFcF+Get GSF+G;etsi Hestunsevde E vérifant F € H et G < H,
alors F+ G < H.

On se donne deux familles finies de vecteurs de IE, notées & = (uy, ..., up) et 4 = (vy,...,v4). La
famille (uy,..., up, v1,..., v4) est appelée famille obtenue par concaténation des familles & et 4.

Théoreme 41 — Famille génératrice d’'une somme de sev

Ona:
Vect(uy,..., up) +Vect(vy, ..., vq) = Vect(uy, ..., Up, v1,..., Vq)

Autrement dit, si & une famille génératrice d'un sev [ et si ¢4 une famille génératrice d'un sev
@, alors la famille obtenue par concaténation de & et ¢ est une famille génératrice de [ + (5.

/\ Cerésultat est faux avec des familles libres : 1a concaténation de deux familles libres ne donne

pas une famille libre en général.

X Exemple. Les familles ((1,0,1);(0,1,1)) et ((1,0,0);(0,1,0)) sont libres, mais la famille
:ul

:uz :u3 :u4
(u1, Uz, us, us) nel'est plus car: uy — up = Uz — Us

/\ On ne dispose pas de formule pour Vect(u, ..., up) N Vect(vy,..., vg).

Par exemple si F = Vect((-1,0,1),(-1,1,0)) = {(x,y,2) € R*% x+y+2z = 0} et
G = Vect((2,1,0),(2,0,1)) = {(x,5,2) € R® x—2y—2z = 0}, alors le le fait que F N¥ = @ ne
donne aucune information sur ' n G.

3.2 Sommes directes de sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe, I et G sont des sev de [E.

Définition 42 —- Somme directe de deux sev

On dit que [ et G sont en somme directe, ou que la sommeF' + G est directe, lorsque :

FF‘IG:{OE}

Dans ce cas I + G est notée IF @ G.

=== Théoréme 43 — Premiére caractérisation d’'une somme directe

On a équivalence de :
(i) F et G sont en somme directe;
() VxeF+G,A(f, 9 eFxG; x=f+g

Autrement dit : IF et G sont en somme directe si, et seulement si, tout vecteur de IF + G a une
unique décomposition dans la somme F + G.
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Corollaire 44 — Famille libre d'une somme directe

Si F et G sont en somme directe, alors la concaténation d'une famille libre de IF' et d'une
famille libre de G donne une famille libre de F & G.

On rappelle que ce résultat est faux avec deux familles libres quelconques.

===t Corollaire 45 — Seconde caractérisation d’'une somme directe

On a équivalence de :
(i) I et G sont en somme directe;
(ii) la concaténation d’'une base de I et d'une base de G donne une base de I + G.

Ce résultat est alors vrai pour toutes les bases de [ et G5.

On verra, tout au long de 'année, qu'’il est fréquent dans les résultats d’algebre linéaire, qu'une
propriété vraie sur un cas particulier, s'étende automatiquement au cas général
(ici : si la propriété est vraie pour une base de [F' et G, elle est alors vraie pour toutes les bases
de F et de 3).

Définition 46 — Sous-espaces vectoriels supplémentaires
I On dit que F et G sont supplémentaires dans [ lorsque F & G = E. ]

/\ Ne pas confondre avec la notion de complémentaire (qui ne donne pas un sev).

Lorsque E = FF@ G et x € [, on ne peut pas raisonner par disjonction des cas en disant que
xeFouxeG.

On peut seulement dire que x = f + g avec f € ' et g € G uniques.

=i Théoréme 47 — Caractérisations des sous-espaces vectoriels supplémentaires [

On a équivalence de :
(i) [ et G sontsupplémentairesdans E: E=F & G;
(i) F+G=EetFnG={0g};
(iii) la concaténation d'une base de F et d’'une base de G donne une base de E;
(iv) VxeE,A(f,9eFxG; x=f+g

Dans ce cas la concaténation de n'importe quelle base de [, avec n'importe quelle base de
G donne une base de E.

Lorsque E = '@ G et qu'une base de [£ est obtenue par concaténation d'une base de [ et d'une
base de G, on dit qu'on a une base de |l adaptée a la somme directe £ = F & G.

Le point (iv) permet d’interpréter deux sev supplémentaires dans [E comme deux « axes » sur
lesquels on peut décomposer les vecteurs de [E.
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> Exemple. R? = Vect((1,0)) @ Vect((0,1)), donc F = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)] sont
supplémentaires dans R?.

Rédaction. Dans la majorité des cas, on utilise le point (iv) pour montrer que ' et G sont
supplémentaires dans .

On a donc deux choses a démontrer : l'existence et l'unicité de la décomposition de tout vecteur
de [E. Il est plus facile commencer par vérifier 'unicité de la décomposition (si elle existe), puis de
vérifier l'existence d’au moins une décomposition (en en donnant un exemple).

On rédige cette démonstration par analyse-synthese :

e On montre queF et G sont deux sevdelE. On adoncF + G c E.
e On sedonne x € IE fixé quelconque.

» ANALYSE: on suppose qu’on a trouvé au moins une décompositionde x : x = f + g, avec f € F
etgeG.

— On veut montrer que cette décomposition est unique; pour cela on cherche a calculer f et g en
fonction de x.

A ce stade, on a montré queIF et G sont en somme directe; doncF+ G =F @ G.

o« SYNTHESE :

— On veut montrer que x a au moins une décomposition; pour cela on utilise les formules
obtenues dans la partie analyse.

On définit donc f et g en fonction de x, a partir des formules obtenues dans la partie analyse. Il
reste a vérifier que ceci donne bien une décomposition de x dans IF @ G, c'est-a-dire trois points :
() fel; @i)geGet(iii) f+g=x.

On alors montré que EC IF + G.

Donc par double-inclusion : E =F & (.

> Exemple. Montrer que dans R® I'ensemble des fonction paires et I’ensemble des fonctions
impaires sont deux sev supplémentaires.

£ Exemple. Montrer que /,(K) = §,(K) ® A, (K).

A\ La synthése parait n’étre qu'une simple vérification, mais elle est indispensable dans le
raisonnement, il ne faut donc pas la négliger.

LS Exemple. Les parties de RN définies par F = {(an)ne]N eRN;VneN, a, = aps + an+2} et
G= {(bn)ne]N eRN;VneN, b+ by = 0} forment-elles des sev supplémentaires de RN?
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—_—

Corollaire 48 — Base scindée en deux

369

Si(ey,..., e €k41,-..,€n) base de vecteurs de [E alors :

E = Vect(ey,..., e, €x+1,--., en) = Vect(ey,...,er) ®Vect(€ri1,...,n)

X Exemple. R? = Vect((1,0)) ® Vect ((0, 1)) et R* = Vect((1,0,0), (0,1,0)) & Vect ((0,0, 1)).
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Savoir montrer qu'une partie [F' est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de réfé-
rence.

© Connaitre les espaces vectoriels de référence : K", K[X] et EZ (ol1 E est un K-ev).

& Vérifier que IF est non vide et stable par combinaison linéaire : V (A, u, v) € K x F2 Au+ve
F.

& Montrer que [ est 'intersection de sous-espaces vectoriels.

& Montrer que [ est égal a I’espace engendré par une famille de vecteurs.

= Savoir montrer qu'une famille de vecteurs (e, ..., ep) est génératrice d'un espace vectoriel [£.

& Montrer que les vecteurs ey, ..., e, appartiennent a [£ (ce qui donne Vect(ey, ..., ep) S I£)
puis que [E € Vect(ey, ..., ep).

& Montrer que tout vecteur de [F est combinaison linéaire des vecteurs ey, ..., ey, : pour tout

p
u € [, I'équation u = Z Ak.er a au moins une solution (44,...,1,) € K.
k=1

© Montrer que (ey,...,ep) a été obtenu avec le principe de réduction d’'une famille généra-
tricede .

= Savoir montrer qu'une famille de vecteurs (ey, ..., e)) estlibre.

& Pour une famille a deux vecteurs (e, e,) il faut et il suffit de montrer que e; et e, sont non
colinéaires.
p
& Montrer que 'équation Z Ak-er = Og a pour unique solution A; =--- =1, =0.
k=1

© Montrer que (ey, ..., ep) a été obtenu avec le principe d’extension d'une famille libre.

© Montrer que (ey, ..., ep) est une famille de vecteurs de coordonnées échelonnées ou une
famille de polyndmes de degrés échelonnés.

= Savoir montrer qu'une famille de vecteurs (ey, ..., e,) est une base d’'un espace vectoriel [E.
© Montrer qu’elle est a la fois libre et génératrice de [E.

& Montrer que tout vecteur de [F est combinaison linéaire unique des vecteurs ey,..., ep

p
pour tout u € [, 'équation u = Z Ak.er aune unique solution (14,...,1,) € K.
k=1
= Savoir montrer que deux sous-espaces vectoriels [ et (G sont en somme directe.
O Vérifier que FNG = {0g}.
& Vérifier que tout vecteur de IF' + G a une unique décomposition.

& Vérifier que la concaténation d'une base de ' avec une base de G donne une base de
F+G.
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= Savoir montrer que deux sous-espaces vectoriels [ et (G sont supplémentaires dans [E.

& Vérifier que [ et G sont deux sous-espaces vectorielsde Etelsque E=F+GetFnG =
{O]E}.

& Vérifier que tout vecteur de [£ a une unique décomposition dans [ + (G, en raisonnant
par analyse-synthese.

& Vérifier que la concaténation d’'une base de [ avec une base de G donne une base de E.
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5 Exercices

Espaces vectoriels et
sous-espaces vectoriels

EXERCICE 1. Sous-espaces vectoriels de [K"

Dans chacun des cas suivants, justifier si la partie considérée est un sous-espace vectoriel.

A={(x,y) eR% x* — y* =0} B={(x,y) eR% x*+y* =0}
C={(x,y)eR% x—y=0} D={(a+b,a-b,a); (a,b) e R?}
E={1+x,x); xeR} F=7?=7xZ

EXERCICE 2. Sous-espaces vectoriels de R

On note R I'ensemble des fonctions numériques. Déterminer si les parties suivantes sont des
sous-espaces vectoriels de R :

A={feRE; f continue } B={feRK; f paire }
C ={f e RE; f impaire } D={feR%; f gannule }

EXERCICE 3. Sous-espaces vectoriels de RN

On note RN I'espace vectoriel des suites réelles. Les parties suivantes sont-elles de sous-espaces
vectoriels de RN ?
A={(Un)pen € RN (u,) bornée } B ={(un)pen € RN (u,)) monotone }

C = {(tn) nen € RYN; (uy) convergente } D = {(un) nex € RY; (up) arithmétique }

1
E:{(un)nE]NER]N;VHEN;urHZ:_un+1+ un}
n+1

EXERCICE 4. Sous-espaces vectoriels de [K[X]

On note K[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K. Les parties suivantes sont-
elles de sous-espaces vectoriels de K[ X]?

A={PeKI[X]; 0 est racine de P}

B ={P e K[X]; 0 est racine double de P}

C = {P e K[X]; 0 est racine au moins d’ordre 2 de P}
Pour n € N fixé: D = {P € K[X]; deg(P) = n}

EXERCICE 5. Sous-espaces vectoriels de ./, (K)

a+b b
-b -a-b

2. Lapartie F = {A € 43(R); A’ = 03} est-elle un sev de #;3(IR)?

011 0 00O
On pourra considérer A = etB=10 .
1

0 01 00
0 0O 00

1. Montrer que la partie £ = { ( ) ; (a,b) € ]Kz} est un sev de .4 (K).
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Familles libres, familles
génératrices bases

EXERCICE 6. Familles de vecteurs de R3

Les familles suivantes sont-elles libres (si non, on donnera une combinaison linéaire nulle, dont
les coefficients sont non tous nuls) ?

F1=(2,4,3),(1,5,7)) F>=((1,2,3),(2,3,4),(3,4,5),(4,5,6))
F3=((1,1,0),(2,1,0),(0,1,1)) Z4=((1,1,0),(2,0,0),(1,1,1))

EXERCICE 7. Familles libres/liées

Les famille suivantes sont-elles des familles libres de ’espace vectoriel indiqué ?

= ((X-1D?% (X -2)% (X -3)?) dans R[X]

X?+1,2X,2X?*+ X) dans R[X]

X+1,2,2X*+ X) dans R[X]

+1,2X, (X +1)?) dans R[X]

x — €08(X), X — xC08(x), x — sin(x), x — xsin(x)) dans R®

2" neN, ") e, 272) 4N ) dans RN

2™ neN, 3™ nen, (n)nE]N) dans RN

)b )0 s e

0 1) {1 0\ (-1 -1
10.9:((1 0),(0 1),(_1 _1))dans./%2(R)

S A o

F =
F =
F
F
F =
F
F
F

9.

(
(
(X
(
(x — cos(2x), x — cos?(x), x — 1) dans RE
(
(
|

EXERCICE 8. Sev de K" définis par une ou plusieurs équation(s) cartésiennes(s).
Montrer que les parties suivantes sont des sev de K" et en donner une base :
E={(x,5,2) eR}; x—y+z=0ety—2z=0}

E={(x,y2€R} x+y+z=0et2x—y=0}

E={(x,y,2) €R®; x+y+z=0}

E={(x,y2 €R® x—y+2z=0}

E={(xyz0eR; x—y+z=0ety—2:=0}

E={(xyz0eR x—y+z+t=x—y—z+2t=x-y+2z+2r=0}
E={(x,y,2€C® x—y+iz=0etiy—2z=0}

E={(x,y2€C x+iy+(1-iz=0}

S S - o B S o
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EXERCICE9. Sev de K" définis par une famille génératrice.

Montrer que les parties suivantes sont des sev de K" puis donner une base et un systéme
d’équation(s) cartésienne(s) :

1.

2.

3.

4.

E={a-3b+c,a+2b-c,—b+c,a); (a,bc)eR}.
E={(a-—ba+b+2c,—2a-b-3c); (a,b,c) eR?}.
E = Vect((1,2,-1,0),(0,1,3,-1))

E :VeCt((zr _].,0), (].,3, _]-)y (17 _4y 1))

EXERCICE 10. Familles génératrices - Bases

Donner une famille génératrice puis une base des espaces vectoriels suivants :

1.

2.

3.

10.

11.

E={(x1,...,xn) € K"; x1 + x,, =0}
E={(x1,....xp) eK"; xp =x3 =+ = xp_1 =0}
E = {(un)nen € RN; Ve N, upiy =2u,}

E = {(un)nen € RN; YR EN, tpin = ps1 + Un}
E = {(tn)nen € CN;VREN, o = —tps1 — Un}
E={aX*+a;acK}

E={aX*+(a+b)X; (a,b) e K?}

E={(a-oX*+(a+b)X*+cX+4a-3b;(a,b,c) e K3}

. E={PeK;[X]; 0 estracine de P}

E = §5>(K)

E = A>(K)

EXERCICE 11. Opération sur une famille libre

Soit E un K-evet (ey, ..., e,) une famille libre de vecteurs de E.

1.

2.

Pour tout k€ [1,n— 1], on note €3 = ey + €j41.
Montrer que la famille (¢1,...,£,-1) est libre.

On pose aussi €, = e] + ey,.
La famille (¢1,...,€4-1,€,) est-elle libre?
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Sommes directes et
sous-espaces
supplémentaires

EXERCICE 12. Supplémentaires dans K"

n

Soient E = {(xl,...,xn) e K™ Z X = 0} etF ={(1,A,...,1); L€ K}. Montrer que E et F sont des
k=1

sous-espaces vectoriels supplémentaires de [K".

EXERCICE 13. Sommes de sevdans K[ X]

1. Donner un supplémentaire de F = {aX* + (a+ b)X; (a,b) € K?} dans K5[X].

2. Soit Q € K[X] un polynéme non constant.
Donner un supplémentaire de F = {P € E; Q divise P} dans K[X].

3. Onpose IF = {P e K[X]; X divise P} et G = {P € K[X]; (X — 1) divise P}.
En remarquant que 1 = X — (X — 1), vérifier que K[X] = [+ (5. La somme est-elle directe?

EXERCICE 14. Supplémentaires dans R®

On note R® I'ensemble des fonctions numériques.
Soient |E = {f eRR; £(0) = f(g) = f(n)} et I = Vect (x — cos(x), x — sin(x)).

1. Montrer que RE, IE et IF sont des R-espaces vectoriels.
2. Vérifierque RR=E@F.
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378 CHAPITRE 14 : Espaces probabilisés finis
1 Vocabulaire et axiomatique des probabilités

1.1 Lunivers

Intuitivement, on appelle expérience aléatoire une expérience dont le résultat ne peut pas étre
prédit ou calculé a’avance.

On désigne par Q2 'ensemble des résultats possibles de cette expérience aléatoire.

Q est appelé univers ou encore espace des possibles, espace des réalisations ou espace des obser-
vations. Les éléments w € Q) sont appelés observations ou réalisations de I'expérience aléatoire.

Dans ce chapitre, on se limitera toujours au cas ou Q est un ensemble fini, c-est-a-dire qu'on ne
considerera que des expériences aléatoires ne donnant qu'un nombre fini de résultats différents.

£ Exemple. Onlanceun dé a6faces: Q = {1;2;3;4;5;6} = [1,6]. Un élément w € Q est un chiffre
entre 1 et 6 qui représente le chiffre obtenu en lancant le dé.

Q. Exemple. On lance deux dés a 6 faces distinguables : Q = {1;2;3;4;5;6} x {1;2;3;4;5;6} =
[1,6]%. Un élément w € Q est un couple (wq,w,) o1 w; représente le chiffre obtenue avec le
premier dé, et w; le chiffre obtenu avec le second.

N Exemple. On lance 1 fois une piece : Q = {PF} ou Q = {0,1} avec la convention que «1 »
représente « pile », et « 0 » représente « face ».

> Exemple. Soit n € N*. On lance n fois une piece : Q = {B, F}" ou Q = {0, 1}" avec la conven-
tion que « 1 » représente « pile », et « 0 » représente « face ».

Un élément w = (wy,...,w,) € Q est un n-uplet qui représente la liste des résultats obtenus
aux n lancers. Par exemple pour 6 lancers, on peut avoir w = (B, P F, P F,P) qui se note aussi
w=(1,1,0,1,0,1).

Dans les exemples suivants, 7 et N sont des entiers naturels.

X Exemple. On effectue n tirages successifs avec remise d'une boule, dans une urne de N
boules : Q = [1, N]". Ceci sous-entend qu'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément
w = (wy,...,0,) € Q est un n-uplet qui représente la liste des numeéros tirés.

Par exemple w = (6,2,2,6,4,3,5) pour 7 tirages avec remise dans une urne de 6 boules.

X Exemple. On effectue n tirages successifs sans remise d’'une boule, dans une urne de N
boules (dans ce cas n < N) : Q = ensemble des arrangements de n éléments de [1, N] = ensemble
des n-uplets w = (w1, ...,wy) € [1, N]" dont les composantes sont deux a deux distinctes. Encore
une fois ceci sous-entend qu’'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément
w = (w1,...,w,) € Q estun n-uplet qui représente la liste des numeéros tirés.

Par exemple w = (6,2, 3) pour 3 tirages sans remise dans une urne de 10 boules.
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X Exemple. On effectue 1 tirage de n boules prises simultanément dans une urne de N boules
(dans ce cas n < N) : Q = ensemble des combinaisons de n éléments de [1, N] = ensemble des
parties w = {w1,...,w,} < [1, N]. Encore une fois ceci sous-entend qu’on a numéroté les N boules
dela N;unélément w = {w,,...,w,} € Q est une partie qui représente les numéros tirés.

Par exemple w = {6,2,3} pour 1 tirage de 3 boules prises simultanément dans une urne de 10
boules.

S Exemple. On mélange un jeu de n cartes : Q = {w : [1,n] — [1, n];  bijective }. Ceci sous-
entend qu'on a numéroté les cartes de 1 a n en fonction de leur position initiale. Pour la carte
numéro i, 'entier w(i) représente sa position apres la permutation w.

Par contre, on n’étudiera pas dans ce chapitre le cas d'une infinité de lancers d'une piéece
(pourtant tres instructif!).

1.2 Evenements

Intuitivement, un évenement A est défini par une phrase qui peut étre vraie ou fausse selon le
résultat de 'expérience aléatoire.

X Exemple. Onlance un dé 2 6 faces : Q = [1,6].
A = «obtenir un 6 » donne la partiede Q: A= {6}
B = «obtenir un nombre pair » donne la partiede Q: B ={2;4;6}

N Exemple. On lance deux dés 2 6 faces distinguables : Q = [1,6]2.
A = «obtenir un double 6 » donne la partiede Q: A =1{(6,6)}
B = «obtenir un double » donne la partie de Q :
B={(i,1); i €[1,6]}
={(1,1);(2,2);(3,3); (4,4);(5,5); (6,6)}
C = «obtenir au moins un 6 » donne la partie de Q :
C=1{(,6); i e [1,61} U {(6, )); j €[1,6]}
=1{(1,6);(2,6); (3,6); (4,6);(5,6); (6,6); (6, 1);(6,2); (6,3);(6,4); (6,5)}

S Exemple. On mélange un jeu de n cartes : Q = {w: [1,n — [1, n]/ w bijective }.

A = «la premiere carte se retrouve dans la premiére moitié du paquet » donne la partie de Q :
A={w:[1,n] — [1,n] bijective; w(1) < [ 4]}

Pour i € [1, n] fixé, B; = «la carte numéro i n’a pas changé de place » donne la partie de Q :

B; ={w: [1,n] — [1, ] bijective;; (i) = i}
On voit sur ces exemples qu'un évenement A est nécessairement une partie deQ: A€ 2(Q).

Sionnote J I'ensemble de tous les évenements qu’on peut associer al’expérience aléatoire, alors
g < 2(Q).

On admettra que sous 'hypothése que Q est fini, 'ensemble des évéenements est I = 2 (Q), ie
que toutes les parties de 2 sont des événements : on pourra donc calculer leur probabilité. Dans
le cas d’'un univers infini, certaines parties de Q2 ne pourront pas étre considérées comme des
évenements; nous ne développerons pas ce point dans ce chapitre.
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Vocabulaire :

e On dit que l'observation w € Q réalise I'évéenement A lorsque w € A : cela signifie que si
I'expérience aléatoire a donné le résultat w, alors I'’évenement A est « vrai». Inversement, si
w ¢ A, on dit que I'observation w ne réalise pas A.

» Uévenement @ est appelé événement impossible.

e L'événement Q) est appelé évenement certain.

Il est clair qu’aucune observation ne réalise '’événement impossible @, et que toutes les obser-
vations réalisent I’événement certain Q.

Définition 1 - Evénements élémentaires

On appelle événements élémentairesles singletons de , ie les évenements de la forme {w}
avec w € Q).

Une remarque importante : tout évenement A est réunion d’évenements élémentaires. En effet,
ona:

A=)

weA

1.3 Opérations sur les évéenements

Soient A et B deux événements, c'est-a-dire (A, B) € 22(Q)%. On dispose des opérations sui-
vantes.

Nom Notation Interprétation
Contraire CoA=A An’est pas réalisé
Union AUB A est réalisé ou B est réalisé
Intersection ANB A est réalisé et B est réalisé
Différence A\B=A-B=ANnB A est réalisé mais B ne I’est pas
Inclusion ACB A estréalisé — B est réalisé

On peut remarquer que la différence symétrique AAB permet de définir un « ou » exclusif, mais
ce n'est pas au programme.

Rappels. Si A, B et C sont des évenements :

A\Bc A ANB<c A< AUB
ANBUC)=(AnB)UANC) AUBNC)=(AUB)Nn(AuC)
AUB=BUA ANnB=BnA

Aug=A AN =9

AuQ=0Q ANQ=A

AUB=ANnB ANB=AUB
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On généralise a (A;);e; une famille d’évenements :

Uai=N4a NA=UAi
iel iel iel iel
Bn(UAi =JBnA) Bu(ﬂAi =MBUA)

iel iel iel iel

Lévenement U A; correspond a I'évéenement « au moins un des A; est réalisé ».
iel

Lévenement ﬂ A; correspond a l’évenement « tous les A; sont réalisés ».
iel .

Lévenement [ ] A; correspond a I'événement « aucun des A; n’est réalisé ».
iel

Définition 2 — Evénements incompatibles ]

Deux évenements A et B sont dits incompatibles lorsqu’ils sont disjoints : AN B = @.

Intuitivement, A et B sont incompatibles lorsqu’ils ne peuvent pas se produire simultanément.

X Exemple. Lorsqu’on lance un dé a 6 faces : les événements A = « obtenir un chiffre pair » et
B = «obtenir un chiffre impair » sont incompatibles.

1.4 Systeme complet d’évenements

Soit (Ay, A,..., Ay) une famille d’évenements de Q, c’est-a-dire un n-uplet de parties de Q.

= Définition 3 — Systeme complet d’événements

On dit que la famille (A, Ay, ..., A,) est un systeme complet d’évenements (s.c.e.) lorsque :
(i) les A;, i€ [1,n], sont deux a deux incompatibles :
V@i, ell,nl? i#j=AnAj=¢

i) (JAi=Q
i=1

Dans le cas ou tous les A;, pour i € [1, n], sont non vides, un systéme complet d’évenements est
une partition de Q.

Intuitivement, un s.c.e. correspond a une disjonction des cas, suivant le résultat de 'expérience
aléatoire.

X Exemple. On lance deux dés 2 6 faces. On définit les événements A = « obtenir deux chiffres
pairs », B = « obtenir deux chiffres impairs » et C = « obtenir un chiffre pair et un chiffre impair ».
Alors (A, B, C) est un s.c.e..
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X Exemple.Si Q = {w,...,w,} (expérience avec n résultats possibles) alors la famille
({wl},{wg},...,{wn}) est un s.c.e.. Par exemple si on lance un dé a 6 faces alors la famille
({1}, 12}, {3}, {4}, {5},{6}) est un s.c.e. de I'univers [1,6].

X Exemple. Si Ae 2(Q), alors (A, A) est un s.c.e..

2 Probabilité sur un univers fini

2.1 Probabilité

===t Définition 4 — Probabilité

On appelle probabilité sur 'univers fini Q) toute application P : 22(Q) — [0, 1] telle que:
@) P =1;
(ii) P est additiveie Vne N*, V(Ay,..., A,) familles de parties de Q :

n
U Ax

k=1

(Ay,...,Ap) 22a2incompatibles = P

=) P(Ap)
k=1

Si A est un événement, alors le réel P(A) est appelé probabilité de I'évenement A.

En particulier pour n = 2 la propriété d’additivité donne :

VA, B partiesde Q, [AnB=¢ =P(AUB)=P(A)+P(B)

Définition 5 — Espace probabilisé fini

Un espace probabilisé fini est un couple (Q,’) ou Q est un univers fini et P est une
probabilité sur Q.

Dans le théoréme suivant, P est une probabilité et A et B sont deux évenements de Q.

ped Théoréme 6 — Propriétés d’'une probabilité

(i) P(®)=0

(iv) P(A)=1-P(A)

(v) P(AnB)=P(A) -P(AnB) etdonc siBCc A, alorsP(AnB)=P(A)-P(B)
(vi) si A< B, alors P(A) <P(B)

(vii) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)

n
QD Exemple. Si (A, ..., A,) estun s.c.e. alors Z P(Ay) = 1 (mais la réciproque est fausse).
k=1
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N Exvemple.Si A, B et C sont trois événements déterminer P(AU B U C) en fonction de
P(A), P(B) et P(C).

En général, si (A,,...,A,) est une famille d’évenements quelconques de (2, on dispose de la
formule du crible de Poincaré :

P

n
U Ax
k=1

k=1

1Si1<i2<'~'<ik5n

mais celle-ci n’est pas au programme de PCSI.

2.2 Construction de probabilités

Pour définir une probabilité PP sur Q, il faut se donner P(A) pour tout A € 22(Q), ce qui n'est pas
toujours possible.

On va démontrer qu’il suffit de définir P sur les évenements élémentaires, c’est-a-dire qu'il suffit
de connaitre P({w}) pour tout w € Q pour connaitre P(A) pour tout A € 22(Q). Cela simplifie les
choses car si n = Card(Q) alors la connaissance des n probabilités des évenements élémentaires
permet de calculer les 2" probabilités de tous les évenements qu’on peut considérer.

Dans la suite, on note n = Card(Q) et Q = {w1,...,w,}.

Si P est une probabilité sur 2, on note p; = P({wl}), P2 = P({wg}), oo Pn = p({wn})_ Les réels
pP1, P2, - Pn Vérifient :
n
vkell,nl, prel0,1] et ) pr=1
k=1

Ce sont les probabilités des évenements élémentaires de Q.

Nous allons voir que les deux propriétés ci-dessus suffisent a définir completement une
probabilité sur Q.

pe Théoréme 7 — Définition d’'une probabilité sur un univers fini

On se donne des réels py, ..., p, vérifiant :

« ils sont positifs;
n
o Z pl = 1_
i=1

Alors il existe une unique probabilité P sur Q telle que : Yk € [1, nl, px = P({wi}).

Donc pour tout k € [1, n], px € [0, 1].
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Cette unique probabilité P est définie par :

VAeR(Q), PA)= Y pi

i€[1,n]
wi€A

Par exemple, si A = {w2, ws, wg}, alors : P(A) = p2 + ps + pe.

En pratique, il suffit donc de connaitre la probabilité des évenements élémentaires, pour étre
capable de calculer la probabilité de n'importe quel évenement.

S Exemple. On lance un dé 2 6 faces : Q = [1,6]. On définit une probabilité P sur Q par :

ce qui modélise un dé truqué.

7
On a alors P( « Obtenir un chiffre pair» ) = po + ps + ps = o

S Exemple. On reprend le méme univers Q et on définit une autre probabilité Q par :

1
%=%:%=%:%:%=g

ce qui modélise un dé équilibré.

On a alors Q( « Obtenir un chiffre pair» ) = g2 + g4 + gs =

W
N =

On voit sur ces deux exemples qu’on effectue la méme expérience aléatoire : lancer un dé a 6
faces. Le choix de la probabilité permet de traduire le fait que le dé est équilibré ou truqué.

gt Définition 8 - Equiprobabilité

L'unique probabilité définie par :

S|

plzpzz---:pn:

est appelée probabilité uniforme sur Q.

Pour tout évenement A, on a alors la formule bien connue :

_ Card(4) nombre de cas favorables a A
~ Card(Q2) nombre de cas possibles dans I'univers

P(A)
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3 Probabilités conditionnelles

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé fini (Q2, P).

3.1 Définition

Intuitivement : si on lance un dé cubique, équilibré, on devine que sachant que le chiffre obtenu

2
est pair, la probabilité d’obtenir un nombre inférieur ou égal a5 est égale a 3

D’autre part, on introduit les évenements :

A = «obtenir un chiffre inférieur ou égala5» et B = «obtenir un chiffre pair »

5 1 2
Comme on est en situation d'équiprobabilité, on trouve P(A) = 5 P(B) = 3 etP(ANB) = 5

2 P(AnB)
On remarque alors que — = ————
3 P(B)

Cet exemple motive la définition suivante.

== Définition 9 — Probabilité conditionnelle

Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0.
P(AnB)

On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le réel Pg(A) = PB)

/\ En général on ne peut pas comparer les valeurs de P(A) et Pg(A), comme le montre I'exemple
suivant.

S Exemple. On lance deux dés distinguables 2 6 faces, équilibrés.

On considere les évenements A = «la somme des deux chiffres obtenus est 5», B = «le premier
dé donne 3 », et C = «le premier dé donne au moins 3 ».

Alors Pc(A) < P(A) < Pg(A).

Pg(A) est aussi notée P(A|B).
A\ Tl n’existe pas d’évenement A|B = « A sachant B ».

Pour cette raison il est préférable d’utiliser la notation Pz (A) au lieu de la notation P(A|B). Elle
réprésente la probabilité de A du point de vue de quelqu’'un qui sait déja que B est réalisé.

p==t Théoreme 10 - Propriétés de Pp

Soit B un événement tel que P(B) # 0.
1. Pourtout Ae Z2(Q2),ona:P(AnNB)=P(B) x Pg(A).

2. Pp est une probabilité sur Q.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



386 CHAPITRE 14 : Espaces probabilisés finis

En particulier si A; et A, sont deux évenements :
Pg(A; U Ap) =Pp(A)) + Pg(A2) —Pg(A1NAz) et Pp(A)=1-Pg(A)

On utilise rarement la définition pour calculer Pg(A); on préfere la déduire de I'énoncé de
I'expérience aléatoire. Comme dit ci-dessus, cela revient intuitivement a calculer la
probabilité de A du point de vue d'un observateur qui sait déja que B est réalisé (un peu comme
s'il arrivait en plein milieu de I'expérience aléatoire).

S Exemple. Une urne contient 4 boules blanches et 6 boules noires. On pioche 3 boules une
par une et sans remise. Si les deux premiers tirages donne une boule blanche et une boule noire,
déterminer la probabilité d’obtenir une boule blanche au troisieme tirage.

3.2 Formule des probabilités composées

g Théoréme 11 — Formule des probabilités composées

n—1

) Ak

k=1

Soit (Ay, ..., Ay) des événements tels que P #0. Alors :

n
M Ak

k=1

P Aj

n
=P(A1) %Py, (A2) X P04, (A3) X -+ x Bryn-1 4 (Ap) =[] P
B i=1

i—-1
1 Ak
k=1

i-1

M Ak

k=1

avec la convention que, pouri =1:[P [ A; =P(Ay).

Cette formule est aussi appelée formule du conditionnement multiple.

Interprétation sur un arbre :

D’'un noeud A;—; a un noeud A;, on trace une aréte étiquetée par la probabilité conditionnelle
i-1

[ Ak |- La probabilité de la branche complete ( = suite d’arétes consécutives) est alors
k=1

obtenue en multipliant entre elles les probabilités conditionnelles placées sur les arétes.

P|A;

i-1

M Ak

P A;
k=1

Ja
\_

Aj

Ai
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X Exemple. On considére une urne composée de 6 boules blanches et 7 boules rouges. On
effectue 3 tirages successifs d'une boule sans remise. Pour i = 1, 2 et 3, on pose B; = «le i-ieme
tirage donne une boule blanche », et on définit de méme I’évenement R;.

=

[\
o] = o] = (s ]
w w w w w

,_.: S
=
&

/\

ANNARNARTA

~
@

=l
e
oo}
3

6
Alors : P(ByN By NR3) =P(By) x IPBl (B)) x [FDBlﬂBz (R3) = E X 211

| &

7

AZx AL Bx5x7

On peut retrouver le résultat par dénombrement : P(B; N Bo N R3) = T =
Als 13x12x11

/\ ATTENTION : il faut respecter ’ordre chronologique dans le conditionnement! Sur I’exemple
précédent on pouvait aussi écrire que P(B1 N Ba N R3) = P(R3) x P, (B2) x Pp,nr, (B1) mais cela ne
permet pas de faire le calcul!

3.3 Formule des probabilités totales

p==d Théoréme 12 — Formule des probabilités totales

On se donne un systeme complet d’évenements (A;,..., A;) de probabilités non nulles.
Pour tout évenement B, on a:

P(B) =) P(BNAY =) PA)xPa.(B)
k=1 k=1

Siun des Ay est de probabilité nulle, alors P4, (B) n’est pas définie, mais on peut écrire :

P(B)= ) P(BN Ay
k=1
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Avec la convention que P(Ag) x P4, (B) = 0 lorsque P(Ag) = 0, on retrouve la méme formule que
dans le théoreme :

n
P(B) =) P(A) x P4, (B)
k=1
Cette convention est souvent utilisée car en pratique, car elle dispense de vérifier que tous les

Ak, pour k € [1, n], sont de probabilité non nulle.

La formule des probabilités totales est tres utile lorsqu’on effectue une expérience aléatoire
en plusieurs étapes. Elle permet de raisonner par disjonction des cas, suivant le résultat de la
premiere étape.

Interprétation sur un arbre :

On considere un arbre dont les noeuds de premiere génération sont Ay, ..., A,, et dont les
noeuds de seconde génération sont B et B. Pour calculer P(B), on multiplie les probabilités le
long d’'une branche et on additionne les résultats obtenus pour chaque branche.

Par exemple avec un s.c.e. 2 deux événements (A, A) :

PA) A
P(A) A\E

Pa(B)
On lit sur ’arbre la formule :

P(B) =P(A) x P4(B) + P(A) x P%(B)

X Exemple. On dispose de deux pieces : 'une honnéte, I'autre truquée avec deux faces pile.

On choisit une piece au hasard et on la lance. Alors P( « obtenir pile» ) = 7
LS Exemple. Chaine de Markov. On considere un point qui se déplace sur les sommets d'un

triangle Ay Ay As : A
1

Ay
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On suppose qu’initialement le point se trouve en A;. Ensuite les déplacements s’effectuent de
la maniere suivante :

2
* sile point est en A; alors il passe en A; (j # i) avec probabilité = dans les deux cas;

1
» le point reste en A; avec probabilité 5

On peut résumer ceci grace a un diagramme deltransition :
5

Ay
é Cé/?éf) %

Pour tout n € N, on introduit les évenements :

» U, = «Apres n déplacements le point se trouve en A; »;
 V,, = «Apres n déplacements le point se trouve en Ay »;
» W, = «Apres n déplacements le point se trouve en As ».

aino

On pose alors, pour tout n=1: u, =PU,), v, =P(V,) et w,, = P(W,).

Les conditions initiales sont uy = 1, vy = 0, wy = 0, et grace a la formule des probabilités totales,

ona: 1 ) 9
un+1:§un+§vn+§wn

VYneN*, vn+1:%un+%vn+%wn

_ 2 2 1
wn+1—§un+§vn+§wn

On peut alors déterminer les expressions de u,, v, et w, en fonction de n, grace au calcul
matriciel. En effet, on a:

Un+1 Un
VnelN, Uni1 | =A% | vy
Wn+1 Wnp

1 1 2 2
ou A estlamatricedonnéepar A=—-|(2 1 2].
5 2 21

Un Up
Onendéduitque:VneNN, | v, |=A" x| v
Wny Wo

Le probléme est donc ramené au calcul des puissances de la matrice A.
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3.4 Formule de Bayes

On va essayer de relier les probabilités conditionnelles Pg(A) et P4(B), ce qui permettra en
pratique « d'inverser causes et conséquences ».

p=ed Théoréme 13 — Formule de Bayes

On se donne un systeme complet d’évenements (A;,..., A;) de probabilités non nulles.
Pour tout événement B de probabilité non nulle, on a:

Vie[l,nl, Pg(A;)= 4(B) xP(Ai) _  Pa,(B) xP(4)

P(B) 1
P4, (B) x P(Ag)
k=1
En particulier avec un s.c.e. de la forme (A, A) :
Pa(B) x P(A) P a(B) x P(A)
Pp(A) = = =
P(B) Pa(B) x P(A) +P(B) x P(A)

X Exemple. Test 'une maladie rare. Un laboratoire propose un test de dépistage d’une
maladie. La notice précise la qualité du test :

« lorsque le test est appliqué a une personne malade, le test est positif dans 99,8% des cas;

« lorsqu’il est appliqué a une personne saine, il est négatif dans 99,6% des cas.

D’autre part, on sait qu'une personne sur 100000 est malade. Peut-on avoir confiance en ce test?

4 Indépendance

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé fini (Q,[P).

4.1 Indépendance de deux événements

On se donne A et B deux évenements quelconques.

Définition 14 - Indépendance de deux évenements
| On dit que A et B sont indépendantslorsque P(An B) =P(A) x P(B). ]

Onlenote A L B.

Le résultat suivant donne un sens intuitif a cette définition.

Proposition 15 - Lien entre indépendance et probabilité conditionnelle
l SiP(B)#0: AL B < Pg(A) =P(A) ]
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En pratique, l'indépendance n'est pas démontrée, mais fait partie des hypotheses de
modélisation. Elle permet de simplifier les calculs.

S Exemple. Lorsqu’on lance plusieurs fois une piéce de monnaie, ou lorsqu’on effectue
plusieurs tirages avec remise dans une urne, on pourra supposer que les répétitions sont ef-
fectuées de manieres indépendantes.

/A\ Ce n'est pas aussi simple que cela en a I’air! Si on lance deux fois une piéce, les événements
A = «obtenir pile au premier lancer » et B = « obtenir face au second lancer » sont indépendants,
mais les évenements C = « obtenir au moins une fois pile » et B = « obtenir au mpoins une fois
face » ne le sont pas.

A\ La notion d’'indépendance dépend du choix de la probabilité P. En particulier si on a trois
évenements A, B et C, on peut avoir A et B non indépendants pour P, mais A et B indépendants
pour P’ sachant C (ie pour P¢) :

P(ANB) #P(A) xP(B) mais Pc(ANB)=Pc(A) xPc(B)

X Exemple. On dispose de deux pieces : un équilibrée et une truquée (deux piles). On lance un
dé (non truqué) a 6 faces:

« sion obtient le chiffre 1, on lance deux fois la piece équilibrée;

« sion obtient un chiffre différent de 1, on lance deux fois la piece truquée.

On note A = « obtenir pile au premier lancer de la piece », B = « obtenir pile au second lancer de
la piéce », et C = «le lancer du dé donne le chiffre 1 ».
Alors A L B pour P¢ (et pour Pg), mais AXB pour P.

Proposition 16 - Indépendance et contraire

SiAl B,alors AL B, Al BetALB. ]

/\ Ne pas confondra avec AetB incompatibles : AN B = @. Dans ce cas, A et B ne sont jamais
incompatibles puisque B < A!
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4.2 Indépendance mutuelle

On se donne n évenements Ay, Ay, ..., Aj.

p==i Définition 17 - Indépendance deux a deux

Ondit que A, Ay, ..., A, sont deux a deux indépendantslorsque :

Vi, j)ell,nl? i#j= A LA;

Onadonc:P(A; N A) =P(A;) xP(A2). Mais par contre, on ne peut rien dire sur P(A; N A2 N As).
Pour cela on a besoin d'une notion plus forte.

e Définition 18 — Indépendance mutuelle

On dit que A, Ay, ..., A, sont mutuellement indépendantslorsque :
vicilynl, P|()Ax|=]]PAx
keJ ke

Dans ce cas on peut dire que : P(A; N Ap N Az) = P(A;) x P(A2) x P(A3). Lindépendance mutuelle
est donc la bonne hypothese de modélisation pour simplifier les calculs.

En pratique, 'hypothese d'indépendance mutuelle fera partie des hypotheses de modélisation.
Elle ne sera pas démontrée.

4.2.1 Propriétés del'indépendance

On se donne une famille finie d’évenements (A;,..., A;).

Théoreme 19 - Lien entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux

Siles évenements (A, ..., A;) sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux
indépendants.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse, comme le montre le contre-exemple suivant.

QS Exemple. On jette deux dés non-pipés, un noir et un blanc. Montrez que les événements
suivants sont deux a deux indépendants, mais ne sont pas mutuellement indépendants :

o A = «le chiffre du de noir est pair »,

e B = «le chiffre du dé blanc est impair »,

e C =«les chiffres des deux dés ont méme parité ».
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==t Théoreme 20 — Lemme des coalitions

On suppose que les événements (Aj,..., A;) sont mutuellement indépendants.

1. Si pour tout k € [1, n], By = Ay ou Ay, alors les évéenements (By, ..., B,) sont encore
mutuellement indépendants.

2. Pour toute partie J < [1, n], les (Ax) ey sont aussi mutuellement indépendants.

3. Pour toute partie J < [1, n], tout évenement construit a partir de (Ax) ey est indé-
pendant de tout événement construit a partir de (Ag) kg;.

X Exemple. On lance 5 fois une piece de monnaie, et on note A = « obtenir pile aux deux
premiers lancers », B = « obtenir pile aux lancers numéros 3 a 5 » et C = « obtenir pile aux lancers

numéros 2 a 5».
Alors A et B sont indépendants, mais A et C (et de méme B et C) pourraient ne pas 'étre.
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre les notions d'univers et d’évenements.
& Maitriser le formalise qui relie des prédicats en francais aux parties de I'univers Q.

& Maitriser les calculs d’évenements avec les opérations [, [ et complémentaire.

w Maitriser le calcul des probabilités.
& Ne pas confondre événements incompatibles et événements indépendants.

& Connaitre les trois grandes formules : formule des probabilités totales, formule des pro-
babilités composés et formule de Bayes.

& Reconnaitre les situations d’équiprobabilité et utiliser du dénombrement.

& Savoir trouver des probabilités conditionnelles directement dans I’énoncé de I'exercice.
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6 Exercices

Calcul des probabilités

EXERCICE 1. Inégalité d’Edith Kosmanek

On se donne un espace probabilisé fini (2, P).

1. Soient A et B deux évenements. Si A et B sont incompatibles, montrer que

1
P(AP(B) < -.
4
2. Soient A et B deux évenements.

(@) Vérifier que : P(An B) - P(A)P(B) =P(An B)P(A) - P(A)P(ANB)
) 1
(b) En déduire I'inégalité d’Edith Kosmanek : |[P(An B) - P(A)P(B)| < 2

(c) Peut-on avoir égalité (on demande simplement un exemple) ?

EXERCICE 2. Le probléme des anniversaires

On considere une classe de n éleves. Pour chaque éleve, on suppose que chaque jour de 'année
ala méme probabilité d’étre le jour de son anniversaire et on ne prend pas en compte les années
bissextiles.

1. Calculez la probabilité que deux éléves au moins de cette classe aient leur anniversaire
le méme jour. A partir de combien d’éléves cette probabilité devient supérieure a 0.52
A 0.8? Comment interpréter ce résultat?

2. Calculez la probabilité qu’au moins un éleve soit né le méme jour que le professeur.
Comparez le résultat obtenu avec le précédent.

EXERCICE 3. Le biliothécaire fou

Un bibliothécaire fou permute au hasard les n livres de sa bibliotheque.

1. (@) Quelle est la probabilité que les volumes 1 et 2 de “Guerre et Paix” de Tolstoi se
retrouvent cote a cote dans le bon ordre?

(b) Dans n'importe quel ordre?
2. (@) Quelle est la probabilité qu'aucun livre n’ait changé de place?
(b) Qu’exactement un livre ait changé de place?

(c) Qu’exactement deux livres aient changé de place?
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Probabilités
conditionnelles

EXERCICE 4. Cartes bicolores

On considere trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux faces blanches, et
une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au hasard, on expose une face au
hasard : elle est rouge.

Quelle est la probabilité que la face cachée soit blanche? (Construisez d’abord un arbre
adéquat).

EXERCICE 5. Mon voisin a deux enfants

Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que I'autre enfant soit un
garcon?

Ma voisine a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité pour que le plus
agé soit un garcon?

EXERCICE 6. Le parapluie

On cherche un parapluie qui avec la probabilité p/7 se trouve dans I'un quelconque des sept
étages d'un immeuble (0 < p <1).

1. Quelle est la probabilité que la parapluie se trouve dans I'immeuble?

2. On a exploré en vain les six premiers étages. Quelle est la probabilité que le parapluie se
trouve au septieme étage?

EXERCICE 7. Tirages sans remise
Considérons une urne contenant six boules blanches et quatre boules rouges.
1. Quelle est la probabilité de la suite "blanc, blanc, rouge" si on tire 3 boules sans remise ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir au total deux blanches et une rouge si on tire 3 boules
sans remise?

EXERCICE 8. 7 urnes

On considere n urnes (n = 1), numérotées de 1 a n. L'urne numérotée k contient k boules
blanches et n — k boules noires. On choisit au hasard une urne puis une boule dans cette urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche?

EXERCICE 9. Le fumeur

Un fumeur décide d’arréter de fumer. On admet que s'il ne fume pas un jour, la probabilité qu'il
ne fume pas le lendemain est de 0.3. Par contre, s’il fume un jour donné, la probabilité pour
qu’il ne fume pas le lendemain est 0.9. Notons A, I'événement «la personne fume le jour n» et
Pn=P(An).

1. Trouver une relation entre p,; et p, pour tout n € N*.

2. Calculer p, en fonction de p; et de n pour tout n € N*, et en déduire nliIP Pn-
— 100
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EXERCICE 10. Les Rigolus et les Tristus

Sur Orion, les Rigolus et les Tristus cherchent a faire la paix. Heureusement, il y a trois fois plus
de Rigolus que de Tristus. Pour la paix, les Rigolus sont a 60% favorables, 16% y sont opposés et
24% sont sans opinion. Par contre, pour la guerre, les Tristus sont a 68% favorables, 12% opposés
et 20% sans opinion. Vous rencontrez par hasard un habitant d’Orion et vous lui demandez son
opinion.

1. Calculer la probabilité qu’il soit sans opinion.

2. S’ilvous répond qu'’il est favorable a la paix, quelle est la probabilité qu'il soit un Rigolus?

3. Finalement, s’il vous répond qu'il est favorable a la guerre, quelle est la probabilité qu’il
soit un Tristus?

Indépendance

EXERCICE 11. Trois dés

On jette trois un dé a 6 faces. Calculez :

la probabilité d’avoir exactement un 6.

la probabilité d’obtenir au moins un 6.

la probabilité d’obtenir au moins deux faces identiques.
la probabilité d’obtenir une paire.

la probabilité d’obtenir un triple.

A o

la probabilité d’obtenir dans cet ordre le chiffre 2, un chiffre pair puis un chiffre supérieur
ou égal a 3.

EXERCICE 12. Indépendance mutuelle

On jette deux dés non-pipés, un noir et un blanc. Montrez que les événements suivants sont
deux a deux indépendants, mais ne sont pas mutuellement indépendants :

¢ «le chiffre du dé noir est pair »,

¢ «le chiffre du dé blanc est impair »,

o «les chiffres des deux des ont méme parité ».

EXERCICE 13. Bilan sur les urnes

1. On dispose d'une urne contenant 3 boules blanches numérotées de 1 a 3 et deux boules
noires numérotées de 4 a 5.

(a) On tire une a une successivement trois boules de 'urne, sans remise. Calculer la
probabilité d’obtenir, dans cet ordre, deux boules blanches, puis une noire? Dans
n'importe quel ordre?

(b) Mémes question pour des tirages avec remise.

(c) Calculer la probabilité d’obtenir, deux boules blanches et une noire lors d'un tirage
simultané de trois boules.
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2. Dans une urne, on place 7 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement
avec remise quatre boules de 'urne. On note N I’événement "obtenir une boule noire" et
Bl'événement "obtenir une boule blanche".

(@) Quelle est la probabilité pour que I'on obtienne le résultat (N, N, B, B) dans cet ordre?
(b) Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches exactement?

(c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche?

EXERCICE 14. Le jeude pile ou face

On considere une suite lancers indépendants d'une piece truquée pour laquelle la probabilité
d’obtenir "pile" est p et la probabilité d’obtenir "face" est g =1—- p (p €10, 1]).

1. (@) Pour n=1, on considére I'événement A, : "La séquence PF apparait pour la premiere
fois aux lancers (n—1) et n." Calculer P(A,,).

(b) Par analyse a un pas, vérifier que Vn = 1, P(4,) = gP(A,,_1) + p’* "1 q. Retrouver alors
I'expression de P(A;,).

2. Pour n =1, on considere I'’événement B,, : "La séquence PP apparait pour la premiere fois
aux lancers (n — 1) et n sans qu’il n'y ait eu de séquence PF auparavant." Calculer P(B,,).

EXERCICE 15. La piece et les deux dés

On dispose de 2 des A et B. Le dé A a 4 faces rouges et 2 faces blanches. Le dé B a 2 faces rouges
et 4 faces blanches. On lance une piece de monnaie truquée telle que la probabilité d’obtenir
«pile» soit 1/3.

- Si on obtient « pile » on décide de jouer uniquement avec le de A;

- Si on obtient « face » on décide de jouer uniquement avec le dé B.

1. Calculer la probabilité d’obtenir « rouge » au premier coup, puis au deux premiers coups.
Les évenements « obtenir rouge au premier coup » et « obtenir rouge au second coup »
sont-ils indépendants?

2. On a obtenu « rouge » aux deux premiers coups. Calculer la probabilité d’obtenir « rouge »
au troisieme coup.

3. On aobtenu «rouge » aux n premiers coups (n € N*). Déterminer la probabilité p,, d’avoir
utilisé le de A.

Sujets d’étude

EXERCICE 16. Alphonse et Bernard

Alphonse et Bernard tirent au pistolet sur une cible suivant les régles suivantes :
e lls tirent chacun leur tour. Le premier qui atteint la cible a gagné.
» Lorsqu'il tire, Alphonse atteint la cible avec la probabilité a (0 < a < 1) et il la rate avec la
probabilité a =1 - a.
e Lorsqu'’il tire, Bernard atteint la cible avec la probabilité b (0 < b < 1) et il la rate avec la
probabilité b =1 — b.
¢ Alphonse tire le premier.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



6 Exercices 399

Ainsi, Alphonse (resp. Bernard) n'effectue que des tirs de rang impair (resp. pair).

On considere, pour tout entier n = 1, les événements A,;,_; : « Alphonse gagne a 'issue du tir
numéro 2n —1», By, : « Bernard gagne a I'issue du tir numéro 27 ».

1. Calculez, en fonction de a et b, les probabilités des événements A;, B, et As. Plus
généralement, calculez P(Az,-1) et P(Bz,).

2. Pour n =1, on note C, (resp. D) 'événement : « Alphonse (resp. Bernard) gagne a un tir
dont le numéro est entre 1 et 2n — 1 (resp. entre 2 et 2n).» Calculer P(C,) et P(Dy,).

3. Calculer a = lim P(Cp) et = lim P(D,). Vérifierquea+ f=1.
n—-+oo n—-+oo

4. On dit que le jeu est équilibré lorsque @ = f = 1/2. Si a = 1/3 pour quelles valeurs de b le
jeu est-il équilibré?

EXERCICE 17. Laruine du joueur

Un joueur joue a un jeu d’argent contre le casino. On suppose qu’initialement la fortune du
joueur estde a € N et celle du casinode N—a,avecO0<sa< Net Ne N.

Soit p un réel vérifiant0< p<let p #1/2.

A chaque répétition du jeu on suppose que le joueur gagne 1 euros avec probabilité p ou perd
1 euros avec probabilité g = 1 — p. Le jeu s’arréte dés que la fortune du joueur prend la valeur 0
(le joueur est ruiné) ou la valeur N (le casino est ruiné).

1. Soit u, la probabilité que le joueur soit ruiné, étant initialement parti d'une fortune de a.
On a en particulier up =1 et uy =0.

(@) Montrer que pour tout entieratelquel<a<N-1,ona:
Ug=PUg+1t qUg—1.

(b) Vérifier que:

Déterminer la limite de u, lorsque N — +oo et interpréter le résultat.

2. De méme, calculer la probabilité v, que le casino soit ruiné, le joueur étant initialement
parti d'une fortune de a.

3. Calculerla somme u,+v,. En déduire la probabilité que le joueur et le casino s’affrontent
indéfiniment.

1
4. Reprendre le calcul danslecas p=¢q = 7
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402 CHAPITRE 15 : Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C, et [ est un espace vectoriel sur K.

1 Espaces vectoriels de dimension finie

1.1 Dimension finie et existence de bases

Définition 1 — Espace vectoriel de dimension finie
I 0]

n dit que [ est de dimension finielorsqu’il admet une famille génératrice finie. ]

Cela signifie qu'il existe p € N* et ug, ..., uj, vecteurs de [ tels que [E = Vect(uy, ..., up).
Dans le cas contraire, on dit que [ est de dimension infinie.
D Exemple. {0} est de dimension finie, méme si [E ne I’est pas.

D Exemple. Si p € N* et uy, ..., up, sont des vecteurs de [, alors [ = Vect(uy, ..., up) est de
dimension finie (méme si [£ ne I'est pas).

QD Exemple. Si n € N*, alors K", .4, ,(K) et K, [X] sont de dimension finie.

Théoréme 2 - Existence de bases en dimension finie
I Si [E est de dimension finie, alors [ possede des bases. ]

On peut préciser la facon d’obtenir des bases.

Corollaire 3 — Extraction de base d’'une famille génératrice finie

Si £ est de dimension finie et si & est une famille génératrice finie de [, alors on peut
extraire de & une base de E.

Dire que la famille de vecteurs 28 est extraite de la famille de vecteurs % signifie que tous les
vecteurs de 48 sont pris parmi les vecteurs de %.

® Exemple. Donner une base de E = Vect ((X-1)%, X?,—-2X+1) etde IE = Vect ((1,0); (1,1); (0,2)).

Théoreéme 4 - Nombre de vecteurs d’une famille libre
| Si [E est engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée. ]

Corollaire 5 — Condition suffisante de dimension infinie

Si [E admet des familles libres avec un nombre quelconque de vecteurs, alors [E est de di-
mension infinie.
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ALes espaces vectoriels K[X], KN et R® sont de dimension infinie.

1.2 Dimension d’un espace vectoriel

[— Théoréme 6 — Nombre d’éléments des bases
S ]

i [E est de dimension finie, alors toutes ses bases ont le méme nombre d’éléments.

Ce théoréeme permet de définir la notion de dimension.

Définition 7 - Dimension
l Si [E est de dimension finie, on appelle dimension de [E le nombre d’éléments de ses bases. ]

C’est donc un nombre entier naturel; il est noté dim([£).
On peut remarquer que : dim(E) =0 <= [ = {0g}.
Si [E n’est pas réduit au vecteur nul, on peut donc dire que dim([£) > 1.

X Exemple. Dans E, les droites vectorielles correspondent aux sous-espaces vectoriels de
dimension 1.

X Exemple. Dans E, les plans vectoriels correspondent aux sous-espaces vectoriels de
dimension 2.

N Exvemple. Si ne N*, alors K" est de dimension finie et dim (K") = n.
X Exemple. Sine N, alors K, [X] est de dimension finie et dim (K, [X]) = n+1.
X Exemple. Si (n, p) € (N*)?, alors .4, , () est de dimension finie et dim (., , (K)) = 1 x p.

A\C est de dimension finie en tant que C-ev et aussi en tant que R-ev.
Mais : dimg (C) =1 et dimp (C) = 2.

N Evemple. Dans RN, E = {(up) new € RN/ V€N, uy41 = 2u,} est une droite vectorielle.

X Exemple. Soit (a, b) € R? fixé. Alors E = {(u) nex € CN; V€N, uysn = aupyy + buy,} estun
plan vectoriel.

X Exemple. Soit (a, b) € R? fixé. Alors E = {y € D*(R; C); Vte R, y"(£) + ay'(£) + by(t) = 0} est
un plan vectoriel.
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1.3 Familles de vecteurs en dimension finie
Dans ce paragraphe, on suppose que [£ est de dimension finie notée n.

On se donne aussi p € N* et & = (uy, ..., up) une famille de p vecteurs de [E.

p==i Théoréme 8 — Familles génératrices en dimension finie : extraction d'une base [

On suppose que [ est engendré par la famille de vecteurs & = (uy, ..., up).
On a alors les propriété suivantes :

1. on peut extraire de & une famille de vecteurs qui est une base de [£;
2. p=zn;

3. estunebasede E<= p=n

On retient souvent ce théoreme sous la forme suivante : une famille de vecteurs génératrice et
minimale de [E est une base de [£.

Si # = (uy,..., up) est une famille de vecteurs de [£, on a donc:
dim (Vect(uy,...,up)) < p
et on connait le cas d’égalité :

dim (Vect(uy, ..., up)) = p <= les vecteurs (uy,..., up) forment une famille libre

==t Théoreme 9 — Familles libres en dimension finie : théoréme de la base incomplete

On suppose que la famille de vecteurs & = (uy, ..., up) estlibre.
On a alors les propriétés suivantes :

1. on peut compléter la famille de vecteurs & en une base de [E;
2. p=n;

3. estunebasede E<= p=n

On retient souvent ce théoréme sous la forme suivante : une famille de vecteurs libre et
maximale de [E est une base de [E.

X Exemple. ((1,1);(1,-1)) est une base de R?.

X Exemple. Si F est une droite vectorielle de |E, tout vecteur % # 61E élément de [' est une
base de I.

X Exemple. Si F est un plan vectoriel de [, tous vecteurs # et v non colinéaires et éléments
de [F forment une base de [

S Exemple. Dans un espace vectoriel de dimension 7, toute famille de 7 + 1 vecteurs ou plus
est liée.

N Exemple. Dans K ,[X], n+ 1 polynomes non nuls de degrés échelonnés forment une base.
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Corollaire 10 - Version précisée du théoreme de la base incomplete

Si ¢ est une famille de vecteurs génératrice de I, alors on peut choisir des vecteurs dans
¢ pour compléter la famille de vecteurs & en une base [.

X Exemple. Compléter (X2, X? + 1) en une base de K, [X].

==t Corollaire 11 — Principe des tiroirs en algebre linéaire

Si [E est de dimension 7 et si & est une famille de n vecteurs de [, alors on a équivalence
des trois propriétés:

(i) & estunebasede E;
(i) & estlibre;

(iii) & estune famille génératrice de [&

2 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

2.1 Inclusion et dimension

gt Théoreme 12 — Sev d’un KK -ev de dimension finie

Si E est de dimension finie, alors tous ses sev F sont aussi de dimension finie et vérifient :

dim(F) < dim(E)

A\ 1l n'y a pas de réciproque : si dim(I) < dim([E), on ne peut pas dire que IF € E.
Par exemple dans R® une droite n’est pas incluse dans n’'importe quel plan.

Corollaire 13 — Cas d’égalité
I Si [E est de dimension finie et si [ est un sev de [E tel que dim([F) = dim(E), alors ' = [E.

]

2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Dans ce paragraphe, on se donne p € N* et & = (uy,..., up) une famille de p vecteurs de [E.

Définition 14 - Rang d’une famille de vecteurs

On appelle rang de la famille de vecteurs & = (uy,..., up) la dimension du sous-espace
vectoriel de [£ engendré par cette famille.
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On le note rg(&) ourg(uy,..., up). Onadonc:

1g(%) = dim (Vect(¥)) ouencore 1g(uy,...,u,) =dim(Vect(uy,..., up))

i Proposition 15 - Regles de calcul du rang d’une famille de vecteurs

1. SiaeKtelquea #0:

1g(un,..., Up-1,up) =18 (U1, ..., Up—1, A.Up)
2. rg(un,..., up-1,0p) =rg(u1,..., up_1).
3. Si(Ay,..., ) e KL
p-1

rg(uy, ..., up_1,up) =18 UL, .., Up_1, Up+ ) Ap.Ug
p p p p £
=1

4. Si uy, est CL de la famille de vecteurs (uy, ..., up-1) :

1g(un, ..., Up—1, Up) =18 (U1, ..., Up-1)

Pour calculer le rang d'une famille de vecteurs, il faut donc extraire de (u,..., up) une base de
Vect(uy, ..., up).

Q> Exemple. rg((1,0,1);(1,1,0);(0,~1,1)) = 2.

peed Théoréme 16 — Propriétés du rang d’'une famille de vecteurs

L 1g(F)=0<=uj=uz=--=up=0g
2. rg(uy,...,up) < p

3. rg(us,..., up) = p < (us,..., up) estlibre

pei Théoréme 17 — Propriétés du rang d’'une famille de vecteurs en dimension finie

On suppose que [ est de dimension finie, notée n.

1. rg(uy,...,up) <min(n, p)

2. 1g(uy,..., up) = n < [ est engendré par les vecteurs (uy, ..., Up)

Si [E est de dimension finienetsip=n:

rg(uy,..., u,) = n < la famille de vecteurs (uy, ..., u,) est une base de [
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2.3 Sommes de sev en dimension finie

Dans ce paragraphe on suppose que [ et G sont deux sous-espaces vectoriels de [E.

== Théoréme 18 - Existence d'un supplémentaire en dimension finie

On suppose que [E est de dimension finie et que [ est un sev de [E.
Alors [ admet des supplémentaires dans [£ et ils sont tous de méme dimension égale a
dim(E) — dim([F).

A\ 1l n'y pas unicité d’'un supplémentaire mais seulement de sa dimension.

p==et Théoréeme 19 — Formule de Grassmann

On suppose que [ et G deux sev de [ de dimension finie. [ + G est alors de dimension
finie et :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(F n )

X Exemple. Si dim(F) + dim(G) > dim(E) alors 3x € F N G; x # 0.

p==ai Corollaire 20 — Inégalité pour la dimension d’'une somme de sev

On suppose que F et G deux sev de [E de dimension finie. Alors :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G)

avec égalité si, et seulement si, la somme est directe.

On obtient deux nouvelles caractérisations du fait que I et G sont supplémentaires dans [,
dans le cas ol [E est de dimension finie.

== Théoréme 21 - Caractérisation des sev supplémentaires

On a équivalence de :
(i) I et G sontsupplémentairesdans £: E=F & G;
(i) F+G=EetFnG={0g};

(iii) la concaténation d'une base de [ et d'une base de G donne une base de [;
(c’est alors vrai avec n'importe quelle base de I, et n'importe quelle base de (3)

(iv) Vxe E,A(f,9)eFxG; x=f+g
V) E=F+Getdim(E) = dim(F) + dim(G);
vi) FNG ={0g} et dim(E) = dim(F) + dim(G).

X Exemple. Dans R?, on considére IF = Vect((1,1,1)) et G = {(x,y,2) e R3/ x+ y + z = 0}.
AlorsR3=F @ G.
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3

-

-

-

-

Compétences a acquérir sur ce chapitre
Savoir calculer la dimension d'un espace vectoriel en donnant une base.

Connaitre les propriétés des familles libres en dimension finie.

& Les utiliser pour montrer rapidement qu'une famille de vecteurs est une base.

Connaitre les propriétés des familles génératrices en dimension finie.

& Les utiliser pour montrer rapidement qu'une famille de vecteurs est une base.

Savoir montrer I’égalité de deux espaces vectoriels grace a un argument de dimension.
Connaitre les propriétés théoriques du rang d’'une famille de vecteurs.
Connaitre la formule de Grassmann.

Savoir montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires grace a un argument

de dimension.
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4 Exercices

Familles libres,
génératrices, bases,
dimension

EXERCICE 1. Dans R3

Les familles suivantes sont-elles des bases de IR3?

F1=(0,1,2),(1,2,0,2,0,1))  F=(1,1,0),2,0,1),3,1,1),(1,0,2))

EXERCICE 2. Dimensionde C*°(R,R)

Pour tout n € N, montrer que la famille (x — ") o<k<n
En déduire que C*°(IR, R) est de dimension infinie.

kx) est libre.

EXERCICE 3. Dans R*

On considere le sous-espace vectoriel E de R* défini par
E =Vect((1,-1,3,-3),(2,-2,4,-4),(3,-3,7,-7),(1,-1,1,-1)}.

1. Donner une base et la dimension de [E.
2. Déterminer un systéeme d’équations cartésiennes de [E.

3. Etablir que E c I, ol [ est défini par
F = Vect((1,0,1,-1),0,1,2,-2),(1,0,0,0),(0,0,~1,1)]

4. Onpose G = Vect ((1,0,0, D, (1,2,0,0)). Vérifier que En G = {0}.
EXERCICE 4. Dans RF
On note R® I'ensemble des fonctions numériques définies sur R. On pose :
E={feRE; VxeR, f(x) = acos(x) + bsin(x) + c ol1 (a, b, c) € R}
Montrer que [ est un R-espace vectoriel de dimension finie et donner une base et sa dimension.

EXERCICE 5. Encore dans RE

Pour a > 0, on note I, I'’ensemble des fonctions de la forme :
x— P(x)e* +Q(x)e”**

ol P et Q sont des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 1.

1. Montrer que I, est un R-espace vectoriel.

2. Déterminer une base 2 de ', et en déduire sa dimension.
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410 CHAPITRE 15 : Espaces vectoriels de dimension finie

EXERCICE 6. Exemples de bases de polyné6mes

1. Soient P; = X?+1, P, = X>+ X +1 et P3 = X?> + X. Montrer que (P, P,, P3) est une base de
K, [ X].

2. Soit n € N. Pour tout k € [0, n], on pose Py = (X + 1)¥*1 — X**1 Montrer que (P, ..., Py)
est une base de K, [X].

3. Montrer que F = {P = aX* + (a+ b)X; (a,b) € K?} est un sev de K[X]. Donner en une
base et la dimension.

4. Soit n € N. Pour tout k € [0, n], on pose Py = X*(X + 1)"~*. Montrer que (P, ..., P,) est
une base de K,,[X].

EXERCICE 7. Dans ./, (K)

1. Montrer que les K-ev T,/ (K), T,,; (K), %, (K et o/, (K) sont de dimension finie et détermi-
ner leur dimension.

n
2. Si A=((aij)1=i,j=n € Mn(K) onnote Tr(A) = ) agg.
k=1

On pose aussi H = {A € .4,(K); Tr(A) = 0}.
Montrer que H est un sev de .4, (KK) et déterminer sa dimension.

Rang d’une famille de
vecteurs

EXERCICE 8. Une formule sur le rang

Soient (u1, ..., uy) famille de vecteurs de E K-ev, et p € [1, n].
Montrer que :

(B (..., ) < g (- ) + 1 p

Sommes directes et
sous-espaces
supplémentaires

EXERCICE9. Dans K"

n
Soient E = {(xl,...,xn)e[K”; ) xkzo} etF={,A,...,) e K"; 1 eK}.
k=1

1. Déterminer une base de E et de [F.

2. Montrer que E et [ sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K”.
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EXERCICE 10. Dans .4, (K)

On considere le IK-ev .4, (IK) des matrices carrées d’ordre 7.

On rappelle que .#,(IK) désigne I'’ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n, et que
o, (K) désigne I'’ensemble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Montrer que %, (K) et o/, (IK) sont des sev supplémentaires de .4, ().

EXERCICE 11. Dans R?

Déterminer un supplémentaire dans R3 de IF = Vect ((0, 1,1),(1,0, 2)).

EXERCICE 12. Dans R[X]

On se donne un entier naturel n = 3, on note [E le R-espace vectoriel R,[X]. Montrer que
F ={PeR,[X]; X*|P} et G = Vect[ X(X —1),(X - 1)(X —2), X(X — 2)] sont des sev supplémen-
taires de [E.

EXERCICE 13. Dans RN

On note E I'ensemble des (u,) € RN telles que : Vn € N,upyts = Upt2 + Upt1 + 2Up,
[F 'ensemble des (a,) € RN telles que:VneN,a,s =2a, et G1'ensemble des (b,) € RN telles
queZVI’ZEN, bn+2:_bn+1_bn.

1. Vérifier que I, I et G sont des R-espaces vectoriels.

2. Déterminer une base et la dimension de IF' et de G.

3. On admet que dim([E) = 3. En déduire que : E = F & G. Donner alors une base de [E.

4,

Soit (1) e la suite définie par up =1, u; =0, up =2 et:
Vn € N, un+3 = un+2 + un+1 +2un.
Déterminer |'expression de u, en fonction de n.

5. Sans admettre que dim([E) = 3, redémontrer que [E = ' @ GG par analyse-synthese.

EXERCICE 14. Hyperplans

Soient [} un K-ev de dimension finie notée n. On dira qu'un sev [ de [E est un hyperplanlorqu’il
existe une droite vectorielle D de [E telleque E=H & D.

1. Montrer que:
H est un hyperplan de £ <= dim(H) = dim(E) - 1

2. SiH; et H, sont deux hyperplans de [, donner la dimension de H; n Ho.
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414 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, [a, b] désignera un segment non vide et non ré-
duit a un point, c’est-a-dire tel que a < b.

1 Fonctions en escalier

1.1 Définitions et premieres propriétés

gl Définition 1 — Subdivision de [a, b]

Une subdivision du segment [a, b] est une famille o = (xy,...,x,) de n+ 1 points de [a, b],
avec n € N*, telle que :

A=X)<X] < <Xp<Xps1<--<Xp=b

Celarevient a découper le segment [a, b] en n sous-intervalles.

® Exemple. 0 = (-1,1,3,3,4) est une subdivision de 5 points de [-1,4].

4

Y

&
—1H
N wt S

X3 X4
3

== Définition 2 — Pas d’'une subdivision

Sio = (xp,...,Xx,) est une subdivision de n + 1 points de [a, b], alors on appelle pas de cette
subdivision le réel positif :

lol= max_(xer1—xt)

£S5 Exemple. Sur 'exemple précédent : |o| = 2.

Sio = (xp,...,Xx,) est une subdivision de n + 1 points de [a, b], on dit qu’elle est réguliérelorsque
la quantité x;.; — xx ne dépend pas de k. Pour 7 fixé, il n'y a en fait qu'une seule subdivision
réguliere possible. On peut donc parler donc de la subdivision réguliere de n + 1 points de [a, b].
Elle est donnée par :

b—a

Vkel[0,n], xpx=a+kx .

Ona:

b—a
Vke[0,n-1], xk+1—xk=|0|=7
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1 Fonctions en escalier 415

N Exemple. o = (-1,1,3,11,4) estla subdivision réguliére de 5 points de [-1,4].

Xo X1 X2 X3 X4
~1 1 3 11 4 ”
4 2 4

== Définition 3 — Fonction en escalier sur [a, D]

On dit que ¢ : [a, b] — R est en escalier sur [a, b] lorsqu’il existe un entier n € N* et une
subdivision o = (xo, ..., X;) en n+ 1 points de [a, b] telle que, pour tout k € [0,n — 1], ¢ est
constante sur | Xy, Xj.1[.

Une telle subdivision o est dite adaptée a .

On remarque que les valeurs prises par ¢ aux points Xy, X, ..., X, n'ont pas d' importance.
> Exemple. Toute fonction constante sur [a, b] est en escalier.
La subdivision o n’est pas unique : on peut éventuellement retirer certains points, et on peut

toujours en ajouter de facon arbitraire. On en déduit que toute subdivision contenant une sub-
division adaptée a ¢ est encore adaptée a ¢.
9 ]
-2,—1:
2

D> Exemple. La fonction suivante est en escalier sur

bl — — @ — —
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416 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

Notation : on notera &([a, b]; R) 'ensemble des fonctions en escalier sur le segment [a, b] a va-
leurs réelles.

La remarque suivante est importante dans la suite : ¢ et 1 sont deux fonctions en escaliers sur
[a, b] et si o et ¢’ sont des subdivisions de [a, b] resxpectivement adaptées a ¢ et a v alors la
subdivision o v ¢’, formée de la réunion des points de o et de o', est une subdivision adaptée
simultanémenta ¢ eta y.

Proposition 4 - Stabilité de &([a, b]; R)

Si ¢ et ¥ sont deux fonctions en escaliers sur [a, b] et si A € R, alors les fonctions A.¢ + v,
@ x et || sont elles aussi en escaliers sur [a, b].

1.2 Intégrale sur un segment d’une fonction en escalier

Soit ¢ : [a, b] — R une fonction en escalier sur [a, b] et 0 = (Xy, ..., X;) une subdivisionen n + 1
points de [a, b], adaptée a ¢. Pour tout k € [0, n—1], on note Ay la valeur prise par ¢ sur | x, Xg+1[.
On définit alors le nombre réel :

n-1

1(0,90) = ) Ak X (Xgs1 — Xp)
k=0

On peut montrer que I(o, ¢) est indépendante de la subdivision o choisie adaptée a ¢. En effet
sil’on forme une subdivision ¢’ en adjoignant un point a la subdivision ¢, on montre facilement
que I(o,¢) = I(0',¢). En raisonnant par récurrence, on montre que la propriété perdure pour
toute subdivision ¢’ contenant les points de o. Enfin, en transitant par la réunion des deux
subdivisions, on observe que la propriété est encore valable quand o et o’ sont des subdivisions
quelconques toutes deux adaptées a f.

Le réel I(o, ¢) est désormais noté f @ et est appelé intégrale de ¢ sur le segment [a, b].
la,b]

Géométriquement, @ représente 'aire algébrique de la partie du plan délimitée par 6,
la,b]
I’axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b : les aires rectangles situés au-dessus

de I'axe (Ox) sont affectées d'un signe +, et celles des rectangles situés en-dessous de |'axe (Ox)
sont affectées d'un signe —.

Remarque: les valeurs prises par ¢ aux points de la subdivision n'interviennent pas dans le

calcul de . On en déduit que si on change les valeurs d'une fonction en escalier en un
(a,b]
nombre fini de points, alors on ne change pas la valeur de son intégrale.

LS Exemple. On reprend la fonction ¢ du paragraphe précédent. Alors :

f P=1x0-(-2))+(-2) x (1—0)+2x (2—1)+0x B=-2)+2x(4-3)+5x
[-2,9/2] 2 2

9 ) 13
Z_g|==
2 2
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2 Intégrale sur un segment d’une fonction continue 417

® Exemple. Si f est constante égale a A alors f=Ax(b-a).
la,D]

X Exemple. Si f est nulle sur [a, b] sauf en un nombre fini de points alors f=0.
la,b]

Dans la proposition suivante, ¢ et ¥ sont deux fonctions en escalier sur [a, b] et A une constante
réelle.

=i Proposition 5 - Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

1. Linéarité de 'intégrale. f Axp+y)=Ax @+ f v
[a,b] [a,b] a,b)

2. Positivité de I'intégrale. SiVxe€ [a,b], ¢(x) =0 alors ©=0

[a,b]

3. Croissance de I'intégrale. SiVx € [a,b], ¢(x) = w(x) alors f Q= f
[a,b] [

avb]
f <f
[(l b] a, b

5. Relation de Chasles. Si c €]a, b[ alors les restrictions de ¢ a [a, c] et [c, b] sont en

escalier et f f f
la, b] [a, c] lc, b]

2 Intégrale sur un segment d’une fonction continue

4. Inégalité triangulaire.

2.1 Définition

=i Théoréme 6 — Approximation d’'une fonction continue par des fonctions en escalier

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] et a valeurs réelles.
Pour tout € > 0, il existe deux applications ¢ et ¢ en escalier sur [a, b] telles que :

Vxela,bl, @x)<fx) <y et Vxela,bl, 0<syx)-¢@kx)<e

B oo

=
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418 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

Soit f: [a, b] — R* une fonction continue. On définit les parties de R suivantes :

e(f) ={ ]<p; peé&(la,b])etVxela,bl], p(x) Sf(x)}

la,b
et:

E(f) = {f[ ) v, weé(la,bl)etVxela,bl, f(x) Sw(x)}

Lensemble e(f) étant majoré non vide, et 'ensemble E(f) étant minoré et non vide, on peut
définir les réels :
a=supe(f) et B=infE(f)

De plus a < .

En fait ces deux nombres sont égaux.

ped Théoréme 7 — Définition de I'intégrale sur un segment d’'une fonction continue

Si f est une fonction continue sur le segment [a, b], la borne supérieure des intégrales sur
[a, b] des fonctions en escalier qui minorent f, est égale a la borne inférieure des intégrales
sur [a, b] des fonctions en escalier qui majorent f.

On appelle alors intégrale de f sur [a, b] la valeur commune de ces deux bornes et on la note

f- Lorsqu’on veut préciser la variable de la fonction on peut noter I'intégrale f)dx
[a,b] [a,b)

b
ou encore f f(x)dx. La fonction f est appelée intégrande.
a
/\ Attention : dans la notation précedente, la variable x est muette :

b b b b
ff(x)dx:f f(t)dt:f f(u)du:f fla)dz=...
a a a a

b
Interpétation géométrique: f f(x)dx est égale a I'aire algébrique de la portion de plan déli-

a
mitée par la courbe 6, I'axe des abscisses, et les droites d’équation x =a et x=b.

Terminons par une petite précision : si f est a la fois continue sur [a, b], et en escalier sur [a, b],
nous avons donc deux définitions différentes de 'intégrale de f entre [a, b]. En fait f est une
fonction constante sur [a, b] et les deux définitions précédentes coincident.

Extension de la définition. On pose :

a b a
[(reoae=-["fwac et [ frac=o
b a a

b
Ainsi si f est continue sur un intervalle I, on a défini f f(x)dx pour tout (a,b) € I? (sans la
a

condition a < b).
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2 Intégrale sur un segment d’une fonction continue 419

2.2 Propriétés de I'intégrale sur un segment d’'une fonction continue

Nous allons voir que les propriétés de l'intégrale sont tres proches de celles de la somme

discrete Z Par analogie, on dit que | est une somme continue.

Dans le théoréme suivant, f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I a valeurs
réelles, et A est une constante réelle.

=i Théoréme 8 — Propriétés de I'intégrale des fonctions continues

On se donne a, b et c trois points de 1.

b b b
1. Linéarité de I'intégrale. f (Ax f(x)+gx))de=Ax f f(x)dx +f g(x)dx
a a a

2. On suppose que a < b.

b
(a) Positivité de I'intégrale. SiVx € [a,b], f(x) =0 alors f fx)dx=0
a

b b
(b) Croissance de l'intégrale. SiVxe€ [a,b], f(x) < g(x) alors f fx)dx < f g(x)dx
a a

b b
f f(x)dx sf |f(x)]dx
a a

(c) Inégalité triangulaire.

b c b
3. Relation de Chasles. f f)dx = f fx)dx+ f f(x)dx

Pour les trois propriétés qui utilisent une inégalité, il est indispensable que a < b : on dira que
«les bornes sont dans le bon sens ».

Noter que pour la relation de Chasles, on ne suppose pas que a < ¢ < b.

/\ Prendre garde a la différence avec la relation de Chasles pour les sommes discretes :

n P "
Z Up = Z Uy + Z U

/2
S Exemple. Soit n€ N.Onpose I, = f (cos x)" dx (intégrales de Wallis). Montrer que la suite
0

(In)neN est convergente.

> Exemple. Montrer que, si f continue sur [a,b] telque a<b:

b
f f(x)dx

S(b—a).a@)gblf(x)l
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420 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

p=mei Corollaire 9 — Linéarité de I'intégrale

Si fi, ..., fn sont des fonctions continues sur [a, b] et Ay, ..., 1,, des nombres réels, alors :

fab (é ﬂk-fk(x)) dx = é (Ak-fabfk(x) dx)

/\ Ceci est compléetement faux avec la multiplication! En général :

b b b
ff(x)xg(x)dx;éf f(x)dxxf g(x) dx
a a a

=i Théoréme 10 - Stricte positivité de I'intégrale

Soit f une fonction continue et positive sur un segment [a, b] tel que .

b
1. Stricte positivité. f fxX)dx=0=Vxel[a,b], f(x)=0
a

b
2. Contraposée. 3xg€ [a,bl; f(xo) #0 :[ f(x)dx>0
- a

/\ Ce résultat est faux pour I'intégrale des fonctions en escalier.
/2
X Exemple. Soit n € N. On pose I, = f (cos x)" dx. Alors I, > 0.
0

1
b—a

b
Le réel f f(x)dx est appelé valeur moyennede f sur le segment [a, b].
a

QS Exemple. Montrer que la valeur moyenne de f sur [a, b] est une valeur prise par f sur [a, b].

2.3 Sommes de Riemann

p==t Définition 11 - Somme de Riemann

Si f:[a, b] — R est une fonction et n est un entier de N*, on appelle somme de Riemann
de f d’'ordre n :
1 =l b-a
S =— +k——

b—a
_

Pour simplifier on note ay = a+ k

Interprétation graphique : Pour tout k € [0,n — 1], b;n“ x f (ay) est I'aire du rectangle de base
lak, ar+1] et de hauteur f (ay). (b—a) x S,,(f) estlasomme des aires de ces rectangles, le long du
segment [a, b].
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3 Calcul intégral 421

¥

fay)

0 @ Ay iy

g Théoréme 12 - Théoréme de la valeur moyenne

Si f est continue sur [a, b] alors :

b
Su(f) — f F0 d
a

n—+o00 h—qa

Cas particulier a =0et b =1:Si f est continue sur [0, 1], alors:

1 n-1 k 1
) = [ wes

2n
1

> N

Exemple. Montrer que kE:n - In(2)

On en déduit une méthode numérique de calcul approchée d'une intégrale, appelée méthode
des rectangles.

3 Calcul intégral

3.1 Théoréme fondamental de I'analyse

Dans le théoreme suivant I est un intervalle de R non vide et non réduit a un point, et f est une
fonction définie sur I a valeurs réelles.

pumed Théoréme 13 — Théoréme fondamental de 'analyse

On suppose que f est continue sur I et on se donne x, un point de I.
X
On définit une fonction F: ] — R par: Vxel, F(x) = f f(pde.
X0

La fonction F est alors de classe Clsur Iet: Vxel, F'(x)= fx).

Autrement dit F est une primitive de f sur I. On peut aussi remarquer que F s’annule en X :
F(xp) =0.
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422 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

X

/\ Les notations f

X0

t X
fx)dx etf f(t)dt n’ont pas de sens. Par contre | f(x)df = (x—xp) x f(x).
X0

X0

p===t Corollaire 14 — Primitives d’une fonction continue

1. Si f est continue sur I'intervalle I alors elle admet une infinité de primitives sur I,
toutes égales & une constante additive pres, et toutes de classe C! sur I.

2. Si xo € I, il existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xy) = 0 : elle est
X

donnée par Vx e I, F(x) :f f()de

X0

/\ Une fonction définie sur I mais non continue n'admet pas de primive en général.

Corollaire 15 — Calcul d’'une intégrale a ’'aide d’'une primitive

Si f est continue sur [a, b] et si F est n'importe quelle primitive de f sur [a, b] alors:

b b
| reode=Fo) - Fia = [Fo

xX=
xX=

ped Corollaire 16 —- Théoréeme fondamental de I'analyse version 2

Si f est de classe C! sur [a, b] alors :

b
f flx)dx=fb) - f(a)

® Exemple. Démontrer I'inégalité des accroissements finis pour une fonction de classe C! sur
intervalle I et a dérivée bornée.

p==d Corollaire 17 — Primitivation d'un développement limité

On suppose que f est de classe C! au voisinage de 0 et que f’ admet un DL, (0) :
Flx) =M+ M x+Aax* + 4+ A x" + 0, 0(x™)

Alors f admet un DL, (0) obtenu en primitivant terme a terme :

x2 x3 n+1
f(x):f(0)+7Lox+7Ll?+7Lg?+---+/1nn+1

+ 0yo(x™)
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3.2 Fonctions définies par une intégrale

On peut définir des fonctions a 'aide d'une intégrale.

On suppose donc que u et v sont deux fonctions numériques et que f est une fonction numé-
rique continue sur un intervalle I.

On définit alors une fonction g par la formule :
v(x)
glx) = f(ode

u(x)

La fonction g peut alors étre étudier comme n'importe quelle fonction numérique : dérivée,
variations, limites, équivalents... On propose le plan d’étude suivant.

¢ Ensemble de définition :

f est continue sur [u(x), v(x)] = x € D,

On détermine donc la plus grande partie A de R telle que pour tout x € A, f est continue sur le
segment [u(x), v(x)]. On a alors A € 9.

RAISONNEMENT IMPORTANT : pour aller plus loin on se donne une autre expression de g(x).
On prend F n'importe quelle primitive de f sur I (F existe car f est continue). On a alors:

VxeA, gx)=F(v(x)-F(ux) ()

C’est cette expression qui va nous permettre de poursuivre notre étude.
Noter pour la suite que F est C! sur I.

 Continuité de g : d’apres la formule (*), si u et v sont continues sur A et a valeurs dans I, alors
g est continue sur A.

» Dérivabilité de g : d’apres la formule (*), si u et v sont dérivables sur A et a valeurs dans I,
alors g est dérivable sur A et:

Vxe A, g'@)=v®.Fvx)-u@.F(ux)=vx.f(v@)-ux).f(ux)

En général on se sait pas calculer 'expression de F(x), mais ce n’est pas important vu que I'ex-
pression de g’'(x) dépend seulement de celle de f(x).

 Limites ou équivalents de g en certains points : on détermine un encadrement de f, et on en
déduit par croissance de I'intégrale un encadrement de g.

VX et
X Exemple. On pose g(x) = f - dz. Montrer que g est définie sur ]0, +oo[ et étudier ses
1/vx
variations. Montrer que Vx = 1, g(x) = 2In(x) et en déduire la valeur de xliIP g(x).
— 100

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



424 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

3.3 Formules de calcul intégral

=i Théoréme 18 - Intégration par parties (IPP)

Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur [a, b] alors :

b b b
fu'(x).v(x)dx:[u(x).v(x)]a—f u(x).v'(x)dx

Méthode : Penser a ce théoreme lorsqu’apparaissent :
 destermes en x".f(x) qu'on simplifie en dérivant n fois x";
« des bijections réciproques comme In, arctan, arccos...;

e des termes en sin, cos, exp dont la dérivée est proche de la fonction intiale.

® Exemple. Déterminer les primitives de In sur R*.

1
S Exemple. Calculer f x*e* dx.
0

T
S Exemple. Calculer f e* cos(x) dx.
0

Le théoréme suivant est 'analogue du théoreme de changement d’indice dans une somme dis-

crete Y .

pmed Théoréme 19 - Théoréme de changement de variable

Si f est continue sur [a, b] et si ¢ est de classe C Lsur [a, Bl et a valeurs dans [a, b], et véri-
fiant les conditions:
pl@)=a et @P)=b

alorsona:

b i
f f(x)dx:f flo®).@" () dr
a a

b
En pratique : pour calculer f f(x)dx, on pose x = @(1).
- a
On a alors dx = ¢'(#) dt et on détermine « et § tels que @(a) = a et p(B) = b.

X

1
S Exemple. Calculer I = f 1 © dx en posant ¢ =e*.
0

+e2¥

1
X Exemple. Calculer f V1 - x?dx en posant x = sin(f).
0
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3 Calcul intégral 425

p=med Corollaire 20 — Intégrale d’une fonction paire/impaire

Soit f une fonction continue sur [-a, al ot a > 0. Alors :

1. Si f est paire sur [—a, a] :
a a 0
f(x)dxzzfo fdx=2] f(x)dx

2. Si f estimpaire sur [—a, a] :
a
fx)dx=0
—a

2 2 In(2)
D Exemple. IxIdx:Zf xdx=4 et f
-2 0

arctan (sin ( arctan(x))) dx =0.
—-In(2)

3.4 Formules de Taylor

Cette formule est aussi appelée formule de Taylor-Mac Laurin.

g Théoréme 21 — Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n un entier naturel et f une fonction de classe C™1 sur un intervalle I. Alors, pour
tout (a,b) € I? :

(k) (n+1)
fb) = Zf ”(b a)* + ff W b prar

En particulier si f est classe C"**! sur un intervalle I contenant 0 alors :

Vxel, f(x):];) 0 " (x—0"dt

n f(k)(o) xk+fx f(n+1)(lf)
0

> Exemple. Montrer que Z — e

kl n—+oo

3 3 5
b1 x x X

> Exemple. Montrer que : Vx € [0, —], X——<sinx)sx——+—
2 6 6 120
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426 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

On déduit la formule de Taylor-Young qui donne tous les développements limités usuels.

pmei Théoréme 22 — Formule de Taylor-Young

Soient n un entier naturel et f une fonction de classe C" sur un intervalle I. Alors, pour
toutae I, f admetun DL, (a) donné par:

n f(k) (a)

f=>

X =@+ 0, q((x—a)")
=0 k!

En particulier si f est de classe C" sur un voisinage de 0 :
~ 00
_ k
fo= ];) X+ ox—o(x")

A\ Cette fois c’est une formule locale, contrairement a la formule précédente qui était globale.

Corollaire 23 - Existence d'un DL a tout ordre en un point

Si f est classe C* sur un intervalle I contenant le point a, alors pour tout n € N, f admet
un DL, (a).

On en déduit tous les developpements limités usuels.

4 Breve extension au cas des fonctions a valeurs complexes

On se donne I un intervalle de R et f: I — C une fonction continue sur I.

== Définition 24 — Intégrale sur [a, b] d’'une fonction continue a valeurs complexes [

Pour tout (a, b) € I? on appelle intégrale de f entre a et b le nombre complexe défini par :

b b b
ff(x)dx:f Re(f(x))dx+if Im (f(x)) dx

Important. On a donc par définition :

Re([abf(x)dx):fabRe(f(x))dx et Im(fabf(x)dx):fablm(f(x))dx

X Exemple. f

0

L dx L x—i 1 1 dx 1
D Exemple.f _:f Al dx:f X dx—if :—ln(2)—i£.
0 X+1 0o xX2+1 0o x2+1 0o xX2+1 2 4

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/

2 2n 2n
e”“dx:f cos(x)dx+if sin(x)dx=0+i0=0.
0 0




4 Breve extension au cas des fonctions a valeurs complexes 427

Comme pour les fonctions a valeurs réelles, I'intégrale peut se calculer a I’aide d'une primitive.

Théoreme 25 — Calcul de 'intégrale sur [a, b] d’'une fonction a valeurs complexes

Si F est n'importe quelle primitive de f sur I'intervalle I alors:

b —
f f(©)dt = F(b) - F(a) = [F(1)] E;Z

1 21 2im 0

2n
> Exemple.f edx= |-

: el
0 1

0 1
2
X Exemple. Pour a € R, calculer f e™* cos(x) dx.
0

On retrouve la propriété de linéarité de 'intégrale et la relation de Chasles.

p—ei Théoréme 26 — Propriétés de I'intégrale

SideC et f, g sont deux fonctions continues sur I et a valeurs dans C, alors pour tout
(a,b,c)eI?:

b b
Lf Axf(x)dxzﬂtxf £l dx

f(f(x)+g(x) ff(x)dx+f g(x)dx
S.ff(x)dx:f f(x)dx

b c b
4.ff(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx

/\ Par contre les propriétés de croissance et de positivité n’ont plus de sens dans le cadre des
fonctions a valeurs complexes. Par exemple, la fonction ¢ — e'’ est d’intégrale nulle sur [0, 27]
et pourtant elle ne s’annule pas.

pmed Théoréme 27 - Inégalité triangulaire

Pour tout (a,b) € I*telque a< b:

b
s[ | f(x)| dx

Les formules d’intégration par parties, de changement de variable et de Taylor avec reste intégral
restent valables.

7[ .
X Exemple. Vérifier que f xedx=-2+im.
0
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428 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Connaitre les propriétés de l'intégrale.
@ Savoir utiliser la linéarité ou la relation de Chasles.

& Savoir encadrer une intégrale en utilisant la croissance de l'intégrale ou l'inégalité
triangulaire.

= Connaitre le théoreme de la valeur moyenne.
& Savoir l'utiliser pour étudier une intégrale a partir de propriétés de suites réelles.

& Savoir l'utiliser pour calculer la limite d'une suite réelle.

= Connaitre les grandes formules du calcul intégral.
& Savoir intégrer par parties.
& Savoir utiliser un changement de variable.

& Savoir encadrer une fonction par des polynémes avec la formule de Taylor avec reste
intégral.

= Savoir étudier une fonction définie par une intégrale.

O Etudier son ensemble de définition en déterminant les intervalles de continuité de
I'intégrande.

@ Etudier sa dérivabilité grace au théoréme fondamental de I’analyse.

& Utiliser des encadrements pour étudier les limites aux bornes ou chercher des
équivalents.
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6 Exercices

Majorations et
minorations
d’intégrales

EXERCICE 1. Encadrement de sommes a I'aide d’intégrales

1. (a) Montrer que :

1 k+11 1
Vke N*, ——< —dx<=-—.
k+1 fk X k

n
1
(b) On pose pourtoutneN*: H, =) o Montrer que :
k=1

Vn=2Inn+1) < H,<1+In(n).

(c) En déduire que la suite (H, —In(n)), . est convergente puis donner un équivalent
de H,, lorsque n — +oo.
In¢

2. (a) Etudierla fonction f: t— —

n
(b) Adapter la méthode précédente pour trouver un équivalent de S, = Z HT, lorque

k=1
n — +oo.

EXERCICE 2. Limite d’'une somme

n i n
Pour n€ N tel que n =2, onpose u, = )_ (;) .
i=1

-X
1. Démontrer les inégalités, pour x €]0,1[ : T« <In(l-x)=<-—x

n-p-1 ] n p k)"
Pour p € [0,n—2], onpose vp, = Y. (—) etwy, =) (1 - —) :
j=1 \n k=0 n

i\ (+D/n
2. Pour j € [1,n—p-1], établir que (%) < nxf t" dt puis montrer que0< v, , <e””.
J

In

3. Obtenir un encadrement de wy, ;.
4. En déduire un encadrement de u;,,.

5. Montrer que (u,) possede une limite et la calculer.
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430 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

Suites définies par une
intégrale

EXERCICE 3. Etude d’une suite

1
1 n
t n
On considere la suite (u#,) ;51 définiepar:Vn=1, u, = (f " dt) .
o 1+

1. Calculer u;.
. ) 1
2. Etablirque:Vn=1,0<u,< 2

a
3. Soit a€ [0,1]. Montrer que: Vn=1, u, = (1— @)

l+a

4. A l'aide d’une suite (a;,),>1 a valeurs dans [0, 1] judicieusement choisie, montrer que la

suite (uy),>1 converge vers %

EXERCICE 4. Etude d’une suite
On considere la suite (1) ,en définie par :
1 ¢n
VneN, In:fo T+ 22 L.
1. Montrer que (1) ,>0 converge et donner sa limite.
2. En déduire un équivalent de la suite () e définie par:
1

VneN, ]":f t"In(1+ %) dt.
0

EXERCICE 5. Etude d’une suite

1
Pour n,p € N on pose I, , = f 1+x)"1-x)"dx.
-1

1. Pour n = 1, exprimer I, en fonction de I;,_1,,+1, puis I, en fonction de I 1, pour
tout (1, p) € N?. En déduire la valeur de I n,p €n fonction de n et p.

2. Retrouver cette valeur en utilisant la formule du bindme.

b/
3. Alaide du changement de variable x = cos(¢) calculer W5, = f sin®"(¢) dr.
0

Fonctions définies par
une intégrale

EXERCICE 6. Un calcul de limite
X l-2

1
Calculer: lim —— .
x—1x—1J7 1412
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6 Exercices

EXERCICE 7. Etude d’une fonction

. X Int
Soit : G(x) :f

dt.
1 1+ 12

1. Montrer que G est définie sur ]0, +oo].
2. Montrer que G est de classe C' sur]0, +ool.

3. Calculer G'. Conclusion?

EXERCICE 8. Etude d’une fonction

(cos x)2

arcsin\/fdt+f arccos Vrdt.
0

(sin x)?

Soit la fonction f: x — f
0

1. Montrer que f est définie et dérivable sur R.

2. Montrer que f est m-périodique et paire.

3. Montrer que f est constante sur [0, Z ], et en déduire qu’elle est constante sur R.

4. Donner la valeur de cette constante. On commencera par démontrer que :

7
Vxe€[-1,1], arcsin(x) + arccos(x) = 5'

EXERCICE 9. Etude d’'une fonction
2x 1
On considere la fonction f définie par f(x) = f —Fdt
/ parf= | e
1. Montrer que f est définie sur R*.
2. Vérifier que f est paire.
3. Montrer que f est dérivable sur R* et donner f’(x).

4. ATlaide du théoréme des gendarmes, déterminer la limite de f en +oo.

Calcul intégral

EXERCICE 10. Calculs d’intégrales de fractions rationnelles

u—1
2u+1

du.

2
1. Calculer I = f
1

ox+1 3) 1
2. Montrerque | ———dx=In|-|--.
0 2] 6

X2 +4x+4
I x+1 nv3
3. Montrer que — dx=In|V3|+—.
d fo x2+x+1 ( ) 18
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432 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

EXERCICE 11. Calculs d’intégrales

Calculer les intégrales ou les primitives suivantes :

n/4 1 1
f sin*(x) cos®(x) dx, f e “cos(x)dx, f x’e Ydx, f tarctan(t) dt
0 0 0

EXERCICE 12. Changements de variables

Au moyen du changement de variable indiqué entre parentheses calculer les intégrales sui-
vantes :

/2 dt
1. fm4 Sin() (u =cos(1))

/4 1
2. ‘[0 m dx (u = tan(x))

2 x 1 In(x)
3. ‘[1/2COS(1+x2) P dx (x=1/1)

EXERCICE 13. Utilisation d'une symétrie
Soient a < b deux réels et f continue sur [a, b].

b b
Montrer au moyen d’'un changement de variable affine que f fla+b—-x)dx= f f(x)dx.
a a

o T tsin(f)
Application : calculer f —_—
o 1+cos?(r)

EXERCICE 14. Calcul d’'une famille d’intégrale
Pour a €] - 1,1[, on considere la fonction f, définie par: f,(x) = |1 - aeix|2.
1. Pourtout a€] —1,1[ et tout x € [0, ] vérifier les propriétés suivantes :
e (1-1al)’ < fux) < (1+1al)®
o falm—x) = fqalx)

o fe2(X) = fa (%)f—a (%)
On pose, pour tout a€] —1,1[: g(a) = f In(fa(x)) dx.
0

2. Montrer que g est une fonction paire.
3. Montrer que: VYa€]-1,1[, g(a?) = 2g(a).
4. Montrer que g est continue en 0.

5. Endéduire que: Va€]-1,1[, g(a) =0.
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Sommes de Riemann

EXERCICE 15. Limite de sommes

1 n
1. Calculer la limite de la suite (a;),>; définiepar:Vn=1, a, = 3 Z sm( )

. (2n)!
2. Calculer la limite de la suite (x,),>; définiepar:Vn=1, x, = ( ' )n
n'n
EXERCICE 16. Inégalité de Jensen
1. Vérifierque:Vt>0,In(f) <t -
X —
2. Soient x1, xo, ..., X, nréels strictement positifs. En utilisant a;. = rk, ou X est la moyenne
X

des xi, établir que :

1 n
— ) In(xg) < ln(
nj=1

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs strictement positives. Montrer que :

fol (fn)d (f f(t)dt)

Exercices théoriques

S| =

EXERCICE 17. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b]. Etablir que :

b b
< ff(t)zdtx fg(t)zdt

b
Hint: on pourra étudier le signe de la fonction polynomiale x — P(x) = f (x.f(0)+ g(t))2 dr
a

b
f F(0) x g(t)dt

EXERCICE 18. Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f de classe C! sur un segment [a, b]. Montrer que :

lim f f(®) xsin(nt)dt=0.

n—+oo
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434 CHAPITRE 16 : Intégration sur un segment

EXERCICE 19. Une formule de la moyenne

On considére deux fonctions f et g définies sur un intervalle I = [a, b] de R. On suppose que f
est de classe C!, positive et décroissante sur I et que g est continue sur I.

X
On considere le fonction G définie sur I par G(x) = f g(ndt.
a

1. Justifier que G est de classe C! sur I.
2. Montrer qu'il existe deux réels m et M tels que : G([a, b]) = [m, M].
3. Montrer que:

b b
f f(t)g(t)dt:f(b)G(b)—f (G de
4. En déduire que:
b
mf(a)sf fg)ydt< Mf(a).

5. Montrer qu'’il existe c € [a, b] tel que :

b c
f f(t)g(t)dt:f(a)f g(ndr.

b1—cost 2+b-a
6. On suppose que a > 0; montrer que : ; dr< .
a a

X—+00 x2

-1 (lsint
7. Montrer que: lim —; . ——dr=

EXERCICE 20. Une formule de calcul intégral

Dans cet exercice, a est un réel strictement positif, f : [0,a] — R une fonction continue et
strictement croissante sur [0, al, dérivable sur ]0, a[, nulle en 0. La fonction f est alors bijective
de [0, a] sur [0, f(a)], de réciproque notée g. On veut montrer que, pour tout réel ¢ € [0, a] :

t f@
fo f(x)dx+f0 gy)dy=tf(1) (D).

1. Vérifier larelation (1) dansle cas ou1: f(x) = xP, pe N*.

Pour tout ¢ € [0, a], on note ¢(?) la quantité :

t f@
<p(t):f f(x)dx+f gy)dy—tf(r).
0 0
2. Montrer que ¢ est définie et continue sur [0, a], dérivable sur ]0, al.
3. En déduire I'égalité (1).
EXERCICE 21. Inégalités de Kolmogorov

Soit f € €™ (R, C) avec n = 2. Pour tout k € [0, n], on suppose que ¥ est bornée sur R et on
note My = sup|f® (x)|.
xeR

< M, M
1. (@) Al'aide del’égalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout 2> 0: M; < hTZ +=2,

h
(b) En déduire que M; < v/2MyM>.
2. Pour tout k € [0, n], montrer que : My, < 2kK(=R/2 pgl=kinpkin,
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436 CHAPITRE 17 : Applications linéaires

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Applications linéaires

Dans tout ce paragraphe, [£ et [F désignent deux espaces vectoriels sur K.

1.1 Définitions et premiéres propriétés

i Définition 1 — Application linéaire

Soit f une application définie sur [£ a valeurs dans . On dit que f est linéairelorsque:
L V(x;,x) €%, flx1+x2) = fxy) + fx2)
2. V(a,x)) e KxE, fla.x))=a.f(x)

On note Z (I, F) 'ensemble des applications linéaires de I dans [ : c’est donc une partie de
FE, ensemble de toutes les applications de E vers F.

Vocabulaire et notations.

e SiE=F, Z([E) est noté plus simplement £ (I£). Les éléments de £ ([£) sont appelés
endomorphismes de [E.

e Si fe L(E, ) est bijective de [& sur I, alors f est appelée isomorphisme de [E sur .

e Si f est ala fois un endomorphisme de [E et un isomorphisme de [£ sur [, c’est-a-dire
que f:[E — [ estlinéaire et bijective de [ sur [, alors f est appelée automorphisme de
[£. Lensemble des automorphismes de [ est noté GL(IE).

e Si =K alors les applications linéaires f : [ — K sont appelées formes linéaires sur I.

® Exemple. Application nulle de E dans F.

Oz(E,IF)Z E I IF
x — OgEmr(x)=0F

Elle est linéaire, donc O g ) € Z(E, ).

p==et Théoreéme 2 - Critere de linéarité

Soit f: [ — [ une application. On a équivalence de :
(i) f estlinéaire
(i) V(a,x1,x) € KxE?, fa.x; +X2) = a.f(x1) + f(x2)

C’est ce critere qu’on utilise en pratique pour montrer qu’'une application est linéaire.
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1 Applications linéaires 437

X Exemple. Application identité de E.

dg: E — E
x — idrpkx)=x

Elle est linéaire et bijective, donc idg, € GL(E).
 Exemple. Un exemple de R® dans R2.

f: R3 — R?
u=(xy2 — fw=[fxyz)=2x—z,x+y+2)

Elle est linéaire, ce qui se note f € Z(R3,R?).
N Exemple. Somme des composantes d’'un n-uplet de K”.

S: K" — K
n
U=(x1,...,%,) — Sw)=) x
k=1
Elle est linéaire, donc S est une forme linéaire sur K”.

> Exemple. Intégrale d’'une fonction continue. On note C%a, b];R) 'ensemble des fonction
numériques continues sur [a, b] a valeurs réelles.

I: C'a,b;R) — R
b
f — I(f):f f(odt

Elle est linéaire, donc I est une forme linéaire sur € ([a, b]).

X Exemple. Dérivation des polynomes.

f+ RIX] — RIX]
P — f(P)=P

Elle est linéaire, c’est donc un endomophisme de R[X] : f € Z(R[X]).

=== Proposition 3 - Propriétés des applications linéaires

Soit f € L(IE, IF).
1. f(Og) =0F
2. V(x1,x2) €E2, f(x1—x2) = f(x1)— f(x) donc Vx;€E, f(—x1)=—f(x1)

n n
3. Vne N*, V(xl,...,xn) S ]En, V(Al,...,ln) € ]Kn, f(z /lk-xk) = Z Ak.f(JCk)
k=1 k=1
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438 CHAPITRE 17 : Applications linéaires

1.2 Opérations sur les applications linéaires
1.2.1 Restriction

Soit f une application linéaire de [& vers .

Théoréme 4 — Restriction d’'une application linéaire a un sev

Si G est un sous-espace vectoriel de [E, et si H est un sous-espace vectoriel de [ tels que
f(G) < H, alors fllg est linéaire de G vers H.

Autrement dit, la restriction d'une application linéaire a un sous-espace vectoriel est encore une
application linéaire.

1.2.2 Somme et multiplication par un scalaire

Si(f,g) e Z(E,F)etaclk, on définitles applications f+ g:E— Feta.f:E— [ par:

VxeE, (f+gx) déBff(x) + g(x)
(@.f)(x) def f(x)

Proposition 5 - Opérations dans £ ([, IF)
| Onaf+geZ(EMeta.fe Z(EF). ]

Corollaire 6 - Structure de K-espace vectoriel sur Z(E, [')

Si E et I sont deux K-espaces vectoriels, alors Z(IE, ) muni des deux opérations ci-
dessus est aussi un IK-espace vectoriel (c’est un sous-espace vectoriel de FE).

En particulier Z(I£) est aussi un K-ev.

1.2.3 Composition

p==i Théoréme 7 - Composition d’applications linéaires

On se donne un troisieme K-ev noté G.
1. SifeZEF etge £, G), alors go f e ZL(E,G).

2. Si f est un isomorphisme de [E sur I et g est un isomorphisme de F sur G, alors
go f estun isomorphisme de [E sur G.

3. Si f et g sont deux automorphismes de [, alors g o f est un automorphisme de [E.
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== Proposition 8 - Régles de calcul dans (£ (E, ), +,.,0)

On se donne (fi, f2) € Z(E,F)? et (g1,82) € Z(F,G)%.

1. oestdistributive par rapporta + :
gio(fitfa)=giofitgiofret(g1+82)ofi=giofi+g0fi.
2. SiaeK:gio(a.fi)=a.(giofi) = (a.g1)o fi.

Rappelons que o est aussi associative, mais non commutative: go f # f o g en général.

g Définition 9 — Puissance d’'un endomorphisme

Si fe Z(E), onpose f'=idgetVneN, f"1 = fo f"
OnadoncVneN, f*=fofo---of.
|

n fois

D’apreés les résultats précédents,ona: Vne N, f" € ZL(E).

Proposition 10 - Regles de calcul
| Si(n,p)eN% ona: (f")P=f" =(fP)" et f"o fP = f"P = fPofm ]
Par contre, en général : (go )" # g'o f".

Lemme 11 - Puissance d'une composée
| Si (f,g) € Z(E)?> commutent, ie go f = fog,alors: Yne N, (go f)" = g"o f". ]

On dispose méme d’'une formule du bindéme.

pumeed Théoréme 12 — Formule du bindme de Newton, version endomorphisme

Si (f, g) € Z(E)?> commutent, ie go f = fo g, alors::

n < n n— n < n n—
VneNlN, (f+g) :Z(k)-fkog k:(g+f) :Z(k),gkof k

k:0 k:O

/\ ATTENTION : ce résultat est faux si go f # fog.
Parexemple,ona: (f+g)°=f2>+ fog+gof+g°# f>+2.fog+g°
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1.2.4 Bijection réciproque

s Théoréme 13 - Bijection réciproque d’'un iso/automorphisme

1. Si f est un isomorphisme de [E sur I, alors f~! est un isomorphisme de I sur [E.

2. Si f est un automorphisme de [E, alors f~! est un automorphisme de E.

== Définition 14 — Puissances négatives d’'un automorphisme

Soit f un automorphisme de [£. On pose :
e PourtoutneN, f"=fofo---of;
[ —

n fois

e pour tout n € Z\N, f”=£f_1)0(f_1)0--'0(f_11

—n fois

Proposition 15 — Regles de calcul
| Si(n,p)€Z? ona:(f"P = f" = (fP)"et flofP = f"P = fPoflet(f )= f"=(fH L ]

1.3 Noyau et image d’'une application linéaire

Théoréme 16 — Image directe d’'un sous-espace vectoriel

Si f estune application linéaire de [E vers [ et si G est un sous-espace vectoriel de [£ alors
f (@) est un sous-espace vectoriel de .

Si H est un sous-espace vectoriel de I, alors f~!(IH) est aussi un sous-espace vectoriel de IE.

== Définition 17 —- Noyau et image

Soit fe Z(E,IF).
1. Si f e Z(E, ), on appelle noyau de f la partie de [£ suivante :

Ker(f) = f'({05}) = {x € E; f(x) = O}

2. Si fe Z([5,IF), on appelle image de f la partie de [ suivante :

Im(f)=f(E)={f(x)eF; xe [}
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OnadoncpourxelE:
xeKer(f) < f(x) =0p

Etpourye[':
yelm(f) = IxeE; y= f(x)
Théoreme 18 — Ker(f) et Im(f) sont des K-ev
I Soit f € Z (I, F). Alors Ker(f) est un sev de [E et Im(f) est un sev de F. ]

Si f est un endomporhisme de [E alors Ker(f) et Im(f) sont deux sous-espaces vectoriels de [E.
X Exemple. Montrer que E = {M € .#,,(K); Tr(M) = 0} est un K-ev.

® Exemple. Montrer que E = {f € RF; £(0) = 0} est un R-ev.

D Exemple. Montrer que [E = {P € K[X]; 3XP' = P} estun K-ev.

& Exemple. On considere 'application :

f: R?) _ RZ
u=x,y2 — fW=fxy2=2x-2z,x+y+2)

Déterminer une base de Ker(f) et Im(f).

=i Proposition 19 - Interprétation de la non intégrité de la composition

Si f et g sont deux endomorphismes de [ alors :

gof=0¢m < Im(f)<Ker(g)

/\ En particulier go f = 04 ne donne pas f = 0¢E) ou g = 0 ). Prendre par exemple
fe=x) etglx,y =x-yx-y).

A\ Im(f) =Im(g) ne donne pas que f = g. Prendre par exemple f(x,y) = xet g(x,y) =x+J.

== Théoréme 20 - Criteres d’injectivité et de surjectivité

Soit f € Z(E, ). Alors :

1. f estinjective sur [E <= Ker(f) = {0g}.

2. festsurjectivede E sur F' < Im(f) =F.

Le premier point n’est vrai que si f est linéaire. Par contre le second est vrai en général, quelle
que soit I'application (il ne sera donc pas tres utile en pratique).

X Exemple. Montrer qu'une forme linéaire sur E est soit nulle soit surjective de E vers K.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



442 CHAPITRE 17 : Applications linéaires

Cas d’une restriction : Si f € Z(E,I') et H sev de [E, on a Ker(fjiz) = Ker(f) nH. Donc si f est
injective, fji I'est encore. On a aussi Im(fji) < Im(f), mais dans le cas général, on ne peut rien
dire de plus.

1.4 Structure de 'ensemble de solutions d’une équation linéaire

Soit f une application linéaire de [E vers [ et v un vecteur fixé de . On s’intéresse a I’équation
f(u) = v dinconnue u € E.

p=ed Théoréme 21 - Structure de 'ensemble des solutions d'une équation linéaire [mm—

1. Si v € Im(f), on suppose qu'on connait uy € [£ tel que f(up) = v.
Lensemble des solutions de I'’équation f(u) = v est:

& ={up + x; x e Ker(f)}

2. Siv¢Im(f) alors’équation f(u) = v n'a pas de solution.

On le note ainsi : . = uy + Ker(f).

On retrouve le résultat vu dans le chapitre sur les équations différentielles linéaires : une
solution générale de I’équation complete est la somme d'une solution particuliére et d'une so-
lution générale de I'’équation homogene.

1.5 Applications linéaires et sommes directes

Dans cette section, on suppose que G et [ sont deux sous-epsaces vectoriels supplémentaires
deE:E=GeH.

Théoréme 22 - Applications linéaires et sev supplémentaires

Une application linéaire f : [E — [ est entierement déterminée par ses restrictions G et
H.

Sionsedonne u: G — F et v:H— I deux applications linaéaires, alors f est définie ainsi :
six = xg+xy dans G@ H alors f(x) = u(xg) + v(xg).

Dans la suite lorsqu’on écrit x = xg+ Xy, on supposera qu'on a décomposé x € [ dans la somme
directe G + H.

== Définition 23 — Projection

Lapplication:
p: E — E
X=Xxg+xg — px)=xg

est appelée projection sur G parallelement a H.
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La projection p peut étre aussi définie par ses restrictions a G et H : sur GG c’est I'identité de G
et sur [ c’est 'application nulle.

De méme I'application :

q: E — [E
X=Xxc+xg — qX)=xg

est appelée projection sur H parallelement a .
p et g sont appelés projections associées a la somme directe E = G & H.

Important. Lorsqu’on montre que [|E = G@H par analyse-synthése, les formules obtenues dans
la partie analyse donnent une expression de p(x).

X Exemple. Déterminer I'expression de la projection sur .%, (IK) parallelement a <7, (IK).

=i Proposition 24 — Propriétés des projections

p et g sont des endomorphismes de [

p+q=idg

peq=qop=0gE),pop=petqgoq=q;

Pour xe £: x e Ker(p) < p(x) =0et x € Im(p) < p(x) = x;
H =Ker(p) et G =Im(p) = ensemble des points fixes de p

[ =Ker(p) ®Im(p)

2B o

On a donc aussi H = Im(g) = Im(idg, — p) et G = Ker(g) = Ker(idg, — p).

A\ OnaH =Im(idg — p) = Im(p —idg) et G = Ker(idg — p) = Ker(p —idg) mais p —idg n’est pas
un projecteur (en général). C’est idg, — p qui en est un.

/\ Si p et g sont deux projecteurs de [E, on n’a pas en général po g = 0 ). C'est vrai si p et g
sont deux projecteurs associés, ie si p + g = idg.

Définition 25 - Projecteurs
I Soit f un endomorphisme de [£. On dit que f est un projecteurlorsque fo f = f. ]

== Théoréme 26 — Caractérisation des projections

Soit p un endomorphisme de [. Alors p est une projection si et seulement si p est un
projecteur, ie pop = p.
On a alors I = Ker(p) @ Im(p) et p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

On a donc égalité entre les notions de projections et de projecteurs.
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X Exemple. Calculer (idg + p)” pour tout n € N, lorsque p est un projecteur de E.

A\ Si f est un endomorphisme de [E, qui n’est pas un projecteur, alors on ne peut pas dire que
[ =Ker(f) ®Im(f).

Remarque. Noter que 0 ¢ () et id sont les deux projecteurs associés de [ associés a la somme
directe £ = [E & {0}.

g Définition 27 — Symétries

Lapplication:
S: E — E
X=xg+xyg — SX)=xg—xg

est appelée symétrie par rapport a G parallelement a H.

Avec les notations précédentes,ona:s=p—qg=2p—idg =idg —24.

La symétrie s par rapport a G parallelement a H peut étre aussi définie par ses restrictions a G
et H:sur G c'estidg et sur H c’est —idpy.

On peut définir de méme la symétrie par rapport a l parallelement a G

=i Proposition 28 — Propriétés des symétries

. sestun endomorphisme de [;
. sos=1idg donc s est un automorphismede Eet s™' = s

1
2
3. G =Ker(s—idg) = ensemble des points fixes de s
4

. G =Ker(s+idg) = ensemble des anti-points fixes de s

p—=ei Théoréme 29 — Caractérisation des symétries

Soit s un endomorphisme de [E. Alors s est une symétrie si et seulement si so s =idg.
On a alors £ = Ker(s —id) @ Ker(s + id) et s est la symétrie par rapport a Ker(s —idg)
parallelement a Ker(s + idg).

Q> Exemple. En considérant la transposition montrer que dans .4, (K), les sous-espaces S, (IK)
et A, (K) sont supplémentaires.

® Exemple. En considérant la symétrie s : f € RE — s(f) € R® définie par s(f)(x) = f(-x),
montrer que, dans R, les sous-espaces des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.

Remarque. Noter que idg, est une symétrie [E associés a la somme directe £ = E @ {H]E} (mais
0 E) N'en est pas une).
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2 Applications linéaires en dimension finie

Dans ce paragraphe, sauf mention contraire, on suppose que les K-espaces vectoriels E et ¥
sont tous les deux de dimension finie.

2.1 Image d’'une famille de vecteurs

Dans tout ce paragraphe, f est une application linéaire de IE vers F.

Soit (g1,...,€p) une base quelconque de L.

Théoréme 30 — Une application linéaire est entiérement déterminée par 'image d’'une base

Si (vy,...,vp) est une famille de vecteurs de I, alors il existe une unique application
fe Z(E,T) telle que Yk € [1, pl, f(ex) = k.

p
Elle est définie ainsi : si x € [£ a pour coordonnées s’écrit x = Z Ak.€r dans %, alors
k=1

p
fO =) Apve
k=1

Pour définir f € Z (I, ), il suffit donc de se donner 'image d’'une base, c’est-a-dire la valeur
des vecteurs f(e1), ..., f(€p).

Corollaire 31 — Egalité de deux applications linéaires

Si f et g sont deux applications linéaires de [& vers [ et si Vk € [1, pl, f(ex) = g(ex) alors

f=g

On dit que deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

2 p® (q)
X Exemple. Soient e e K et ¢ : P e K,[X] — Y

k!
k=0
coincident sur la base canonique de K, [X]. Quelle formule vient-on de redémontrer?

(X — a)*. Montrer que ¢ et idk, (x]

gl Théoréme 32 - Image d'une famille de vecteurs

Soient (uy,..., up) une famille de vecteurs de [ et f € Z(IE, ).
1. Ona: f(Vect(uy,...,up)) = Vect (f(u1),..., f(up))
2. En particulier si (u, ..., up) est génératrice (ou est une base) de £ :

Im(f) = Vect(f(u1),..., f(up))

Ce théoréme permet de déterminer facilement I'image d'une application linéaire.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



446 CHAPITRE 17 : Applications linéaires

X Exemple. : Déterminer une base de Im(f) lorsque :

f: ]R3 _ ]RZ
u=x,y2 — fW=fxy2=2x-2z,x+y+2)

® Exemple. Soit n € N. On considere I'application linéaire

i RpnlX] — RyulX]
P — f(P)=P

Montrer qu’elle est surjective de R ;11 [X] vers R, [X].

Dans les théoremes suivants f est une application linéaire de [£ vers F.

==t Théoréme 33 — Applications linéaires et familles libres

1. Si f estinjective sur [, alors elle transforme toute famille libre de [ en une famille
libre de [F'.

2. On a équivalence de :
(i) f estinjective sur [
(ii) il existe une base de [E qui est transformée par f en une famille libre de ¥

C’est alors vrai pour toutes les bases de [£.

i Théoréme 34 - Applications linéaires et familles génératrices

1. Si f est surjective de [ vers [, alors elle transforme toute famille génératrice de [
en une famille génératrice de [

2. On aéquivalence de:
(i) f estsurjective de £ vers I

(ii) il existe une base de [£ qui est transformée par f en une famille génératrice de IF

C’est alors vrai pour toutes les bases de [£.

p==ed Corollaire 35 — Isomorphismes et bases

On a équivalence de :
(i) f estunisomorphisme de [ vers [
(ii) il existe une base de [E qui est transformée par f en une base de IF

C’est alors vrai pour toutes les bases de [E.

Donc un isomorphisme est une application linéaire qui tranforme une famille libre en une fa-
mille libre, une famille génératrice en une famille génératrice, et une base en une base; cette
derniére condition étant caractéristique des isomorphismes.
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En combinant avec le fait qu'une application linéaire est déterminée par 'image d’'une base on
obtient le résultat suivant.

Corollaire 36 — Définition géométrique d’'un isomorphisme

Si on se donne une base %8 quelconque de [£ et une base € quelconque de [, alors il existe
un unique isomorphisme de [£ vers [ qui transforme 98 en 6.

On a aussi démontré le théoréme suivant, qui n’est pas sans rappeler le « principe des tiroirs »
en dénombrement.

=t Théoreme 37 — Applications linéaires en dimension finie

Soit f linéaire de [ vers .
1. Si f estinjective sur [, alors dim(E) < dim(IF).
2. Si f est surjective de [& vers I, alors dim(IE) = dim([).
3. (a) Si f estunisomorphisme de [ vers I, alors dim(EE) = dim(IF).
(b) Sidim(E) =dim(F) alors:

f estbijective <= f estinjective <= f est surjective

A\ Ce résultat est faux en dimension infinie. Considérer par exemple I'application :

¢: K[X] — K[X]
pP — XP

X Exemple. Lapplication :

@: KulX] — KulX]
P — P-2XP'

est un automorphisme de IK,, [ X].

Corollaire 38 - Endomorphisme bijectif en dimension finie

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est inversible pour la loi de
composition si, et seulement si, il est inversible a gauche ou inversible a droite.

A\ Cecin’est vrai qu’en dimension finie! Considérer comme contre-exemple le morphisme «shift»
sur les suites réelles :

¢: RN — RN
(Up)neNn — (Un+1)neN
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Dans la définition suivante, [£ et ' ne sont pas supposés de dimension finie.

Définition 39 — Espaces vectoriels isomorphes
| 0]

ndit que [ et [ sont isomorpheslorsqu’il existe un isomorphisme de [ vers I. ]

Si f est un isomorphisme de [£ vers [, et si on identifie x € [ avec son image f(x), alors les
espaces vectoriels [ et [ sont en un certain sens « égaux ».

On suppose a nouveau que [E et [ sont tous les deux de dimension finie.

i Théoréme 40 — Espaces vectoriels isomorphes et de dimension finie

On a équivalence de :
(i) E et sontisomorphes
(i) dim(E) =dim(F)

Soit n € N*. Tout espace vectoriel [£ de dimension n est isomorphe a K. Si 28 = (¢y,...,€,) est
un base fixée de [ on peut lui associer l'isomorphisme canonique

@p: E — K7

n
x=) XpEp — @) =(x1,...,%n)
k=1

X Exemple. Retrouver les résultats de début d’année sur les suites récurrentes linéaires d’ordre
2.

X Exemple. Retrouver les résultats de début d’année sur les équations différentielles linéaires
d’ordre 2 a coefficients constants.

2.2 Rang d’une application linéaire

Dans ce paragraphe, [E et [ sont deux [K-espaces vectoriels de dimension quelconque et f est
une application linéaire de [ vers .

== Définition 41 — Rang d’une application linéaire

SiIm(f) est de dimension finie, alors on dit que f est de rang fini. Dans le cas contraire, on
dit que f est de rang infini.
Si f est de rang fini, alors on appelle rangde f, noté rg(f), la dimension de Im(f).

Pour une application linéaire de rang fini, on a donc : rg(f) = dim (Im(f)).

X Exemple. 1g(f) =0 <= f =09 EF)
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g Théoréme 42 — Propriétés du rang d’'une application linéaire

1. Si £ est de dimension finie, alors rg(f) est de rang fini :
rg(f) = dim(E)

avec égalité si, et seulement si, f est injective.

2. SiIF est de dimension finie, alors rg(f) est de rang fini :
rg(f) = dim(IF)

avec égalité si, et seulement si, f est surjective.

En général on a donc rg(f) < min(dim(E), dim(I)).
Noter que si [E est de dimension finie, et si 9 = (u,..., up) est une base de |, alors :

1g(f) =1g(f(w),..., f(up)

au sens du rang d'une famille de vecteurs, notion définie dans le chapitre sur les espaces
vectoriels de dimension finie.

=i Corollaire 43 — Rang et isomorphisme

Si E et F sont de méme dimension finie 7 alors :

f estun isomorphisme de E vers ' <= rg(f) =n

Le théoréme suivant est fondamental, puisqu'’il relie la dimension du noyau a celle de 'image.

g Théoréme 44 — Théoréeme du rang

Si [E est de dimension finie, alors f est de rang fini et :

dim(E) = rg(f) + dim (Ker(f))

A\ Dans le cas f € Z([E), cela ne signifie pas que E = Ker(f) & Im(f) : il manque la condition
Ker(f) nIm(f) = {Ox}.

La démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 45 - Isomorphisme entre les supplémentaires du noyau et 'image

Si E est de dimension finie et si [H est un supplémentaire de Ker(f) dans [E, alors H est
isomorphe a Im(f).
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Terminons par un résultat qui sera utile pour calculer le rang de maniere algorithmique.

[, F et GG sont trois espaces vectoriels de dimension finie sur K. f € Z(E,F) et ge Z(F,G).

p—i Théoréme 46 —- Rang d’'une composée - Invariance du rang par isomorphisme [

1. Rang d'une composée. rg(go f) < min(rg(g),rg(f))

2. Invariance du rang par isomorphisme.
Si g est un isomorphisme : rg(go f) =rg(f)
Si f est un isomorphisme: rg(go f) =rg(g)

® Exemple. En utilisant le théoréme du rang avec I'application linéaire g1, £, montrer que :

rg(go f) =rg(f) —dim (Kerg nIm f)
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3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Savoir montrer qu’'une application entre deux espaces vectoriels est linéaire.

& Pour un endomorphisme, ne pas oublier de vérifier que 'espace de départ et I'espace
d’arrivée sont égaux.

& Ne pas confondre les notions d’endomorphisme, d’isomorphisme et d’automorphisme.

w Effectuer des calculs algébriques avec des applications linéaires.

& Dans les calculs voir 'opération de composition o comme un « produit ».

= Connaitre les notions de noyau et d'image d'une application linéaire.
& Savoir déterminer une base du noyau en utilisant une résolution d’équation.

& Savoir déterminer une base de I'image en utilisant qu’elle est engendrée par I'image d'une
base de I'espace de départ.

& Connaitre le lien entre noyau/image et injectivité/surjectivité.

= Connaitre la notion de projections p et g associées a une somme directe.
& Connaitre la caractérisation po p = p.

& Savoir déterminer leur noyau et leur image.

o

= Connaitre la notion de symétries s associé a une somme directe.
& Connaitre la caractérisation so s =id.

& Savoir déterminer son noyau et son image.

<

= Savoir qu'une application linéaire est déterminée par 'image d’'une base.

& Savoir que les isomorphismes sont les applications linéaires qui envoient une base sur
une base.

& Savoir que si les espaces de départ et d’arrivée ont méme dimension finie, alors les
isomorphismes coincident avec les applications linéaires injectives ou surjectives, ou
encore avec les applications linéaires inversibles a gauches ou a droite.

& Savoir qu’en dimension finie les automorphismes coincident avec les endomorphismes
injectifs ou surjectifs, ou encore avec les endomorphismes inversibles a gauche ou a droite.

= Connaitre les propriétés théoriques du rang d’'une application linéaire.
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4 Exercices

Exemples
d’applications linéaires

EXERCICE 1. Dérivation dans R [X]
Soient f, g: R[X] — RI[X] les applications définies par :

VPeR[X], f(P)=P etg(P)=XP

1. Montrer que f et g sont des endomorphismes de R[X].
2. Déterminer fog—go f.

EXERCICE 2. Exemples d’applications linéaires de [K” vers [K"

1. Soit f:R® — R3 définie par: f(x,y,2) = (x> + 2,y + z,z+1). [ est-elle linéaire?

2. Soit ¢ : R* — R3 définie par: ¢(x,y,2,t) = (x— y+ t,2x + y — 2,y + z). Montrer que ¢ est
linéaire et déterminer Ker ¢ et Im .

EXERCICE 3. Endomorphismes de RN

Vérifier que les applications suivantes sont des endomorphismes de RN et déterminer leur
noyau et leur image :

1.
@: RN — RN
U= UpnpeN — QW)= (Up+1)neN

v RN — RN
U= UppeN — VW)= (Ups1 —2Up)peN

EXERCICE 4. Endomorphismes de R®
Vérifier que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leur noyau et leur image :

1.
v: RR — RR
f— v()=g

ou g(x) = f(x)+ f(—x).

p: RB — R
f — f
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EXERCICE 5. Endomorphisme de C°([0,1],R)
On ¢ I'application qui a une fonction f continue sur [0, 1] associe la fonction g définie par :
X
Vxe[0,1], g(x) :f f(r)de.
0

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C°([0,1],R).

2. Est-il injectif? Surjectif?

EXERCICE 6. Etude d’'un endomorphisme de R[X]
On considere 'application :

¢: RIX] — RI[X]
P — (X?-1)P'"+XP' —-4P

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
2. Soit P € R[X] tel que P # 0. Déterminer deg(¢(P)).

3. Déterminer Ker ¢.

EXERCICE 7. Dérivation dans R, [X]
Soient n € N* et D I'application
D: RulX] — RulX]
p — P
1. Vérifier que D est un endomorphisme de R, [X].

2. OnposeT =idg,x) + D+ D*+---+ D". Montrer que I est un automorphisme de R, [X]
et déterminer son application réciproque.

EXERCICE 8. Utilisation d'un polyn6me annulateur pour un endomorphisme
Soient E un K-evet f € Z(IE) tel que f2—3f +2idg = 0.
1. Montrer que f est un automorphisme et donner f~! en fonction de f.

2. Montrer qu'il existe deux suites (a;) et (b,) de scalaires telles que, pour tout n € N :
f" = apidg + by, f. En déduire f" en fonction de n.

3. Montrer par analyse-synthese que £ = Ker(f —idg) @ Ker(f — 2idE).

EXERCICE9. Structure d’espace vectoriel de Z ([, )

Soient E, F,[E/, F" des K-ev, ¢ un isomorphisme de [E sur [/, et 1 un isomorphisme de [ sur
[F’. Montrer que I'application :

0: EF) — <LE,F)
f — Yofop!

est bien définie et est un isomorphisme.
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Noyau, image et rang

EXERCICE 10. Propriétés des noyaux et des images

Soient £ un K-ev et f, g deux endomorphismes de [E.
1. Montrer que Ker(f) < Ker(go f), Im(g o f) = Im(g) et que Ker(g) nIm(f) = f (Ker(go f)).

2. On suppose que [ et g commutent i.e. fog = go f. Montrer que Ker(g) et Im(g) sont
stables par f.

EXERCICE 11. Rang d’'un endomorphisme nilpotent de R>
Soit f € Z(R3) tel que f3 =0et f2 #0.

1. Montrer que Ker(f) # Ker(f?).

2. En déduire que Ker(f?) = Im(f) et Im(f?) = Ker(f).

3. Conclure que rg(f) =2 et rg(f?) = 1.

EXERCICE 12. Une propriété du rang

Soient [ et [ deux [K-ev tels que [ est de dimension finie.

1. Soient f et g deux applications linéaires de [ dans [F. Montrer que :
lrg(f) —rg(@I < 1g(f + &) <18(f) +18(8)

2. Soient f et g deux endomorphismes de [E tels que fog = Ogm) et f+ g est un
automorphisme de [£. Montrer que rg(f) +rg(g) = dim[E.

EXERCICE 13. CNS pour que E =Ker(f) @ Im(f)
1. Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z([E). Etablir que :
E=Ker(f)eIm(f) <= Ker(f) =Ker(f?) et Im(f) =Im(f?)
2. Soient [E un K-ev de dimension quelconque et f € Z(E). Etablir que :
E=Ker(f) +Im(f) < Im(f)=Im(f?)

et:
Ker(f) nIm(f) = {0g} <= Ker(f) = Ker(f?)

Conclure.
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Projections et symétries

EXERCICE 14. Projections et symétries définie géométriquement

Soit [E un K-ev de base 28 = (e, e5, €3).

On considere les sev de [E suivant : ' = Vect((1,0,0) g, (1,1,1) ) et G = Vect((1,2,0) 5).

Montrer que F et GG sont supplémentaires dans [E, et déterminer |'expression analytique du
projecteur sur [ parallelement a (5, et de la symétrie par rapport a [F parallelement a G.

EXERCICE 15. Projection définie analytiquement

Soit f : R3 — IR3 définie par : f(x,y,2) = (x + z,y + z,0). Montrer que f est un projecteur et
préciser son support et sa direction.

EXERCICE 16. Projections dans la méme direction

Soient p et g deux projecteurs d'un K-ev [.

1. Montrer que p et g ont méme image si et seulementsi pog=qgetqgop=p.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que p et g projettent selon la
méme direction.

EXERCICE 17. Somme de deux projections
Soient p et g deux projecteurs d'un K-ev [.
1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si poqg = qop =0¢mE).

2. Dans ce cas, vérifier que : Ker(p+ q) =KerpnKerg et Im(p+qg) =ImpeImg.

Cas de la dimension
finie

EXERCICE 18. Un isomorphisme

On considére 'application ¢ : Ry [X] — R3 définie par ¢ (P) = (P(0), P'(0), P(1)). Montrer que ¢
est un isomorphisme de R [X].

EXERCICE 19. Un endomorphisme de R, [X]

Soit 0 : R, [X] — R, [X] définie par: (P) = P— (X +1)P’. Montrer que 8 est un endomorphisme
et déterminer une base de son noyau et de son image.

EXERCICE 20. Polyndomes de Lagrange

Soit n € N et xp, x1,..., X, desréels 2 a 2 distincts. On considere ’application

¢: RylX] — R*M!
P L (P(P) = (P(xO)yP(xl)y---yP(xn))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,,[X] sur R"**!.
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2. En déduire que si yy, ..., y, sont des réels donnés alors il existe un unique polynéme P de
degré inférieur ou égal a n tel que :

Vie[0,n], Px)=y;
3. Pour tout j € [0, n], on note L; 'unique polynéme de R, [X] tel que:

| i
Vie [0, Lj(x,-)=6i,-:{0 Gir]

Vérifier que 9B = (Ly, Ly, ..., L,) est une base de R, [X].
Si P € R, [X], quelles sont les coordonnées de P dans cette base?

EXERCICE 21. Surjectivité en dimension finie
Soit A: C[X] — C[X] I'application définie par A(P) = P(X +1) - P(X).

1. Vérifier que A est un endomorphisme de C[X] et que si P est un polyndme non constant
alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.

2. Pour n € N, déterminer ker(A ¢, (x)) et en déduire que A induit une surjection de C,,11[X]
sur C,[X].

3. En déduire que A est surjective de C[X] sur C[X].

EXERCICE 22. Une propriété des endomorphismes nilpotents

Soient £ un K-evet f € Z(E).
On suppose que f est nilpotent d’ordre p : c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que f” = 04, et
fr £ 02m).

1. Montrer quessi x € E\{Og} est tel que fP~!(x) # O, alors lafamille & = (x, f (x),..., P! (x))
est libre.

2. Si n=dim([E) < +o0, en déduire que p < n.
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458 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

Dans tout le chapitre, on considere une expérience aléatoire modélisée par un espace probabi-
lisé fini (Q,P). E est un ensemble quelconque supposé non vide.

1 Variables aléatoires discretes finies

1.1 Définitions

Définition 1 — Variable aléatoire

On appelle variable aléatoire a valeurs dans E toute application définie sur Q et a valeurs
dans E.

Lorsque E = R, on dit que X est une variable aléatoire réelle, noté VAR en abrégé.

Notations : U'ensemble X (Q) est un ensemble fini.
On note n = Card (X(Q)) et X(Q) = {x1, X2,..., Xp} avec x1 < Xp < -+ < Xp.

Dans la plupart des exemples que nous utiliserons, X(Q) sera une partie de N et Yk € [0, n],
X = k.

> Exemple. On lance deux dés cubiques distinguables : Q = [1,6]2.
On note X = Nombre de 6 obtenus. Alors X est une VAR et X(Q) = {0, 1, 2}.

/\ Ne pas confondre variable aléatoire et événement. Une variable aléatoire est un nombre aléa-
toire, et un événement est un prédicat aléatoire, c'est-a-dire une phrase qui peut étre vraie ou
fausse.

Sur I'exemple précédent, on ne peut pas dire que « Nombre de 6 obtenus » est vrai ou faux, X
n’est donc pas un évenement.

X Exemple. On considere une urne de 10 boules numérotées, composée de 6 boules blanches
et 4 rouges. On effectue p tirages successifs d'une boule avec remise : Q = [1,10]7.
On note X = Nombre de boules rouges obtenues. Alors X est une VAR et X(Q) = [0, pI.

1.2 Evenements associés a une variable aléatoire

Notation : Si X est une variable aléatoire et A une partie de E, I'image réciproque de A par X :
XA ={weQ/X () e A}
est une partie de 2, donc un événement. Il sera noté plus simplement {X € A} ou (X € A).

Cas particuliers :

e Si A={a} ot ac E, alors (X € {a}) est noté plus simplement (X = a).

e SIE=R, et A=]—o00,x] ot x € R, alors (X €] — oo, x]) est noté plus simplement (X < x).
Si A= [x,y[ ol (x,y) € R? alors (X € [x, y[) est noté plus simplement (x < X < y) etc...
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Notation: Si X est une variable aléatoire et A une partie de E, alors (X € A) est un événement, et
on peut donc calculer P((X € A)). Pour simplifier les notations on notera P(X € A) = P((X € A)).

A\ Si A est une partie de E, (X € A) est un événement, et on peut donc calculer P(X € A).
Par contre P(X) ne veut absolument rien dire...en effet X n’est pas un évenement mais une
variable aléatoire.

X Exemple. On lance simultanément deux des distinguables : Q = [1,6]2.
On pose X = Somme des deux chiffres obtenus. On a alors X(Q2) = [2,12] et on peut considérer
les événements :

(X =11) ={(6,5); (5,6)} donc P(X = 11) = %

(X >10) ={(6,5);(5,6);(6,6)} = (X =11) U(X = 12) donc P(X > 10) = %

(X =1) = @ événement impossible, doncP(X <1) =0

(X =<12)=Q = (X =0) évenement certain, doncP(X=0) =1
On peut comparer les évenements associés a X.

e Parexemple (X <5)c(X<7)doncP(X<5)<P(X<7):
eneffet Vwe Q, X(w) <5 = X(w) <7.

e Deplus (X=4)=(X>3),doncP(X=4)=P(X>3),car: YweQ, X(w) =24 < X(w) > 3.
e Deméme (X=3)=(X2=3)n(X<4) doncP(X=3)=P((X=3)n(X <4)).

A\ 11 faut bien comprendre que ces résultats viennent du fait que X ne prend que des valeurs
entieres.

Théoréme 2 - Systeme complet d’événements associés a une variable aléatoire

Si X est une variable aléatoire, alors la famille ([X = x]) rex(q estunsysteme complet d’éve-
nements.

Autrement dit : si X(Q) = {x3,..., X}, alors la famille ([X =x1, [ X =x0],...,[X = xn]) estuns.c.e..

1.3 Loide probabilité d’'une variable aléatoire

=i Définition 3 — Loi de probabilité d’'une variable aléatoire

Si X est une variable aléatoire de Q2 vers E, on appelle loi de probabilité de X "application

I]:DX: E I [Oy]-]
x — PX=x)

A Si x ¢ X(Q), on aP(X = x) =0, donc avant de déterminer la loi de X, on commence par
déterminer X(Q), c’est-a-dire les valeurs prises par la variable aléatoire X.
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Si on note X(Q) = {x3,..., X}, déterminer la loi de X c’est donc calculer P(X = xi), pour tout
k € [1, n]. Pour de petites valeurs de n, on peut représenter les résultats sous forme d'un tableau
aune entrée :

X X1 | X2 | ... oo | Xp
PX=x)| 2| ? ?

ou d'un diagramme en batons.

[— Théoréme 4 — La loi d’'une VAR est une probabilité
L

a loi de X est une probabilité sur l'univers X (Q). ]

p=mei Corollaire 5 — Propriétés élémentaires d’une loi de probabilité

Soit X une variable aléatoire. On a alors :

Vxe X(Q),P(X=x)€e[0,1] et Z P(X=x)=1
xeX(Q)

Doncsi X(Q) = {x1,...,x,} alors:
n
Y P(X=x)=1
k=1
Dans le tableau représentant la loi de X, la somme des cases de la seconde linge doit donc étre
égalea 1.

S Exemple. Onlance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chifres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=k) ||1/36|2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

On obtient le diagramme en batons :

0.15 A
0.10 -

0.05 -

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-0.05 -
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=1 Théoréme 6 — Existence d’'une variable aléatoire ayant une loi de probabilité donnée

On se donne des réels py, ..., py, vérifiant :
(i) Vkell,nl, pr=0;
n
i) ) pe=1.
k=1
Alors pour tous réels deux a deux distincts xi, ..., X, il existe une variable aléatoire X

définie sur un espace probabilisé (Q2,P) telle que :

X(Q) ={x1,...,xp} et Vke [1,n], pr =P(X = xx)

Et donc pour tout k € [1, n], px € [0, 1].
Il n’y a unicité, ni de (Q2,P), ni de la variable aléatoire X.

® Exemple. Soit n € N. Alors il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans [0, n], et de loi
donnée par :

l1(n
Vke[0o,n], PX=k) = ﬁ(k)

Cas particulier o1 X(Q) < [0, ] : Dans ce cas, la donnée des probabilités P(X = k) équivaut a
celle des probabilités P(X < k) ou P(X = k). On dispose en effet des formules suivantes (a savoir
redémontrer), valables pour tout k € [0, n] :

PX=kb=PX<k-PX<k-1)=PXzk-P(X=k+1)

et:

k
PX<k)=) P(X=j) e PX=z=k-=
Jj=0 J
On a le méme type de formules avec des inégalités strictes en remarquant que :
PX<k=PX<k+letP(X=zk)=P(X>k-1).

P(X = j)

n
=k

X Exemple. Dans une urne de n boules numérotées, on effectue 7 tirages d’une boule sans
remise (I'urne est vidée).

On note X = nombre de tirages nécessaires pour obtenir un numéro supérieur ou égal au pré-
cédent, avec la convention que X = n + 1 si ceci ne se produit pas au bout des n tirages.
Donner la loi de X.

1.4 Transfertde loi
On se donne F un ensemble non vide.

On considere une variable aléaztoire X : Q — E et une fonction f: E — F telle que X(Q) € 9.
On a alors le schéma de composition :

@fQEf—>F
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Lapplication Y = foX est aussi une variable aléatoire définie sur Q2. On la note plus simplement
Y = f(X).

Connaissant la loi de X et 'expression de la fonction f, nous souhaiterions déterminer la loi de
la variable aléatoire Y = f(X) : c’est ce qu'on appelle un transfert de loi (1aloi de X est transférée
par la fonction f).

Valeurs prises par Y :

Si X est une VARD finie telle que X(Q) = {x1,...,Xp}, alors Y(Q) = {f(x1),..., f(x,)}. On peut
aussi noter Y (Q) = {y1,..., yp} avec y; < y» <--- < yp; dans ce cas p < n (car f peut ne pas étre
injective).

X Exemple. X(Q) = {-2,-1,0,1,2} et Y = X2 donne Y (Q) = {0,1,4}.

On peut maintenant s’intéresser a la loi de Y. Pour cela il est important de comprendre le point
suivant : si on prend y € Y (Q) une valeur prise par la VARD Y, alors, par définition, y a un
antécédent par f dans X(Q) : 3x € X(Q) tel que y = f(x). Et comme f est en général non injec-
tive, il y a plusieurs valeurs de x possibles, voire méme une infinité!

LS Exemple. Sur 'exemple précédent, 1 a deux antécédents: —1 et 1.

p==od Théoreme 7 - Formule de transfert de loi

Laloide Y = f(X) est donnée par :

VyeY@Q), PY=y= ) PX=x

xeX(Q)

tq fx)=y
On somme sur tous les antécédents de y.
X Exemple. Silaloi de X est donnée par :
k -2 -1 0 1 2

P(X=4k) ||1/5|1/10 | 1/10 | 1/5 | 2/5

etsi Y = X? alors Y(Q) =1{0,1,4} et :

P(Y=k) | 1/10| 3/10 | 3/5
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2 Espérance mathématique d’une VAR

Dans tout ce paragraphe, X est une variable aléatoire réelle avec X (Q) = {x1,...,X,}.

2.1 Définition

= Définition 8 — Espérance mathématique d'une VAR

On appelle espérancede X le réel :

EX) =) xexP(X =xg)
k=1

On peut aussi écrire la formule de la maniere suivante :

E(X) = Z xxP(X =x)
xeX(Q)

S Exemple. On lance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chifres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=k) ||1/36|2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 | 4/36|3/36|2/36|1/36

Puisque X est une VARD finie, [£(X) existe et :

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
EX)=2x —+3x—4+4x —+5x —4+6Xx—+7Xx—+8x —+9x —+10x —+11x —+12x —
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Donc E(X) =7.

C’est la notion d’espérance qui justifie historiquement l'introduction de la notion de variable
aléatoire en plus de celle d’évenements. Par exemple si on lance 7 fois une piéce, et si on note
E; = «le i-ieme lancer donne pile » et X = « nombre de piles obtenus sur les n lancers » alors
I'évenement (X = k) se décompose en unions/intersections d’évenements E;. On peut donc
se demander quel est I'intérét d’utiliser la VARD X...? Lintérét est qu'on voudrait calculer le
nombre moyen de piles obtenus sur les nlancers, ie calculer [E(X), et cette quantité ne s’exprime
pas en fonction des E;!

2.2 Théoreme de transfert

On reprend les notations du paragraphe sur le transfert de loiavec E=F =R :

;<RI -R
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On a vu que la loi de la variable aléatoire Y = f(X) se calcule par la formule :

VyeY(@), PY=y= ) PX=x
xeX(Q)
tq f(x)=y

On veut cette fois calculer son espérance :

EY)= ) yxPY=y= ) |yx| )Y PX=x

YeEY(Q) YEY(Q) XEX(Q)
tq f(x)=y

On peut voir que le calcul est compliqué. On va donc essayer d’avoir une formule simple,
donnant E(Y) connaissant la loi de X, et sans avoir a calculer laloide Y.

==t Théoreme 9 - Théoreme de transfert

Soit f: IR — R telle que X(Q) € Dy. Alors Y = f(X) est aussi une VAR et :

EWY)=E(f(X) =) flxk) x P(X = xp)
k=1

Ce résultat sera tres utile en pratique, car dans beaucoup de cas on ne sait pas calculer
simplementlaloidela VAR Y = f(X).

On peut aussi écrire la formule de la maniere suivante :

EW)=E(fX))= ) f@)xPX=x

x€X(Q)

Remarque. On a donc:

Y yxPFX=y)= Y fOxPX=x)

yef(X(Q) xeX(Q)

d’ot1 le nom de « transfert ».

S Exemple. Onlance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chiffres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=k) ||1/36|2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 | 4/36 |3/36 |2/36|1/36

1 2 1
EX?)=22x —+3%x — +...+12%x — = —
36 36 36
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2 Espérance mathématique d’'une VAR

==t Corollaire 10 — Linéarité de I'espérance (version 1)

465

Pour tout (a,b) € R?, E(aX + b) :

E(aX+b)=aE(X)+b

En particulier si @ = 0, on a pour tout b € R : [E(b) = b. Et donc pour b = [E(X), on obtient

E(EX)) =E(X), puis E(X - E(X)) =0.

Le théoréme suivant sera admis.

==t Théoréme 11 - Linéarité de I'espérance (version 2)

E(aX+bY)=aE(X)+bIE(Y)

Soient X et Y deux VAR, définies sur le méme espace de probabilité. Pour tout (a, b) € R? :

On en déduit deux propriétés fondamentales de I'espérance.

=t Corollaire 12 - Positivité et croissance de I'espérance

1. Positivité. Si X est a valeurs dans R*. Alors E(X) = 0.

On suppose que X < Yieque Vw € Q, X(w) <Y (w).
Alors E(X) = E(Y).

2. Croissance. Soient X et Y deux VAR, définies sur le méme espace de probabilité.

2.3 Variance d’une variable aléatoire

=== Définition 13 — Variance d’'une variable aléatoire

On appelle variance de X, notée V(X) ou Var(X) :

V0 = B|(X-E0)?|

La variance sert a mesurer la dispersion quadratique de X autour de sa valeur moyenne (= son

espérance).

==y Théoréme 14 - Régles de calcul de la variance

1. V(X)=0;

2. V(X)) =0 < X est constante.
Dans ce cas: X = E(X).

3. Pour tout (a, b) € R?:

V(aX+b) =a®V(X)
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466 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

Théoréme 15 — Formule de Koenig-Huyghens

Ona:
V(X) = E(X?) - (EX))’

Puisque V(X) =0, on a E(X2) = (E(X))°.
C’est cette formule qu’on utilise en pratique pour calculer la variance d’'une VAR.

& Exemple. Onlance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chiffres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=k) ||1/36|2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 |4/36|3/36|2/36|1/36

Donc: V(X) =32 -72=3
Définition 16 — Ecart-type d’'une VAR
| On appelle écart-typede X leréel : 0(X) = vV (X). ]

Contrairement a la variance, I'écart-type possede la méme unité que X, et s’interprete donc
mieux en pratique. Il sert a mesurer la dispersion de X autour de sa valeur moyenne.

2.4 Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

p== Théoréme 17 - Inégalité de Markov

1. Si X estune VAR a valeurs dans R, alors :

E(X)
Va>0, P(X=za) =

2. Ona:

E(1X1)

Va>0, P(X|za)=

QD Exemple. Si X est une variable aléatoire, alors :

lim P(X>a)=0
a—+oo
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On a aussi un résultat plus précis.

p—mei Théoréme 18 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Ona:

Var(X
Ve>0, P(X-E(0|ze) s on)
2

Cette inégalité confirme 'utilisation de I'écart-type comme mesure de dispersion.

3 Lois usuelles

Dans tout ce paragraphe X est une VAR définie sur un espace probabilisé fini (Q2, P).

3.1 Loiuniforme

===t Définition 19 — VAR de loi uniforme

Soit A une partie de R finie et non vide. On dit que X suit la loi uniforme sur A lorsque
X(Q)=Aet:

A A PX=a)=————
ae ( a) Card(A)

Onle note X — % (A).

1
Si A={ay,...,a,} avec n = Card(A), alors: Vke [1,n], P(X =ay) = =
Si A est un singleton, A = {a}, alors X est constante égale a a.
X Exemple. Si X — %([1,n]), alors X(Q) = [1,n] et:

1
Vkell,n], I]:D(X:k):;

== Théoréme 20 - Espérance et variance d’une VAR de loi % ([1, n])

Soit X une VARD de loi % ([1, n]). Alors X :

n+1 n--—1
et V(X)) =
12

E(X) =

/\ Ces formules sont fausses si X — ([0, nl).
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468 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

Modélisation 1 : On choisit au hasard un nombre dans A, partie finie non vide de R. On note X
= Nombre obtenu. Alors X — % (A).

X Exemple. On dispose d'une urne de 10 boules numérotées. On tire une boule au hasard et
on note X = Numéro obtenu. Alors X — %([1,10]).

X Exemple. Un gardien doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clef dont une seule est la
bonne. On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef. On suppose que
le gardien essaie les clefs une a une, sans utiliser deux fois la méme. Alors X — OZJ(III, n]]) etle

: n
nombre moyen d’essais pour trouver la bonne clef est donc

3.2 Loide Bernoulli

===t Définition 21 — VAR de loi de Bernoulli

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ lorsque X(Q) ={0,1} et:
PX=1)=p et PX=0=1l-p=gq

On le note X — AB(p).

=i Théoréme 22 — Espérance et variance d'une VAR de loi %8(p)

Soit X une VAR de loi (p). Alors :

EX)=p e VX)=pg=pl-p)

Modélisation : On considére une expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles : succes

ou échec.
1 sil’expérience est un succes

On note p la probabilité qu’elle donne un succes et X = c .
0 sil’expérience est un échec

Alors X — AB(p).

® Exemple. On dispose d'une piece de monnaie truquée, de telle sorte qu’elle donne Pile avec
probabilité p €]0, 1.
Onnote X { 1 silapiece donne Pile

0 silapiéce donne Face Alors X — 2(p).

> Exemple. On tire une carte dans un jeu de 32 cartes.

1 sil 1
Onnote X { s¥ a carte est un coeur Alors X < 9B (_)
0 sinon 4
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=== Théoréme 23 — Caractérisation de la loi de Bernoulli

Soit X une VAR. Alors :
X suit une loi de Bernoulli < X(Q) = {0,1}

et dans ce cas le parametre est p = E(X) =P(X =1).

X Exemple. Si X — B(p), alors X? — B(p).

D Exemple. Si A estun événement tel que P(A) ¢ {0, 1}, alors X = 14 estune VAR de loi ,%’(IP(A)).
En particulier on obtient que E(14) = P(A), formule qui relie probabilité d'un événement et
espérance d'une VAR.

3.3 Loibinomiale

=== Définition 24 — VAR de loi binomiale

On dit que X suit la loi binomiale de parametres n € N* et p €]0,1[ lorsque X(Q) = [0, n]
et:

Vkelo.n], P(X=k = (Z)pk(l _pynk

On le note X — %B(n, p).

Ona %1, p) = AB(p).

n

SikEZ,ke:[IO,n]],onaencoreIP(X:k):(k

)pk(l — )" * puisque 0 =0. Ainsi :

VkeZ, P(X=k) = (Z)pk(l _pynk

=i Théoréme 25 - Espérance et variance d'une VAR de loi %(n, p)

Soit X une VAR de loi %(n, p). Alors :

E(X)=np et V(X)=npg=np1-p)

Modélisation : On consideére une expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles : succes
avec probabilité p ou échec avec probabilité g =1 — p.

On effectue n répétitions indépendantes de cette méme expérience.

On note X = Nombre de succes obtenus.

Alors X — %B(n, p).
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470 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

X Exemple. On dispose d’une piece de monnaie truquée, de telle sorte qu’elle donne Pile avec
probabilité p €]0, 11.

On lalance n fois de manieres indépendantes.

On note X = Nombre de Piles obtenus.

Alors X — %(n, p).

ES) Exemple. On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise.
Onnote X = Nom]\l;re de boules blanches obtenues.

1

Alors X — % (n, —)
N
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Savoir déterminer la loi d’'une variable aléatoire.
& Déterminer I'univers image X (Q).
& Calculer les probabilités P(X = k) pour tout k € X (Q).

= Savoir calculer I'espérance d’une variable aléatoire.
& En utilisant la définition et la loi de la variable aléatoire.

& En utilisant le théoréme de transfert et la loi d’'une autre variable aléatoire.

w Savoir calculer la variance d’une variable aléatoire.
@ Calculer le moment d’odre deux avec le théoréme de transfert.

& Conclure avec la formule de Koenig-Huyghens.

w (Connaitre les lois usuelles et les reconnaitre dans la modélisation.

& Connaitre aussi leur espérance et leur variance.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



472 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

5 Exercices

Lois usuelles

EXERCICE 1. Lois usuelles

Dans chacune des expériences qui suivent, reconnaitre la loi de X.

1. Onrange au hasard 20 objets dans 3 tiroirs.
X = nombre d’objets dans le premier tiroir.

2. Un enclos contient 15 lamas, 15 dromadaires et 15 chameaux. On sort un animal au
hasard de cet enclos.
X = nombre de bosses.

3. Une urne contient 6 boules vertes, 3 boules rouges et 5 boules bleues. On tire successive-
ment et avec remise 10 boules de I'urne.
X = nombre de boules vertes tirées.

4. On suppose que la probabilité de naissance d’'une fille et d'un garcon sont identiques.
X =nombre de garcons d'une famille de 3 enfants.

5. On suppose que 1% des trefles possédent 4 feuilles. On cueille 100 trefles.
X =nombre de tréfles a 4 feuilles cueillis.

EXERCICE 2. Transfert de loi
Si X — 2([1,n]) et Y = X/n. Calculer E(Y) et V(Y). Déterminer laloide Y.

EXERCICE 3. Une utilisation du théoréme de transfert

1
Si X — %B(n, p) calculer [ (—)
X+1

Calculs de lois par
dénombrement

EXERCICE 4. Jeux d’argent

Un jeu est dit équitable losque 'espérance du gain relatif du joueur est nulle. Pour chacun des
jeux suivants, déterminer si le jeu est équitable.

1. Lejoueur lance 2 des. S’il sort 7, il gagne 5 euros, sinon il perd 1 euro.

2. Lejoueur mise sur rouge ou noir a la roulette au casino (composée de 18 rouges, 18 noirs
et du zéro qui est vert). Pour une mise donnée, la casino paye deux fois la mise en cas de
sortie de la bonne couleur (Ia mise est perdue dans tous les cas).

3. Toujours alaroulette, il joue un numéro plein : s’il gagne, la casino lui paye 36 fois sa mise
en cas de sortie du numéro choisi.

4. Le joueur remplit une grille de loto qui cofite € euros : il choisit 6 numéros entre 1 et 49.
Si ses numéros sortent, il gagne un million d’euros.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



5 Exercices 473

EXERCICE 5. Somme des numéros

Une urne contient deux boules marquées 1, deux marquées 2 et une marquée 3. On préléve
simultanément deux boules au hasard et on appelle X la somme des numéros marqués sur les
deux boules. Déterminer la loi de X son espérance et son écart-type.

EXERCICE 6. Les quatre dés
On lance 4 dés équilibrés, on note X ="le nombre de numéros différents sortis".

1. Vérifier que laloi de X estla suivante :

k 1 2 3 4

P(X=k) | 1/216 | 35/216 | 120/216 | 60/216

2. Calculer 'espérance et la variance de X.

EXERCICE 7. Plus grand numéro obtenu lors d’'un tirage simultané

On effectue un tirage simultané de n boules dans une urne composée de N boules numérotées
de 1 a N.On note X le plus grand des numéros obtenus.

1. Reconnaitrelaloide X sin=1.

2. Vérifier que X(Q) = [n, N] et que pour tout k € [n, N] :

)

()

P(X=k)=

) N [k N+1 o
3. Démontrer que pour tout n € [0, N] : Z ol =t , et en déduire [E(X).
k=n

4. Calculer V(X).

EXERCICE 8. Loihypergéométrique

1. On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.

2. On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule sans remise.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.
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474 CHAPITRE 18 : Variables aléatoires discrétes finies

3. On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue un tirage simultané de n boules.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.

Calculs de lois par
conditionnement

EXERCICE 9. Urne vidée de ses boules blanches

On considere une urne de taille N > 1, contenant r boules blanches et N — r boules noires
(0 < r < N). Dans cette urne, on préleve les boules une a une et sans remise, jusqu’a ’obtention
de toutes les boules blanches, et on note X le nombre de tirages qu’il est nécessaire d’effectuer
pour cela.

1. Dansles cas r =1 et r = N, reconnaitre la loi de X et donner son espérance.

2. Lecasgénéral: 1 <r < N.
()

()

(a) Déterminer I'ensemble X (Q) et pour k € X(Q) vérifier que : P(X = k) =

r(N+1)

(b) Montrer que : E(X) =
r+1

EXERCICE 10. n-ieme succes lors de tirages sans remise

Une urne contient NV = 1 boules dont r = 1 sont rouges et les autres sont blanches. On tire
successivement et sans remise toutes les boules. Soit n € [1,r]. On appelle X, le rang

d’apparition de la n®™€ boule rouge. Trouver la loi de X,,.
Faire le lien avec I'exercice précédent.

EXERCICE 11. Modele de Galton-Watson

Soit p €]0, 11.

On considere une plante qui peut donner naissance a deux descendants avec la probabilité p,
ou a aucun descendant avec la probabilité 1 — p. Pour n € N, on note X,, le nombre de descen-
dants issus de la n®Me génération, c’est-a-dire le nombre de descendants de notre plante a la
(n+1)®M€ génération.

On note aussi f la fonction définie sur [0,1] par: f(x) = px*> + (1 - p).

1. On définit une suite (#,)en parup=1—petVneN, u,41 = f(u,) Montrer qu’elle est
bien définie, puis étudier sa monotonie et sa convergence.

2. Pour n € N, donner une relation entre P(X;,+; =0) et P(X;, = 0).

3. En déduire nliIP P(X, = 0). Interpréter ce résultat.
—+00
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Plusieurs variables
aléatoires

EXERCICE 12. Exemple de couple discret

On choisit au hasard un nombre X entre 1 et n. On choisit alors au hasard avec équiprobabilité
un entier Y entre 1 et X.

1. Pour (i, j) € [1,n]?, déterminer P([X = i| N [Y = j]).

2. DonnerlaloideY.

EXERCICE 13. Minimum et maximum lors de tirages simultanés

On considere une urne contenant N jetons numérotés de 1 a N. On tire simultanément 7 jetons
del'urne (n < N) et on note X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus grand.

1. Déterminerlesloisde X et Y.

2. Pour (i, j) € X(Q) x Y(Q), déterminer P([X =i]Nn[Y = j]).

EXERCICE 14. Expérience en deux étapes

On dispose de n € N* urnes numérotées de 1 a n: Uy, Uy, ..., U,. Lurne Uy contient k boules
numérotées de 1 a k. On choisit au hasard une urne, on note X le numéro de I'urne choisie, puis
on tire une boule au hasard dans I'urne choisie, on note Y le numéro de la boule tirée.

1. Pour (i, j) €1, n)?, déterminer P([X = i]N[Y = j1), endéduirelaloide Y.
2. Déterminer 'espérance de Y.

3. Donner un équivalent de [E(Y) lorsque n — +oo0.

Un peu de théorie

EXERCICE 15. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

On effectue n lancers indépendants d'une piece équilibrée. A 'aide de 'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, déterminer le nombre de lancers nécessaires pour que la moyenne empirique du
nombre de "Piles" obtenus se situe dans I'intervalle ]1/2 -0.01,1/2 + 0.01[, avec une probabilité
supérieure ou égale a 95%.

EXERCICE 16. Théoréme d’antirépartition

1. Soient N € N et X une VAR vérifiant : X(Q) < [0, N].
N-1
Montrer que: E(X) = ) P(X > k).
k=0
2. On considere une urne de N boules numérotées. On effectue un tirage simultané de n
boules, et on note X le plus grand numéro obtenu. Déterminer [E(X).
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EXERCICE 17. Entropie de laloi d’'une variable aléatoire discréete

—xIn(x) six>0

0 six=0"
Soit Q un univers fini et X une variable aléatoire définie sur Q et a valeurs dans R*. On appelle
entropie de la loi de X le réel, noté H(X), défini par:

On considere la fonction f définie sur R* par f(x) = {

HX)= Y f(PX=x)
xeX(Q)
On pose aussi N = Card (X (Q)).
1. Déterminer H(X) lorsque X suit une loi uniforme. Méme question lorsque X est constante.
2. Dans le cas général, déterminer le signe de H(X).

3. Etudier le signe sur R* de la fonction h(x) = f(x) — 1 + x. En déduire le signe du réel :

Y f(NxP(X=x), puisl'inégalité : H(X) <InN.
xeX(Q)

4. Etablir que 'entropie est minimale si, et seulement si, X est constante.

5. Etablir que I'entropie est maximale si, et seulement si, X suit une loi uniforme.

EXERCICE 18. Fonction génératrice d’'une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire sur un univers Q supposé fini, et a valeurs dans N. On appelle
fonction génératrice de X la fonction Gx : R — R définie par:

VteR, Gx(H= Y P(X=k.t*
keX(Q)
1. Pour tout 7 € R, exprimer E(tX) en fonction de Gy.

2. Pour tout n € N*, exprimer E(X(X —1)...(X - n+2)(X — n+1)) en fonction de Gx ou de
ses dérivées.

3. Montrer que la fonction génératrice de X caractérise la loi de X.
4. Relier E(X) et Var(X) a Gx et Gy
5. Déterminer Gy dans les cas suivants: X — B(p), X — B(N, p) et X — %([1, N1).
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Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

[£ et ' sont deux espace vectoriels sur K de dimension finie.

1 Représentation matricielles

Dans tout ce paragraphe, et sauf mention contraire, 2 = (el, e,..., ep) est une base de E et
€ = (1,€2,...,€n) estune base de .

1.1 Matrice d’'une famille finie de vecteurs

n
On avu que tout u € I s’écrit de maniere unique u = Z a;.€; ou les scalaires (ay,..., a;) sont les
i=1
coordonnées de u dans la base 6.

On associe alors a u la matrice colonne :

ay
ap
U= N([gat(u) =Mat(u; €)= . | € Mu1(K)
Qan
Plus généralement, si (uy,..., Up) est une famille finie de vecteurs de I, on lui associe la matrice

A€ My p(K) telle que la j-ieme colonne de A est égale aux coordonnées du vecteur u; dans la
base € :

u Uj Up
| | l
ail ... al,j al,p — &
A=Mat(uy,...,up) =Mat(uy, ..., up;€) =
€ ail ... Qij ... Gip| — €&
an,l ces an,j cos an,p — 8}1

n
oules a; j sontdéfinispar:Vje€ [1,pl, uj = (aij,...,anj)¢ = Z ai,j.€;
i=1
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1 Représentation matricielles 479

Définition 1 — Matrice d’une famille finie de vecteurs

On dit que la matrice h/cI;lt(ul, ..., Up) est la martrice associée a la famille (uy, ..., up) dans la
base €.

Réciproquement, toute matrice A € .4, (IK) définit une famille (u,..., u,) de p vecteurs de [
telle que:

A= Mat(uy,..., up)
€

On en déduit que I'application

P - n,p(lK)
(uy,...,up) — N([gat(ul,...,up)

est une bijection de ¥ vers ./, , (). Sa bijection réciproque est I'application :

-/%n,p(lK) — TP
A —  (Ug,..., Up)

n
ou uj= Z Cli,]’.é‘i
i=1

En particulier A définit p vecteurs de K" en choisissant [£ = K” muni de sa base canonique.

1 2
N Exvemple. A= |0 1 |donne danslabase canonique de R® la famille ((1,0,3); (2,1,0)).
30

X Exemple. Laméme matrice donne dans la base canonique de R,[X] la famille de polynomes
(1+3X%,2+X).

1.2 Matrice d’'une application linéaire dans des bases

Onrappelle que f € Z (L, ) est entierement déterminée par la donnée de la famille de vecteurs
(f(e),..., f(ep)) de vecteurs de IF, grace a la formule suivante :

n p
six=)_ x;.e;alors f(x)=)_ x;.f(e;)
i=1

i=1
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Par conséquent I'application linéaire f est aussi entierement déterminée par la donnée de la
matrice :

fler) ... fle)) ... flep)

l | l
ai Cll,]’ alyp — £
A=Mat(f) = Mat(f; B,€) =
B, € aii ai,j ai,p — &
an,l cos an,j coe anyp «— gn

n
oules a; j sont définis par: Vj € [1, pl, f(e;) = (a1j,...,an,j)¢ = Z ai,j.€;
i=1

On peut remarquer que Mat(f;%,¥) = Mat( f (%’);%”). La matrice de gauche est celle d'une
application linéaire dans des bases, et celle de droite la matrice d'une famille de vecteurs dans
une base.

Définition 2 — Matrice d’'une application linéaire dans des bases

La matrice 1;2[%}( f) =Mat(f;%B,€6) est appelée matrice associée a f dans les bases % et €. ]

Réciproquement, toute matrice A € .4y, (IK) définie une application linéaire f € Z (I, IF) telle
que:
A=Mat(f;%,€6)

On en déduit que I'application

LE,F) — My pK)
f  — Mat(f;®,%€)

est une bijection de Z(I5, IF) vers .4, , (IK). Sa bijection réciproque est I'application :
Mnp(K) — ZL(E )
A — f

n
pour x = )_ x;.e;.
i=1

n n p
ou f(x) =) xi.f(e) =) (Z Xi @i, €
i=1 i=1\j=1

D Exemple. A= (1 0 1) donne, dans les bases canoniques de R,[X] et R, [X], 'application

211
linéaire f € £(R2[X],R;1[X]) telle que :

() 1+2X
fX) X
f(X3) = 1+X

donc:V(a,b,c) eR?, fla+bX+cX?)=a.f)+b.f(X)+c.f(X?)=a+c+Ra+b+c)X.
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Définition 3 — Application linéaire canoniquement associée

Soit A € My p(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a A,
I'application f € £(KP,K") définie par A dans les bases canoniques de K” et K.

X Exemple. A= (; (1) i) a pour application linéaire canoniquement associé f € £(R3 R?)
telle que:

f1,0,00 = (1,2)

f0,1,00 = (0,1)

f0,0,1) = (1,1)

et d'expression analytique::
Y(x, 1,2 €R  fx1,2 =x/(1,0,0)+y.f(0,1,0)+2.£(0,0,1) = (x + 2,2X + y + 2)

Cas des formes linéaires. Dans ce cas ' = K et on prend comme base de K : € = (1). On
remarque que la matrice asociée a une forme linéaire est une matrice ligne. Si 8 = (¢y,...,€5)
estune basede E :

Mat(f) = (flen) flea) ... flen)
> Exemple. Dans K", on considere la forme linéaire :

f: K" — K

n
(xlr---vxn) —_ Zxk
k=1

Sa matrice associée dans la base canonique 28 de K" est :

Mat(f)=(1 1 .. 1)

1.3 Matrice d’'un endomorphisme dans une base

Si f est un endomorphisme de [£, on peut choisir la méme base au départ et a ’arrivée.

On associe donc a f € Z([E) la matrice A = Mat(f;%B,%A) € 4, (K), notée plus simplement
Mat(f; %) ou Néeat(f) :

flen) ... flep) ... [flep)

l l l
ai dl,]’ ai,n — £
A =Mat(f) =Mat(f;B) =
B aii ai,j a; n — &
an,l ces an,j ces an,n - £n
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n
oules a; j sont définis par: Vj € [1,n], f(g;) = (a,j,..., an,j)¢ = Z ai,j-€k
i=1

On a donc Mat(f; %) = Mat (f(98); %8). Lamatrice de gauche est celle d'un endomorphisme dans
une base, et celle de droite la matrice d’'une famille de vecteurs dans une base.

Définition 4 — Matrice d'un endomorphisme dans une base

La matrice l\ggat( f) = Mat(f; %) est appelée matrice carrée associée a l'endomorphisme f

dans la base 8.

® Exemple. Dans R,,[X] on consideére I'endomorphisme :

p: RyX]I — RulX]
P — P/

Sa matrice associée dans la base canonique % de R, [ X] est :

010 0
0 2 0
0 00 0
Mat(p) =
gg((p) :
0 00 0 n
0 00 0

> Exemple. On a : Ngt(idm) =1I,.

Réciproquement, toute matrice carrée A € 4, (KK) définie un endomorphisme f € Z(E) tel
que:

A=Mat(f; B)
On en déduit que I'application

f —  Mat(f; %)

est une bijection de £ (EE) vers .4, (K).

Définition 5 - Endomorphisme canoniquement associé

Soit A € 4, (K). On appelle endomorphisme canoniquement associé a A,I’endomorphisme
f € £(K") défini par A dans la base canonique de K".
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1.4 Interprétation du produit d’'une matrice par un vecteur colonne

X1

X2

Si A= ((a;j)i=i=n € Mpp(K)et X =| . | € Mp,1(K), le produit A x X € 4y (K) est donné
1<j<p :

Xp
par:

p
Y ayk x xk
k=1

14
Ax X = Zaiykxxk — ligne i
T k=1

p
Y. Ak x Xg
k=1

ie que pour touti € [1,n] :

p
(AX)[i,1]= ) ajr x Xk
k=1

g Théoréme 6 — Produit matriciel et image d’un vecteur par une application linéaire

Soient f € Z(E,I), x € E et y € IF, représentés matriciellement par A, X et Y. Alors:

y=fx) =Y =AxX

Avec d’autres notations :

Mat(f; %, €) x Mat(x; ) = Mat (f (x); €)

== Corollaire 7 - Egalité de deux matrices

Soient A et B deux matrices de ./, , (IK).
1. Ona:
A=B<—=VXedl, (K), AxX=BxX

2. Ona:
A=0,p = VXeMp1(K), AxX=0,,

Ne pas confondre avec le résultat suivant :

Aestinversible < VX € ./, (K), (A xX=0y=X= Op,l)
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Le théoréme précédent indique aussi comment trouver l'expression analytique d'une
application linéaire f € Z (L, F).

=

21
0 1|e .4;R) et f 'endomorphisme de R® canoniquement
2 1

X X+2y+z
Ax|y|= z
z X+2y+z

donc f(x,y,2) = (x+2y+2z,2,x+ 2y + 2).

> Exemple. On note A = (

associé. Pour tout (x, y,z) e R3:

1 -1
-1 1
néaire associée dans les bases canoniques. Pour tout P = a+ bX + cX? € Ry [X] :

X Exemple. On note A = ( _11) € M(R) et f € L(Rz[X],R[X]) 'application li-

donc f(a+bX+cX?)=(a—b+c)+(-a+b-c)X.

1.5 Interprétation du calcul matriciel

Dans le théoréme suivant, f et g sont deux applications linéaires de IE vers ' représentées par
les matrices A et B dans les bases % et €.

==t Théoréme 8 - Combinaison linéaire

Si (A, u) € IK? et si on note C la matrice représentative de A. f + u.g dans les bases %8 et € :

C=1.A+uB

Avec d’autres notations:

Mat(A.f + p.g; B,6) = A.Mat(f;B,€) + u.Mat(g; B,%)
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p=ed Corollaire 9 — Isomorphisme entre .#, , et £ (E, I).

Si p = dim(E) et n = dim(F') alors 'application A — Mat(A;%8,¥) est un isomorphisme
de Z(E, ) vers .4y, En particulier :

dim (£(E, F)) = px n = dim(E) x dim(F)

On se donne G un troisieme espace vectoriel sur K de dimension finie, et 2 une base de G.

Dans le théoréme suivant, f est une application linéaire de [ vers [ représentée par la matrice
Adansles bases 28 et €, et g est une application linéaire de [F vers G représentée par la matrice
B dans les bases € et 2.

gt Théoreme 10 — Produit matriciel

On note D la matrice représentative de g o f dans les bases 28 et 2. Alors :

D=BxA

Avec d’autres notations :

Mat(go f; B,9) = Mat(g : 6€,2) x Mat(f; %8B,%6)

Ce théoreme justifie la définition choisie pour le produit matriciel : il correspond a la
composée des applications linéaires associées aux matrices. On comprend mieux pourquoi le
produit matriciel est non commutatif et non intégre : il hérite ces propriétés de la composition
des applications linéaires.

Les différentes régles de calcul vue pour le produit matriciel peuvent ainsi étre rédémontrées
via les applications linéaires.

D Exemple. Si A€ My, (K), montrer que Ax I, = I, x A= A.

On a défini les puissances entieres d'une matrice carrée et d'un endomorphisme. Ces deux
notions sont liées par le théoreme suivant.

Proposition 11 - Puissances de matrices et d’endomorphismes

SifeZ(E),ona:
VpeN, Mat(f7;AB)=(Mat(f;%))"
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1.6 Matrices inversibles et isomorphismes

4 Théoréme 12 - Matrices inversibles et isomorphismes

Sidim(E) = dim(F) etsi f € Z(E,F),ona:
f est un isomorphisme de E sur ' <= A = Mat(f;%,€6) est inversible

etdans ce cas:
A7 = (Mat(f;B,%)) " =Mat(f};€, %)

Si f est un endomorhisme de [E, on adonc:
f estun automorphisme de [E < A = Mat(f; %) est inversible

etdanscecas:

A7' = (Mat(f; %)) = Mat (f ;%)
Pour un automorphisme on a donc :

VpeZ, Mat(fP;%)=(Mat(f;B))"

Dans le résultat suivant, on rappelle que n = dim([E).

p===t Corollaire 13 — Familles de vecteurs et matrices inversibles

Si(uq,...,u,) est une famille de n vecteurs de £ :

(uq,...,uy) estune base de E < Mat(u,,..., u,; %) est une matrice inversible

Ce résultat donne en particulier un moyen simple de montrer qu'une matrice est inversible :
vérifier que ses colonnes forment une famille libre.

1 11 1
1
X Exemple. (; ?) € 4(K) estinversibleet | : @ @ .. ! !|e.,(K)nelestpas.
1
1 11 1
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1.7 Changement de bases

On reprend 2 = (ey, e, ...,ep,) une base de E et € = (&1,€2,...,€,) est une base de I, et on se

donne &' = (e!,el,...,e/ ) une autrebasede E et €' = (¢/,€/,...,¢' ) une autre base de IF.
1’-2 p 1’52 n

== Définition 14 — Matrice de passage d’'un base a une autre

On appelle matrice de passage de 8 a ' la matrice:

Py = Mat(B'; B) € M, (K)

Onadonc:

/ / /

el e]. ep

l | l
/11,1 /lly]' /ll,p — e

Pg g =
Ai,l ﬂi,]’ /liyp — e
A/p’l cee A/p’j . A/pyp e ep
p

oules A; ; sont définis par: Vj € [1, p], e;. = Z Aij-e;
i=1
D Exemple.Ona: Py .z =1,

X Exemple.Si E = R3[X], B = (1, X, X2, X%) et B' = (1,X - 1,(X - 1%, (X - 1)%), déterminer
Py .

En considérant I'application linéaire idg : E — [E, on a

Pg_ . =Mat(idg; B’', 8B)

== Proposition 15 - Produit de matrices passages

1. Soient %8, ' et 2" trois bases de [E. Alors :

o= =P gl P[]
2. Soient 2 et %8’ deux bases de IE. Alors Pg__. 4 est inversible et :

(Pap—z) ' =Py __gz

Les matrices de passage sont utilisées pour les changements de base.
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p=ed Théoréme 16 — Formule de changement de bases pour une famille de vecteurs [

1. Cas d’'un vecteur. Si x € [E, on pose X = Mat(x; %8), X' = Mat(x;%B') et P = Pg__ 5.
Alors:

X=PxX  X'=P'xX

2. Cas d’une famille de vecteurs. Si & est une famille de vecteurs de [E, on pose
M =Mat(F;B), M' =Mat(F;%B') et P=Py__.4.Alors:

M=PxM M=P'xM

Etudions maintenant le cas d’'une application linéaire.

p==i Corollaire 17 —- Formule de changement de bases pour une application linéaire [

1. Cas général. Si f € Z(E,F), on pose A= Mat(f;%AB,€), A’ =Mat(f;B',€"),
P=Pyg__.getQ=Pyg__.¢.Alors:

A=QxA'xP! et A=Q 1xAxP

2. Cas d’'un endomorphisme. Si f € Z(IE,IF), on pose A = Mat(f;%,), A" = Mat(f;%')
etP=Pgy__ g .Alors:

A=PxA' xP' et A=P lxAxP

2 Noyau, image et rang d’'une matrice

2.1 Noyau et image d'une matrice

On se donne A€ 4, ,(K) et f € £(K”,IK") I'application linéaire canoniquement associée.

==t Définition 18 —- Noyau d’'une matrice

On appelle noyau de Ala partie de .4, (K) suivante :

Ker(A) = {X € 4, (K); AX =0,,}

Le noyau de A est donc I'ensemble des solutions du systeme linéaire AX =0,,;.

Remarquer que :
X1

(x1,...,Xp) €Ker(f) <= | : | €Ker(A)
Xp
En identifiant K? et ./, 1(IK), on peut considérer que Ker(A) = Ker(f), mais c’est un abus de
notation.
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On dit que A est injectivelorsque Ker(A) = {0,,,}. Ona:

f estinjective < A est injective

g Définition 19 — Image d’une matrice

On appelle image de Ala partie de 4,1 (K) suivante :

Im(A) = {AX € M1 (K); X € My, (K)}

Limage de A est doncl’ensemble des Y € .4, 1K) pour lesquels le systeme linéaire AX = Y est
compatible.

Remarquer que :

h4!
1,--oyn) €Im(f) < | : | €Im(A4)

Yn

En identifiant K" et .4/, 1 (K), on peut considérer que Im(A) = Im(f), mais c’est un abus de
notation.

On dit que A est surjectivelorsque Im(A) = 4,1 (K).Ona:

f est surjective <= A est surjective

2.2 Rang d’une matrice

On suppose que A € 4y, (K).

s Définition 20 — Rang d’'une matrice

Si A€ My p(K), on note (Cy,...,Cp) la famille de p vecteurs définie par les colonnes de A
dans la base canonique de K”. On appelle alors rang de A, 'entier naturel défini par :

rg(A) =1g(Cy,...,Cp)

On a donc : rg(A) = dim (Vect(Cy, ..., Cp))

1 11 11
1 00 1
X Exemple.rg|: : : .. :[=2
1 00 01
1 11 11
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Proposition 21 - Lien avec I'application linéaire canoniquement associée
I Si f est 'application linéaire canoniquement associée a A, alors rg(f) =rg(A). I

Le rang vérifie les regles de calcul suivantes.

p=ed Théoréme 22 - Régles de calcul du rang

1. rg(A) < min(n, p).

2. Si B € Mpq(K) : 18(AB) < min (rg(A),18(B)).
Si B € 4, (K) estinversible : rg(BA) =rg(A).
Si C € ), (K) estinversible : rg(AC) = rg(A).

3. Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes ont le méme rang.

Le résultat suivant donne une maniere algorithmique de calculer le rang d'une matrice.

p=ed Théoréme 23 — Rang d’'une matrice échelonnée par lignes

Si A est échelonné par lignes alors :

rg(A) = nombre de lignes non nulles de A= nombre de pivots de A

Lalgorithme de Gauss-Jordan permet donc de calculer le rang d’'une matrice : la matrice de
départ a méme rang que la matrice échelonnée par ligne donnée par I'algorithme. De plus
I'algorithme peut étre effectué sur les lignes ou sur les colonnes.

/\ Par contre pour calculer l'inverse d'une matrice, il ne faut effectuer 'algorithme que sur les
lignes.

1 -3 -2
0 2 1
ES) =
Exemple. rg 1011 2.
1 -1 -1
1 ... 1
/\ On peut parfois conclure sans 'algorithme de Gauss-Jordan : rg 0,2 =2.
| R |
0 al
Q Exemple. Déterminer le rang de la matrice A=|[a 0 1| oi1aestun réel.
a 1l 0
Théoreme 24 — Rang de la transposée
| Si Ae My, p(K), 1g(*A) = 1g(A). ]
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Donc le rang d'une matrice est égal au rang de la famille de vecteurs formée par ses lignes.

—

Théoreme 25 — Rang d’'une matrice échelonnée par colonnes

Si A est échelonné par colonnes alors :

rg(A) = nombre de colonnes non nulles de A= nombre de pivots de A

2.3

Lien avec les autres notions de rang

—_—

Théoréme 26 - Lien avec les autres notions de rang

1. Si(uy,...,up) estune famille de p vecteurs de [, et si A est la matrice représentative
de (u1,...,up) dans une base % de [, alors :

rg(uy,..., up) =18(A)
2. Si fe Z(E,IF), et si A estlamatrice de f dans des bases 28 et ¢ de [E et de I, alors :
rg(f) =rg(A)
3. Si (8) est un systéeme linéaire, et si A est la matrice de ses coefficients, alors :

rg(S) =rg(A)

Le calcul algorithmique du rang d'une matrice permet donc de calculer le rang des autres objets
de I'algebre linéaire.

Théoréme 27 — Rang et inversibilité

Soit A€ 4, (K). Alors :

Aestinversible <= rg(A) =n

On peut utiliser ce résultat pour montrer qu'une famille de vecteurs d'une base de [£.

D Exemple. Montrer que les vecteurs u; = (1,1,1), up = (1,-1,1) et ug = (-1,—1,1) forment une

base de R3.
2.4 Théoréme durang
pumei Théoréme 28 —- Théoreme du rang pour une matrice

Si A€ Ay, (K) alors :

p = nombre de colonnes de A = dim (Ker(A)) +rg(A)
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On est désormais en mesure de démontrer le résultat suivant.

=== Théoreme 29 — Caractérisations d’'une matrice inversible

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On a équivalence des propriétés suivantes :
(i) Aestinversible;
(ii) Aestinversible a gauche;
(iii) A estinversible a droite;
(iv) rg(A) =n;
V) A = In;
(vi) Ker(A) =1{0,,}ie:

VX € My (K), (AX =0, = X = on,l)
(vii) Im(A) = My, (K) ie:
VB € Mp1(K), IX € Mp,(K); AX =B
(vii) Ker(A) = {01} et Im(A) = 4y, (K) ie:
VB € M1 (K), IX € Mp1(K); AX =B

(ix) les colonnes de A forment une base de K”;
(x) leslignes de A forment une base de K”;

(xi) I'application linéaire canoniquement associée a A est un automorphisme de K".

3 Déterminants

Dans tout ce paragraphe, n est entier naturel non nul.

3.1 Déterminant d'une matrice carrée

On va étudier des applications f : 4, (IK) — K, c’est-a-dire des applications qui associe un
scalaire a une matrice carrée.

Dans la suite, on identifiera la matrice A € .4, (IK) avec le n-uplet de ses colonnes qu'on notera

(C(A),...., CalA)) € (A1 (K))". On motera indifféremment £(A) ou f(C1(A),..., Ca(A).
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= Définition 30 — Application multilinéaire

On dit que f est multilinéaire si f est linéaire par rapport a chaque colonne des
matrices de .4, (K), c’est-a-dire que pour tout j € [1, n] et pour toutes matrices colonnes
(Cy,...,Cj-1,Cj41,...,Cy), I'application :

X'—*f(Cl,...,Cj_],X,Cj+],...,Cn)

est une forme linéaire de .4/, (K).

/\ Cela ne signifie pas que f est linéaire.

=i Définition 31 — Application antisymétrique

On dit que f est antisymétrique si pour toutes matrices colonnes (Cy,...,Cp) :

V(i j) € [1,n]? i<j= f(,...,Ci,...,Cj,...,Cp) == f(Cy,...,Cj...,Ci,...,Cp)

Si on échange deux colonnes de A alors on obtient — f(A).

== Définition 32 — Application alternée

On dit que f est alternée si pour toutes matrices colonnes (Cy,...,Cy),

Y(i, j) € [1,n]% i<jetCi=C; = f(cl,...,c,-,...,cj,...,cn):o)

Si deux colonnes de A sont égales alors f(A) = 0.

[— Proposition 33 - Antisymétrique < alternée
O ]

n a pour f multilinéaire: f est antisymétrique <= f est alternée

On admettra le théoréme suivant.

==y Théoreme 34 — Existence et unicité du déterminant

Il existe une unique application f : .4, (K) — K telle que :
(i) f est multilinéaire:
(ii) f estantisymétrique;
(i) f(I,) =1.

D’apres (i) cette application est alternée.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



494 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

Définition 35 - Déterminant

Si A € #,(K), on appelle déterminant de A le scalaire f(A), ou f est la fonction du
théoreme précédent.

aign .. 611,]' Lllyp ai .. 611,]' Lllyp
SiA=|a;1 ... a;j ... ajp|alorsdet(A)estnoté| a;1 ... ajj ... Qip
anyl cee an’] ces anyp anyl ces an’] ces anyp

s Proposition 36 — Déterminant dans ./, (KK)

. ) a b
Si a, b, c et d sont des scalaires, alors : c dl= ad - bc

Si U = (x, y) et V=, y') sont deux vecteurs du plan, et si & est le parallélogramme construit
sur les vecteurs u et v, on appelle aire algébrique de 22 :

o l'aire de 2 comptée positivement, si une mesure de 'angle (, v) appartient a [0, 7];

o l'aire de 22 comptée négativement, si une mesure de 'angle (1, v) appartient a ] — 7, 0].

Alors cette aire algébrique est donnée par

/
y"

De méme, on peut montrer que si u = (x,y,2), v = (x',y,2) et w = (x",y",Z") sont trois
vecteurs du plan, et si & est le parallépipéde construit sur les vecteurs u, v et w, alors I'aire

x x X'
algébrique de 2 estdonnéepar | y y' ¥’
z Z’ Z//

Le déterminant généralise donc la notion d’aire algébrique en dimension finie quelconque.
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3.2 Propriétés du déterminant

p== Proposition 37 — Premieéres propriétés

1. Siune colonne de A est nulle, alors det(A) =0
2. Pour tout 1 € K, det(1.4) = A".det(A)

3. Si A adeux colonnes égales, alors det(A) =0

/\ ne pas se tromper sur le troisiéme point.

== Proposition 38 — Opérations élémentaires sur les colonnes

1. Sion échange deux colonnes de A alors on obtient —det(A)
2. Sion multiplie une colonne par A € K alors on obtient A.det(A)

3. Soient A e Ket(i,j)€[l, nj? tel que i # j. Sion effectue 'opération C; «— C; + 1.C;
on obtient det(A)

Soient (A, p) € K? et (i, j) € [1,n]* tel que i # j. Si on effectue 'opération C; — p.C; + 1.C; on
obtient y.det(A) donc:

1
det(A) = det(C1(A),...,Ci(4),...,Ch(A) = ﬁ det(C1(A),...,uCi(A) + AC;(A),...,Cn(A))
On en déduit que si A € K* etsi (i, j) € [1,n]? telque i # j :
det(A x T; j) = —det(A) det(A x D;(A)) = A.det(A) det(A x Uj, j(A)) = det(A)

Etdoncpour A=1I,:

det(T;,;) = -1 det(D; (1) =21 det(U; j(1) =1

X Exemple. Si A = (C1(A),...,Cy(A) € M, (K) on définit la matrice B = (C,(A), ..., C1(A)).
Calculer det(B) en fonction de det(A).

Proposition 39 — Déterminant d’'une matrice triangulaire
| S

i A est triangulaire alors det(A) = ay,1.a22...ann ]

En utilisant I'algorithme de Gauss sur les colonnes d'une matrice, on peut donc calculer son

déterminant.
1 1 1 2 3
2 4 |letB=| 4 0 4 |.
3 8 3 21
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1 11
1 a 11
& Exemple. Pour a € KK, calculer :
11 a 1
11 1 a

3.3 Déterminant et produit matriciel

Lemme 40 — Déterminant et matrices élémentaires

Si E est une matrice élémentaire alors det(E) # 0.
De plus, pour toute matrice A € 4, (IK), on a det(A x E) = det(A).det(E)

Théoreme 41 - Caractérisation des matrices inversibles
I SiAe 4, (K): A est inversible < det(A) #0 ]

On retrouve donc qu'une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls.

On se donne [E un espace vectoriel de dimension finie, 28 = (ey, ..., e;) une base de [E et
(uy,...,uy,) une famille de n de vecteurs de E, ot n = dim(E).

Définition 42 - Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

On appelle déterminant de la famille de vecteurs (u,, ..., u,) dans la base 9 le scalaire :

dggt(ul,..., u,) = det(Mat(uy, ..., un; B))

I existe une formule de changement de base pour les déterminants mais elle n’est pas au
programme.

On peut montrer que si 2 est la base canonique de R", alors |dggt(u1, e un)| est le « volume »

du parallélotope construit sur les vecteurs uy, ..., Uj.

=t Théoréeme 43 — Déterminant et bases

(uy,...,uy) estune base de £ < 3% base de [£; dggt(ul,..., Un) #0

Dans ce cas le déterminant est non nul dans n'importe quelle base de [E.

Q. Exemple. Montrer que la famille ((1,2,3),(2,3,1), (3,2,1)) est une base de R.
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Théoreme 44 — Déterminant d’un produit
I Si A et B sont deux matrices de .4, (IK) alors det(A x B) = det(A) x det(B) = det(BA) ]

/\ Par contre det(A + B) # det(A) + det(B). Le déterminant n’est pas linéaire mais multilinéaire.

/\ det(AB) = det(BA) bien qu’en général AB # BA
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Corollaire 45 - Déterminant de I'inverse

Si A est inversible, alors det(A) # 0 et det(A™!) =

det(A)

p==xt Corollaire 46 — Formules utiles

1. Si A€ My,(K) alors Vp e N, det(AP) = (det(A))”
2. Si Ae Mn(K) et P € GL,(K), alors det(P x Ax P7!) = det(A).

Théoréeme 47 - Déterminant de la transposée
| Si A€ 4,(K), alors det (“A) = det(A) ]

Par conséquent, le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes. Il est de plus
antisymétrique et alterné par rapport aux lignes.

Pour calculer un déterminant on peut effectuer des opérations élémentaires sur les lignes ou sur
les colonnes d’'une matrice.

/\ Pour calculer I'inverse d'une matrice par la méthode du miroir, il ne faut faire des opérations
que sur les lignes.

Proposition 48 - Interprétation d’'un déterminant nul
I U

n déterminant est nul ssi ses colonnes sont liées ssi ses lignes sont liées. ]

3.4 Développement par rapport a une ligne ou par rapport a une colonne

On se donne A = ((a;,j))1<i,j<n € A, (IK) une matrice carrée.

Définition 49 — Mineur d’indice (i, j)

Pout tout (i, j) € [1, n]%, on appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A;, j de la matrice
carrée d’ordre nn — 1 obtenue « en rayant » dans A laligne i et la colonne j.

On commence par un premier résultat de simplification.
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i Lemme 50 — Cas d’'une ligne de 0 terminée par 1

ar ai,n-1 ai,n ar . a .
, =

an—l,l an—l,n—l an—l,n
0 oo eeo 0 1 G-l oo e G-l

On en déduit les deux formules suivantes.

=t Théoreme 51 - Développement par rapport a une colonne

Soit j € [1, n]. Alors on peut calculer det(A) en développant suivant la j-iéme colonne :

n . .
det(A) =) (D" a;jx A
i=1

p—i Théoréme 52 - Développement par rapport a une ligne

Soit i € [1, n]. Alors on peut calculer det(A) en développant suivant la i-iéme ligne :

n . .
det(A) =) (=D a;jx Ay
j=1

Ces théorémes permettent de se ramener a des déterminants de taille inférieure d'une unité. On
peut donc les appliquer par récurrence pour se ramener a des déterminants de taille 1 ou 2.

Les calculs sont aisés pour des déterminants de taille 3 mais deviennent rapidement treés
complexes (pour un déterminant de taille 25 un ordinateur performant a besoin de 50 000 ans).

Du point de vue algorithmique il est donc préférable d’utiliser I'algorithme de Gauss. Mais pour
des calculs formels avec des déterminants qui dépendent d’'une ou plusieurs variables, il est
plus aisé d’utiliser le développement par rapport a une ligne ou une colonne.

1 2 3
Q> Exemple. Calculer |4 5 6| en développant par rapport a la colonne 3, puis par rapport
789
alaligne 2.
0 1 1
-1
X Exemple. Calculer le déterminant de taillen: D, =
S
-1 -1 0
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QX Exemple. Démontrer la régle de Sarrus pour les déterminants de taille 3 :

a b c
d e f
g h i

=(a.e.i+d.h.c+g.b.f)—(g.ecc+a.h.f +d.b.i)

3.5 Déterminant d’'un endomorphisme

Dans cette derniere section, [£ est un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N* et f est
un endomorphisme de [E.

Lemme 53 — Indépendance vis a vis du choix de la base
| Si % et ' sont deux bases de E alors:  det(Mat(f; %)) = det(Mat(f;%B)) ]

On en déduit que le scalaire det (Mat(f; %)) ne dépend pas du choix de la base 28 de E.

Définition 54 — Déterminant d'un endomorphisme

On apelle déterminant de f, noté det(f), le déterminant de la matrice représentative de f
dans n'importe quelle base de [.

On peut montrer que |det(f)| est le coefficient par lequel f multiplie les volumes.
X Exemple. det(idy) = 1

X Exemple. Si A € K : det(A.idy) = A4mE

Q Exemple. Si p est une projection différente de idy, : det(p) =0

X Exemple. Si s est une symétrie par rapport a un sev I dans la direction G, alors
det(s) = (-1)4m&

pmei Théoréme 55 — Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme

f et g sont deux endomorphismes de [E.
1. det(go f) =det(g) x det(f) =det(fog)
2. f estun automorphisme <= det(f) #0

Dans ce cas : det(f!) =

det(f)
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Savoir représenter matriciellement un vecteur, une famille de vecteurs ou une application
linéaire.
& Réciproquement savoir définir un vecteur, une famille de vecteurs ou une application
linéaire a partir d'une matrice représentative.

& Savoir interpréter le calcul matriciel en termes de calcul avec des vecteurs ou des appli-
cations linéaires.

& Savoir résoudre un probléme sur des matrices en le remplacant par un probléme sur des
applications linéaires.

= Connaitre les formules de changement de bases.

= Connaitre les notions de noyau, d'image et de rang d'une matrice.

& Faire lien avec les mémes notions pour I'application linéaire qui est représentée.

= Savoir calculer un déterminant :
& en utilisant que c’est une forme multilinéaire alternée, antisymétrique;
& en le mettant sous forme triangulaire;

© en développant par rapport a une ligne ou un colonne.

w Savoir utiliser le déterminant pour déterminer si une matrice est inversible ou si un endo-
morphisme est un automorphisme.
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5 Exercices

Représentations
matricielles

EXERCICE 1. Représentations d’applications linéaires

Donner la matrice relativement aux base canoniques, pour les applications linéaires suivantes :
1. f:Ro[X]— P—X3P' e Ry[X]
2. f:PeR3[X]— (P(0),P'(0),P"(0)) e R®
3. feZLR% R tq f(1,2) =(0,5,8), f(2,3)=(5,0,1)

EXERCICE 2. Changement de bases

1. On note f I'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique :

1 4 2
A=|0 -3 -2].
0 4 3

On pose u; = (1,-1,1), u = (1,0,0) et uz = (0,—1,2). Montrer que % = (uy, Uz, u3z) est une
base de R® et donner la matrice de f dans cette base. Que remarquez-vous?
Ecrire la formule de changement de base obtenue.

2. On note g 'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique :

3 -3 -2
A=1-2 1 2
3 -2 -2

On pose v; = (1,0,1), v» = (0,1,-1) et v3 = (1,-1,1). Montrer que % = (v;, V2, V3) est une
base de R® et donner la matrice de g dans cette base. Que remarquez-vous?
Ecrire la formule de changement de base obtenue.

EXERCICE 3. Représentation matricielle dun endomorphisme

1. Montrer que 8 = (1, X — 1,(X — 1)?) est une base de R, [X].

2. On considere f: Ry[X] — R [X] définie par f(P) =2(X +1)P - (X?>-2X+1)P'. Montrer
que f est un endomorphisme de R[X], et déterminer la matrice de f dans cette base.

EXERCICE 4. Matrices et isomorphismes

1. On considére 'application ¢ : Ry[X] — R définie par ¢ (P) = (P(0), P'(0), P(1)). Montrer
que ¢ est un isomorphisme de R,[X] vers R3.

2. Déterminer ¢! (on pourra utiliser les représentations matricielles).

EXERCICE 5. Calculs de noyaux, d’'images et de rangs

Dans chacun des cas suivants on définit une application linéaire de R” dans R” par sa matrice
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relativement aux bases canoniques. Déterminer r g(f) ainsi qu'une base de Ker(f) et Im(f).

1 0 1 1 2 3 3:;;:2
A= 2 -1 -2 B=|1 2 3 C=

-1 -1 -1 1 23 0 0 4 -8

0 0 2 —4

EXERCICE 6. Représentation matricielle d'un endomorphisme nilpotent
Soient [£ un K-ev de dimension finie n, et f € Z ().
On suppose que f est nilpotent d’ordre p : c’est-a-dire qu'’il existe p € N* tel que f” = 04, et
[P #0sm.
1. Montrer quessi x € E\{Og} esttel que f7~!(x) # O, alorsla famille & = (x, f (x),..., fP~1 (x))
est libre.

2. Dans le cas p = n, donner la matrice de f dans cette base (dans ce cas, on dit que f est
un endomorphisme cyclique).

EXERCICE 7. Rang de la transposée

Soit A € My, (K). On note u € Z(K?,IK") 'endomorphisme canoniquement associé. On note
aussi r =rg(A) et J, € My p(IK) la matrice par blocs définie par :

J = I Or,p—r
' Op—r,r On—r,p—r
On se donne & un supplémentaire de Ker(u) dans IK”. Soit 9 = (ey, ..., ey, €;41,...,€p) une base
de K” adaptée a la somme directe G & Ker(u) = K”.
1. Montrer que la famille (u(ey), ..., u(e;)) est une base de Im(u).

2. Montrer qu’il existe une base ¥ de K" telle que la matrice représentative de u
relativement aux bases 2 et € soient égale a /.

3. En déduire qu’il deux matrices inversibles P et Q telles que A= PJ, QL.
4. En déduire que rg(A) =rg(*A).

EXERCICE 8. Matrice de Vandermonde et polynd6mes de Lagrange

Soient xg, X1, ..., X; des réels deux a deux distincts. On considére la matrice :
1 1 ... 1
X0 X1 ... Xp
2 L2 2
v=|xg X ... Xy
n n n
Xy X X,

1. Montrer que la matrice V est inversible.
2. En déduire que, pour tout i € [1, n], il existe un unique L; € R,[X] tel que :

Vjelo,nl, Li(xj)=06;;
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Déterminant

EXERCICE 9. Une information sur la dimension

Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de [ vérifiant
f? = —1d. Montrer que I'espace [E est de dimension paire.

EXERCICE 10. Des calculs

Vérifier les calculs de déterminants suivants.

0 a
1.|a 0 c |=2abc.
b ¢ 0
a b c
2.l ¢ a b|=(a+b+0)(a*+b*+c*—(ab+bc+ca)).
b ¢ a

a+b b+c cta
3. | @®+b* b+ c*+a® |=2abcla-c)(b-c)(b-a).
A+ b+ S+dd

a a a a
a b b b
4 a b c ¢ =ab-—a)(c-b)(d-c).
a b c d
a c ¢ b
c ab c|_ 2 B
5. c b oa c =(a+b+2c)(a-b)*(a+b-2c).
b ¢ ¢ a
1 1 1

. (b-=a\ . (c—a\ . (b-c
6. | cos(a) cos(b) cos(c) :—4s1n( 5 )sm( 5 )sm(—).

sin(a) sin(b) sin(c) 2
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EXERCICE 11. Diagonalisation
Soient f et g les endomorphismes de C* de matrice respective dans la base canonique :

0 1 0 0 -1 2
A=(0 0 1 B=|0 1 0].
1 -1 1 1 1 -1
1. (@) On dit que A € C est une valeur propre de f lorsque A est racine du polyndéme
det(A.id — f). Déterminer les valeurs propres de f.
(b) Pour chaque valeur propre A de f, déterminer une base de Ker(f — 1.id) et en déduire

une base de C? dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2. Méme questions avec g.

EXERCICE 12. Une matrice tridiagonale
Soit un entier n = 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 0

-1 2 -1
An=10 -1 0
.2 -1
0 0 -1 2

Pour n =1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.

1. Démontrer que Dy+2 =2Dp11 — Dy,.
2. Déterminer D,, en fonction de 7.

3. La matrice A,, est-elle inversible?

EXERCICE 13. Déterminants de taille
1. Calculer le déterminant d’ordre n :
a (b)
(b) a

Hint : remplacer Cy par Cy +---+ Cy, puis L; par L; — Ly (i = 2).

2. En déduire que:

1 n n-—1 2
2 ' 3 ( pn-1
n+1n
Dp=| & o e =T e
n—1 1
n n-—1 1
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EXERCICE 14. Déterminant de taille n
n

Pour n e N*,on pose S, = )_ i. Calculer:
i=1

S S1 0§ S;
S1 S22 S Sy
S1 Sy S3 S3
S S S3 ... S,

Hint : se ramener a un déterminant triangulaire.

EXERCICE 15. Déterminant de Vandermonde

Soient xg, X1, ..., X, des réels deux a deux distincts. Calculer le déterminant de la matrice :
1 1 ... 1
Xo X1 ... Xp
2 2 2
v=|x xi ... xp
n n n
Xy X x)
1 1 ... 1
X0 X1 ... X
. . . . 2 .2 2
Hint: On pourra introduire le polynome P =det| %Xy X1 --- X
n n n
X x ... X

EXERCICE 16. Inégalités de Kolmogorov
Soit f e €"(R,C) avec n = 2.

1. On suppose que f et " sont bornées sur R. Montrer que pour tout k € [0, 7], f® est
bornée sur R

Pour tout k € [0, n], on note My = sup|f® (x)|.
xeR

< M, M
2. (a) Al'aide del'égalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout h > 0: M; < hTZ +=2,

h
(b) En déduire que M; < v/2MyM,.
3. Pour tout k € [0, n], montrer que : My, < 2kK(=R/2 pgl=kinprkin,

EXERCICE 17. Une base de K, [ X]
Soit n € N. Montrer que la famille (X*(1 - X)n_k)ke[[o,n]] est une base de K, [X].
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Séries numeériques
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+00

Le but de ce chapitre est de définir, lorsque cela est possible, la somme infinie Z u,, et de
n=0
I'utiliser dans des calculs.

1 Généralités

Dans ce paragraphe, K désigne indifférement R ou C.

1.1 Définitions

Soit (#4,,) n=n, une suite a valeurs dans K définie a partir d'un rang ny. On lui associe une suite
(81) n=n, définie par:

Sn= Z U

pe| Définition 1 — Série numérique

La suite (S;) n=n, est appelée série de terme général uy, et est notée Z Uy,.
n=ny

Pour n = ny donné, le scalaire S,, est appelé somme partielle de rang n associée a la série

Z uy, et le scalaire u, est appelé terme général de cette série.
n=ny

A\ 1l ne faut pas confondre la série (qui est une suite de scalaires) et ses sommes partielles (qui
sont des scalaires).

Par abus de notation la série Z u, est notée plus simplement Z Up.
n=nyg

1
X Exemple. La série Z — est appelée série harmonique.
n

== Proposition 2 - Les sommes partielles donnent le terme général

Si Z u, est une série numérique définie a partir d'un rang ny, alors:

== Définition 3 — Série convergente

On dit que la série Z u, converge lorsque la suite (S;,),=,, €st convergente, ie lorsque

n
lim [ ) u|existe et est finie.
n—+oo| S

1
> Exemple. La série Z m est convergente.
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Définition 4 — Série divergente

Dans le cas contraire (la limite est infinie ou elle n’existe pas), on dit que la série Z Up
diverge.

X Exemple. La série Z 1 est divergente.

n=0

1
X Exemple. La série harmonique Z - diverge.

Définition 5 — Nature d’une série

Deux séries sont dites de méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux convergentes ou
toutes les deux divergentes.

Déterminer la nature d'une série c’est donc déterminer si elle converge ou si elle diverge.
Rédaction. Pour montrer que deux séries sont de méme nature il faut donc montrer que :
)" uy converge < Y _ v, converge

Cela peut arriver lorsque le terme général v,, dépend du terme général u,,.

Pour cela on montre que :

«)_up converge => Y v, converge» et «)_ v, converge => ) i, CONverge»
Ou par contraposée :

«)_uy, converge = Y v, converge» et «) updiverge = Y v, diverge»
Ou par double contraposée :

«)_uy diverge = ) v, diverge» et «) v, diverge = ) u, diverge»

Proposition 6 — Premieres valeurs du terme général et nature de la série

Si ny = ny, alors les deux séries Z u, et Z uy, sont de méme nature.
n=ny n=np

g Définition 7 - Somme d’une série convergente

n
On suppose que Z u, converge. Dans ce cas liIP Z uy | est appelée somme de la
—+00

n=ng n k=ng
+00 ef
sérieetestnotée S= Y u, = lim S,.
it n—-+oo
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510 CHAPITRE 20 : Séries numériques

La somme de la série est donc la limite des sommes partielles.

+00

Y E le. Y ——=
xemple ng‘zn(n—l)

/\ La nature de la série ne dépend pas des premiéres valeurs du terme général, par contre la
somme dépend de ces valeurs.

+00 1 1
X Exemple. } ——— =—
s hn-1) 2

== Définition 8 — Reste d'une série convergente

On suppose que Z uy, converge. Pour tout n = Ny, Rn =S5- Sn est appelé reste d’ordre n
n=ny

delasérie )  u,.
n=ny

=i Proposition 9 - Propriétés du reste d'une série convergente

+00
Pour tout n = ng, R, = Z ux. Deplus lim R, =0.
k=n+1 n—+oo

On peut donc utliser la relation de Chasles pour 1a somme d’une série convergente :

+00 p +00
Yo up= ) up+ Y. up

n=ngp n=ngp n=p+1

n—+oo

+00
La propriété nl_l_IPoo R, =0¢écrit: lim ( Z uk) =0
1
n

1
X Exemple. Pour la série Y =T °na R, =

/\ Ne pas confondre les notations :

. Z u, désigne la série (donc une suite de scalaires)
n=ny

n
e S = Z uy désigne la somme partielle de rang n de la série (donc un scalaire)
k= no

et pour une série convergente :

+00
e R, = Z uy désigne le reste de la série (donc un scalaire)
k=n+1
+00
e §= Z u, désigne la somme de la série (donc un scalaire).
n=noy
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Dans la somme de la série, la variable est muette :

+00 +00 +00
S= ) up= Y up= ) up=...

n=ng k=ny p=no

On montre aussi facilement qu’on peut utiliser des changement d’indices.

/\ Par contre pour le reste d’ordre 7 il ne faut pas prendre n comme variable de la somme, cela
+00

n’'a aucun sens : Z u, n'existe pas
n=n+1

/\ Comme nous 'avons déja vu, la somme d'une série convergente dépend des premiers termes.
Si n; > ny, larelation de Chasles donne :

+00 +00 n—-1
Youn= ) up+ Y up
n=ny n=m; n=ny

1.2 Propriétés des séries

gt Théoreme 10 — Dualité suite/série

Soit (V) n=n, une suite d’éléments de K. Alors :
(Vn) n=n, €St convergente < Z(vnﬂ — Uy) est convergente
Dans ce cas:

+00

> W1 —vp) =( lim Un)_vno
- n—+oo

n=ny

C’est une généralisation des sommes télescopiques aux sommes de séries, qui sert dans de
nombreux calculs.
1

X Exemple. La série Z ——— converge vers 1.
n=2 I’l(l’l - 1)

1
S Exemple. La série Zln (1 + ;) diverge.

Ce théoreme donne aussi une nouvelle méthode pour montrer qu'une suite converge sans
calculer sa limite.

Théoréme 11 - Condition nécessaire de convergence

Si Z u, converge, alors: lim u,=0.
n—+oo

A\ La réciproque est fausse comme le montre la série harmonique.

Par contraposée : sila suite (u,) ne converge pas vers 0, alors la série Z u, diverge. On dit qu’elle
est grossierement divergente.
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512 CHAPITRE 20 : Séries numériques

> Exemple. Les séries Z (-1D)"et Z n! sont grossierement divergentes.
n=0 n=0

p==ed Théoréme 12 - Linéarité de la convergence

Siles séries Y u, et ) v, convergent, et si A € K, alors les séries ) (u, + v,) et ) (A.up)
convergent aussi. De plus :

+00 +00 +00 +00 +oo
Y WUn+vp)= ) up+ Yy v, et ) (/l.un):/l.( > un)

n=ny n=ny n=ny n=ny n=noy

Si on note & 'ensemble des séries numériques convergentes, alors & muni des opérations
naturelles est un [K-espace vectoriel.

gt Corollaire 13 — Addition de deux séries

1. On peut écrire :
+00 +00 +00
Z(un"‘vn): Z un"‘Z Un
n=ny n=ny n=noy

dés qu’au moins deux séries convergent; la troisieme étant nécessairement conver-
gente.

2. Sil'une des séries ) u, ou ) _ v, converge et 'autre diverge, alors ) _(up + vp)
diverge.

3. Siles deux séries Z u, et Z v, divergent, alors on ne peut rien dire de général sur
Z(un + v;,) (on a une forme indéterminée).

Corollaire 14 — Multiplication d’une série par une constante

Pour tout A € K*, les séries Z u, et Z(/l. u;) sont de méme nature.

Si on multiplie Z u, par A =0, on obtient la série nulle, qui converge vers 0. Ce cas n’est donc
n=ny

pas particulierement intéressant. ..

1.3 Séries géométriques

On appelle série géométrique les séries de terme général z" o1 z € C.

Ses sommes partielles sont connues. Si (1, p) e N? et n= p,onapourz #1:

1- Zn—p+1

n
> =z
k:p ]._Z
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2 Séries a termes positifs

etsiz=1:

n n
Y k=Y 1=n-p+1
k=p k=p

ped Théoréme 15 - Séries géométriques

513

Danscecasona:

)" z" converge < |z| <1

+00 1 +00 Zp
Y "= et VpeN, ) z'=—
=0 1-z n=p 1-z
Lorsqu’elle diverge, la divergence est grossiere.
2 . 1 T ]
Exemple. La série ) o converge eton a Z o =
X Exemple. Ona 0,999999...... =1 Cette étrangeté sera expliqué a la fin du chapitre.

2 Séries a termes positifs

2.1 Regles de comparaison

Dans ce paragraphe, on ne considere que des séries réelles a termes positifs.

En multipliant une série a termes négatifs par —1, on obtient une série a termes positifs, et ces
deux séries sont de méme nature.

Tout ce qui suit concerne donc aussi les séries a termes négatifs, et plus généralement les séries
dont le terme général est de signe constant a partir d’'un certain rang.

Définition 16 — Série a termes positifs

On dit que la série Z u, est a termes positifs lorsque : Vn = ng ,u, = 0.

n=ny
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514 CHAPITRE 20 : Séries numériques

pmed Théoréme 17 — Nature d’une série a termes positifs

n
Soit Z U, une série a termes positifs. Pour n = ny, on note S, = Z Uy sasomme partielle
n=ng k=ny
de rang n. Alors :

1. (Su)n=n, €st croissante.

2. Z u, converge <= (S,)u=n, €st majorée. Dans ce cas si M est un majorant de
n=ny

(S nzn -

n +00
Ynznyg, Y ur< ) upx<M

k:n() k:n()

3. Si (Sy)n=n, non majorée, alors Z u, diverge et nlirPoo S, = +oo.
n=ng -

Désormais on abrégera « séries a termes positifs » en SATP.

pmd Théoréme 18 - Théoréme de comparaison par inégalité pour les SATP

Soient (1) n=n, €t (V) n=n, deux suites réelles telles que 0 < u, < v, pour n = ny.

+00 +00
Alors: ) v, converge = ) _u, converge, etdanscecas0s< ) u,< Y vy
n=ny n=ny

Donc par contraposée : Y _ u, diverge = ) _ v, diverge.

Rédaction. On rédige de la maniére suivante : on a Vn = ng, 0 < u, < v, et Z v, converge,
n=nyg

donc d’apres le théoréeme comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, Z Up
n=nyg
converge.

/\ Larédaction suivante est fausse :
+00

+00
onaVnzny,0<u,<v,doncO0< ) u,< ) v,et Y v, converge, donc d’apres le
n=ny n=ny n=ny
théoréme de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, Z u, converge.
n=nyg
+00

En effet, on ne peut pas utiliser la notation Z u, dans un calcul tant que la convergence n’a
n=noy
pas été justifiée.

C’est la méme erreur qu’on fait lorsqu’on confond les théoremes de « stabilité des inégalités
larges » et de « convergence par encadrement ».

> Exemple. Yn=2,0

IA

1 1
<—et converge, donc ) — converge.
27 n(n-1) ,gzn(n—l) 8 ,;nz 8
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/\ Laréciproque est fausse : si Z u, converge, on ne peut rien dire sur la nature de Z Up.

n=ngp n=ngp
14 . 1 1 ) 1 .
On peut considérer le contre-exemple suivant: Vn =2, 0 < ——— < — mais Z — diverge et
nn-1 n =1 n
). ——— converge.
S nn-1)

Dans le théoréme de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, on ne peut donc
pas dire que les deux séries sont de méme nature.

A\ Ce théoreéme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe constant)! Nous
verrons un contre-exemple en TD (il n’est pas simple d’en construire un).

p==ed Corollaire 19 —- Théoréme de comparaison par équivalents pour les SATP

Soient (u,) et (v,;) deux suites réelles telles que u, ~ . Un et v, =0a.p.c.r..
n—+oo

Alors ) up et ) vy, sont de méme nature.

Le résultat est donc plus fort que pour la comparaison par inégalité, puisque les deux séries sont
de méme nature

/\ Par contre, en cas de convergence, les sommes des deux séries ne sont pas égales!

A\ Ce théoréme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe constant). Nous
verrons un contre-exemple en TD.

(1) . 1

N Exemple. Y sin (—) divergeet ) In (1 + —2) converge.
n=1 n n=1 n

/\ Ne pas confondre comparaison des termes généraux et comparaison des sommes partielles.

1 L 1
D Exemple. Si u ~ — alors la série Y u, diverge; si u ~ — alors la série Y u
p n n—+o0o n Z n g ) Z k n— +00 n Z n

k=0
converge.

gt Corollaire 20 - Théoréme de comparaison par « grand o » pour les SATP

Soient (u,) et (v,;) deux suites réelles telles que u, =0 et v, =0 a.p.c.r., et uy, = O (vy,).
n—+oo

Alors: ) v, converge = ) _ u, converge.

Donc par contraposée : Y _ u, diverge = ) _ v, diverge.

Ce résultat est bien sir vrai si on suppose que u, = 0(v,), puisque c’est une condition suf-
n—+oo
fisante pour que u, = 0 (v,).
n—+oo

A\ Cette fois les deux séries ne sont pas de méme nature.

A\ Ce théoreéme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe constant).

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



516 CHAPITRE 20 : Séries numériques

1 1 1

D> — = - —di
Exemple. . n—»+oo@ ( \/ﬁ) donc Z N diverge.
1
2

n—+oo n

X Exemple. eV = @( ) donc Ze_‘/ﬁ converge.

Ces résultats sont tres utiles pour étudier la nature d'une série. Par contre, on peut remarquer
qu'’ils ne donnent aucune information sur la valeur de sa somme en cas de convergence.

2.2 Comparaison a une intégrale

Dans ce paragraphe, on ne considere que des séries réelles.
Si f est continue et monotone sur 'inervalle [ny, +oo[, on peut encadrer les sommes partielles
Z f(n) al’aide de la méthode des rectangles.

n=nyg

Par exemple si f est décroissante sur l'intervalle [n,n+1] :

v

n n—+1

On al'inégalité :
n+1
fn+1) < f f(oder<fn)
n
Si f est croissante sur [n, n + 1] I'inégalité est inversée :

n+l1
f(n)sf f(odets f(n+1)

Ensuite on additionne ces inégalités, pour différentes valeurs de n, afin de faire apparaitre un
encadrement des sommes partielles de la série étudiée.

L
£ Exemple. Montrer que la suite (u,),>1, de terme général u,, = (Z E) —In(n), converge.
k=1
&, Jio 1 1 i 1 Jn
Exemple. Montrer que — ~ —et) — ~ 2vn.
e k2 n—+oo ] \/E n—+oo
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p==ni Théoréme 21 — Séries de référence de Riemann

Soit a € R. Alors : )
) — converge <= a>1
nﬂﬁ

1
Par contraposée : ) — diverge == a <1
n

1 1
/\ Ne pas confondre les séries Z — et Z —- (série géométrique de raison 1/a).
n a

+00

Dans le cas a > 1, on ne connait pas la valeur de {(a) = 3727

1 -
— sauf dans des cas particuliers.
n

La fonction { est appelée fonction de Riemann, et elle est reliée a de nombreux problemes. Il est
bien de connaitre la valeur suivante :

+00 1 7.[2
((2)—,;1;—3

Si Z u, une SATP, le théoreme de comparaison utilisé avec les séries de Riemann donne les
critéres simples suivants :

« s’il existe a > 1 tel que liIP n®u, est finie, alors la série Z u, converge.
n—+oo

« s’il existe a < 1 tel que liIP n®u, = +oo, alors la série Z u, diverge.

n—

Pour calculer lim n%u, on dispose des croissances comparées. Ces criteres seront donc
n—+oo

utilisés des qu’on est face des termes de la forme n%(Inn)Pe 7",

. 1 . 1 .
ASiu, = © (—2) alors Z u, converge. Par contresiu, = 0 (—) alors on ne peut rien
n—+oo n n

n—+

1
en conclure; pour montrer la divergence de Z un il estsuffisantque — = O (uy).
n o0

n—+

/\ En pratique, il faut redémontrer le critere utilisé a chaque fois.

12 n)

In3(n)
2

N Exemple. La série Y converge et la série ) _ diverge.

n
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2.3 Convergence absolue

On revient au cas général ou la suite (u,) est a valeurs dans K : elle peut étre réelle de signe
quelconque voir méme complexe.

Définition 22 — Convergence absolue

On dit que la série Z u, converge absolument lorsque la série Z |u,| converge.

Dans le cas d'une série a termes positifs (ou de signe constant), la convergence absolue coincide
avec la convergence. Pour les séries dont le terme général change de signe, 'intérét de cette
notion repose sur le théoreme suivant.

Théoreme 23 — La convergence absolue implique la convergence

Si Z u, converge absolument, alors elle converge. ]

n

X Exemple. ) (

5— converge.
n=1
+00
D Exemple. Si (a,b) € R2 et b €]0, 1], la fonction de Weierstrass fix— Z b" cos((a"mx) est
n=0

définie sur R.

On peut donc dans certains cas se ramener a I’étude de Z |u;,]. On travaille alors avec une série
a termes positifs, et tous les résultats des paragraphes précédents s’appliquent.

== Proposition 24 — Propriétés des séries absolument convergentes

On se donne Z U, et Z v, deux séries absolument convergentes.
n=ny n=ny

+00
< > luyl

n=ny

+00
D Un

n=ny

1. Inégalité triangulaire. On a:

2. Linéarité de I'absolue convergence. Pour tout A € K, Z(un + v,) et Z(/l.un) sont
elles aussi absolument convergentes.
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= Définition 25 — Série semi-convergente

Une série Z u, est dite semi-convergente lorsqu’elle est convergente, mais non
n=ny

absolument convergente, ie que ) _ u, converge et Y _|u,| diverge.

-1n"

N Exemple. La série )

n=1

est semi-convergente (et sa somme vaut —In(2)).

Les séries semi-convergentes sont « pathologiques» : on perd méme la commutativité de la
somme. Leur étude n’est pas au programme.

2.4 Méthodologie pour étudier la nature d’une série

On souhaite déterminer la nature de Z Uy.

e Si I'énoncé demande explicitement de montrer que la série converge et de calculer sa
N

somme, il faut transformer l'expression des sommes partielles Z u, en faisant
n=ny
apparaitre par télescopage, changement d’indice, Chasles, ou linéarité des sommes

partielles, des séries de références : géométriques ou de Riemann.

N

On calcule ensuite Nlim Z u, et il faut trouver une limite finie (ce qui prouve la
—+00 =n

convergence de la série). La somme de la série est alors égale a cette limite.

o Sil’énoncé demande la nature de la série, on procede par ordre décroissant de priorité :

* si liIP un # 0 alors la série diverge grossierement;
n—+oo

* si u, n'est pas de signe constant, étudier la nature de Z |uy,l;
* chercher un équivalent simple de u,, lorsque n — +o0;
* essayer la regle du n%u,;

* encadrer u;,.
/\ Une derniére remarque importante :

Lrxen S (Lo

n=

o
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3 Développement décimal d’'un réel
On s’intéresse ici a I’écriture d'un réel positif sous la forme d'un « nombre a virgule ».
L'écriture décimale d’un réel positif x :

as as

a)
X=ay+—+—+—+---=ag,ailazas|......
10 102 103

a
conduit naturellemental’étude de séries de terme général Wn”’ ouayeNetVneN* a, €[0,9].

an )

Proposition 26 — Convergence de
|Y 8 10" |

a
Soit (ay) new une suite d’entiers naturels telle que Vne N*, a,, € [0,9]. Alors Z T; converge.

Onavuque 0,999999...... =1,000000......

Il'y a donc plusieurs facon d’écrire un méme réel avec une infinité de chiffres apres la virgule.

pmed Théoréme 27 — Développement décimal propre

Soit x € R*. Il existe un unique suite (a,) ,cN d’entiers naturels telle que :
e YneN* a,€l0,9]

¢ (ap) non stationnaire sur 9 a.p.c.r.

== Définition 28 — Développement décimal propre

+00

a
Si x € R* on appelle développement décimal propre de x I'écriture x = )_ ﬁn ol (an) neN
n=0

est la suite définie par le théoreme précédent.

X Exemple. 1/3=0,33333......

Pour les réels dont la suite (a,) stationne sur 0 a.p.c.r.,, on peut écrire un deuxieéme
développement décimal en remarquant que :

0,aplayl...lan-11a,10000--- =0, agla;]...|an-1|(a, —1)(9999...

On l'appelle développement décimal impropre. Les nombres décimaux (nombre fini de chiffres
non nuls apres la virgule) ont donc un développement décimal propre et un impropre.

> Exemple. 0,12345 =0,12344999999......
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===l Théoréme 29 — Caractérisation des rationnels

Soit x € R*. On a équivalence de :
(i) x estrationnel:
(ii) le développement décimal propre de x est périodique a.p.c.r.

On peut méme calculer le rationnel a partir de son développement décimal propre.
N Exemple. Mettre le rationnel 3,1415151515...... sous forme d’une fraction.

Lanotion de dévelopement décimal permet une étude fine des nombres réels. Elle a notamment
permis a Cantor de prouver la non dénombrabilité de R.
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre
= Savoir étudier la nature d'une série a I’'aide de ses sommes partielles.
w Savoir étudier la nature d’'une série a ’aide d'une comparaison de son terme général.

= Savoir étudier la nature d’'une série a’aide d'une comparaison a une intégrale.

& Savoir en déduire aussi un équivalent des restes (cas d’'une série convergente) ou des
sommes partielles (cas d'une série divergente).

w Savoir calculer la somme d’une série.

= Connaitre les exemples usuels : séries géométriques et séries de Riemann.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



5 Exercices 523

5 Exercices

Etude pratique d’'une
série numérique

EXERCICE 1. Nature de séries

Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

2 n
n®>-5 n—-2 V2-1
1. u :e‘\/ﬁ 2. Up=—"— 3. u,= 4. u, =
" " n@2ntl) " on_1 " 2n+3
5 . ( 1 ) 5 n _ cos(n!) 8 u 1
. Up=nsin|— . Uy = . - ) - -
" 3n " n+1 "7 13+ cos(n!) T Vnm+ D
9 “n 10 In(n) ) n 12 In(n)3
. Up,=ne . Up= . Up= . Uy= ——
n " "~ In(n) " nn+1)

EXERCICE 2. Dérivée de la série géométrique

+00 1
Soit x €] — 1, 1[. On souhaite montrer que la série Z nx""1 converge et que Z nx"1= a0
n=1 —-X
1. Démontrer le résultat en remarquant que : Vne N, x" = (n+1)x" — nx"
n 1-— xn+l
2. Démontrer le résultat en dérivant la formule: Vn e N, Z xk = T
k=0 —-X

EXERCICE 3. Calculs de sommes

Montrer la convergence de la série de terme général u,, puis calculer sa somme :

! 1 6 3 2n
. Uy=— Uy = . Up=—
" nm+1)(n+2) " pnt2 " 3n

4 ( 1)”n+3 5. uy=1In > )

. Uy =1(— . = —_—

" 57 " (n+2)(n—1)>2

EXERCICE 4. Semi-convergence
-n"

. Etudier la convergence absolue et la convergence

On admet la convergence de la série Z

de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

1 —_1nn
1. un:(—l)”ln(1+—) 2. un:sin(( ) )
n n
3. un:(—l)”g 4. up=cos(mvn?+n+1)

EXERCICE 5. Comparaison série-intégrale
Al'aide d'une comparaison a une intégrale, étudier la nature des séries de terme général :

1 1
Un= nln(n) n Un = nln(n)?
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EXERCICE 6. Séries a parametre

Etudier la nature de la série de terme général u,, en fonction des parametres indiqués :

L. u,=(Vn+1-vn)" aeR 2. up=In
3. u,=In(n)+aln(n+1)+bln(n+2), (a b)cR?

1
1+—), aelR
na

EXERCICE 7. Dualité suite-séries

n
1
1. Pour n€ N*,onpose S, = )_ z et u, =S, —In(n).
k=1

1
(@) Montrerque up+1—Up = ———+0|— ) En déduire que la suite (¢,) ,eN converge.
n

ne ™ "\/n
2. Pour ne N, on pose x, = —
n!
Xn+1
Xn

n n
C>0telleque:n! ~ C\/ﬁ(g).

n—+

1 1
) = + 0( 2) En déduire qu’il existe une constante
n

(a) Montrer que ln( oo 1202

EXERCICE 8. Un calcul de somme

too ] 71'2
On admettra dans cet exercice que Z =5
n=1 n

n

1. Montrer que Y —

n=1

est convergente.

N (_l)n N 1
2. Pourtout Ne N*,onpose Sy= ) ——etTy=) —
n =in

n=1

(a) EtablirquesiN=1:

TN TN

Z’ (2k+1)2 Z (2k+ 2k+1)?

1
(b) Endéduire que pour N=1: Son = > Tn — Ton.

+00 (_l)n 7[2
Concl : =——.
(¢) Conclureque: ) p; o

n=1

EXERCICE 9. Produit infini

_1\n
1. Etudier la convergence et calculer la somme de la série Z In (1 + ( n) )
n=2
. n
2. Etablir la convergence de la suite (P,) ;> définie par: P, = H
k=2

1+

(—1)k)
—
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EXERCICE 10. Séries et suites récurrentes

. qs . PP /4 .
On considere la suite (1) ,en définie par uy = > et U1 = sin(u,,).

- . . . Y . .
1. Etudier la fonction f : x — sin(x) — x sur [0, 5| puis montrer que (u;) est strictement

positive et convergente vers 0.

3

2. Pour les questions suivantes, on rappelle que : sin(x) — x afiairy
X—

(@) Alaide de I’étude la série Z Up+1 — Uy, MoNtrer que Z u::’, converge.
n=0 n=0

(b) Al'aide de I'étudelasérie Y In(up+1) —In(uy,), montrer que Y u5 diverge.
n=0 n=0

EXERCICE 11. Jack Sparrow

Le capitain Jack Sparrow prend une bouteille de rhum neuve et en boit la moitié. Il demande
alors en second de boire la moitié du rhum restant. A son tour il récupeére la bouteille et boit la
moitié du rhum restant et ainsi de suite...Quelle quantité de rhum aura-t-il bu au final?

Etude théorique d’'une
série numérique

EXERCICE 12. Critere spécial des séries alternées

Soit (a,)nen une suite décroissante de réels positifs, convergente vers 0. Pour tout n € N, on

n
pose:S, =Y (-1)¥ay.
k=0
1. (a) Monter que les suites (S2,) et (S2,,+1) sont adjacentes.

(b) En déduire que la série Z (-1)"ay est convergente.
n=0

+00
(c) Montrerquesine N:|Y (-)*a| < ay
k=n
o L. (=" (=n" . .
2. Etudier la nature des séries Z t Z ——— , en fonction du parametre a € R.
n=1 n® n=2 n%+ (_1)n
En déduire un contre-exemple ou u,, ~ v, etles séries Z u; et Z v, sont de na-
n—+oo n=ng n=ny
.y 12 (="
ture différente (considérer u,, = o).
vn
EXERCICE 13. Séries de méme nature
Un

Soient (u,) ,eN une suite de réels positifs et (v,,) ;e définie par: v, = TR
Un

Montrer que les séries Y up et ) v, sont de méme nature.
n=0 n=0
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526 CHAPITRE 20 : Séries numériques

EXERCICE 14. Critere de d’Alembert

1. On se donne une suite de réels (a;) ,eN strictement positifs.
an+1 =+
=favec/eR =]0,+00].

On suppose que : lim
n—+oo

(a) Cas 01]1
1+¢

Montrer qu’a partir d'un certain rang: a,+; < > a.
En déduire que la série Z a est convergente.

(b) Casou

Avec la méme méthode que précédemment, montrer que la série Z a, est divergente.

(c) Casou

ATl'aide des séries de Riemann ) —, @ € R, construire un exemple ot1 £ = 1 et la série
n=1 "
diverge, et un exemple ou ¢ = 1 et la série converge.

2. Applications.
xl’l
(a) Pour tout x € R, montrer que Z o converge absolument.
o1 L. 2n
(b) Etudier la nature de lasérie: )_ it

Sujets d’étude

EXERCICE 15. Série exponentielle
n

< X
Soit x € R. A l'aide de la formule de Taylor-Lagrange, montrer que la série Z o converge et
n=0 "+

+a)xn
X
que ) T=e
n=0 "¢

EXERCICE 16. Une propriété de la convergence absolue

On se donne Z U, une série absolument convergente. Montrer que pour toute permutation o
de N, la série ) _ uq(y) converge et:

+00 +00
Z Ugn) = Z Up
n=0 n=0
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EXERCICE 17. Théoréme de rarrangement de Riemann sur un exemple

1. Pour tout n € N, montrer que :

n (—l)k_ 1(_t)n+1
2 k+1 _ln(2)—f0 1+t

k=0

dr

(_1 n +00 n

) —
converge et que
 convergeetque 3 -

o1 11 ) _ @

2. En déduire que la série ) =1n(2).

n+

3. Montrer qu’on a aussi - — — | = ——. Que pensez-vous de ce résultat?
q ,C; 2k—1 k-2 ak) 2 "QueP

EXERCICE 18. Théoréme de rarrangement de Riemann

On se donne Zun une série réelle semi-convergente et a € R. Montrer qu’il existe une
permutation o de N telle que :

+00
n=0

EXERCICE 19. Exemple de série de fonctions

2
Pour n=1etx€ R, on pose uy(x) = (-1)"In(1+

)

n(l + x2)

n
1. Pour n € N*, on note S,,(x) = Z ur(x) la somme partielle de rang n de la série de terme
k=1
général uy(x). En considérant les sommes partielles de rangs pairs et celles de rangs im-

pairs, montrer que la série ). u,(x) converge pour tout réel x.
nx=1

On notera u(x) la somme de cette série.

+00
2. Pourn=1,onpose R,(x) = Y up(x).

k=n+1

1
Montrer que Vx € R, |R,(x)| <In(1+ m).

. o 1
3. Montrer que la série de terme général (—1)"In(1 + —) est convergente. On notera s sa
n
somme.

+00 1
4. Montrer que lim u(x)=)_ (—1)”ln(1 + —).
X—+00 =1 n

n
On pourra considérer s, = Y (-=1)*In
k=1

1
1+ %) et utiliser le fait que :

lu(x) = sl < |u(x) = Sp()| + 1S, (X) = spl + 15, — sl

2n!)?
5. Montrer que pour tout n = 1, s, = ln(ﬁ@n +1)) et en utilisant I'équivalence de
n!
n\n
Stirling: n!  ~ (—) v2nn, déterminer lim u(x).
n—+oo \ g X—+00
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EXERCICE 20. Formule de Plouffe

En 1995 les mathématiciens Plouffe, Bailey et Borwein ont démontré la formule suivante :

=1 4 2 1 1
n—0l16"\8n+1 8n+4 8n+5 8n+6

=

qui permet de calculer n'importe quelle décimale de m en base 16, sans avoir a calculer les
décimales précédentes.

1. (a) Pour deux entiers naturels k et p tels que p # 0, vérifier que :

1 _ \/Epfl/ﬁx”_”gkdx
16X 8k + p) 0

(b) Démontrer que pour tout entiers naturels net p :

n 1 1/v2 ,.p-1 1/V2 8n+p+7
Z—=\/5pf : 8dx—\/5pf T
=0 16k(8k+p) 0 1—x 0 1—-x

(c) Montrer que pour tout entiers naturels n et p :

fllﬂ x8n+p+7 3 Efl/ﬁx8n+p+7dx
0 1—x8 15 Jo
1/V2 xBntp+7
et en déduire que f ——F—dx — 0.
0 ]—x8 n—-+oo
1
(d) Conclure pour tout entier naturel p la série Z ———— converge et :
16"(8n+ p)
+00 1 1/vV2 yp-1
Y =V2 f - dx
n—016"(8n+ p) 0 1-x
. L. 1 4 2 1 1
2. (a) Démontrer que la serleZ— - - - converge et :
16"\8n+1 8n+4 8n+5 8n+6
+i° 1 ( 4 2 1 1 )_f1/ﬁ4\/§—8x3—4\/§x4—8x5dx
~—16"\8n+1 8n+4 8n+5 8n+6) Jo 1-x8

(b) ATl'aide du changement de variable y = v/2x établir que :

f1/ﬁ4\/§—8x3—4\/§x4—8x5dx_f1 16(y - 1)
0 1-x8 “Jo yA-2)3+4y-4
(c) Vérifier que pour tout y € [0,1] :
16(y—1) 4-4y 4 4y
= + +
yE=2y3+4y—-4 y>-2y+2 1+(y-1? y>-2

(d) Conclure que:
1 4 2 1 1

[N — — — =7
,;016" 8n+1 8n+4 8n+5 8n+6
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530 CHAPITRE 21 : Produits scalaires et espaces euclidiens

Dans tout le chapitre I est un espace vectoriel sur K.

1 Produit scalaire et norme associée

1.1 Produit scalaire

On se donne une application¢: ExE— R

===t Définition 1 — Forme bilinéaire

On dit que ¢ est une forme bilinéaire si et seulement si :
e ¢ estlinéaire a gauche:

V(u,v,w)e B3 YA, pw eR?,  d(Au+pv,w)=Ad(u,w)+p.gd(v,w)

e ¢ estlinéaire a droite:

V(u,v,w) e B3V, w) eR?, ¢(u, v+ pw) = 1p(u, v) + pop(u, w)

== Proposition 2 - Cas du vecteur nul

Si ¢ est une forme bilinéaire :

V(u,v) e E%,  ¢(u,0g)=p0Og,v)=0

Si [£ est de dimension finie et si 8 = (ey,...,e,) est une base de [, on peut « développer » une
forme bilinéaire sur une base.

=i Proposition 3 - Développement d’'une forme bilinéaire sur une base

On suppose que [ est de dimension finie avec 98 = (ey,...,e,) base de [, et que ¢ une
forme bilinéaire. Soient deux vecteurs décomposés sur la base 2 :

n n
u=>y ai.e; et v=> fj.ej
i3 =1

alors:
n

¢(u,v) = Z (i ai-ﬁj-(»b(ei’e]'))
=

i=1

Lapplication bilinéaire ¢ est donc entierement déterminée par la donnée des réels
¢(ei,ej), pour (i, j) € [1, n]?.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



1 Produit scalaire et norme associée 531

p==ai Définition 4 — Forme symétrique

On dit que ¢ est une forme symétriquelorsque :

V(u,v)eE?  o(u,v)=o¢(v,u)

i Proposition 5 - Bilinéarité et symétrie

On suppose que ¢ est une forme symétrique. On a équivalence de :
(i) ¢ estune forme bilinéaire;
(ii) ¢ estlinéaire a gauche;

(iii) ¢ estlinéaire a droite;

Doncs si montre que ¢ est une forme symétrique et linéaire a gauche, alors on aura montré que
c’est une forme bilinéaire symétrique.

==t Définition 6 —- Forme positive

On dit que ¢ est une forme positivelorsque :

VueE, ¢(u,u)=0

Si ¢ est bilinéaire, on a toujours ¢(0, 0) = 0 car ¢(0E,0) = 0.

===t Définition 7 — Forme définie

On dit que ¢ est une forme définielorsque :

YueR, (¢[u,u)=0=>u=0E)

/\ Ne pas confondre forme définie et bien définie.

On définit ensuite la notion de produit scalaire sur .

Définition 8 — Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur [, toute application ¢ : £ x E — R qui est une forme
bilinéaire symétrique définie et positive.

Lorsque ¢ est un produit scalaire, le réel ¢(u, v) est noté (u, v) ou (u| v), ou encore u.v.
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532 CHAPITRE 21 : Produits scalaires et espaces euclidiens

==t Définition 9 — Espace préhilbertien/euclidien

1. Si ¢ est un produit scalaire sur [, on dit que le couple (I, ¢p) est un espace préhilber-
tien réel.

2. De plus, si E est de dimension finie, alors on dit que le couple (EE, ¢p) est un espace
euclidien.

1.2 Exemples usuels

gl Théoréme 10 - Produit scalaire canonique sur R”

On définit une application R” x R” — R par:

n
Yu=(x,...,xp) ER Y=, yn) €R?, (w,0) =) Xk yk
k=1

Alors (.,.) est un produit scalaire sur R”.

Le produit scalaire défini dans le théoreme précédent est appelé produit scalaire canonique sur
R”. On dit aussi qu'on a muni R" de sa structure canonique d’espace euclidien.

® Exemple. Dans R3, on retrouve que si u = (x, y,z) et v = (x', ¥, 2') alors (u, v) = xx'+yy' +z2.

Si [a, b] est un segment de R, on note C%Ia, bl;R) 'ensemble des fonctions continues sur le
segment [a, b] et a valeurs réelles.

p==d Théoréme 11 - Produit scalaire canonique sur C°([a, b]; R)

On définit une application C°([a, b]; R) x C°([a, b];R) — R par:

b
V(f,g) € C’(la, bl;R) x C°([a, b]; R), <f,g>=f f(.g(nde

Alors {.,.) est un produit scalaire sur C°([a, b]; R).

Le produit scalaire défini dans le théoréme précédent est appelé produit scalaire canonique sur

C%la,b];R). On dit aussi gqu'on a muni C%la,bl;R) de sa structure canonique d’espace
préhilbertien.
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1.3 Norme

On suppose que [E est un espace préhilbertien et on note (., .) le produit scalaire.

p===t Définition 12 — Norme

On appelle norme associée a ¢ I'application |.|| définie par :

lull = v<u, u)

® Exemple. Vérifier les identités remarquables :

Juof* = Jul*+ o] +2¢w0) et Ju=v]* = |ul*+|v]*-2¢uv)

p—=et Théoreéme 13 - Propriétés d’'une norme

La norme vérifie les deux propriétés :

e Séparation: Vucels, (IIuII:Omu:OE)

e Homogénéité: VYuelE,VAeR, |A.ul=IAl.lul

L'homégénité donne en particulier que ||—u| = |lu]l.

Linégalité suivante est fondamentale.

gl Théoréme 14 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Onl'inégalité :
Y, v) e [u,v)| < lull x (vl

avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires.

Onadonc:
Vw,v)eE?  (u,v) < [(u,v)| < lul x vl

D Exemple. Si x1,...,X,, Y1,--., Yn sont des réels :

n n n
$nf= )/t £
k=1 k=1 k=1

ou encore :
2

n n 5 n 5
TS AR DA DI
k:]_ k:1 k:1
avec égalité si, et seulement si, les listes (x,..., x,) et (y1,..., ¥,) sont proportionnelles.
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534 CHAPITRE 21 : Produits scalaires et espaces euclidiens

Q Exemple. Si f et g sont deux fonctions continues sur le segment [a, b] :

b b
< ff(t)zdtx fg(t)zdt
a a
b 2 b b
U f(t).g(t)dt) s(f f(t)zdt)x(f g(t)zdt)
a a a

avec égalité si, et seulement si, les fonctions f et g sont proportionnelles.

b
f f(0.g(t)dr
a

ou encore :

=i Corollaire 15 - Inégalité triangulaire

On al'inégalité :
Y(u,v) €E?,  Ju+vl<lul+|vl

avec égalité si, et seulement si, v = O ou ( v# 0 etil existe L € R* tel que u=A.v )

Le cas d’égalité pour I'inégalité triangulaire signifie que u et v sont colinéaires et « de méme
sens ».

Les propriétés de séparation, homogénéité et inégalité triangulaire font que la norme représente
la «longueur » du vecteur. Mais attention, cette « longueur » dépend du produit scalaire choisi!

=i Corollaire 16 — Précisions sur I'inégalité triangulaire

1. Si u et vsontdeuxvecteursde [E :
| lwl =l | <lu+vi=lul+lv

2. Si uet vsont deuxvecteurs de [E :

| lull = llvll | <llu-vi<lul+lvi
Définition 17 — Vecteur normé
Un vecteur u € [E est dit unitaire ou normélorsque || ull = 1. ]

. 1 o
QX Exemple. Si u # O, est un vecteur quelconque alors le vecteur ﬂu est unitaire.
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2 Orthogonalité

Dans ce paragraphe, [E est un espace préhilbertien. Le produit scalaire est noté (., .).

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 18 - Orthogonalité de deux vecteurs
| o)

n dit que deux vecteurs (u, v) € [E2 sont orthogonauxlorsque (u,v) =0. Onle note u L v. ]

D Exemple. Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, [ = (1,0,0) et j = (0,1,0)
sont orthogonaux.

D Exemple. Dans C°(10,27]; R) muni de sa structure préhilbertienne canonique, la fonction
cos est orthogonale aux fonctions constantes.

=t Proposition 19 — Caractérisation du vecteur nul

Le vecteur nul O est orthogonal a tous les vecteurs de [E. De plus, c’est le seul vecteur de
[} ayant cette propriété :

(VueE, (u,v):O)@v:OE

1
QS Exemple. Si f € C°([0,1];R) vérifie f f()g(t)dt = 0 pour toute fonction g € C°([0,1];R),
0

alors f est constante nulle.

Définition 20 — Orthogonal d’'une partie de [©

Si A est une partie quelconque de IE, on appelle orthogonal de A, noté A+, I'ensemble des
vecteurs de [ qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A.

Onadonc:
At ={ueE;Vae A/{a,u) =0}

etsivelk:

ueAl@VaeA, (a,u) =0

X Exemple. ¢ = (0p}t = E
X Exemple. E*- = {0}

X Exemple. Déterminer I'orthogonal de A = {1,1,1}.
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==t Théoréme 21 - Propriété de A' pour A une partie quelconque de E

Soient A et B deux parties de [E.
1. At estun sous-espace vectoriel de .

2. Si A=Vect(ey,...,ep) alors, pour tout u € £ :
ue At = vke 1, pl, (u,ex) =0

3. Si Ac B, alors B < AL,
4. Ac(At)*

Il est remarquable que At est un sous-espace vectoriel de £, méme si A n’en est pas un.
Dans le méme ordre d’idées, la seconde propriété s’énonce : {ey,..., ep}J- = Vect(ey,..., ep)l

D Exemple. F = Vect((1,1,1))" = {(1,1, )}

2.2 Orthogonalité et familles de vecteurs

On se donne & = (uy,..., up) une famille finie de vecteurs de .

g Définition 22 — Famille orthogonale

La famille (uy, ..., up) est dite orthogonalelorsque les vecteurs qui la compose sont deux a
deux orthogonaux :

VG, el pl?, (i# )= (uiu;)=0)

Définition 23 — Famille orthonormée

La famille (uy, ..., up) est dite orthonormale ou orthonorméelorsqu’elle est orthogonale et
lorsque tous les vecteurs qui la compose sont unitaires.

Onadonc:
0 sii#j

V@i, ) ell,pl®, (uiuj)=06;;= {1 iz

ou §; j estle symbole de Kronecker.
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p==e Proposition 24 - Théoréme de Pythagore

1. Si u; et up sont deux vecteursde | :
2 _ 2 2
lug + upll” =l ” + |2 |I” = w1 L up

2. Si (uy,..., up) est une famille orthogonale :

2 p

2
= 2 llukll
1

p
> Uk
k=1

/\ Laréciproque de 2. est fausse dés que p > 3. Considérer par exemple u; = (1,1,1), up = (1,0,0)
et uz =(0,-1,0).

[— Théoreme 25 - Liberté d'une famille orthogonale
T

oute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. ]

® Exemple. Soit n € N*. Montrer que la famille (¢ — sin(t), t — sin(2%),..., t — sin(nt))
est libre.

Corollaire 26 — Liberté d’'une famille orthonormée
l Toute famille orthonormée est libre. ]

2.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

On se donne & = (uy,..., Up) une famille finie de vecteurs de .

==t Théoréeme 27 — Théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

On suppose que la famille (u,...,u,) est libre. Il existe une unique famille orthonormée
€ = (wy,...,wy) de E vérifiant :

1. Vie[l,pl, w; € Vect(uy,..., u;i);
2. YVie[l,pl, {u;j, w;)>0.

En pratique :

e ON pose v = e puis wy = 1

—.V
lorll

e on pose vy = Uz + A.wy, on choisit A € R pour que (w;, v»2) =0, puis on pose w, = )

—.v

w2l

e On pose v3 = uz+ A.wj + .w», on choisit A € R et g € R pour que (w1, v3) = (wy, v3) = 0, puis
1

on pose ws = m.w,
3
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La formule générale est la suivante :

1 k-1
Vkell,pl, wi= — .(uk—Z(uk, wj).wj)
= ) (up, wj).w; =
=1

® Exvemple. Dans R3, orthonormaliser la famille ((0, 1,1); (1,0, 1); (1, 1,0)).

1
D Exemple. Dans l'espace £ = R[X] muni du produit scalaire (P Q) = f P(1)Q(r) dt,
-1

orthonormaliser la base canonique.

2.4 Bases orthonormées

Dans cette section, [E est supposé de dimension finie n. Le couple (I, (.,.)) est donc un espace
euclidien.

Définition 28 — Base orthonormée
l Une base orthonormée de [ est une base de £ qui est une famille orthonormée. ]

Proposition 29 — Caractérisation des base orthonormées

Une famille de vecteurs de E est une base orthonormeée de E si, et seulement si, c’est une
famille orthonormée formée de n vecteurs.

X Exemple. La base canonique de R” est une base orthonormée pour le produit scalaire
canonique.

D Exemple.la famille ((0 i i) (i —i i) (i i —i)) est une base
pre V2 val \Ve Ve Ve (VB VBT VB

orthonormée de R® pour le produit scalaire canonique.

> Exemple. Labase canonique de R ;[ X] est une base orthonormée de R ;[ X] muni du produit

+oo p(k) (k)
scalaire (P,Q) = Z '(0) X Q '(0) .
P Kl
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1 3 3v5 1
CS) Exemple. La famille (E , \/7 X V5 ( X2 — 5)) est une base orthonormée de R,[X] muni

27 2v2
1
du produit scalaire (P, Q) = f P(1).Q(r) dt.
-1

Théoreme 30 - Existence de bases orthonormées
Dans un espace euclidien, il existe des bases orthonormées. ]

Théoreme 31 - Théoreme de la base orthonormée incompléte

Si (u1,...,up) est une famille orthonormée de I, alors on peut la compléter en une base
orthonormeée de [E.

£S5 Exemple. Apres avoir normalisé le vecteur u; = (3,0,4), compléter en une base orthonormée
de R® muni du produit scalaire usuel.

Dans la suite, on se donne %8 = (el, ey en) une base orthonormée de E.

==l Théoreme 32 — Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée

Les coordonnées d'un vecteur u € [ dans la base orthonormée 2 sont des produits sca-
laires :

u=y (uep).e

i=1

==t Théoreéme 33 — Produit scalaire et norme dans une base orthonormée

1. Siu=xy.ey+---+xp.epetv=y.e +-+ yp.ey alors:

n n
(WVY=) XixYi=X X1+ +XpxYp=) (U, e;) x(v,e;)
i=1 i=1

2. Siu=x1.e1+---+x,.e,:

n n
2 2 2 2 2
lul® =) x;=xi+-+x,=) (u,e)
i=1 i=1

/\ On a donc une analogie avec le produit scalaire de R”. Mais ces formules ne sont valables
que dans une base orthonormée.
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3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie

On considere dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel [£. Le produit scalaire est noté

(0.

3.1 Supplémentaire orthogonal

== Théoréme 34 - Existence du supplémentaire orthogonal d’'un sev de dim finie [—

Si [F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de [£ alors :

E=FeFt

Si IF est de dimension infinie alors F N F+ = {0} mais en général F @ F+ C .

Définition 35 — Suppémentaire orthogonal d’'un sev de dim finie

Si IF est un sous-espace vectoriel de dimension finie de [E, alors [F* est appelé supplémen-
taire orthogonal de [E.

On dit donc un supplémentaire de F et le supplémentaire orthogonal de .

A\ Le théoréme d’existence d’un supplémentaire demande que [E soit de dimension finie (donc
[ aussi). Pour I'existence du supplémentaire orthogonal, [ peut étre de dimension infinie mais
[ doit étre de dimension finie.

p==ai Corollaire 36 — Supplémentaire orthogonal dans un espace euclidien

Si [E est un espace euclidien et [' est un sous-espace vectoriel de [ :
1. dim(F*) = dim(E) — dim(F)
2. (FY)'=F
3. SiGestunsevde [:

E=FeG

G=F' =
Vu,v)eFxG, {(u,vy=0

® Exemple. Considérons E = R3 et [ le sous-espace défini par I'équation x + y + z = 0. Alors
F+ =Vect(1,1,1) est le supplémentaire orthogonal de IF.

A\ Le deuxiéme point n’est pas vrai en dimension infinie: ona I (IE‘L) , mais ce n’est pas une
égalité en général.
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3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie 541

® Exemple. On considére E I'espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’'un certain
rang, muni du produit scalaire :

+00
(U, vy =) upvp
n=0

+00
OnposeF:{ueE;Z un:O}.

n=0
1. Montrer que F* = {Op}.
2. En déduire que F C (F4)" et que F&F+ CE.

3.2 Projection orthogonale

Soit IF un sous-espace vectoriel de dimension finie de [E. On sait que E = F @ F*.

Définition 37 — Projecteur orthogonal

On appelle projection orthogonale sur IF la projection sur I dans la direction F*. On la
note pr.

A\ 1l existe une infinité de projecteur sur [, mais un unique projecteur orthogonal.

Dasn un espace euclidien on peut aussi définir le projecteur orthogonal sur F* et on a
pr: =1idE - pr.

p—i Théoréme 38 — Détermination du projeté orthogonal

SixeEetsi(ey,...,ep) est une base orthonormale de I, alors le projeté orthogonal pr (x)
du vecteur x sur le sous-espace [ vaut :

p
pr(x) = ) (x,ex).ek
k=1

X Exemple. Dans R* muni du produit scalaire canonique, on consideére F le sous-espace
d’équations :

{X1+XZ+)C3+X4:0

X1—Xo+x3—x4=0

1. Déterminer une base orthonormale de .

2. Déterminer la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur F.
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On a aussi la caractérisation suivante.

== Théoréme 39 - Caractérisation géométrique de pp(x)

x—yeFt
elF

Si x € [, alors pp(x) est'unique vecteur y de [E vérifiant les conditions : {

x— pr(x)

O pF(x)

QX Exemple. Refaire I'exemple précédent.

Retour sur l'algorithme de Gram-Schmidt.

Soit (u1,, up) une famille libre de vecteurs de [, et notons [y = Vect(w, ..., wy) pour k€ [1,n -
1].

On peut réécrire le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt de la maniere suivante :

1
e poser w; = ——.uU
lle
¢ une fois les vecteurs wy,..., wy construits

* POSEer Vit = Uk+1 — PF; (Uk+1) = ppi(ukﬂ)

1

* POSEer Wiy = Tk
+1

Vi+1

La projection orthogonale permet de calculer la distance a un sev.

== Définition 40 — Distance a un sev

Soit IF un sev de [£ et un vecteur x € [£. On appelle distance de x au sous-espace I :

d(x,F) = inf |lx-y]
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Cette distance s’exprime a 'aide du projeté orthogonal.

pmed Théoréme 41 — Meilleure approximation

Si F un sev de dimension finie de E et si x € E, alors pp(x) est I'unique vecteur de F qui
vérifie :
d(xF) = | x-pr

Onadonc:
d(x F) =min|x-y|

et ce minimum est atteint en 'unique vecteur y = pp(x).

Doncsi (ey,..., ep) est une base orthonormée de ' on a:

p
d(x,F) = | IxI>= Y (x,e0)”
k=1

Si E est euclidien on a aussi :
d(x,F) =[x - pr@)| = | pp: 0
D Exemple. Si I est un sev de dimension finie de [£ montrer que : d(x,F) =0 < xe F.

RS Exemple. Dans [E = R* muni du produit scalaire usuel, on considere le sous-espace
F =Vect((0,0,1,0),(1,1,1,1)).

Ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur IF' dans la base canonique.

Calculer d(u,F) ot u = (2,0,0,1).

1
D Exemple. Dans R[X] calculer d (X3, Ry (X)) pour le produit scalaire (B, Q) = f P(1).Q(r) dt.
-1

1
® Exemple. Dans .#;(R) on pose M = | —1
0

S O O

1
1]. Calculer d(M, S3(R).
0

On a aussi I'inégalité suivante.

g Théoréme 42 - Inégalité de Bessel

SiIF est un sev de dim finie et si x € E on a || pr(x)|| < |l x| avec égalité si, et seulement si,
xel.

p
Doncsi (ey, ..., ep) est une base orthonormée de I on a Z {x, ek)2 < | x|I® avec égalité si, et
k=1
seulementsi, x € IF.
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1 2m
X Exemple. Sur C°([0,27];R) on choisit comme produit scalaire (f|g) = Py f fHg(nde. Si
T Jo

1 2r
fe C°([0,27];R), on pose Vne N*, a,(f) = - f(t)cos(nt)dt. Alors :
0

1 N ) 1 27 )
VNeN, = <—
€ 2k;an(f) <2nf0 f(o)de
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4

Compétences a acquérir sur ce chapitre

Savoir montrer qu'une application de [E? dans R est un produit scalaire sur IE.

& Ne pas confondre forme définie et bien définie.

Connaitre les exemples usuels : produit scalaire canonique sur R" et sur C°([a, b]; R).

Connaitre les regles de calculs pour le produit scalaire et la norme.

& Savoir démontrer des inégalités grace a I'inégalité triangulaire ou I'inégalité de Cauchy-
Schwartz.

Savoir déterminer I’orthogonal d'une partie.

© En dimension finie, on peut prédire sa dimension ce qui simplifie la recherche.

Connaitre les propriétés des familles orthogonales et orthonormales.

& Savoir orthonormaliser une famille libre avec I'algorithme de Gram-Schmidt.

Connaitre les propriétés des projection orthogonales.
& Savoir déterminer un projeté orthogonal « géométriquement ».
& Savoir déterminer un projeté orthogonal sur [ a I'aide d'une base orthonormale de F.

@ Savoir identifier et résoudre un probleme de meilleure approximation.
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5 Exercices

Produits scalaires et
normes

EXERCICE 1. Produits scalaires classiques
1. Sur E = 4, (R), montrer qu’on peut définir le produit scalaire :
(A,B) =Tr(A.'B)

Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2. Sur E = R, [X], montrer qu'on peut définir le produit scalaire :

(PQ)= ) P(k).Q(k)

k=0

3. Sur E = R[X], montrer qu’on peut définir le produit scalaire :

1
<R@:f}memm

EXERCICE 2. Propriétés d'une norme

On suppose que [E est un espace préhibertien et on note (., .) le produit scalaire.
1. Vérifier les identités de polarisation :

1 1
(x,y) = §(||J€+Y||2 —lIxl® = [ly]*) et (xy)= Z(||J€+Y||2 ~lx=yI")
2. Démontrer |'identité du parallélogramme, pour deux vecteurs (x, y) € E?,

oyl + =yl = 2000 + [ y]7)

EXERCICE 3. Inégalité de cauchy-Schwarz

1. Six,...,x; sont desréels:

n n
IR ENERYPIEA
k=1 k=1

avec égalité si, et seulementsi: x; = = xp,.

2. Si f est une fonction continue sur le segment [a, b] :

f fode =

avec égalité si, et seulementsi: f est constante.

Vb—ax f(t) dr
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EXERCICE 4. Produits scalaire sur R [X]

Sur E = R[X], montrer qu’on peut définir le produit scalaire :

+00
(PQy= ) P(m)Q(n)e™"
n=0

EXERCICE 5. Produit scalaire avec poids sur C°([a, b], R)
Sur E = CO([a, b],lR), si w est une fonction continue sur [a, b] et strictement positive, montrer

b
qu’'on a un produit scalaire : (f]g) :f fgw(t) dt

Remarque : la fonction w est appelée fonction poids.

EXERCICE 6. Produit scalaire sur R, [ X]

Dans I'espace [ = R ,[X], on considere (n + 1) réels distincts (ay, ..., a,) et on définit :

¢:RnlX]xRy[X] — R

(PQ) — Y Plar)Q(ax)
k=0

1. Vérifier que ¢ définit un produit scalaire sur R ;[ X].
Dans la suite on note (P|Q) = ¢(B, Q).

2. Trouver sans calcul (ou presque) une base orthonormale de [.

3. Quelles sont les coordonnées de P € IR ;[ X] dans cette base?

EXERCICE 7. Produit scalaire sur C'([0,1];R)
Soit E = C'([0,11;R). Pour (f, g) € E?, on pose:

1
(f1g) = f(0)g(0) +f0 (fO+f'0) (g +g ) dt

Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur [E.

EXERCICE 8. Familles obtusangles

1. Soient p = 2 vecteurs (x1,..., X,) d'un espace préhilbertienréel [£. On suppose que Vi # j,
(xi,xj) <0. Montrer que toute sous-famille de p — 1 vecteurs est libre.
Hint : Procéder par récurrence sur p et dans une CL nulle distinguer les coefficients = 0 des
coefficients < 0.

2. En déduire que dans R” muni du produit scalaire usuel, il estimpossible de trouver (n+2)
vecteurs formant deux a deux un angle obtu.
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Orthogonalité

EXERCICE 9. Produits scalaires classiques
Sur £ = 4, (R), on définit le produit scalaire :

(A,B) =Tr(A x 'B)
Montrer que (S,(R))" = A,(R).

EXERCICE 10. Propriétés de I'orthogonal

Si IF et G sont deux sev d'un espace euclidien, montrer que :

F+®)*t=FLnG+t et FnG)Lt=FL+Gt

EXERCICE 11. Caractérisation des BON

Soient E un espace euclidien et (ey,...,e,) une famille de vecteurs unitaires de E. Etablir
I’équivalence des propositions :

* (e1,...,en) estune base orthonormale de E;
n

e VX€E, |x]|* =Y (x,e)?
i=1

EXERCICE 12. Endomorphisme dans un espace euclidien
Soit f € £ (E) vérifiant Vx € E, { f(x),x) =0.
1. Montrer que V(x,y) € E?, (x, f(3)) = - (f (1), ¥).
L
2. En déduire que Ker(f) = (Im(f)) .

EXERCICE 13. Exemple de polynomes orthogonaux

On définit

)(71)

Qn(X) = (x*-1)"

2"n!
1. Soit n = 1. Montrer que Q,, posséde n racines simples dans |1, 1[.

2. Montrer que
Qn=X"+(X*-1Ry(X)

avec R,, € R[X]. En déduire Q, (1) et Q,(-1).
3. On pose, pour (P,Q) e R[X]?,

1
<P,Q>=f1P(t)Q(t)dt

Montrer que Q,, est orthogonal a R,,_; [X].
4. Calculer |Qy, .
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Projections
orthogonales

EXERCICE 14. Projection orthogonale sur un hyperplan

Dans [E = R” muni du produit scalaire canonique, on considere un vecteur b = (b,..., b,), avec
Ibll = 1.

Calculer P = Matg(p) ou p est le projecteur orthogonal sur I'hyperplan H = Vect (b)L et A la
base canonique. On l'exprimera a I'aide de la matrice B = Matg (b).

EXERCICE 15. Distance a un s.e.v.

Soit E = C°([-7,7]; R). Trouver (a, b, ¢) € R? tels que la quantité

1 T
—f (e’ — (a+ bsint + ccos 1))°dt
TJ-n

soit minimale.

EXERCICE 16. Distance a un s.e.v.

On note .#,(R) 'ensemble des matrices symétriques réelles. Soit A € .#,(R) une matrice
quelconque. Déterminer

EXERCICE 17. Distance a un s.e.v.

1
Pour n > 3, déterminer  inf (f (£ —at® - bt -c)’ dt).
(a,b,c)eR3 \ J-1

EXERCICE 18. Matrice d’'une projection orthogonale dans une BON

Soient [E un espace vectoriel euclidien muni d’'une base orthonormée % = (el, e en) et ' un
sous-espace vectoriel de [E muni d'une base orthonormée (xl, cee) xp).
Montrer que la matrice de pr, projecteur orthogonal sur [, dans la base 2 est

p
Z Xi x 'X¢
k=1

ou X estla colonne des coordonnées du vecteur x; dans 23.
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EXERCICE 19. Matrice de Gram

Soit E un espace euclidien. Pour (u,...,u,) famille de vecteurs de [E on note G(uy,..., up) la
matrice de .4, (IR) dont le coefficient d’indice [7, j] est (u;, u;).

1. Montrer que (uy,..., up) est libre si, et seulement si, det (G(ul, o up)) # 0.

2. Montrer que si (el, . ep) est une base d'un sev [ de [, alors, pour tout x € [ :

det (G(el, : ..,ep,x))

dlx F)=
F) det (G(el,...,ep))
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Couples de variables aléatoires
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552 CHAPITRE 22 : Couples de variables aléatoires

Dans tout le chapitre, on considere une expérience aléatoire modélisée par un espace probabi-
lisé fini (Q,P). E et F sont deux ensembles quelconques supposés non vide.

1 Couples de variables aléatoires

1.1 Couples de variables aléatoires

Onsedonne X:Q — Eet Y :Q — F deux variables aléatoires.

==t Définition 1 — Couple de variables aléatoire

On appelle couple des variables aléatoires X et Y, et on note Z = (X, Y), 'application

Z: Q — R?
w — ZQ)=(XWw)Yw)

Lensemble des valeurs prises par Z est :
2@ ={(X@),Yw)/weal
C’est une partie de IR?, incluse dans X(Q) x Y (Q).
Notation : Si X(Q) = {x1,..., x,} et Y(Q) = {y1,..., yp} alors:
Z(Q) = X(Q) x Y(Q) ={(x;, y))/ (i, ) € [1,n] x [1, pl}

S Exemple. On lance deux dés cubiques distinguables. On note X = Chiffre obtenu avec le
premier dé, et Y = Chiffre obtenu avec le second dé. Alors Z = (X, Y) est un couple discret et
Z(Q) = [1,6]>

® Exemple. On lance deux dés cubiques distinguables. On note X = Chiffre obtenu avec le
premier dé, et Y = Plus grand chiffre obtenu avec les deux dés. Alors Z = (X, Y) est un couple
discret et Z(Q) C [1,6]°.

Plus généralement, on dira que (Xj,..., X;) est une suite finie de variables aléatoires définies sur
le méme espace probabilisé (Q2,[P) lorsque, pour tout k € [1,n], X est une variable aléatoire
définie sur (Q,P).

1.2 Evénements associés a un couple de VA

Si AcR?, onnote (Z € A) ou Z € Al'événement :
Z N A) = {lweQl Z(w) € A}
Si A= B x Cou B et C sont deux partiesde R, on a:
(ZeBx(C)=(XeB)Nn(YeO)

En particulier si (x,y) € R?, (Z = (x,)) = (X =x)n([Y = ).
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Notation : Pour simplifier on pose :

P(XeB YeC)=P((XeB)N(YeQ)etPX=x,Y=y)=P(X=x)n(Y =)

=i Théoréme 2 - S.c.e. associé a un couple discret

Si X(Q) = {x1,..., x5} et Y(Q) = {y1,..., yp! alors la famille d’événements
(X =x101Y = Y1) heprmxqn,p €Stuns.ce. de Q

1.3 Loi conjointe d’'une couple de VA

==t Définition 3 — Loi conjointe d’'une couple de VA

Si (X, Y) estun couple de VA, on appelle loi conjointe I'application

Pxyy ExF — [0,1]
x,y) — PX=x,Y=Y)

A Si(x,y) ¢ X(Q)xY(Q),onaP(X =x,Y =y) =0. Donc avant de déterminer la loi conjointe
du couple (X, Y), on commence par déterminer X (Q) et Y (Q).

Si X(Q) ={xy,...,xp} et Y(Q) ={y1,..., 4}, on pose :
V(i,j)ell,nl x[1,q91, pij=PX=x;,Y=y))
Puisque la famille (X = x;) N (Y = yj))(i,j)E[[l,n]]x[[l,p]] est un s.c.e., le théoreme de Fubini donne :

1= > Pij:i(ipij):i(ipij)

(i, )ell,nlxI1,p] i=1\j=1 j=1\i=1

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) c’est calculer la valeur des p; ;. On peut représenter
les résultats sous forme d’un tableau a double entrée :

Y y y y
X J q
X1 pir | ---| P1j | --- | P1g
Xi pi1 | --- | Pij | --- | Pig
x” pnl cee pnj . pnq

La somme de toutes les cases doit étre égale a 1.
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® Exemple. On dispose d’'une urne composée de 3 boules numérotées. On tire deux boules
successivement, avec remise. On note X; = Numéro de la premiere boule tirée, et X, = Numéro
de la seconde boule tirée. Alors X;(Q) = X»(Q) = [1,4] et la loi conjointe de (X;, X») est:

Xy ]2l
Xy
1 s|5|s
2 s|s|s
3 K

De méme si Y = max(Xj, X») alors Y (Q) = [1,3] et laloi conjointe de (X3, Y) est:

Yiilals
Xy
1 1 1
1 99|39
2 023
3 00|32

> Exemple. Si X et Y sont deux VA a valeurs entieres positives, laloi conjointe de (X, Y) permet
de déterminerlaloidelaVAS=X+Y:

n n
VnelN, IP(S:n):P(X+Y:n):ZIP(X:k,Y:n—k):ZIP(X:n—k,Y:k)
k=0 k=0

p==ed Théoréme 4 — Construction d'un couple discret finie ayant une loi conjointe donnée

On se donne des réels (p; ;) 1=i=n vérifiants :
1<j<p

e V(i,j)ell,nl x[1,pl, pij=0;
n q q n
« Y| Xpi|=X|Xpi|=L
i=1\j=1 j=1\i=1
Alors pour tous réels deux a deux distincts x1, ..., X, ¥1, ..., ¥p, il existe un couple discret
(X, Y) défini sur un espace probabilisé fini (Q,P) telle que :

X(Q) ={x1,..., x5, Y) = {y1,..., yph et V(i, j) € [1,n] x [1, pl, pij=PX=x;,Y =y;)

Donc pour tout (i, j) € [1, n] x [1, pl, p;; € [0, 1].

X Exemple. 1l existe un couple discret (X, Y) a valeurs dans [1, n]? et de loi conjointe donnée
par:
i+

V@ pellnl, PX=iY=j)=—7--—
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1 Couples de variables aléatoires 555

1.4 Lois marginales

Définition 5 — Lois marginale
l Si (X, Y) estun couple de VA, on appelle loi marginalesde (X, Y) lesloisde X etde Y. ]

= Théoréme 6 — La loi conjointe caractérise les lois marginales

Si (X,Y) estun couple de VA avec X(Q) = {x1,...,x,} et Y(Q) = {y1,..., yp}, alors:

p p
Viell,n], PX=x)=) P(X=x;,Y=y))=) pij
j=1 j=1

et:
n

n
Vjell,pl, PY=y)=) PX=x;,Y=y)=)_ pij
i=1 i=1

On note parfois p; =P(X = x;) et p j =P(Y = y;). On a donc les formules :
p p n n

pi=) PX=x,Y=y)=) pij et p;=) PX=x,Y=y)=) pij
j=1 j=1 i=1 i=1

On peut ajouter une ligne et une colonne au tableau a double entrée représentantlaloi conjointe.
Pour trouver les loi marginales, il suffit ensuite d’additionner les cases en ligne et en colonne.

X Exemple. Sur les deux tableaux précédents, on obtient :

Xl ]a]s Loi de X; Y1121 3 Loide X
X3 X
1 5|33 3 1 s|3ls 3
2 533 3 2 UHE 3
3 51353 3 3 003 3
Loide X, % % % 1 Loide Y % % g 1

On retrouve que Xq — u{1,2,3}) et X5 — U {1,2,3}).
Par contre, pour Y = max(Xj, X»), on ne trouve pas une loi usuelle.

A\ Le théoréme précédent n’est pas une équivalence : les lois marginales ne caractérisent pas la
loi conjointe.

Intuitivement, les lois marginales donnent des information sur le comportement de chacune
des variables aléatoires, mais elles ne donnent aucune information que la maniere dont les deux
variables aléatoires interagissent au cours de I’expérience.
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556 CHAPITRE 22 : Couples de variables aléatoires

Comme contre-exemple, nous allons construire deux couples de VA qui ont les mémes lois
marginales mais des lois conjointes différentes.

S Exemple. On dispose d’une urne contenant 3 boules blanches et 4 boules rouges.
On effectue deux tirages successifs d’'une boule dans cette urne. On note :

X, = 1 sila premiere boule tirée est blanche
71 0 sila premiére boule tirée est rouge

et:
X, = 1 silaseconde boule tirée est blanche
271 0 silaseconde boule tirée est rouge

On obtient les lois conjointes et marginale suivantes :

TIRAGES AVEC REMISE TIRAGES SANS REMISE
X X
21 o | 1| LoideX; 20 0]1] LoideX;
Xq X3
16 | 12 4 2 | 2 4
0 1 | 15 7 0 717 7
12 | 9 3 2 |1 3
1 15 | 19 7 1 717 7
Loide X, % % 1 Loide X, % % 1
1.5 Lois conditionnelles
Soit (X, Y) un couple de VA.
== Définition 7 — Loi conditionnelle de Y sachant (X = x)
Soit x € X(Q) tel que P(X = x) #0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = x), I'application
Y Q) — [0,1]
Py (Y =) = P(Y = y|X = x) = LA =Y =V)
y x=xX =y)= =yiA=Xx)= P(X =

On la note parfois Py (.| X = x).
Siye Y(Q)esttelque P(Y = y) #0, on définit de méme la loi conditionnelle de X sachant (Y = y)

X — [0,1]

P(X=xY=y)
X — Py, (X=x)=PX=x|]Y=y)=

P(Y =y)
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2 Indépendance de variables aléatoires 557

Les lois conditionnelles sont souvent données dans la modélisation.

Avec les notations X(Q) = {xy,..., x,} et Y(Q) = {y1,..., yp} on ale théoréme suivant.

=i Théoréme 8 — Lois conditionnelles + loi marginale donnent la loi conjointe

Si on connait la loi de Y, ainsi que la loi de X sachant (Y = y) pour tout y € Y (Q), on peut
en déduire la loi conjointe de (X, Y) :

VG, ) ell,nlx[1,pl, P(X=x,Y=y)=P(Y =y))xPy_,, (X =x;)

etdonclaloide X :

p p
Vie[l,nl, PX=x)=) PX=x;,Y=y)=) P(Y=yj)xPy=y,(X=x)
j=1 j=1

De méme, si on connaitlaloi de X etles lois conditionnelles de Y sachant (X = x), alors on peut
calculer la loi conjointe du couple (X, Y) puislaloide Y.

N Exemple. On dispose d'un dé et d’une piece. On lance une fois le dé et on note X la variable

aléatoire égale au chiffre obtenu. On lance alors X fois la piéce et on note Y la variable aléatoire
égale au nombre de « pile » obtenus. Déterminerlaloide Y.

2 Indépendance de variables aléatoires

2.1 Indépendance de deux VA
Soit (X, Y) un couple de VA.

=t Définition 9 - Indépendance de deux VA

On dit que les VA X et Y sont indépendantes, lorsque :

Vx,)eX(Q)xY(Q), PX=x,Y=y)=P(X=x)xP(Y =y)

Onle note X 1 Y mais cette notion n’est pour le moment pas officielle aux concours.

Onadonc:

X1lY << |[V(x,y)eX()xY (), lX:x]{L[Y:yl

VA événements

Important. Si X et Y sont indépendantes, les lois marginales déterminent donc la loi conjointe
(on a vu que ce résultat est faux en général).

/\ En pratique, 'indépendance de deux VA n’est en général pas démontrée. Elle fait partie des
hypotheses de I'énoncé.
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558 CHAPITRE 22 : Couples de variables aléatoires

Q. Exemple. On lance deux dés distinguables et on note X = chiffre donné par le premier dé, et
Y = chiffre donné par le second. Alors X 1 Y.

D Exemple. X est une VA constante si, et seulement si, X 1 X.

Pour le théoréme suivant rappelons que, si A est un évenement, alors 14 est une VA de loi de
Bernoulli de parametre P(A).

==t Théoreéme 10 - Lien entre indépendance d’évenements et indépendance de VA [

Soient A et B deux évenements. Alors :

A et B sont des événements indépendants < 14 et 1p sont des VA indépendantes

A partir de deux VA indépendantes, on peut en construire d’autres.

g Théoréme 11 - Indépendance de f(X) et g(Y)

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, et si f et g sont des applications
définies respectivement sur X(Q) et Y (Q), alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont
indépendantes.

Lindépendance est une hypothese tres utile pour étudier la somme de deux VA.

QX Exemple. Si X et Y sont deux VAR indépendantes et a valeurs entiéres positives et si
S=X+Y,alors:

VreN, PS=n=PX+Y=n=) PX=kY=n-k=) PX=kxP(Y=n-k)
k=0 k=0

Donc dans le cas out X et Y sont indépendantes, la loi de X + Y est déterminée par les lois
marginalesde X etde Y.

Théoreme 12 - Stabilité de la loi binomiale
I Si X; — %B(ny, p) et Xo — B(ny, p), avec X L Xy, alors X; + Xp — B(n; + ny, p). ]

On a aussi le résultat remarquable suivant.

Théoréme 13 - Indépendance et espérance
I Si X et Y sont deux VA indépendantes, alors [E(XY) = E(X) x E(Y). ]

A\ Ne pas confondre avec la linéarité de I'espérance qui est vraie méme si les VA ne sont pas
indépendantes: E(X + Y) = E(X) + E(Y).
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2 Indépendance de variables aléatoires 559

A\ Laréciproque est fausse, on peut avoir E(XY) = E(X)x[E(Y) avec X et Y non indépendantes.

® Exemple. Si X est une VA on appelle fonction génératrice de X I'application Gx : R — R
définie par Gx(f) = E(¢%).Si X et Y sont deux VA indépendantes, montrer que Gx+y = Gx x Gy.

® Exemple. 1l existe un cas oil la réciproque est vraie, et cela fait partie des résultats classiques
en probabilités : lorsque X et Y sont des lois de Bernoulli. On a alors :

X1Y = EXY)=EX)xE(Y)

2.2 Indépendance d’une suite finie de VA

On se donne (Xj,..., X;) une suite finie de VA.

=t Définition 14 - Indépendance deux a deux de VA

On dit que les variables aléatoires X;, X», ..., X, sont deux a deux indépendantes lorsque,
pour tout (i, j) € [1,n]* tel que i # j, ona X; L X, ielorsque (i, j) € [1, n]?:

i #j=|V(x;,x;) € X;(Q) x X;(Q), PX;=x,Xj=xj)=P(X;=x;) xP(X; = x;)

gt Définition 15 - Indépendance mutuelle de VA

On dit que les variables aléatoires Xi, Xo, ..., X, sont mutuellement indépendantes, ou
indépendantes dans leur ensemble, lorsque Y (x1, X2,...,X,) € X1(Q) x X2(Q) x -+ x X,(Q) :

P(X;=x1,X2=x2,..., X5 = x,) =P(X3 = x1) X P(Xo = x2) x -+ x P(X}, = xp)

On a donclorsque Xj, X, ..., X;; sont mutuellement indépendantes :

P(ﬂ Xk = xk]) = [[ P(Xx = xp)
k=1

k=1

=4 Proposition 16 — Lien entre VA et événements mutuellement indépendants

Si les variables aléatoires X, ..., X;,, sont mutuellement indépendantes alors pour tout
(A1, Az,..., Ap) € 2(X1(Q) x P(X2(Q) x -+ x P(X,(Q)), les évenements (X; € A),
(Xz € Ay), ..., (X, € Ay) sont mutuellement indépendants.
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X Exemple. On dispose d'une urne de N boules numérotées, dans laquelle on effectue
n tirages successifs d'une boule avec remise. Pour tout k € [1,n], on note X; = numéro
inscrit sur la boule tirée au k-ieme tirage.

Alors (X, ..., X;;) sont mutuellement indépendantes.

Théoreme 17 - Lien entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux

Si (Xj,...,X,) sont mutuellement indépendantes, alors elles sont deux a deux indépen-
dantes.

A\ La réciproque est fausse (comme dans le cas des événements).

Notation : On dit que les VA Xj, ..., X, sont i.i.d. lorsqu’elles sont mutuellement indépendantes
et identiquement distribuées. En pratique, ceci correspond au cas d'une expérience répétée de
maniere identique et indépendante a chaque fois.

X Exvemple. Dans I'exemple précédent, (Xi,..., X,,) sont i.i.d. de loi % ([1, N1).

/\ En pratique, I'indépendance mutuelle n’est en général pas démontrée. Elle fait partie des
hypotheses de I'énoncé.

® Exemple. On dispose d’une urne de 20 boules, dont 15 blanches et 5 noires. On effectue 12
tirages successifs d'une boule avec remise. On note Y = nombre de boules blanches obtenues au
7 premiers tirages, et Z = nombre de boules noires obtenues entre le 8-iéme tirage et le 12-iéme.
Alors Y 1 Z.

Par contre si Z = nombre de boules noires obtenues entre le 7-iéme tirage et le 12-ieme. Alors YV
et Z ne sont, a priori, pas indépendantes.

La stabilité de la loi binomiale donne le résultat suivant, souvent utilisé dans I'étude du jeu de
pile ou face.

Corollaire 18 - Somme de VARD i.i.d. de loi de Bernoulli
| Supposons que (Xj, ..., X;) sonti.i.d. deloi B(p). Alors X; + X +--- + X, — B(n, p). ]

Intuitivement, on peut comprendre ce résultat de la maniere suivante.

On répete n fois une méme expérience aléatoire du type succes/échec, de manieére
indépendante. Pour tout k € [1,n], on note X = 1 si la k-iéme répétition est un succes, et 0
sinon.

Alors X — %B(p) ou p est la probabilité qu'une réalisation de I'’expérience donne un succes, et
Xj+---+ X, représente le nombre de succes obtenu sur n répétitions, et suit donc la loi 2(n, p).

On retrouve ainsi le résultat du théoreme précédent.

A\ Ce résultat est faux sans 'hypothese d’indépendance mutuelle.
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On peut aussi généraliser le résultat suivant.

ped Théoréme 19 — Espérance d’'un produit et d'une somme de VA

On se donne une suite finie de variables aléatoires (X, ..., X},).

n
1. On alinéarité de 'espérance : [ ( Z Xk) =) E(Xg)
k=1 k=1

2. Si on suppose de plus que les variables aléatoires (Xj,..., X;) sont mutuellement

n

n n
indépendantes : £ ( ITXk|=]1EX
k=1 k=1

Avec la linéarité de I'’espérance, on retrouve que I’espérance de la loi binomiale est np.

/\ Le second point nécessite 'hypothese d'indépendance mutuelle des VA, mais pas le premier.
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562 CHAPITRE 22 : Couples de variables aléatoires

3 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre les notions de loi conjointe, lois marginales et lois conditionnelles pour une couple
de VA.

& Par somme de valeurs de la loi conjointe on peut déterminer les valeurs des lois
marginales.

& Les valeurs de la loi conjointe peuvent étre obtenues par produit des valeurs des lois
marginales et des valeurs des lois conditionelles.

= Connaitre la notion d'indépendance d'un couple de VA.

& Dans ce cas les valeurs de la loi conjointe sont obtenues par produit des valeurs des lois
marginales.

= Connaitre les regles de calculs pour le produit scalaire et la norme.

& Savoir démontrer des inégalités grace a I'inégalité triangulaire ou I'inégalité de Cauchy-
Schwartz.

w Savoir déterminer la loi d'une somme de VA.

= Connaitre les propriétés de 'espérance.

& Pour l'espérance d'une somme de VA on utilise la linéarité de 1'espérance, sans aucune
condition.

& Pour I'espérance un produit de VA, on obtient le produit des espérances a condition que
les VA soient mutuellement indépendantes.
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4 Exercices

Lois conjointes, lois
marginales et lois
conditionnelles

EXERCICE 1. Utilisation des conditionnelles

On lance un de et on note X le numéro obtenu. On choisit alors au hasard avec équiprobabilité
un entier Y entre 1 et X.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y), puislaloide Y.

2. Déterminer laloi de X sachant [Y = 2].

EXERCICE 2. Min et Max pour un tirage simultané

On considere une urne contenant N jetons numérotés de 1 a N. On tire simultanément 7 jetons
del'urne (n < N) et on note X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus grand.

1. Déterminerlesloisde X et Y.

2. Déterminer la loi conjointe de (X, Y).

EXERCICE 3. Utilisation des lois conditionnelles

On dispose de n € N* urnes numérotées de 1 a n: Uy, U, ..., U,. Lurne Uy contient k boules
numérotées de 1 a k. On choisit au hasard une urne, on note X le numéro de I'urne choisie, puis
on tire une boule au hasard dans 1'urne choisie, on note Y le numéro de la boule tirée.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y), en déduirelaloide Y.

2. Déterminer I'espérance de Y.

EXERCICE 4. Utilisation des lois conditionnelles

On dispose d'une urne contenant n = 2 boules numérotées de 1 a n. Soit Y une variable
uniforme a valeurs dans Y (Q) = [0, n]. Lorsque Y prend la valeur de y, on tire au hasard y boules
simultanément dans I'urne. On appelle X la somme des numéros tirés. Pour k € [1, n], on note
X la variable aléatoire définie par Xj = k sila boule numéro k a été tirée et X = 0 sinon.

1. Déterminer X(Q).

1
2. Vérifier que, pour tout k € [1, n], P(Xy = k) = 7 En déduire la loi de X;..

n
3. Justifier que X = Y X, en déduire I'espérance de X.
k=1

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



564 CHAPITRE 22 : Couples de variables aléatoires

Indépendance de
variables aléatoires

EXERCICE 5. Contre-exemple alaréciproquede X 1 Y — E(XY) = E(X) x E(Y)

Soient U, et U, deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[. On pose T = U; — U, et V = U} + Us.

1. Déterminer la loi du couple (7, V).
2. Vérifier que E(TV) = E(T) x E(V).

3. T et V sont-elles indépendantes?

EXERCICE 6. Lois uniformes indépendantes

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, n].
Déterminerlaloide S=X+Y.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [1, n].
Déterminer laloide U = min(X, Y) et de V = max(X, Y). Calculer leur espérance.

Sujets d’étude

EXERCICE 7. Urne a composition changeante

Une urne contient initialement r boules rouges et b boules blanches. On pose N = r + b. On
effectue des tirages successifs dans l'urne, et, a I'issue de chaque tirage, la boule prélevée est
remise, avec ¢ boules de la méme couleur (c € N*). Pour n € N*, on note X;, le nombre de boules
rouges tirées lors des n premiers tirages et Y, la variable indicatrice de I'événement «le n-ieme
tirage donne une boule rouge ».

1. Déterminer la loi de Y;.

r+cEX
2. Montrer que pour n€ N* : [E(Y,41) = #
N+ nc
3. Exprimer X, al’aide des variables Y, ..., Y, et en déduire que toutes les variables Y}, ont

meéme loi.

4. Déterminer ’espérance de X,,.
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EXERCICE 8. Urnes d’Ehrenfest

On consideére deux urnes A et B contenant en tout b boules (b = 2). Lors de chaque étape, une
boule est sélectionnée au hasard et changée d'urne. On note X, la variable aléatoire
correspondant au nombre de boules dans I'urne A a I'instant n.

1
1. Pour n e N, vérifier que P(X;+1 — X, =1)=1— E]E(Xn).

2
2. En déduire que pour tout ne€ N : [E(X;,41) = (1 - E) x E(X;,) + 1.

3. Déterminer [E(X}) en fonction de la composition initiale des deux urnes, puis sa limite
quand n — +oo.

EXERCICE9. Sur le jeu infini de pile ou face

On effectue une succession infinie de lancers d’une piéce équilibrée. A chaque lancer, a partir
du deuxiéme, si le cOté obtenu est différent du co6té obtenu au lancer précédent, on marque un
point. Pour n = 2, soit X, la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus a l'issu de n
lancers.

1. Déterminer les lois, les espérances et les variances de X et X3.

2. Soit n = 2, quel est I'ensemble des valeurs prises par X, ? Déterminer P(X, = 0) et
P(X,=n-1).

3. Soitn=2et ke [1,n—1], montrer que:
1 1
P(Xp+1=k) = EIP(XH =k)+ EIP(X,, =k-1)

n—-1
4. Soit n = 2. On définit une fonction Q, : R — R par Q,(s) = Z P(X,=k)x sk,
k=0

(@) Soit n= 2. Calculer Q,(1) et montrer que Q/,(1) = E(X},). Exprimer V(X},) al'aide de la
fonction Q,,.
1+s
(b) Montrer que, pour tout n =2, pour tout s€ R : Qu4+1(s) = TQn(s).
(c) En déduire une expression de Q,(s) en fonction de n et de s.
(d) Calculer alors, pour tout n = 2, I'espérance et la variance de Xj,.

(e) Pour n =2 donnerlaloide X,,.

EXERCICE 10. Sur les marches aléatoires

Soit X une variable aléatoire discrete finie a valeurs dans Z, non constante. Soit (X},),>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d. suivant chacune la loi de X. Pour n € N, on pose
Sn:X1+"’+Xn.

1. Montrer I'existence de c; > 0 tel que Vn € N*, \j—l_ <sup{P(S,=k); ke Z}
n
1 (7 itx\\" ikt
2. Montrer que P(Sn:k):—f (E(e )) e T dr
27 J—n

3. Montrer I'existence de C, > 0 tel que Vn € N*, sup{P(S, = k); k€ Z} < C—\/Z_
n
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EXERCICE 11. Variables aléatoires constantes

Soit X une variable aléatoire discrete finie a valeurs dans R*. Soient X; et X» deux variables
aléatoires indépendantes suivant la méme loi que X. On suppose X; + X, a méme loi que 2X.
Montrer que X est presque stirement constante.

EXERCICE 12. Marches aléatoires et principe de réflexion

Soient (a, b) € Z? et n € N. On appelle chemin de longueur 7 allant de a a b toute suite d’entiers
Y = (ap, a1, ..., a,) commencant par dy = a, terminant par a, = b et vérifiant |a; — a;_;| = 1 pour
touti € [1, n]. On dit alors que ce chemin passe par les a; et celui-ci peut étre fiuré par une ligne
brisée s’articulant autour des points de coordonnées (i, a;) pouri =0,1,..., n.

1. A quelle condition existe-t-il au moins un chemin de longueur n allant de a a b?
On suppose cette condition remplie, exprimer alors le nombre de ces chemins.

2. Soient (a, b) € (N*)2. Justifier qu’il y a autant de chemins de longueur 7 allant de a a b qui
passe par 0 que de chemins de longueur n allantde —a a b.

Soit (X;) ,eN+ une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées selon la loi
d’'une variable X prenant ses valeurs dans {—1,1} avec P(X = 1) = p (avec p €]0, 1[). Pour tout
neN*, onpose S, =X +---+ Xj,.

3. Soient n€ N* et b € Z. Exprimer P(S,, = b) et vérifier que :

b
P(51S2...5, #0,S,=b) = %IP(S" =b)

4. En déduire: )
P(S51S,...S, #0) = E]E(Isnl)
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